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Prof. Dr. Marcos Petrúcio de Almeida Cavalcante - UFAL (Avaliador Interno)
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mas também durante todo o peŕıodo desde o mestrado. Pelo exemplo de professor e

pesquisador, deixo minha gratidão.
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Resumo

Neste trabalho, nós apresentamos alguns resultados de rigidez de MOTS com fronteira

livre em conjuntos de dados iniciais que satisfazem certas condições geométricas e de

energia naturais. O primeiro resultado trata sobre hipersuperf́ıcies compactas Σ com

fronteira livre em variedades Riemannianas (Mn+1, g) com fronteira, onde a curvatura

escalar de M satisfaz RM ≥ −(n + 1)n ou RM ≥ 0 e a curvatura média de Σ satisfaz

HΣ ≤ n ou HΣ ≤ 0, respectivamente. Na demonstração, é usada a teoria de MOTS com

fronteira livre em conjuntos de dados iniciais com fronteira. Esse resultado foi motivado

pelo trabalho de G. J. Galloway e H. C. Jang, que obtiveram o mesmo resultado para

variedades M com fronteira compacta Σ. No segundo resultado, é apresentada uma

estimativa inferior para o volume de MOTS compactas estáveis Σ com fronteira livre em

conjuntos de dados iniciais (Mn+1, g,K), com n ≥ 3, assumindo que Σ possui invariante

de Yamabe negativo. No caso em que temos a igualdade na estimativa, é posśıvel

demonstrar que uma vizinhança exterior de Σ em M é isométrica a ([0, t)×Σ, dt2 + gΣ).

Esse resultado foi motivado pelos trabalhos de A. Mendes, que fez o caso para MOTS

fechadas, e de A. Barros e C. Cruz, que obtiveram estimativas sharp para o volume

de hipersuperf́ıcies compactas mı́nimas estáveis com invariante de Yamabe não-positivo

satisfazendo a condição de fronteira livre em uma variedade Riemanniana com limitação

inferior na curvatura escalar e na curvatura média da fronteira, e o resultado de rigidez

quando se tem a igualdade no volume.

Palavras-chave: Fronteira livre. Invariante de Yamabe. MOTS estáveis. Rigidez.



Abstract

In this work, we present some rigidity results for free boundary MOTS in initial data

sets that satisfy certain natural geometric and energy conditions. The first result deals

with compact free boundary hypersurfaces Σ in Riemannian manifolds (Mn+1, g) with

boundary, where the scalar curvature of M satisfies RM ≥ −(n + 1)n or RM ≥ 0 and

the mean curvature of Σ satisfies HΣ ≤ n or HΣ ≤ 0, respectively. In the proof, we

use the theory of free boundary MOTS in initial data sets with boundary. This result

was motivated by the work of G. J. Galloway and H. C. Jang, who obtained the same

result for manifolds M with compact boundary Σ. In the second result, a lower bound

is presented for the volume of compact stable free boundary MOTS Σ in initial data sets

(Mn+1, g,K), with n ≥ 3, assuming that Σ has negative Yamabe invariant. In the case

where the equality holds, it is possible to prove that an outer neighborhood of Σ in M is

isometric to ([0, t)×Σ, dt2+gΣ). This result was motivated by the work of A. Mendes, who

studied the case of closed MOTS, and the work of A. Barros and C. Cruz, who obtained

sharp estimates for the volume of compact stable minimal hypersurfaces with nonpositive

Yamabe invariant satisfying the free boundary condition in a Riemannian manifold with

lower bounds on the scalar curvature and the mean curvature of the boundary, and the

rigidity result when the volume saturates the inequality.

Keywords: Free boundary. Yamabe invariant. Stable MOTS. Rigidity.
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42



9

1 Introdução

Em geometria diferencial, temos diversos resultados que buscam entender a geometria das

variedades Riemannianas que possuem uma cota inferior para a curvatura escalar. Em

dimensão n = 2, podemos citar o clássico resultado devido a R. Schoen e S.-T. Yau [1],

os quais provaram que qualquer superf́ıcie fechada que minimize área em uma variedade

Riemanniana de dimensão três com curvatura escalar positiva é homeomorfa a S2 ou RP2.

Nesse sentido, um outro resultado devido a Schoen e Yau [2] é o seguinte:

Teorema 1 (Schoen-Yau, 1987). Seja (Mn+1, g), n ≥ 2, uma variedade Riemanniana

com curvatura escalar positiva, RM > 0. Se Σ é uma hipersuperf́ıcie mı́nima fechada,

two-sided e estável, então Σ admite uma métrica de curvatura escalar positiva.

Em [3], M. Cai provou o seguinte resultado de splitting, assumindo que Σ minimiza

volume no lugar de ser apenas estável.

Teorema 2 (Cai, 2002). Seja (Mn+1, g), n ≥ 2, uma variedade Riemanniana com

curvatura escalar não-negativa, RM ≥ 0. Suponha que Σ é uma hipersuperf́ıcie mı́nima

fechada, two-sided e que minimiza volume. Se Σ não admite métrica de curvatura escalar

positiva, então existe uma vizinhança V de Σ tal que (V, g|V ) é isométrica a (−δ, δ)× Σ

com a métrica produto dt2 + h, onde h = g|Σ e (Σ, h) é Ricci plana.

O caso do teorema acima em que n = 2 foi demonstrado por M. Cai e G. J. Galloway [4]

(veja o comentário após o Teorema 5 abaixo).

Mais recentemente, G. J. Galloway e H. C. Jang [5] obtiveram um resultado de splitting

para uma vizinhança da fronteira Σ de uma variedade Riemanniana (M, g) supondo uma

limitação inferior na curvatura escalar deM e uma limitação superior na curvatura média

de Σ, admitindo que Σ não possui métrica de curvatura escalar positiva. Para provar esse

resultado, eles utilizaram alguns resultados da teoria de MOTS em conjuntos de dados

iniciais ao considerar o conjunto de dados iniciais (M, g,K = −ϵg), onde ϵ = 0 ou ϵ = 1.

Mais precisamente, eles demonstraram o seguinte resultado:

Teorema 3 (Galloway-Jang, 2020). Seja (Mn+1, g), n ≥ 2, uma variedade Riemanniana

com fronteira compacta Σ. Fixado ϵ = 0 ou 1, assuma que:

(1) M possui curvatura escalar RM ≥ −ϵ(n+ 1)n;

(2) Σ possui curvatura média HΣ ≤ ϵn;

(3) Σ não admite métrica de curvatura escalar positiva;

(4) Σ é localmente fracamente outermost.
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Então existe uma vizinhança V de Σ em M tal que (V, g|V ) é isométrica a [0, δ)×Σ com

a métrica produto warped dt2 + e2ϵth, onde h = g|Σ e (Σ, h) é Ricci plana.

Abaixo, enunciaremos o primeiro resultado deste trabalho, o qual foi inspirado no

Teorema 3 e cuja demonstração será apresentada na Seção 3.1 do Caṕıtulo 3.

Teorema A (Teorema 3.1.2). Sejam (Mn+1, g), n ≥ 2, uma variedade Riemanniana com

fronteira e Σ uma hipersuperf́ıcie compacta com fronteira livre em M . Fixado ϵ = 0 ou 1,

assuma que:

(1) M tem curvatura escalar RM ≥ −ϵ(n+1)n e curvatura média da fronteira H∂M ≥ 0;

(2) Σ tem curvatura média HΣ ≤ ϵn;

(3) Σ não admite métrica de curvatura escalar positiva com fronteira mı́nima;

(4) Σ é localmente fracamente outermost com respeito a H0 = ϵn.

Então existe uma vizinhança exterior V de Σ emM tal que (V, g|V ) é isométrica a [0, δ)×Σ

com a métrica produto warped dt2+e2ϵth, onde h = g|Σ e (Σ, h) é Ricci plana com fronteira

totalmente geodésica.

No final da seção 3.1, apresentamos exemplos que mostram a necessidade da condição

(3) (para ϵ = 0 ou 1) e da condição (4) (para ϵ = 1) no Teorema A. Esses exemplos foram

inspirados em Galloway e Jang (veja [3], Remark 1) no caso fechado.

Resultados de rigidez envolvendo a curvatura escalar têm atráıdo a atenção de

geômetras ao longo dos anos, como poderemos perceber nos resultados a seguir. O

primeiro é um resultado para superf́ıcies devido a H. Bray, S. Brendle e A. Neves [6],

que supõe a existência de uma esfera mergulhada que localmente minimiza área em uma

variedade Riemanniana com curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante

positiva, o qual nós parafraseamos da seguinte forma:

Teorema 4 (Bray-Brendle-Neves, 2010). Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com

curvatura escalar RM ≥ 2c, para alguma constante c > 0. Se Σ2 ⊂ M3 é uma esfera

mergulhada que localmente minimiza área, então a área de Σ satisfaz

A(Σ) ≤ 4π

c
.

Além disso, se vale a igualdade acima, então existe uma vizinhança V de Σ em M tal que

(V, g|V ) é isométrica a (−δ, δ)× Σ com a métrica produto dt2 + h, onde h = g|Σ e (Σ, h)

é a esfera redonda de raio 1/
√
c. Em particular, se M é completa e Σ minimiza área

em sua classe de isotopia, então o recobrimento universal de M é isométrico ao produto

(R× Σ, dt2 + h), assumindo que vale a igualdade acima.
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O próximo teorema, devido a I. Nunes [7], estende o resultado de Bray, Brendle e Neves

acima para o contexto de superf́ıcies fechadas Σ com gênero g(Σ) ≥ 2 mergulhadas em uma

variedade Riemanniana com curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante

negativa.

Teorema 5 (Nunes, 2013). Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura

escalar RM ≥ −2c, para alguma constante c > 0. Se Σ2 ⊂ M3 é uma superf́ıcie de

Riemann fechada, mergulhada, two-sided, de gênero g(Σ) ≥ 2 e que localmente minimiza

área, então a área de Σ satisfaz

A(Σ) ≥ 4π(g(Σ)− 1)

c
.

Além disso, se vale a igualdade acima, então existe uma vizinhança V de Σ em M tal

que (V, g|V ) é isométrica a (−δ, δ) × Σ com a métrica produto dt2 + h, onde h = g|Σ e

(Σ, h) tem curvatura Gaussiana constante igual a −c. Em particular, se M é completa

e Σ minimiza área em sua classe de isotopia, então o recobrimento universal de M é

isométrico ao produto (R× Σ, dt2 + h), assumindo que vale a igualdade acima.

Vale destacar que tanto o trabalho de Cai quanto os trabalhos de Bray, Brendle e Neves

e de Nunes foram inspirados, em parte, no pioneiro trabalho de Cai e Galloway [4], onde,

motivados por questões relacionadas com a topologia de buracos negros, eles resolveram

um problema proposto por D. Fischer-Colbrie e R. Schoen [8], demonstrando o que nós

parafraseamos da seguinte forma: se (M3, g) é uma variedade Riemanniana com curvatura

escalar não-negativa e Σ2 ⊂M3 é um toro two-sided mergulhado que localmente minimiza

área, entãoM é isométrica a (−δ, δ)×Σ com a métrica produto dt2+h em uma vizinhança

de Σ, onde h = g|Σ e (Σ, h) é um toro plano (i.e.M é plana em uma vizinhança de Σ); além

disso, seM é completa e Σ minimiza área em sua classe de isotopia, então o recobrimento

universal de M é isométrico a (R× Σ, dt2 + h) (ou seja, M é globalmente plana).

Apesar da semelhança entre os resultados de Bray-Brendle-Neves, Nunes e

Cai-Galloway, suas demonstrações são bastante diferentes. Contudo, no ano de 2015,

M. Micallef e V. Moraru [9] apresentaram uma demonstração unificada para esses

importantes resultados. Isso permitiu que, um ano mais tarde, V. Moraru [10] estendesse

o Teorema de Nunes para o caso de hipersuperf́ıcies fechadas Σ de dimensão n ≥ 3.

Teorema 6 (Moraru, 2016). Seja (Mn+1, g), n ≥ 3, uma variedade Riemanniana com

curvatura escalar RM ≥ −2c, para alguma constante c > 0. Se Σn ⊂ Mn+1 é uma

hipersuperf́ıcie fechada mergulhada two-sided com σ(Σ) < 0 que localmente minimiza

volume, então o volume de Σ satisfaz

vol(Σ) ≥
(
|σ(Σ)|
2c

)n
2

.
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Além disso, se vale a igualdade acima, então existe uma vizinhança V de Σ em M tal que

(V, g|V ) é isométrica a (−δ, δ)× Σ com a métrica produto dt2 + h, onde h = g|Σ e (Σ, h)

é Einstein com curvatura escalar RΣ = −2c.

Acima, σ(Σ) representa o invariante de Yamabe de Σ (vide Seção 2.2).

O caso de hipersuperf́ıcies fechadas Σ de dimensão n ≥ 2 com σ(Σ) ≤ 0 (i.e. que

não admitem métrica de curvatura escalar positiva) em variedades Riemannianas com

curvatura escalar não-negativa corresponde ao Teorema 2. Para hipersuperf́ıcies de

dimensão n ≥ 3 com σ(Σ) > 0 em variedades com curvatura escalar positiva, apenas

alguns casos especiais foram tratados até o momento: A. Barros et al. [11] estudaram

o caso de hipersuperf́ıcies Σ de dimensão n = 4, assumindo que (Σ, h) é Einstein;

A. Mendes [12] estendeu o trabalho de A. Barros et al. para hipersuperf́ıcies mais gerais

(não necessariamente Einstein) de dimensão n = 4; e H. Deng [13] estudou o caso em que

n > 4 e (Σ, h) é Einstein.

Em 2020, A. Barros e C. Cruz [14] estenderam o Teorema 6 para hipersuperf́ıcies

compactas com fronteira livre. Vejamos:

Teorema 7 (Barros-Cruz, 2020). Seja (Mn+1, g), n ≥ 3, uma variedade Riemanniana

com curvatura escalar RM limitada inferiormente e fronteira ∂M convexa em média,

H∂M ≥ 0. Considere uma hipersuperf́ıcie Σn ⊂Mn+1 compacta, two-sided, propriamente

mergulhada, com fronteira livre e que localmente minimiza volume.

I) Se inf RM < 0 e σ1,0(Σ, ∂Σ) < 0, então

vol(Σ) ≥
(
σ1,0(Σ, ∂Σ)

inf RM

)n
2

.

Além disso, se vale a igualdade acima, então existe uma vizinhança V de Σ em

M tal que (V, g|V ) é isométrica a (−δ, δ)× Σ com a métrica produto dt2 + h, onde

h = g|Σ e (Σ, h) é Einstein com curvatura escalar RΣ = inf RM e fronteira ∂Σ

totalmente geodésica.

II) Se RM ≥ 0 e σ1,0(Σ, ∂Σ) ≤ 0, então existe uma vizinhança V de Σ em M tal que

(V, g|V ) é isométrica a (−δ, δ) × Σ com a métrica produto dt2 + h, onde h = g|Σ e

(Σ, h) é Ricci plana com fronteira ∂Σ totalmente geodésica.

Acima, σ1,0(Σ, ∂Σ) representa o invariante de Yamabe da variedade compacta Σ com

fronteira (vide Seção 2.2).

Ao longo dos anos, o estudo das MOTS (abreviação para marginally outer trapped

surfaces, em inglês), que tem motivação na teoria da relatividade, tem atráıdo a atenção da

comunidade acadêmica matemática, principalmente no campo da geometria diferencial.

Nesse sentido, e ainda sobre resultados de rigidez, temos o seguinte resultado devido a

Mendes [15] (as definições serão apresentadas na Seção 2.1):
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Teorema 8 (Mendes, 2019). Sejam (M3, g,K) um conjunto de dados iniciais e Σ2 uma

MOTS fechada fracamente outermost em (M3, g,K) de gênero g(Σ) ≥ 2. Se µ−|J | ≥ −c
para alguma constante c > 0 e K é 2-convexo, ambos em M+, então a área de Σ satisfaz

A(Σ) ≥ 4π(g(Σ)− 1)

c
.

Além disso, se vale a igualdade acima, então:

(1) Existe uma vizinhança exterior V de Σ emM tal que (V, g|V ) é isométrica a [0, δ)×Σ

com a métrica produto dt2 + h, onde h = g|Σ e (Σ, h) tem curvatura Gaussiana

constante igual a −c;

(2) K = a dt2 em V , onde a ∈ C∞(V ) depende apenas de t ∈ [0, δ);

(3) µ = −c e J = 0 em V .

Para hipersuperf́ıcies de dimensão n ≥ 3, Mendes demonstrou o seguinte resultado:

Teorema 9 (Mendes, 2019). Sejam (Mn+1, g,K), n ≥ 3, um conjunto de dados iniciais e

Σn uma MOTS fechada fracamente outermost em (Mn+1, g,K) com invariante de Yamabe

σ(Σ) < 0. Se µ−|J | ≥ −c para alguma constante c > 0 e K é n-convexo, ambos em M+,

então o volume de Σ satisfaz

vol(Σ) ≥
(
|σ(Σ)|
2c

)n
2

.

Além disso, se vale a igualdade acima, então:

(1) Existe uma vizinhança exterior V de Σ emM tal que (V, g|V ) é isométrica a [0, δ)×Σ

com a métrica produto dt2 + h, onde h = g|Σ e (Σ, h) é Einstein com curvatura

escalar RΣ = −2c;

(2) K = a dt2 em V , onde a ∈ C∞(V ) depende apenas de t ∈ [0, δ);

(3) µ = −c e J = 0 em V .

Recentemente, A. Alaee, M. Lesourd e S.-T. Yau [16] estenderam o conceito de

superf́ıcie mı́nima com fronteira livre para MOTS, onde, entre outras coisas, eles

demonstraram o análogo do Teorema 8 para MOTS compactas com fronteira livre.

O segundo teorema deste trabalho foi inspirado nos resultados mencionados acima,

o qual estende uma parte do trabalho de Alaee, Lesourd e Yau para MOTS compactas

Σn, n ≥ 3, com fronteira livre e invariante de Yamabe σ1,0(Σ, ∂Σ) < 0. O caso de

MOTS compactas com fronteira livre e invariante de Yamabe σ1,0(Σ, ∂Σ) ≤ 0 (i.e. que

não admitem métrica de curvatura escalar positiva com fronteira mı́nima) foi tratado

recentemente por Mendes [17].

Vejamos o que diz o nosso segundo resultado (as definições serão apresentadas na

Seção 2.1):
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Teorema B (Teorema 3.2.5). Sejam (Mn+1, g,K), n ≥ 3, um conjunto de dados iniciais

com fronteira e Σn uma MOTS compacta, estável, com fronteira livre e fracamente

outermost em (Mn+1, g,K) com invariante de Yamabe σ1,0(Σ, ∂Σ) < 0. Se µ− |J | ≥ −c
para alguma constante c > 0, (M, g,K) satisfaz a condição de energia dominante de

fronteira e K é n-convexo, tudo isso em M+, então o volume de Σ satisfaz

vol(Σ) ≥
(
|σ1,0(Σ, ∂Σ)|

2c

)n
2

.

Além disso, se vale a igualdade acima, então:

(1) Existe uma vizinhança exterior V de Σ emM tal que (V, g|V ) é isométrica a [0, δ)×Σ

com a métrica produto dt2 + h, onde h = g|Σ e (Σ, h) é Einstein com curvatura

escalar RΣ = −2c e fronteira totalmente geodésica;

(2) K = a dt2 em V , onde a ∈ C∞(V ) depende apenas de t ∈ [0, δ);

(3) µ = −c e J = 0 em V ;

(4) A condição de energia dominante de fronteira é saturada ao longo de V ∩ ∂M .

No final da seção 3.2, apresentamos um exemplo de um conjunto de dados iniciais

modelo do Teorema B.

Esta tese está organizada da seguinte forma: Na seção 2.1, apresentamos algumas

definições e resultados preliminares para o Teorema A e, na seção 2.2, para o Teorema B.

Na seção 3.1, apresentamos a prova do Teorema A. Finalmente, na seção 3.2, apresentamos

a demonstração do Teorema B.
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2 Preliminares

2.1 Hipersuperf́ıcies com fronteira livre

Um conjunto de dados iniciais (M, g,K) consiste de uma variedade Riemanniana (M, g)

e um (0, 2)-tensor simétrico K definido em M . Em (M, g,K), definimos a densidade de

energia local e a densidade de corrente local por

µ =
1

2

(
RM − |K|2 + (trK)2

)
e J = div(K − (trK)g),

respectivamente, onde RM é a curvatura escalar de (M, g). Dizemos que o conjunto de

dados iniciais (M, g,K) satisfaz a condição de energia dominante (CED) se

µ− |J | ≥ 0 em M.

Neste trabalho, assumiremos que M é uma variedade diferenciável com fronteira e

denotaremos a segunda forma fundamental de ∂M em (M, g) por II∂M . Mais precisamente,

II∂M(Y, Z) = ⟨∇Y ϱ, Z⟩ , Y, Z ∈ X(∂M),

onde ϱ é o vetor normal unitário exterior de ∂M em (M, g).

O tensor momento π de (M, g,K) é definido por

π = K − (trK)g.

Definimos (ιϱπ)
⊤ como a restrição de ιϱπ = π(ϱ, ·) aos campos vetoriais tangentes

a ∂M e dizemos que (M, g,K) satisfaz a condição de energia dominante de fronteira

(CEDF) se

H∂M ≥ |(ιϱπ)⊤| em ∂M.

A CEDF acima foi introduzida por S. Almaraz, L. L. de Lima e L. Mari [18] no

contexto da demonstração de teoremas da massa positiva para conjuntos de dados iniciais

assintoticamente planos ou assintoticamente hiperbólicos com fronteira não-compacta

(veja [18, Remark 2.7] para uma motivação por trás da definição).

Seja Σ uma hipersuperf́ıcie two-sided em (M, g). Fixe um campo N de vetores

unitários normais a Σ em (M, g). As curvaturas médias luminosas θ+ e θ− de Σ em

(M, g,K) são definidas por

θ+ = trΣK +HΣ e θ− = trΣK −HΣ,

onde HΣ = divΣN é a curvatura média de Σ em (M, g).

Após R. Penrose, dizemos que uma hipersuperf́ıcie Σ está aprisionada para o exterior

se θ+ < 0, fracamente aprisionada para o exterior se θ+ ≤ 0 e marginalmente aprisionada
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para o exterior se θ+ = 0. No último caso, dizemos que Σ é uma MOTS (uma abreviação

para marginally outer trapped surface, em inglês).

As segundas formas fundamentais luminosas χ+ e χ− de Σ em (M, g,K) são definidas

por

χ+ = K|Σ + A e χ− = K|Σ − A,

onde A é a segunda forma fundamental de Σ em (M, g), ou seja,

A(Y, Z) = ⟨∇YN,Z⟩, Y, Z ∈ X(Σ).

Observe que θ± = trχ±.

Observação 2.1.1. É importante ressaltar que conjunto de dados iniciais surgem de modo

natural na teoria da relatividade geral. De fato, seja M uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço

em um espaço-tempo, i.e. uma variedade Lorentziana tempo-orientada, (N̄ , h̄). Seja g

a métrica Riemanniana em M induzida por h̄ e K a segunda forma fundamental de M

em (N̄ , h̄) com respeito ao normal unitário tipo-tempo que aponta para o futuro u em

M . Então (M, g,K) é um conjunto de dados iniciais. Como anteriormente, seja Σ uma

hipersuperf́ıcie em M . Neste caso, χ+ e χ− são as segundas formas fundamentais de Σ

em (N̄ , h̄) com respeito aos normais

ℓ+ = u|Σ +N e ℓ− = u|Σ −N,

respectivamente, (veja a figura 1). Observe que θ± = divΣ ℓ
±. Fisicamente, θ+ (resp. θ−)

mede a divergência dos raios de luz apontando para fora (resp. apontando para dentro)

que saem de Σ.

Figura 1 – Espaço-tempo

Seja (Σt)|t|<ϵ uma variação de Σ em M , Σ = Σ0, com campo variacional

V =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ϕN para alguma ϕ ∈ C∞(Σ).

Podemos ver a curvatura média luminosa θ+ = θ+(t) de Σt em (M, g,K) como uma

famı́lia a 1-parâmetro de funções definidas em Σ. É conhecido (veja [19]) que

∂θ+

∂t

∣∣∣∣
t=0

= Lϕ+

(
−1

2
(θ+)2 + θ+τ

)
ϕ, (2.1)
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onde

Lϕ = −∆ϕ+ 2⟨X,∇ϕ⟩+
(
Q− |X|2 + divX

)
ϕ

e

Q =
1

2
RΣ − (µ+ J(N))− 1

2
|χ+|2.

Acima, RΣ é a curvatura escalar de Σ com respeito à métrica induzida. Além disso,

X é o campo vetorial tangente a Σ que é dual à 1-forma K(N, ·)|Σ e τ = trK.

O operator L acima é conhecido como operador de estabilidade para MOTS. Isto

porque no caso Riemanniano, ou seja, quando K ≡ 0, uma MOTS nada mais é que

uma hipersuperf́ıcie mı́nima e o operador L se reduz ao clássico operador de estabilidade

(operador de Jacobi) da teoria das superf́ıcies mı́nimas.

Vale destacar que a noção de estabilidade para MOTS fechadas foi introduzida por

L. Andersson, M. Mars e W. Simon [19]. No caso de MOTS capilares em conjuntos

de dados iniciais com fronteira, a noção de estabilidade foi introduzida por A. Alaee,

M. Lesourd e S.-T. Yau [16]. Neste trabalho, consideraremos apenas o caso de MOTS

compactas com fronteira livre em conjuntos de dados iniciais (M, g,K) com fronteira.

De agora em diante, assumiremos que M é uma variedade diferenciável com fronteira

e que Σ é uma hipersuperf́ıcie compacta com fronteira propriamente mergulhada em M ,

ou seja, Σ é mergulhada em M e ∂Σ = Σ ∩ ∂M .

Dizemos que Σ possui fronteira livre em (M, g) se Σ intersecta ∂M ortogonalmente,

isto é, ϱ = ν ao longo de ∂Σ, onde ν é o vetor normal unitário exterior de ∂Σ em Σ com

respeito à métrica induzida.

Uma MOTS compacta Σ com fronteira livre em (M, g,K) é dita estável (veja

[16, Definition 5.1]) se existe uma função não-negativa ϕ ∈ C∞(Σ) \ {0} satisfazendo Lϕ = −∆ϕ+ 2⟨X,∇ϕ⟩+ (Q− |X|2 + divX)ϕ ≥ 0 em Σ,

Bϕ =
∂ϕ

∂ν
− II∂M(N,N)ϕ = 0 em ∂Σ.

Sem perda de generalidade, pelo prinćıpio do máximo para funções não-positivas, podemos

assumir que ϕ > 0.

Suponha que Σ é uma MOTS que separa em (M, g,K), ou seja, M \Σ é um conjunto

desconexo. O exterior de Σ, o qual denotamos por M+, é formado por Σ e pela região

de M \Σ para a qual N aponta. Dizemos que Σ é outermost se nenhuma hipersuperf́ıcie

homóloga a Σ, e contida em M+, possui curvatura média luminosa θ+ ≤ 0 ou,

equivalentemente, se para qualquer hipersuperf́ıcie Σ′ homóloga a Σ e contida em M+,

existe um ponto p ∈ Σ′ tal que θ+(p) > 0. Analogamente, dizemos que Σ é fracamente

outermost se nenhuma hipersuperf́ıcie homóloga a Σ, e contida em M+, possui curvatura

média luminosa θ+ < 0.

Dizemos que K é n-convexo em M+ se trπK ≥ 0 quaisquer que sejam p ∈ M+ e

π ⊂ TpM , onde π é um subespaço vetorial de dimensão n de TpM . Dizer que K é
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n-convexo é equivalente a dizer que a soma dos n menores autovalores de K é sempre

não-negativa.

Os três próximos resultados são devidos a A. Mendes [17], que generalizou resultados

devidos a G. J. Galloway e R. Schoen [20] para o contexto de MOTS compactas com

fronteira livre em conjuntos de dados iniciais com fronteira.

Lema 2.1.2 (Mendes, 2022). Seja (Σn, g), n ≥ 2, uma variedade Riemanniana orientável,

conexa e compacta com fronteira. Suponha que existe uma função u ∈ C∞(Σ), u > 0, tal

que 
Lu = −∆u+

(
1

2
RΣ − P

)
u ≥ 0 em Σ,

∂u

∂ν
+H∂Σu ≥ 0 em ∂Σ,

onde RΣ é a curvatura escalar de (Σ, g), H∂Σ é a curvatura média de ∂Σ em (Σ, g) e P é

uma função não-negativa em Σ. Então vale uma das seguintes condições:

(1) Σ admite uma métrica de curvatura escalar positiva com fronteira mı́nima;

(2) (Σ, g) é Ricci plana com fronteira totalmente geodésica, P = 0 e u é constante.

A conclusão (2) do lema anterior será importante para os nossos propósitos. De fato,

uma das hipóteses do Teorema 3.1.2 (Teorema A da Introdução) é que Σ não satisfaz a

condição (1) acima. Portanto, ao mostrarmos que estamos nas condições do Lema 2.1.2,

teremos necessariamente a validade da condição (2).

Lema 2.1.3 (Mendes, 2022). Seja (Mn+1, g,K), n ≥ 2, um conjunto de dados iniciais

com fronteira e Σ uma MOTS compacta com fronteira livre em (M, g,K). Se Σ é estável,

então o primeiro autovalor λ1(L0) de L0 = −∆ + Q em Σ com condição de fronteira de

Robin B0u = Bu+ ⟨X, ν⟩u = 0 em ∂Σ é não-negativo.

É bastante conhecido que o primeiro autovalor λ1(L0) do operador L0 definido no lema

anterior pode ser caracterizado da seguinte forma:

λ1(L0) = inf
u∈C∞(Σ)\{0}

∫
Σ

(|∇u|2 +Qu2)dv −
∫
∂Σ

(II∂M(N,N)− ⟨X, ν⟩)u2ds∫
Σ

u2dv

.

Teorema 2.1.4 (Mendes, 2022). Sejam (Mn+1, g,K), n ≥ 2, um conjunto de dados

iniciais com fronteira e Σ uma MOTS compacta estável com fronteira livre em (M, g,K).

Suponha que (M, g,K) satisfaz a condição de energia dominante, µ ≥ |J |, e a condição

de energia dominante de fronteira, H∂M ≥ | (ιϱπ)⊤ |. Se Σ não admite uma métrica de

curvatura escalar positiva com fronteira mı́nima e é fracamente outermost em (M, g,K),

então existe uma vizinhança exterior V ∼= [0, δ)× Σ de Σ em M tal que

g|V = φ2dt2 + ht,
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onde φ : V → R é uma função positiva e ht é a métrica induzida em Σt
∼= {t}×Σ. Além

disso:

(1) Σt
∼= {t}×Σ é uma MOTS com fronteira livre e Σt tem segunda forma fundamental

do tipo luz nula.

(2) Σt é Ricci plana e possui fronteira totalmente geodésica com respeito a métrica

induzida.

(3) A condição de energia dominante é saturada em V e J |Σt
= 0.

(4) A condição de energia dominante de fronteira é saturada em ∂Σt e (ιϱπ)
⊤
∣∣∣
∂Σt

= 0.

Um passo crucial para Galloway e Jang provarem o Teorema 3 da Introdução foi

demonstrar que Σ é uma MOTS no conjunto especial de dados iniciais (M, g,K = −ϵg).
Para isso, eles usaram um resultado bastante conhecido devido a L. Andersson e J. Metzger

(veja [21, Lemma 5.2]).

No nosso caso, necessitamos de um resultado similar para hipersuperf́ıcies compactas

com fronteira livre. Este será o conteúdo do Lema 3.1.1 mais adiante. Mas, antes,

iremos enunciar um prinćıpio do máximo para equações parabólicas que será usado na

demonstração do lema.

Sejam u : Σ× [0, T ] → R, T > 0, uma função e Lu = ∂u
∂t
+Pu um operador parabólico,

onde P é dado por

Pu = −aij(x, t)∇i∇ju− bi(x, t)∇iu− c(x, t)u,

com aij, bi, c ∈ L∞(Σ× [0, T ]).

Além disso, seja f : R× Σ× [0, T ] −→ R uma função com as seguintes propriedades:

f(0, x, t) ≥ 0,

|f(s, x, t)− f(0, x, t)| ≤ K(x, t) · |s| para |s| ≤ ρ,

onde ρ > 0 é uma constante positiva e K ∈ L∞ (Σ× [0, T ]).

Considere um campo vetorial v definido em ∂Σ × [0, T ] tal que, em cada ponto, v é

tangente a Σ e satisfaz g(v, ν) > 0, onde ν denota o campo normal unitário exterior de

∂Σ em Σ.

Finalmente, podemos enunciar o prinćıpio do máximo:

Teorema 2.1.5 (Prinćıpio do Máximo para Equações Parabólicas). Sejam L, f e v como

acima e u : Σ × [0, T ] −→ R uma função cont́ınua tal que u é de classe C2,1 em uma

vizinhança de cada ponto (x, t) ∈ Σ× [0, T ] com |u(x, t)| < ε, onde ε > 0 é uma constante

pequena. Se u satisfaz as condições:

(i) u( · , 0) ≥ 0;
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(ii) Lu(x, t) ≥ 0 para todo (x, t) ∈ Σ× (0, T ] com |u(x, t)| < ρ;

(iii)
∂u

∂v
(x, t) = f(u(x, t), x, t) para cada (x, t) ∈ ∂Σ× (0, T ] com |u(x, t)| < ρ;

então u ≥ 0. Além disso, se u( · , 0) não é identicamente nula, então u(x, t) > 0 para todo

(x, t) ∈ Σ× (0, T ) ∪ int Σ× {T}.

Esse resultado pode ser consultado em detalhes em [22].

Observação 2.1.6. Vale destacar que o prinćıpio do máximo acima será usado em uma

situação bastante especial: u será de classe C∞ em Σ × [0, T ], Lu = 0 em Σ × [0, T ],
∂u
∂v
(x, t) = f(u(x, t), x, t) para cada (x, t) ∈ ∂Σ×[0, T ] e |f(s, x, t)−f(0, x, t)| = K(x, t)·|s|

para todo (s, x, t) ∈ R× Σ× [0, T ], dispensando os papeis das constantes ρ > 0 e ε > 0.

A seguir, apresentaremos a definição do fluxo pela curvatura média com condição de

Neumann na fronteira (fronteira livre).

Para isso, considere uma hipersuperf́ıcie S em Rn+1 e uma variedade orientável

compacta Σn com fronteira ∂Σ. Além disso, seja F0 : Σ −→ Rn+1 uma imersão com

Σ0 := F0(Σ) tal que {
∂Σ0 = F0 (∂Σ) = Σ0 ∩ S,

⟨N0, ϱ ◦ F0⟩ (x) = 0, ∀x ∈ ∂Σ,

onde N0 e ϱ são campos unitários normais a Σ0 e S, respectivamente.

Definição 2.1.7. Seja F : Σn × [0, T ) −→ Rn+1, com F ( · , 0) = F0, uma famı́lia de

imersões. Dizemos que F evolui pelo fluxo da curvatura média com fronteira livre se

valem as seguintes condições:
d

dt
F (x, t) = H⃗(x, t), ∀(x, t) ∈ Σ× [0, T ),

F (∂Σ, t) ⊂ S, ∀t ∈ [0, T ),

⟨N, ϱ ◦ F ⟩(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Σ× [0, T ),

(2.2)

onde H⃗ denota o vetor curvatura média da imersão.

A demonstração da existência do fluxo pela curvatura média com fronteira livre

para tempo T > 0 pequeno foi apresentada por A. Stahl [22], a qual foi inspirada

na demonstração da existência do fluxo pela curvatura média dada por K. Ecker e

G. Huisken [23] no caso em que Σ é fechada. É posśıvel demonstrar que a existência

do fluxo pela curvatura média com fronteira livre para tempo pequeno vale em variedades

Riemannianas (Mn+1, g) com fronteira ∂M ao tomarmos S = ∂M e Σn ⊂ Mn+1 uma

hipersuperf́ıcie compacta com fronteira livre.

Para aplicarmos o Prinćıpio do Máximo para Equações Parabólicas (Teorema 2.1.5)

a uma função u, precisamos verificar que u satisfaz as condições (i), (ii) e (iii) do
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Teorema 2.1.5. O próximo resultado nos auxiliará mais adiante a verificar a condição

(iii).

Seja f : Σ × (−δ, δ) → M uma variação de Σ tal que, para cada t ∈ (−δ, δ), a

aplicação ft : Σ ∋ x 7−→ f(x, t) ∈M é uma imersão com ft(∂Σ) ⊂ ∂M . Usaremos Σt, Nt

e HΣt para representar ft(Σ), um vetor unitário normal a Σt e a curvatura média de Σt

(i.e. HΣt = divΣt Nt), respectivamente.

Como de costume, usaremos

∂t =
∂f

∂t

para representar o campo variacional de f . Decompondo o campo variacional ∂t em parte

tangente e parte normal, nós temos:

∂t = ∂Tt + ϕtNt,

onde ϕt é a função em Σt definida por ϕt = g (∂t, Nt).

No caso em que o campo variacional possui apenas a parte normal, ou seja, ∂Tt = 0,

o resultado abaixo nos mostra como calcular a derivada de ϕt em relação a νt. A sua

demonstração pode ser consultada em [24].

Proposição 2.1.8 (Ambrozio, 2015). Se Σ0 possui fronteira livre e ∂Tt = 0 em t = 0,

então

∂tg (Nt, ϱ) |t=0 = −∂ϕ0

∂ν0
+ g (N0,∇N0ϱ)ϕ0.

Para finalizar esta seção, enunciaremos um lema devido a Mendes [15], o qual foi

inspirado nas técnicas utilizadas por Micallef e Moraru [9] e Moraru [10] e será usado na

demonstração do Teorema B da introdução.

Lema 2.1.9 (Mendes, 2019). Sejam f ∈ C1([0, δ)) e η, ξ, ρ ∈ C0([0, δ) funções tais que

max{f, ρ} ≥ 0, ξ ≥ 0, η > 0 e f(0) = 0. Se

f ′(t)η(t)− f(t)ρ(t) ≤
∫ t

0

f(s)ξ(s)ds, ∀t ∈ [0, δ),

então f ≤ 0. Em particular, se f é não-negativa, então f ≡ 0.

2.2 O Invariante de Yamabe

O clássico problema de Yamabe, resolvido por N. S. Trudinger [25], T. Aubin [26] e

R. Schoen [27], afirma que na classe conforme de qualquer métrica Riemanniana g em

uma variedade fechada Σn, n ≥ 3, sempre existe uma métrica ḡ com curvatura escalar

constante.

No caso de variedades Σn, n ≥ 3, compactas com fronteira, há duas maneiras naturais

de estender o problema de Yamabe. São elas:
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(a) Dada uma métrica Riemanniana g em Σ, existe uma métrica ḡ na classe conforme

de g com curvatura escalar constante e fronteira mı́nima?

(b) Dada uma métrica Riemanniana g em Σ, existe uma métrica ḡ na classe conforme

de g com curvatura escalar identicamente nula e curvatura média da fronteira

constante?

Os problemas acima foram propostos e estudados pela primeira vez por

J. F. Escobar [28, 29]. Em seguida, vários matemáticos se debruçaram sobre esses

problemas até resolvê-los completamente (veja [30, 31, 32, 33, 34]).

Não é dif́ıcil verificar que ḡ = φ
4

n−2 g, φ ∈ C∞(Σ), φ > 0, é uma solução para o

problema de Yamabe com fronteira (a) (resp. (b)) se, e somente se, φ é um ponto cŕıtico

do funcional

Qa,b
g (φ) =

∫
Σ

(
4(n− 1)

n− 2
|∇φ|2 +RΣ

g φ
2

)
dv + 2

∫
∂Σ

H∂Σφ2ds(
a

(∫
Σ

φ
2n
n−2dv

)
+ b

(∫
∂Σ

φ
2(n−1)
n−2 ds

) n
n−1

)n−2
n

com (a, b) = (1, 0) (resp. (a, b) = (0, 1)), onde RΣ
g é a curvatura escalar de (Σ, g) e H∂Σ

g é

a curvatura média de ∂Σ em (Σ, g). Além disso, dv e ds denotam os elementos de volume

de Σ e ∂Σ, respectivamente, com respeito à métrica g.

A constante de Yamabe Qa,b
g (Σ, ∂Σ) de (Σ, g) é definida por

Qa,b
g (Σ, ∂Σ) = inf

φ∈C∞(Σ), φ>0
Qa,b

g (φ).

Dizemos que ḡ = φ
4

n−2 g é uma métrica de Yamabe se φ atinge a constante de Yamabe,

ou seja, Qa,b
g (φ) = Qa,b

g (Σ, ∂Σ).

Denotamos por [g] a classe conforme de g, i.e. [g] = {φ
4

n−2 g;φ ∈ C∞(Σ), φ > 0},
e por C(Σ) o conjunto de todas as classes conformes de métricas em Σ. Não é dif́ıcil

verificar que Qa,b
g (Σ) é um invariante conforme, ou seja, que se ḡ e g pertencem a mesma

classe conforme, então Qa,b
ḡ (Σ, ∂Σ) = Qa,b

g (Σ, ∂Σ). Por isso, muitas vezes, denotamos

Qa,b
g (Σ, ∂Σ) por Qa,b

[g] (Σ, ∂Σ).

Definimos o invariante de Yamabe σa,b(Σ, ∂Σ) de uma variedade compacta Σ com

fronteira tomando o supremo das constantes de Yamabe sobre todas as classes conformes

de métricas em Σ:

σa,b(Σ, ∂Σ) := sup
[g]∈C(Σ)

Qa,b
[g] (Σ, ∂Σ).

Para finalizar, apresentaremos dois resultados que serão usados nas demonstrações dos

principais teoremas deste trabalho. O primeiro é um resultado devido a Escobar [35], o

qual trata sobre a unicidade de métricas conformes:
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Teorema 2.2.1 (Escobar, 2003). Seja (Σn, g), n ≥ 2, uma variedade Riemanniana com

fronteira. Se ḡ ∈ [g] é tal que RΣ
ḡ = RΣ

g ≤ 0 e H∂Σ
ḡ = H∂Σ

g ≤ 0, então ḡ = g.

O segundo é um resultado devido a T. Cruz e A. S. Santos [36, Proposition 5.3] que

nos dá condições para que métricas de Yamabe em variedades compactas com fronteira

sejam Einstein, o qual nós parafraseamos da seguinte forma:

Proposição 2.2.2 (Cruz-Santos, 2023). Seja Σn, n ≥ 3, uma variedade compacta com

fronteira cujo invariante de Yamabe σ1,0(Σ, ∂Σ) é negativo. Suponha que g é uma métrica

em Σ que realiza σ1,0(Σ, ∂Σ), ou seja, Q1,0
g (Σ, ∂Σ) = σ1,0(Σ, ∂Σ). Então toda métrica de

Yamabe em [g] é Einstein com fronteira totalmente geodésica.
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3 Resultados Principais

3.1 O Teorema de Decomposição

Nesta seção, apresentaremos a demonstração do Teorema A da Introdução (Teorema 3.1.2

abaixo), o qual foi inspirado no trabalho de G. J. Galloway e H. C. Jang [5]. Mas, antes,

demonstraremos um resultado auxiliar:

Lema 3.1.1. Sejam (Mn+1, g), n ≥ 2, uma variedade Riemanniana com fronteira e Σ

uma hipersuperf́ıcie compacta com fronteira livre em (M, g) cuja curvatura média satisfaz

HΣ ≤ ϵn e HΣ ̸≡ ϵn, onde ϵ = 0 ou 1 está fixado. Então, dado r > 0, existe uma

hipersuperf́ıcie compacta Σ′ com fronteira livre em (M, g) que está contida em uma

r-vizinhança exterior de Σ em M e satisfaz HΣ′
< ϵn e Σ ∩ Σ′ = ∅.

Demonstração. Considere o tensor K = −ϵg e o fluxo pela curvatura média luminosa

com fronteira livre F : Σ× [0, T ) → (M, g,K) definido por
d

dt
F = −θ+N em Σ× [0, T ),

F (∂Σ, t) ⊂ ∂M, ∀t ∈ [0, T ),

⟨N, ϱ ◦ F ⟩ = 0 em ∂Σ× [0, T ),

(3.1)

onde F0 = i é a aplicação inclusão i : Σ ↪→M . Como θ+ = HΣ+trΣK = HΣ− ϵn, temos

que
d

dt
F = −(HΣ − ϵn)N.

Assim, para ϵ = 0, o fluxo (3.1) assume a forma do fluxo (2.2), o qual, como

mencionado anteriormente, possui solução para tempo T > 0 pequeno. No caso em

que ϵ = 1, a demonstração da existência de (3.1) para tempo pequeno pode ser feita de

maneira totalmente análoga à demonstração da existência de (2.2).

Para concluir a demonstração do lema, usaremos o Prinćıpio do Máximo para Equações

Parabólicas (Teorema 2.1.5) para garantir que θ+ < 0 em Σt = F (Σ, t) para cada

t ∈ (0, T ).

Em primeiro lugar, segue de (2.1) e (3.1) que

∂θ+

∂t
= −Ltθ

+ = ∆θ+ − 2⟨X,∇θ+⟩ − Qθ+,

onde

Q =
1

2
RΣ − (µ+ J(N))− 1

2
|χ+|2 − |X|2 + divX − 1

2
(θ+)2 + θ+τ,

com todas as quantidades geométricas sendo calculadas em Σt.
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Agora, fixe T0 ∈ (0, T ) e defina u : Σ × [0, T0] → R por u = −e−tθ+. Queremos

verificar que u satisfaz as condições (i), (ii) e (iii) do Teorema 2.1.5. Como HΣ ≤ ϵn,

segue que θ+ = HΣ − ϵn ≤ 0 em Σ. Portanto, vale o item (i), ou seja, u( · , 0) ≥ 0.

Para verificar a condição (ii), observe que(
∂

∂t
−∆

)
u =

∂

∂t

(
−e−tθ+

)
−∆u

= e−tθ+ − e−t∂θ
+

∂t
−∆u

= −u− e−t
(
∆θ+ − 2⟨X,∇θ+⟩ − Qθ+

)
−∆u

= −u+∆u− 2⟨X,∇u⟩ − Qu−∆u

= −2⟨X,∇u⟩ − (Q+ 1)u.

Segue então que

Lu =
∂u

∂t
+ Pu = 0,

onde Pu = −∆u+ 2⟨X,∇u⟩+ (Q+ 1)u. Isso mostra que a condição (ii) é satisfeita.

Por fim, segue da Proposição 2.1.8 e da equação (3.1) que ∂θ+

∂ν
= II∂M(N,N)θ+ e,

portanto,
∂u

∂ν
= II∂M(N,N)u em ∂Σt.

Assim, definindo f : R× Σ× [0, T0] → R por f(s, x, t) = II∂M(N,N)s, nós temos:

(a) f(0, x, t) = 0;

(b) |f(s, x, t)− f(0, x, t)| = | II∂M(N,N)| · |s|.

Isso garante que a condição (iii) também é satisfeita. Como u( · , 0) ̸≡ 0, pois HΣ ̸≡ ϵn,

segue do Teorema 2.1.5 que u > 0 em Σ×(0, T0)∪int Σ×{T0}. Uma vez que isso vale para

todo T0 ∈ (0, T ), temos que θ+ < 0 em Σt para cada t ∈ (0, T ). Portanto, o fluxo F evolui

a hipersuperf́ıcie Σ na direção de N . Em particular, para t > 0 suficientemente pequeno,

Σt será uma hipersuperf́ıcie mergulhada que pertence a uma r-vizinhança exterior de Σ e

satisfaz Σ ∩ Σt = ∅. Basta então tomar Σ′ = Σt.

Sejam (Mn+1, g), n ≥ 2, uma variedade Riemanniana com fronteira e Σn ⊂Mn+1 uma

hipersuperf́ıcie compacta propriamente mergulhada. Fixe H0 ∈ R tal que HΣ ≤ H0. Se Σ

é uma hipersuperf́ıcie que separa em (M, g), dizemos que Σ é fracamente outermost com

respeito a H0 se não existe nenhuma hipersuperf́ıcie Σ′ com curvatura média HΣ′
< H0

que esteja contida no exterior M+ de Σ e que seja homóloga a Σ. Por sua vez, dizemos

que Σ é localmente fracamente outermost com respeito a H0 se existe uma vizinhança U

de Σ em M tal que Σ é fracamente outermost com respeito a H0 em (U, g|U).
Podemos então demonstrar o nosso primeiro teorema:
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Teorema 3.1.2. Sejam (Mn+1, g), n ≥ 2, uma variedade Riemanniana com fronteira e

Σ uma hipersuperf́ıcie compacta com fronteira livre em M . Fixado ϵ = 0 ou 1, assuma

que:

(1) M tem curvatura escalar RM ≥ −ϵ(n+1)n e curvatura média da fronteira H∂M ≥ 0;

(2) Σ tem curvatura média HΣ ≤ ϵn;

(3) Σ não admite métrica de curvatura escalar positiva com fronteira mı́nima;

(4) Σ é localmente fracamente outermost com respeito a H0 = ϵn.

Então existe uma vizinhança exterior V de Σ emM tal que (V, g|V ) é isométrica a [0, δ)×Σ

com a métrica produto warped dt2+e2ϵth, onde h = g|Σ e (Σ, h) é Ricci plana com fronteira

totalmente geodésica.

Demonstração. Considere o conjunto de dados iniciais (M, g,K) com K = −ϵg.
Afirmamos que (M, g,K) satisfaz a CED. De fato, sendo {e1, ..., en+1} um referencial

ortonormal em M , temos que

trK =
n+1∑
i=1

K(ei, ei) =
n+1∑
i=1

(−ϵg(ei, ei)) = −ϵ(n+ 1)

e

|K|2 =
n+1∑
i,j=1

K(ei, ej)
2 =

n+1∑
i,j=1

(−ϵg(ei, ej))2 = ϵ2(n+ 1).

Assim, obtemos que

µ =
1

2
(RM + (trK)2 − |K|2)

=
1

2
(RM + ϵ2(n+ 1)2 − ϵ2(n+ 1))

=
1

2
(RM + ϵ2(n+ 1)n)

=
1

2
(RM + ϵ(n+ 1)n),

onde a última igualdade decorre do fato de que ϵ = 0 ou 1. Então, pela hipótese (1),

temos que µ ≥ 0. Além disso,

J = div(K − (trK)g) = div(ϵng) = 0.

Assim, µ− |J | ≥ 0, e a condição de energia dominante é satisfeita.

Por outro lado, sendo π = K − (trK)g = ϵng e (ιϱπ)
⊤ = π(ϱ, ·)|∂M , temos que

(ιϱπ)
⊤ = ϵng(ϱ, ·)|∂M = 0,
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tendo em vista que ϱ é normal à fronteira de M . Assim, também vale a condição de

energia dominante de fronteira, pois H∂M ≥ 0 = |(ιϱπ)⊤|.
Afirmação 1: Σ é uma MOTS localmente fracamente outermost em (M, g,K = −ϵg).

Em primeiro lugar, observe que a curvatura média luminosa θ+ de uma hipersuperf́ıcie

Σ′ em (M, g,K = −ϵg) é dada por θ+ = HΣ′ − ϵn. Assim, dizer que Σ é uma MOTS

localmente fracamente outermost em (M, g,K = −ϵg) equivale a dizer que HΣ ≡ ϵn e

que Σ é localmente fracamente outermost em (M, g) com respeito a H0 = ϵn. Portanto,

precisamos verificar apenas que HΣ = ϵn em Σ (em razão da hipótese (4) do teorema).

Suponha que HΣ ̸≡ ϵn. Como HΣ ≤ ϵn, segue do Lema 3.1.1 que, dada uma

vizinhança exterior U de Σ em M , existe uma hipersuperf́ıcie Σ′ ⊂ U tal que HΣ′
< ϵn, o

que contradiz o fato de Σ ser localmente fracamente outermost com respeito a H0 = ϵn.

Assim, HΣ ≡ ϵn.

Afirmação 2: Σ é uma MOTS estável em (M, g,K = −ϵg).
Queremos provar que existe um função positiva ϕ ∈ C∞(Σ) tal que Lϕ = −∆ϕ+ 2⟨X,∇ϕ⟩+ (Q− |X|2 + divX)ϕ ≥ 0 em Σ,

Bϕ =
∂ϕ

∂ν
− II∂M(N,N)ϕ = 0 em ∂Σ,

onde

Q =
1

2
RΣ − (µ+ J(N))− 1

2
|χ+|2.

Para isso, observe que, sendo K(N, ·)|Σ = −ϵg(N, ·)|Σ = 0, uma vez que N é normal

a Σ, temos X ≡ 0. Além disso, vimos acima que µ = 1
2
(RM + ϵ(n + 1)n) e que J = 0.

Portanto, o operador de estabilidade para MOTS se reduz a

Lϕ = −∆ϕ+Qϕ

com

Q =
1

2

(
RΣ −RM − ϵ(n+ 1)n− |χ+|2

)
;

em particular, L é simétrico. Logo, existe uma autofunção positiva ϕ1 de L associada ao

primeiro autovalor λ1(L) com condição de fronteira de Robin:{
Lϕ1 = λ1(L)ϕ1 em Σ,

Bϕ1 = 0 em ∂Σ.

Afirmamos que λ1(L) ≥ 0. Caso contrário, tomando uma variação (Σt) de Σ em M

com campo variacional V = ϕ1N , segue de (2.1) que

(θ+)′(0) = Lϕ1 = λ1(L)ϕ1 < 0,

onde (θ+)′(t) representa a derivada de θ+(t) em relação a t. Logo, θ+(t) < 0 para

t > 0 suficientemente pequeno, o que contradiz o fato de Σ ser uma MOTS localmente

fracamente outermost. Isso demonstra que λ1(L) ≥ 0, o que garante que Σ é estável.
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Agora estamos nas hipóteses do Teorema 2.1.4, de onde segue que existem uma

vizinhança exterior V ∼= [0, δ) × Σ de Σ em M e coordenadas (t, xi) em V de modo

que a métrica g pode ser escrita da forma

g = φ2dt2 + hijdxidxj em V,

onde φ = φ(t, xi) é positiva, ht = hij(t, xi)dxidxj é a métrica induzida em Σt
∼= {t} × Σ.

Além disso, Σt é uma MOTS com fronteira livre em (M, g,K = −ϵg) para cada t ∈ [0, δ).

Então, segue que
∂φ

∂νt
= II∂M(Nt, Nt)φ em ∂Σt,

onde νt é o normal unitário exterior de ∂Σt em (Σt, ht).

Afirmação 3: φ é constante em cada Σt.

De fato, sendo Σt uma MOTS para cada t ∈ [0, δ) e ∂t = φNt o campo variacional da

variação (Σt), segue de (2.1) que

0 =
∂θ+

∂t
= Ltφ = −∆φ+ 2⟨Xt,∇φ⟩+ (Qt − |Xt|2 + divXt)φ,

onde

Qt =
1

2
RΣt − (µ+ J(Nt))−

1

2
|χ+

t |2.

Por outro lado, como K(Nt, ·)|Σt = −ϵg(Nt, ·)|Σt = 0, temos Xt ≡ 0. Além disso,

como vimos acima, µ = 1
2
(RM + ϵ(n+ 1)n) e J = 0. Portanto,

−∆φ+

(
1

2
RΣt − Pt

)
φ = 0 em Σt,

onde

Pt :=
1

2

(
RM + ϵ(n+ 1)n+ |χ+

t |2
)
≥ 0.

Observe ainda que a curvatura média H∂M de ∂M em (M, g) ao longo de ∂Σt pode ser

escrita como

H∂M = H∂Σt + II∂M(Nt, Nt),

onde H∂Σt é a curvatura média de ∂Σt em (Σt, ht); isso porque Σt tem fronteira livre em

(M, g) (veja a demonstração da Proposição 3.2.1 na próxima seção). Assim, ao longo de

∂Σt, nós temos

∂φ

∂νt
+H∂Σtφ = II∂M(Nt, Nt)φ+H∂Σtφ

= H∂Mφ

≥ 0.

Então, segue do Lema 2.1.2 que φ é constante em Σt, Pt ≡ 0 e (Σt, ht) é Ricci plana com

fronteira totalmente geodésica para cada t ∈ [0, δ).
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Fazendo uma mudança de variável se necessário, podemos assumir, sem perda de

generalidade, que φ ≡ 1. Assim, temos que

g = dt2 + hijdxidxj em V.

Por outro lado, como Pt ≡ 0, temos que χ+
t ≡ 0, ou seja,

χ+
t = K|Σt + At = −ϵht + At ≡ 0,

onde At é a segunda forma fundamental de Σt em (M, g). Portanto, At = ϵht, que em

coordenadas significa que
∂hij

∂t
= 2ϵhij. Assim,

hij(t, xi) = e2ϵthij(0, xi).

Por fim, tomando h = h0 = g|Σ, segue que g|V = dt2 + e2ϵth, onde (Σ, h) é Ricci plana

com fronteira totalmente geodésica, como queŕıamos demonstrar.

Exemplo 3.1.3. Considere a variedade de dimensão (n+ 1)

Nn+1 =
{
x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1

∣∣∣ r(x) ≥ (m/2)
1

n−1

}
equipada com a métrica espacial de Schwarzschild

gSch =
(
1 +

m

2rn−1

) 4
n−1

δ,

onde δ é a métrica Euclidiana e r(x) = |x| denota a distância Euclidiana de x ∈ N à

origem. Assim, temos que a curvatura escalar de (N, gSch) é nula.

Além disso, a curvatura média da fronteira S = {r =
(
m
2

) 1
n−1} de N é zero. Mais

ainda, de modo geral, a curvatura média da esfera S ′ = {r = r0} é dada por

HS′
=
n

r0

(
1− m

rn−1
0 + m

2

)
.

Em particular, temos que HS′
> 0 para r0 >

(
m
2

) 1
n−1 . Pelo prinćıpio do máximo, isso

implica que S é fracamente outermost com respeito a H0 = 0 (veja também Proposition

2.2 em [37]).

Isso confirma que (N, gSch) satisfaz todas as hipóteses do Teorema 3 para ϵ = 0, exceto

a condição (3). Porém, a conclusão do Teorema 3 não ocorre.

Agora, considere uma extensão deste exemplo. Seja Mn+1 a variedade com fronteira

Mn+1 =
{
x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1\{0} | xn+1 ≥ 0

}
equipada com a métrica

g =
(
1 +

m

2rn−1

) 4
n−1

δ.
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A fronteira ∂M deM possui curvatura média zero; de fato, ∂M é totalmente geodésica em

(M, g). Além disso, o hemisfério Σ = {r =
(
m
2

) 1
n−1} ∩ {xn+1 ≥ 0} é uma hipersuperf́ıcie

com fronteira livre em (M, g). Todas as hipóteses do Teorema A são satisfeitas, exceto a

condição (3). Este exemplo mostra que a condição (3) do Teorema A é necessária quando

ϵ = 0.

Exemplo 3.1.4. Considere a variedade Nn+1 = [rm,∞) × Sn de dimensão (n + 1) com

a métrica AdS-Schwarzschild

gAdS−Sch = V (r)−1dr2 + r2hSn

onde

rm = (2m)
1

n−1 , V (r) = 1 + r2 − 2m

rn−1

e hSn é a métrica redonda padrão de curvatura constante igual a um em Sn. Segue

que (N, gAdS-Sch ) possui curvatura escalar constante igual a −(n + 1)n. Além disso, a

curvatura média de cada folha {r0} × Sn é dada por

H (r0) = n
V (r0)

1
2

r0
.

Em particular, a fronteira S = {rm} × Sn de N possui curvatura média constante

H (rm) = n; e para r0 > rm, temos que H (r0) > n. Portanto, S é fracamente outermost

com respeito a H0 = n (veja Proposition 2.2 em [38]). Isso mostra que a condição (3) no

Teorema 3, como verificado por Galloway e Jang ([5], Remark 1), é também necessária

quando ϵ = 1.

Agora, estenderemos este exemplo considerando a variedade com fronteira

M = (r+,∞)× Sn
+

com a métrica

g = V (r)−1dr2 + r2hSn
+
,

onde Sn
+ é um hemisfério de Sn, e hSn

+
é a métrica induzida em Sn

+. Aqui, r+ é o único

número positivo tal que V (r+) = 0. Esse exemplo satisfaz todas as hipóteses do Teorema

A para ϵ = 1, com exceção da condição (3).

Apresentaremos agora o último exemplo desta seção mostrando a necessidade da

condição (4) nos Teoremas 3 e A (quando ϵ = 1).

Exemplo 3.1.5. Considere a variedade Nn+1 = [r0,∞)× T n com a métrica Kottler

gK =

(
r2 − 2m

rn−1

)−1

dr2 + r2h
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onde r0 > (2m)
1

n+1 e h é uma métrica plana em T n. A curvatura escalar de (N, gK) é

constante igual −(n+ 1)n, e a curvatura média de uma folha {r} × T n é dada por

H(r) = n

(
r2 − 2m

rn−1

) 1
2

r
< n.

Além disso, a fronteira {r0} × T n de N não admite uma métrica de curvatura escalar

positiva. Portanto, isso mostra a necessidade da condição (4) no Teorema 3 quando ϵ = 1.

Para estender esse exemplo para o caso de hipersuperf́ıcie com fronteira livre, considere

a variedade Mn+1 = (r+,∞)× [a, b]× T n−1 com a métrica Riemanniana

g =

(
r2 − 2m

rn−1

)−1

dr2 + r2h0,

onde r+ = (2m)
1

n+1 , a < b, e h0 é uma métrica plana em [a, b] × T n−1. Esse exemplo

satisfaz todas as hipóteses do Teorema A para ϵ = 1, com exceção da condição (4).

3.2 Rigidez de MOTS com fronteira livre

O objetivo desta seção é demonstrar o Teorema B da Introdução (Teorema 3.2.5 abaixo).

Mas, antes, iremos apresentar e demonstrar alguns resultados auxiliares. O primeiro deles

é um resultado de estimativa de volume para MOTS compactas, estáveis, com fronteira

livre e invariante de Yamabe negativo:

Proposição 3.2.1. Sejam (Mn+1, g,K), n ≥ 3, um conjunto de dados iniciais com

fronteira e Σn uma MOTS compacta, estável, com fronteira livre em (Mn+1, g,K).

(1) Se µ + J(N) ≥ −c em Σ para alguma constante c > 0, H∂M ≥ |(ιϱπ)⊤| em ∂M e

Σ possui invariante de Yamabe σ1,0(Σ, ∂Σ) < 0, então

vol (Σ) ≥
(
|σ1,0 (Σ, ∂Σ)|

2c

)n
2

. (3.2)

(2) Se µ+J(N) ≥ 0 em Σ, H∂M −|(ιϱπ)⊤| ≥ −c̄ em ∂M para alguma constante c̄ > 0 e

Σ possui invariante de Yamabe σ0,1(Σ, ∂Σ) < 0, então

vol (∂Σ) ≥
(
|σ0,1 (Σ, ∂Σ)|

2c̄

)n−1

.

Demonstração. Começaremos com a demonstração do item (1).

Em primeiro lugar, como Σ é uma MOTS estável, segue do Lema 2.1.3 que λ1(L0) ≥ 0,

ou seja,

0 ≤ λ1(L0) = inf
u∈C∞(Σ)\{0}

∫
Σ
(|∇u|2 +Qu2)dv −

∫
∂Σ
(II∂M(N,N)− ⟨X, ν⟩)u2ds∫

Σ
u2dv

.
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Assim, dada u ∈ C∞(Σ), nós temos:

0 ≤
∫
Σ

(2|∇u|2 + 2Qu2)dv − 2

∫
∂Σ

(II∂M(N,N)− ⟨X, ν⟩)u2ds

=

∫
Σ

(2|∇u|2 + (RΣ − 2(µ+ J(N))− |χ+|2)u2)dv

−2

∫
∂Σ

(II∂M(N,N)− ⟨X, ν⟩)u2ds

≤
∫
Σ

(2|∇u|2 + (RΣ + 2c)u2)dv − 2

∫
∂Σ

(II∂M(N,N)− ⟨X, ν⟩)u2ds, (3.3)

onde, acima, nós usamos que µ+ J(N) ≥ −c em Σ.

Por outro lado, como Σ tem fronteira livre em (M, g), segue que o conormal ν de ∂Σ

em Σ, com respeito à métrica induzida h = g|Σ, coincide com o conormal ϱ de ∂M em

(M, g) ao longo de ∂Σ. Assim, em cada ponto p ∈ ∂Σ, podemos escolher um referencial

ortonormal {e1, ..., en−1, en} de Tp∂M tal que en = N , ou seja, de modo que {e1, ..., en−1}
seja um referencial ortonormal de Tp∂Σ. Logo,

H∂M =
n−1∑
i=1

⟨∇eiϱ, ei⟩+ ⟨∇Nϱ,N⟩ =
n−1∑
i=1

⟨∇eiν, ei⟩+ II∂M(N,N) = H∂Σ + II∂M(N,N);

o que, substituindo em (3.3), nos fornece:

0 ≤
∫
Σ

(2|∇u|2 + (RΣ + 2c)u2)dv − 2

∫
∂Σ

(H∂M −H∂Σ − ⟨X, ν⟩)u2ds (3.4)

para toda função u ∈ C∞(Σ). Portanto, definindo an = 4(n−1)
n−2

, segue de (3.4), juntamente

com a desigualdade de Hölder, que

0 ≤
∫
Σ

(an|∇u|2 +RΣu2)dv + 2c vol(Σ)
2
n

(∫
Σ

u
2n
n−2dv

)n−2
n

+2

∫
∂Σ

H∂Σu2ds− 2

∫
∂Σ

(H∂M − ⟨X, ν⟩)u2ds, (3.5)

tendo em vista que an > 2 para todo n ≥ 3.

Por sua vez, ao longo de ∂Σ,

(ιϱπ)
⊤(N) = K(ϱ,N)− (trK)⟨ϱ,N⟩ = K(ν,N) = ⟨X, ν⟩

e

H∂M ≥ |(ιϱπ)⊤| ≥ (ιϱπ)
⊤(N),

de onde segue que

H∂M − ⟨X, ν⟩ = H∂M − (ιϱπ)
⊤(N) ≥ 0.

Logo, usando a desigualdade acima em (3.5), obtemos que

0 ≤
∫
Σ
(an|∇u|2 +RΣu2)dv + 2

∫
∂Σ
H∂Σu2ds(∫

Σ
u

2n
n−2dv

)n−2
n

+ 2c vol(Σ)
2
n = Q1,0

h (u) + 2c vol(Σ)
2
n
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para toda u ∈ C∞(Σ) positiva. Disto segue que

0 ≤ inf
u∈C∞(Σ), u>0

Q1,0
h (u) + 2c vol(Σ)

2
n

= Q1,0
h (Σ, ∂Σ) + 2c vol(Σ)

2
n

≤ σ1,0(Σ, ∂Σ) + 2c vol(Σ)
2
n ,

ou seja,

vol (Σ) ≥
(
|σ1,0 (Σ, ∂Σ)|

2c

)n
2

,

como queŕıamos demonstrar.

Para provarmos o item (2), partiremos da desigualdade

0 ≤
∫
Σ

(2|∇u|2 + (RΣ − 2(µ+ J(N))− |χ+|2)u2)dv − 2

∫
∂Σ

(II∂M(N,N)− ⟨X, ν⟩)u2ds,

a qual, como antes, vale para toda u ∈ C∞(Σ). Neste caso, como µ+ J(N) ≥ 0 em Σ e

II∂M(N,N)− ⟨X, ν⟩ = H∂M −H∂Σ − (ιϱπ)
⊤(N)

≥ H∂M − |(ιϱπ)⊤| −H∂Σ

≥ −c̄−H∂Σ

em ∂Σ, temos que

0 ≤
∫
Σ

(2|∇u|2 +RΣu2)dv + 2

∫
∂Σ

H∂Σu2ds+ 2c̄

∫
∂Σ

u2ds

para toda função u ∈ C∞(Σ).

Mais uma vez, segue da desigualdade de Hölder e do fato que an > 2 que

0 ≤
∫
Σ

(an|∇u|2 +RΣu2)dv + 2

∫
∂Σ

H∂Σu2ds+ 2c̄ vol(∂Σ)
1

n−1

(∫
∂Σ

u
2(n−1)
n−2 ds

)n−2
n−1

.

Portanto, dividindo a desigualdade acima por
( ∫

∂Σ
u

2(n−1)
n−2 ds

)n−2
n−1 e tomando o ı́nfimo sobre

as funções u ∈ C∞(Σ) com u > 0, obtemos:

0 ≤ Q0,1
h (Σ, ∂Σ) + 2c̄ vol(∂Σ)

1
n−1

≤ σ0,1(Σ, ∂Σ) + 2c̄ vol(∂Σ)
1

n−1 ,

o que garante o resultado.

A próxima proposição é um resultado de rigidez infinitesimal que obtemos ao supor

que o volume de Σ satura a desigualdade (3.2).

Proposição 3.2.2 (Rigidez infinitesimal). Sob as hipóteses da Proposição 3.2.1, se vale

a igualdade em (3.2), então:
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• (Σ, h) é Einstein com fronteira totalmente geodésica e curvatura escalar RΣ = −2c,

onde h = g|Σ;

• µ+ J(N) = −c e χ+ = 0 em Σ;

• H∂M = |(ιϱπ)⊤| = ⟨X, ν⟩ em ∂Σ;

• λ1(L0) = 0.

Demonstração. Da solução do problema de Yamabe, temos que existe uma função positiva

ϕ ∈ C∞(Σ) que realiza a constante de YamabeQ1,0
h (Σ, ∂Σ), ou seja, Q1,0

h (ϕ) = Q1,0
h (Σ, ∂Σ).

Por outro lado, segue do final da demonstração do item (1) da proposição anterior,

juntamente com a igualdade em (3.2), que

0 ≤ Q1,0
h (Σ, ∂Σ) + 2c vol(Σ)

2
n ≤ σ1,0(Σ, ∂Σ) + 2c vol(Σ)

2
n = 0. (3.6)

Portanto,

Q1,0
h (ϕ) + 2c vol(Σ)

2
n = Q1,0

h (Σ, ∂Σ) + 2c vol(Σ)
2
n = 0,

o que, multiplicando por
( ∫

Σ
ϕ

2n
n−2dv

)n−2
n , implica em∫

Σ

(an|∇ϕ|2 +RΣϕ2)dv + 2

∫
∂Σ

HΣϕ2ds+ 2c vol(Σ)
2
n

(∫
Σ

ϕ
2n
n−2dv

)n−2
n

= 0.

Por sua vez, como Σ é uma MOTS estável, segue do Lema 2.1.3 que

0 ≤ 2λ1(L0)

∫
Σ

ϕ2dv

≤ 2

(∫
Σ

(|∇ϕ|2 +Qϕ2)dv −
∫
∂Σ

(II∂M(N,N)− ⟨X, ν⟩)ϕ2ds

)
=

∫
Σ

(2|∇ϕ|2 + (RΣ − 2(µ+ J(N))− |χ+|2)ϕ2)dv

−2

∫
∂Σ

(H∂M −H∂Σ − ⟨X, ν⟩)ϕ2ds

≤
∫
Σ

(an|∇ϕ|2 + (RΣ + 2c)ϕ2)dv + 2

∫
∂Σ

H∂Σϕ2ds

≤
∫
Σ

(an|∇ϕ|2 +RΣϕ2)dv + 2

∫
∂Σ

H∂Σϕ2ds+ 2c vol(Σ)
2
n

(∫
Σ

ϕ
2n
n−2dv

)n−2
n

= 0,

onde, acima, nós usamos que an > 2, µ+ J(N) ≥ −c em Σ, II∂M(N,N) = H∂M −H∂Σ e

H∂M − ⟨X, ν⟩ = H∂M − (ιϱπ)
⊤(N) ≥ H∂M − |(ιϱπ)⊤| ≥ 0

em ∂Σ. Logo, todas as igualdades acima são, de fato, igualdades. Portanto,

• λ1(L0) = 0;
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• µ+ J(N) = −c e χ+ = 0 em Σ;

• H∂M = |(ιϱπ)⊤| = ⟨X, ν⟩ em ∂Σ.

Além disso, |∇ϕ|2 ≡ 0, ou seja, ϕ é constante, uma vez que an > 2.

Por fim, segue de (3.6) que Q1,0
h (Σ, ∂Σ) = σ1,0(Σ, ∂Σ). Assim, pela Proposição 2.2.2,

temos que a métrica de Yamabe h̄ = ϕ
4

n−2h em Σ é Einstein com fronteira totalmente

geodésica; o mesmo vale para h, tendo em vista que ϕ é constante, o que conclui a

demonstração da proposição.

Para o próximo lema, considere o operador

L∗ψ = −∆ψ − 2⟨X,∇ψ⟩+ (Q− |X|2 − divX)ψ, ψ ∈ C∞(Σ),

chamado de operador adjunto formal de L; isso porque, pelo Teorema da Divergência,∫
Σ

ψLϕdv +

∫
∂Σ

ψBϕds =

∫
Σ

ϕL∗ψ dv +

∫
∂Σ

ϕB∗ψ ds

para todas ϕ, ψ ∈ C∞(Σ), onde

B∗ψ :=
∂ψ

∂ν
−
(
II∂M(N,N)− 2⟨X, ν⟩

)
ψ.

Lema 3.2.3. Sob as hipóteses da Proposição 3.2.2, temos que λ = 0 é um autovalor

simples de L em Σ com condição de fronteira de Robin Bϕ = 0 cujas autofunções

associadas podem ser escolhidas positivas. O mesmo vale para o operador adjunto formal

L∗ de L em Σ com condição de fronteira de Robin B∗ϕ∗ = 0.

A demonstração do lema acima é totalmente análoga à demonstração do Lemma 3.5

em [17] (com a Proposição 3.2.2 fazendo o papel da Proposition 3.3) e, por isso, ela será

omitida.

Lema 3.2.4. Sob as hipóteses da Proposição 3.2.2, temos que existem uma vizinhança

V ∼= (−δ, δ)× Σ de Σ ∼= {0} × Σ em M e uma função positiva φ : V → R tais que:

(1) g|V possui a decomposição ortogonal,

g|V = φ2dt2 + ht,

onde ht é a métrica induzida em Σt
∼= {t} × Σ;

(2) Cada Σt é uma hipersuperf́ıcie com fronteira livre em (M, g,K) com curvatura

média luminosa constante θ+(t) com respeito ao normal exterior Nt = φ−1 ∂
∂t
, onde

N0 = N ;

(3) ∂φ
∂νt

= II∂M (Nt, Nt)φ em ∂Σt, onde νt é o normal unitário exterior de ∂Σt em (Σt, ht).
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Mais uma vez, a demonstração do lema acima é totalmente análoga à demonstração

do Lemma 3.6 em [17] (com o Lema 3.2.3 fazendo o papel do Lemma 3.5) e, por isso, ela

também será omitida.

Podemos agora apresentar o principal resultado desta seção.

Teorema 3.2.5. Sejam (Mn+1, g,K), n ≥ 3, um conjunto de dados iniciais com fronteira

e Σn uma MOTS compacta, estável, com fronteira livre e fracamente outermost em

(Mn+1, g,K) com invariante de Yamabe σ1,0(Σ, ∂Σ) < 0. Se µ − |J | ≥ −c para alguma

constante c > 0, (M, g,K) satisfaz a condição de energia dominante de fronteira e K é

n-convexo, tudo isso em M+, então o volume de Σ satisfaz

vol(Σ) ≥
(
|σ1,0(Σ, ∂Σ)|

2c

)n
2

.

Além disso, se vale a igualdade acima, então:

(1) Existe uma vizinhança exterior V de Σ emM tal que (V, g|V ) é isométrica a [0, δ)×Σ

com a métrica produto dt2 + h, onde h = g|Σ e (Σ, h) é Einstein com curvatura

escalar RΣ = −2c e fronteira totalmente geodésica;

(2) K = a dt2 em V , onde a ∈ C∞(V ) depende apenas de t ∈ [0, δ);

(3) µ = −c e J = 0 em V ;

(4) A condição de energia dominante de fronteira é saturada ao longo de V ∩ ∂M .

Demonstração. Em primeiro lugar, uma vez que µ + J(N) ≥ µ − |J | ≥ −c em M+ (em

particular, em Σ), segue do item (1) da Proposição 3.2.1 que

vol(Σ) ≥
(
|σ1,0(Σ, ∂Σ)|

2c

)n
2

.

Além disso, se vale a igualdade acima, podemos usar o Lema 3.2.4 para garantir a

existência de uma folheação (Σt)0≤t<δ de uma vizinhança exterior V de Σ = Σ0 em

M tal que cada folha Σt é uma hipersuperf́ıcie com curvatura média luminosa θ+ = θ+(t)

constante e fronteira livre em (M, g,K). Outrossim, a métrica g se escreve da forma

g = φ2dt2 + ht

em V ∼= [0, δ)× Σ, onde ht = g|Σt é a métrica induzida em Σt.

Por outro lado, segue de (2.1) que, em Σt,

dθ+

dt
= −∆φ+ 2⟨X,∇φ⟩+

(
Q− |X|2 + divX − 1

2
(θ+)2 + θ+τ

)
φ. (3.7)

Assim, tomando Y = X − φ−1∇φ e observando que

div Y = divX − ∆φ

φ
+

|∇φ|2

φ2
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e

|Y |2 = |X|2 − 2
⟨X,∇φ⟩

φ
+

|∇φ|2

φ2
,

temos por (3.7) que

1

φ

dθ+

dt
= div Y − |Y |2 +Q− 1

2
(θ+)2 + θ+τ ≤ div Y − |Y |2 +Q+ θ+τ

em Σt para cada t ∈ [0, δ). Portanto, dada u ∈ C∞(Σt), nós temos:

u2

φ

dθ+

dt
− u2θ+τ ≤ u2 div Y − u2|Y |2 +Qu2

= div(u2Y )− 2u⟨∇u, Y ⟩ − u2|Y |2

+

(
1

2
RΣt − (µ+ J(Nt))−

1

2
|χ+

t |2
)
u2

≤ div(u2Y ) + 2|u||∇u||Y | − u2|Y |2

+

(
1

2
RΣt − (µ− |J |)

)
u2

≤ div(u2Y ) + |∇u|2 +
(
1

2
RΣt + c

)
u2, (3.8)

onde, acima, nós usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz, juntamente com o fato que

µ+ J(Nt) ≥ µ− |J | ≥ −c.

Logo, integrando (3.8) sobre Σt e observando que
dθ+

dt
e θ+ são constantes em Σt, obtemos

que

2

(
dθ+

dt

∫
Σt

u2

φ
dvt − θ+

∫
Σt

τu2dvt

)
≤

∫
Σt

(2|∇u|2 +RΣtu2)dvt + 2c

∫
Σt

u2dvt

+2

∫
∂Σt

u2⟨Y, νt⟩dst, (3.9)

onde, acima, nós usamos o Teorema da Divergência.

Agora, substituindo Y por X − φ−1∇φ e usando o fato que

∂φ

∂νt
= II∂M(Nt, Nt)φ = (H∂M −H∂Σt)φ

(veja o Lema 3.2.4), nós temos:∫
∂Σt

u2⟨Y, νt⟩dst =
∫
∂Σt

u2⟨X − φ−1∇φ, νt⟩dst =
∫
∂Σt

u2(⟨X, νt⟩+H∂Σt −H∂M)dst.

Por sua vez, usando a CEDF como fizemos na demonstração da Proposição 3.2.1, temos

que ⟨X, νt⟩ −H∂M ≤ 0. Portanto,∫
∂Σt

u2⟨Y, νt⟩dst ≤
∫
∂Σt

u2H∂Σtdst. (3.10)
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Assim, substituindo (3.10) em (3.9) e usando o fato que an = 4(n−1)
n−2

> 2 para todo n ≥ 3,

juntamente com a desigualdade de Hölder, segue que

2

(
dθ+

dt

∫
Σt

u2

φ
dvt − θ+

∫
Σt

τu2dvt

)
≤

∫
Σt

(an|∇u|2 +RΣtu2)dvt + 2

∫
∂Σt

u2H∂Σtdst

+2c vol(Σt)
2
n

(∫
Σt

u
2n
n−2dvt

)n−2
n

(3.11)

para toda u ∈ C∞(Σt) e todo t ∈ [0, δ).

Segue da solução do problema de Yamabe, juntamente com o Teorema 2.2.1, que,

para cada t ∈ [0, δ), existe uma única métrica de Yamabe h̄t na classe conforme de ht com

curvatura escalar constante RΣt

h̄t
= −2c e fronteira mı́nima. Seja ut ∈ C∞(Σt), ut > 0, tal

que h̄t = u
4/(n−2)
t ht. Tomando u = ut em (3.11), temos que

2
(
dθ+

dt

∫
Σt

u2
t

φ
dvt − θ+

∫
Σt
τu2tdvt

)
( ∫

Σt
u

2n
n−2

t dvt
)n−2

n

≤
∫
Σt
(an|∇ut|2 +RΣtu2t )dvt + 2

∫
∂Σt

u2tH
∂Σtdst( ∫

Σt
u

2n
n−2

t dvt
)n−2

n

+2c vol(Σt)
2
n

= Q1,0
ht
(ut) + 2c vol(Σt)

2
n

= Q1,0
ht
(Σt, ∂Σt) + 2c vol(Σt)

2
n

≤ σ1,0(Σ, ∂Σ) + 2c vol(Σt)
2
n

= 2c vol(Σt)
2
n − 2c vol(Σ)

2
n

= 2c

∫ t

0

d

ds

(
vol(Σs)

2
n

)
ds

=
4c

n

∫ t

0

vol(Σs)
2−n
n
d

ds
vol(Σs)ds

para cada t ∈ [0, δ). Acima nós usamos que Σt é difeomorfa a Σ e que σ1,0(Σ, ∂Σ) é um

invariante topológico de Σ. Também foi usado o Teorema Fundamental do Cálculo e a

hipótese que vol(Σ) = (|σ1,0(Σ, ∂Σ)|/2c)n/2.
Por sua vez, usando a hipótese que K é n-convexo em M+, temos que trΣt K ≥ 0 para

cada t ∈ [0, δ). Assim, θ+(t) = trΣt K + HΣt ≥ HΣt . Portanto, segue da Fórmula da

Primeira Variação do Volume que

dθ+

dt

∫
Σt

u2
t

φ
dvt − θ+

∫
Σt
τu2tdvt( ∫

Σt
u

2n
n−2

t dvt
)n−2

n

≤ 2c

n

∫ t

0

vol(Σs)
2−n
n

(∫
Σs

HΣsφdvs

)
ds

≤ 2c

n

∫ t

0

θ+(s)

(
vol(Σs)

2−n
n

∫
Σs

φdvs

)
ds.

Assim, tomando

f(t) = θ+(t), η(t) =

(∫
Σt

u2t
φ
dvt

)(∫
Σt

u
2n
n−2

t dvt

)−n−2
n

,

ρ(t) =

(∫
Σt

τu2tdvt

)(∫
Σt

u
2n
n−2

t dvt

)−n−2
n

,
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e

ξ(t) =
2c

n
vol (Σt)

2−n
n

∫
Σt

φdvt,

no Lema 2.1.9, temos que θ+(t) ≤ 0 para cada t ∈ [0, δ). Contudo, como Σ é fracamente

outermost e θ+(t) é constante em Σt, segue que θ+(t) = 0 para todo t ∈ [0, δ). Então

todas as desigualdades acima são, de fato, igualdades.

Em particular, µ+ J(N) = µ− |J | = −c, ⟨X, νt⟩ −H∂M = 0, div Y − |Y |2 +Q = 0 e

χ+
t = 0 em V ≈ [0, δ)× Σ.

Além disso, sendo Σt uma MOTS para cada t ∈ [0, δ), ou seja, θ(t) = 0 para cada

t ∈ [0, δ), usando novamente (2.1), temos que

∂θ

∂t
= Lφ = 0 em Σt

e pelo Lema 3.2.4, temos

∂φ

∂νt
− II∂M(Nt, Nt)φ = 0 em ∂Σt.

Assim, temos que Σt é estável para cada t ∈ [0, δ). Então, podemos aplicar a Proposição

3.2.2 para Σt e concluir que H∂Σt = 0 e Q = 0.

Assim, das igualdades div Y − |Y |2 + Q = 0 e Q = 0, temos que div Y − |Y |2 = 0,

então∫
Σt

|Y |2dvt =

∫
Σt

div Y dvt =

∫
∂Σt

⟨Y, νt⟩dst =
∫
∂Σt

(
⟨X, νt⟩+H∂Σt −H∂M

)
dst

=

∫
∂Σt

(
⟨X, νt⟩ −H∂M

)
dst = 0,

logo Y = X − φ−1∇φ = 0. Temos ainda,

vol (Σt) = vol (Σ) =

(
|σ1,0(Σ, ∂Σ)|

2c

)n
2

para todo t ∈ [0, δ). Isso implica que

0 =
d

dt
vol(Σt) =

∫
Σt

HΣtφtdv.

Como HΣt não muda de sinal, pois 0 = θ(t) ≥ HΣt e φt > 0, então HΣt = 0 para

cada t ∈ [0, δ). Então Σt é uma MOTS mı́nima, o que implica que trΣt K = 0, pois

θ+(t) = trΣt K +HΣt . Neste caso, também temos que θ−(t) = trΣt K −HΣt de Σt é nula.

Usando a equação (2.1) trocando θ− e φ− = −φ no lugar de θ = θ+ e φ respectivamente,

temos

0 =
dθ−

dt
= −∆φ− + 2

〈
X−,∇φ−〉+ (Q− −

∣∣X−∣∣2 + divX−
)
φ−, (3.12)

onde
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Q− =
1

2
RΣ − (µ+ J(−N))− 1

2

∣∣χ−
t

∣∣2
= −c− (µ+ |J |)− 1

2

∣∣χ−
t

∣∣2
= −2|J | − 1

2

∣∣χ−
t

∣∣2 , (3.13)

X− = −X = − 1

φ
∇φ. (3.14)

Substituindo (3.13) e (3.14) em (3.12), temos

∆φ+
|∇φ|2

φ
+

(
|J |+ 1

4

∣∣χ−
t

∣∣2)φ = 0.

Como
∂φ

∂νt
= II∂M(Nt, Nt)φ = (H∂M −H∂Σt)φ = H∂Mφ ≥ 0.

Integrando sobre Σt, e usando o Teorema da Divergência, temos que

0 ≤
∫
∂Σt

∂φ

∂νt
dst =

∫
Σt

∆φdvt = −
∫
Σt

(
|∇φ|2

φ
+

(
|J |+ 1

4

∣∣χ−
t

∣∣2)φ) dvt ≤ 0,

assim

|∇φ| =
∣∣χ−

t

∣∣ = |J | = 0 em V.

Então φ é constante, e como X = −φ−1∇φ = 0 temos K(Nt, ·)|TΣt = 0. Além disso,

sendo χ+
t = K|TΣt×TΣt

+ At e χ−
t = K|TΣt×TΣt

− At, temos que K|TΣt×TΣt
= 0, pois

χ+
t = χ−

t = 0. Temos que (Σt, ht) é totalmente geodésica em M para cada t ∈ [0, δ),

onde ht é a métrica em Σt ≈ {t} × Σ induzida de (M, g). Escrevendo g = φ2dt2 + ht

em V ≈ [0, δ)× Σ e observando que φ = φt depende somente de t ∈ [0, δ), além disso ht

não depende de t ∈ [0, δ), pois Σt é totalmente geodésica. Então, fazendo uma mudança

de variável podemos ver que g possui a estrutura de uma métrica produto dt2 + h em V ,

onde (Σ, h) é Einstein com curvatura escalar RΣ = −2c e fronteira totalmente geodésica.

Finalmente, usando que 0 = J = div(K − (trK)g) = divK − d(trK), implica que

dτ = d(trK) = divK, além disso usando que K|TΣt×TΣt = At = K(Nt, ·)|TΣt = 0,

conclúımos que K = adt2 em V , onde a depende apenas de t ∈ [0, δ).

Exemplo 3.2.6. Seja (Σn, hhyp ) uma variedade Riemanniana hiperbólica fechada de

dimensão n, onde n ≥ 2. O Espaço-tempo anti-Nariai (M̄, ḡ) de dimensão (n+2) é dado

pela variedade

M̄ = R× (0,∞)× Σn

com a métrica Lorentziana
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ḡ =
n

2(−Λ)

(
− sinh2 χdt2 + dχ2 + (n− 1)hhyp

)
a qual satisfaz a equação de Einstein

RicM̄ −1

2
RM̄ ḡ + Λḡ = 0

onde Λ é uma constante cosmológica negativa. Acima, RicM̄ e RM̄ denotam o tensor

de Ricci e a curvatura escalar de (M̄, ḡ), respectivamente. (Veja [39] para mais detalhes

sobre os espaços-tempo anti-Nariai.)

Neste caso, a segunda forma fundamental K de cada folhaM = {t = t0} é nula. Além

disso, a densidade local de energia µ e a corrente local de energia J de (M, g,K) (onde g

é a métrica induzida em M) são dadas por µ = Λ e J = 0.

Agora, assumindo que (Σn, hhyp ) realiza o invariante de Yamabe (isso sempre ocorre

para n = 2 e n = 3, veja [40]):

σ(Σ) =

∫
Σ
RΣdv

vol(Σ)
n−2
n

= −n(n− 1) vol(Σ)
2
n = 2Λvol(Σ, h)

2
n

onde h = n(n−1)
2(−Λ)

hhyp é a métrica induzida em Σ. Aqui, RΣ = −n(n− 1), dv, e vol(Σ) são

a curvatura escalar, o elemento de volume e o volume de Σ com respeito a hhyp. Portanto,

vol(Σ, h) =

(
|σ(Σ)|
2(−Λ)

)n
2

.

Isso mostra um exemplo de um conjunto de dados iniciais que satisfaz todas as

hipóteses e satura as desigualdades do Teorema 8 (para n = 2) e Teorema 9 (para n ≥ 3).

De maneira semelhante, considerando uma variedade hiperbólica compacta (Σn, hhyp)

com fronteira totalmente geodésica, podemos construir um conjunto de dados iniciais

satisfazendo todas as hipóteses do Teorema B, o qual também satura a desigualdade do

volume.
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