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Resumo

Nesta dissertacao enunciaremos e demonstraremos o teorema de Do Carmo - Ritoré - Ros,
que estabelece que as unicas hipersuperficies minimas dois-lados compactas com indice um
no espaco projetivo real RP"™! sao as esferas totalmente geodésicas e as hipersuperficies
minimas de Clifford. Além disso, as tinicas mergulhadas sao as hipersuperficies de Clifford.
Uma consequéncia é que as unicas hipersuperficies minimas compactas dois-lados que
sa0 estdveis preservando volume no espaco projetivo real RP"™! sdo as esferas totalmente

geodésicas e as hipersuperficies minimas de Clifford.

Palavras-chave: Hipersuperficie de Clifford, fndice, Estavél, Esferas Totalmente

Geodésicas.



Abstract

In this dissertation, we will state and prove the Do Carmo - Ritoré - Ros theorem,
which establishes that the only two-sided compact minimal hypersurfaces with index
one in the real projective space RP"*! are the totally geodesic spheres and the Clifford
minimal hypersurfaces. Moreover, the only embedded ones are the Clifford hypersurfaces.
A consequence is that the only two-sided compact minimal hypersurfaces that are volume-

preserving stable in the real projective space RP"™ are the totally geodesic spheres and

the Clifford minimal hypersurfaces.

Keywords: Clifford Hypersurface, Index, Stable, Totally Geodesic Spheres.
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Introducao

A teoria das hipersuperficies minimas é um dos temas centrais da Geometria Diferencial,
apresentando conexoes profundas com a Analise e a Topologia. Em particular, o estudo
das hipersuperficies minimas compactas em espagos de curvatura constante tem atraido

grande interesse devido a sua relagao com problemas variacionais e de estabilidade.

Seja f : M — M uma imersao. Dizemos que M é uma hipersuperficie de M se a
co-dimensao da imersao for 1. A relacao entre a curvatura de M e a curvatura do espaco
ambiente M é descrita pela Equacao de Gauss, que envolve a segunda forma fundamental
da imersao. Mais precisamente, seja p € M e considere x,y vetores ortonormais no espago

tangente T, M. As curvaturas seccionais K e K de M e M, respectivamente, satisfazem:

K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y,y)) — |B(z,y)*. (1)

No caso de hipersuperficie, a equacao de Gauss admite uma expressao mais simples.
Sejan € (T,M)", com |n| = 1, e considere {e;,--- ,e,} uma base ortonormal de T, M.

Entao, a segunda forma fundamental H satisfaz:
H(ei’ei) :)\i7 H(eivej> :()7 Z7éj7

onde A, - -+, A\, sao os valores préprios da aplicacao de forma de Weingarten A, : T,M —

T,M. Portanto, a equagao (1) pode ser reescrita como:

K(Bqu) — f(ei,ej) = )\Z)\]

Dizemos que uma imersdao f : M — M é minima se, para todo p € M e todo

n € (T,M)", o traco da aplicagao de Weingarten A, for zero, ou seja,

tr A, = 0.

Além disso, uma hipersuperficie M é dita orientavel se admite um campo continuo
de vetores normais nao-nulos v = Vf : M — R""! tal que, para todo € M e qualquer
vetor w € T, M, vale a relagao

(v(z),w) = 0.

Se uma hipersuperficie M tem um campo de vetores normais unitarios N, definido

globalmente, entao dizemos que M ¢é dois-lados.

Para qualquer hipersuperficie, a segunda variacao do funcional area induz uma forma

quadratica (). O indice dessa forma quadratica é chamado de indice de Morse.



A pesquisa sobre hipersuperficies minimas remonta aos estudos classicos de Bernhard
Riemann, Marcel Berger e Shiing-Shen Chern, que investigaram a relagao entre a curvatura
e a estabilidade dessas variedades. Esses trabalhos forneceram uma base para a compreensao
de superficies minimas em espacos projetivos e esféricos, que continuam a ser objeto de

intensa investigacao matematica.

Neste contexto, uma questao fundamental é a classificacao das hipersuperficies minimas
com indice um no espaco projetivo real RP"*!. Esse problema se insere em uma linha
de pesquisa que busca compreender quais variedades minimizam funcionais geométricos
sob certas condigoes topolégicas e diferenciais. O indice de Morse, que conta o niimero
maximo de dire¢oes em que uma hipersuperficie pode ser deformada para reduzir sua area,

desempenha um papel crucial nessa analise.

Um marco importante nesse estudo foi estabelecido por Do Carmo, Ritoré e Ros em
seu artigo Compact Minimal Hypersurfaces With Index One In The Real Projective Space,
onde os autores caracterizam as hipersuperficies minimas compactas com indice um no

espago projetivo real. Especificamente, eles demonstram que

As unicas hipersuperficies minimas dois-lados compactas com indice um no espago
projetivo real RP"**(1) sdo as esferas totalmente geodésicas e as hipersuperficies minimas

de Clifford. Além disso, as unicas mergulhadas sao as hipersuperficies de Clifford.

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar e demonstrar esse resultado,
explorando ferramentas classicas da Geometria Diferencial e da teoria das hipersuperficies

minimas. Para isso, estruturamos a dissertacao da seguinte forma:

No primeiro capitulo, introduzimos conceitos fundamentais de Geometria Riemanniana
e Geometria Diferencial, essenciais para a compreensao das hipersuperficies minimas e de

sua estabilidade.

No segundo capitulo, Apresentamos a caracterizacao das hipersuperficies minimas de
Clifford no espago projetivo real e as esferas totalmente geodésicas e demonstramos que elas
possuem indice um. Desenvolvemos também os argumentos matematicos necessarios para
a prova do teorema principal. Em particular, utilizamos a funcao teste ¢, : M — R",

definida por
¢a,b = _<f7a>.f + <N7a>N+ <f7 b>N7
para estabelecer os lemas e corolarios fundamentais. Esses resultados permitem, por fim,

concluir a demonstragao da classificacao das hipersuperficies minimas com indice um em

an—‘rl )

A importancia desse estudo reside nao apenas na caracterizacao dessas hipersuperficies,

mas também na aplicacao das técnicas utilizadas, que possuem desdobramentos em
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diversas areas da Geometria Diferencial e da Fisica Matemaética. Esperamos que esta
dissertacao contribua para uma melhor compreensao desse problema e sirva como base
para investigacoes futuras sobre hipersuperficies minimas e suas propriedades variacionais.
Entre as possiveis direcoes futuras, destacamos a analise de hipersuperficies minimas com

indice maior que um e sua relacao com espacos projetivos complexos.
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1 Pré-requisitos

Neste capitulo estabeleceremos nogoes necessarias a compreensao dos capitulos posteri-

ores.

1.1 Conexdes: Curvaturas

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana, de dimensao n e classe C*°. Denotaremos
por X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C> em M e por D(M) o anel das
funcoes reais de classe C'*° definidas em M. Salvo mencao do contrario, os resultados aqui

apresentados encontram-se demonstrados em [4].

Definicao 1. Uma conexdo afim ¥V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicag¢ao

V:X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VxY,

que satisfaz as propriedades:

Z) fo+gyZ = vaZ +ngZ,
it) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
i) Vx(fY) = fUxY + X(f)Y,

onde X, Y, Z € X(M) e f,g € D(M).

Podemos entao definir a curvatura R de uma variedade Riemanniana M.

Definicao 2. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia
que associa a cada par X,Y € X (M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X (M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VixyZ, Z € X(M),

onde V € a conexao Riemmaniana de M.

Dado um espaco vetorial V', seja

X AY] = IXPIY]2 = (X, Y,

a area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelo par X, Y € V.
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Definicao 3. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional S € T,M o nimero

(X,Y, X,Y)

K(S) = K(X.Y) = T2y

onde {X,Y} € uma base qualquer de S, é chamado de curvatura seccional de S em p.

Proposicao 1. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagao trilinear R' : T,M x T,M x T,M — T,M por

<R/(X7Y7 W)>Z> = <Y> W> <X’ Z> - <Xa W> <Y, Z>7

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a Ko se e

s6 se R = KyR', onde R € a curvatura de M.

Definicao 4. Dado um ponto p € M, seja {e,...en} uma base ortonormal de T,M,

definimos tensor curvatura de Ricci por

Ric(X,Y)=> (R(X,e;)e;,Y),

i=1
e a curvatura escalar em p por

n

R(p) = Z Ric(ej,ej) = Z (R(ej, e;)ei e;) .

7’7.7

Sejam M e M variedades Riemannianas e ¢ : M — M imersao isométrica. Considere

V e V as conexoes de Levi-Civita de M e M, respectivamente, tal que
VxY = (VxY)T,
para quaisquer X, Y € X(M).

Definicao 5. A sequnda forma fundamental B de M € definida como a aplicacao bilinear
e simétrica B : X(M) x X(M) — X(M)* dada por

B(X,Y) = (VxY)"

Em particular,
B(X,Y)=VxY — VxY.
Teorema 1. (Equagdo de Gauss). Sejamp € M e X,Y wvetores ortonormais de T,,M . Entdo

K(X,)Y) - K(X,Y)=(B(X,X),B(Y,Y)) — |B(X,Y)|”.
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Dada uma imersao isométrica, a segunda forma fundamental da imersao pode ser
considerada como um tensor B : X (M) x X (M) x X(M)+ — D(M) definido por

B(X,Y,n) =(B(B,Y),n).
A derivada covariante se estende a esse tensor de maneira natural

(vXBO/? Z7 77)) = X(B(Y> Z> 77) - B<VXK Za 77) - B(K VXZ> 77) - B(Y> Z> V)LH?)
Seja f : M — M hipersuperficie fechada dois-lados imersa em uma variedade Rieman-
niana. Seja N o campo vetorial normal unitario ao longo de f, dado p € M e um vetor

normal unitario NV € T),M, definimos o operador linear Ay : T, M — T, M, denominado

operador de Weingarten, por
AnX = —VxN,VX € T, M.

An é autoadjunto e estd relacionado com a segunda forma fundamental B pela equacao
(B(X,Y),N)=(AnNX,Y).

Quando a codimensao de M é um, escrevemos apenas A. Os autovalores de A sao chamados

de curvaturas principais de M.

Proposicao 2. (Equacgdio de Codazzi) Com a nota¢do acima

Definigao 6. Dada uma base ortonormal {ey, ..., e,} de T,M. Definimos o vetor curvatura

média de M em p por

H(p) = Z B(ei, ei)(p)-

Dizemos que M é minima se H(p) = 0, para todo p € M.

1.2 Operadores em Variedades Riemmanianas e Indice de Morse

Nesta se¢ao, introduziremos alguns operadores essenciais para compreensao das secoes

posteriores, ver [12].

Definicao 7. Seja f € C*°(M). Definimos:

1. O gradiente de f, grad f € o campo de vetores caracterizado pela equa¢ao

df(X) = (grad f, X).
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2. O Hessiano de f, Hess f, é o tensor simétrico tal que, para X,Y € X(M)

Hess f(X,Y)=(Vxgrad f,Y)=XYf— (VxY)f.

3. O Laplaciano de f, Af € C*(M) ¢é a funcdo

Af =Tr(Hess f) = [Vu(Vef) = (VeE)f,

=1

onde {E;}¥_, é uma base ortonormal para TM.

O Laplaciano satisfaz a regra do produto

A(fg) = fAg+gAf+2(grad f,grad g).

Defini¢ao 8. Uma variagao é dita normal se X = ulN para alguma fungdo u € C*°(M).
Cada funcgao suave u introduz uma variacao normal ¢ com campo variacional ulN, dada
por

Yi(p) = exp, ) (tu(p) N(p)),

donde exp denota a aplicacao exponencial em M, t € (—¢,€) e € € suficientemente pequeno.

Definicao 9. Podemos considerar o funcional drea A, : (—€,€) — R associado a variagdo

normal ¢, definido por
Au(t) = | M| :/ av;,
M

onde M; € a variedade M com a métrica induzida por x; e dV; € o volume Riemmaniano.

Defini¢ao 10. O funcional volume V, : (—¢,e) — R € definido por

Vu(t) = / Y*dV,
[0,t]x M

onde dV € o elemento volume de M.

Dizemos que a variagao normal ¢ preserva volume se, e somente se, V,(t) = V,(0) para
cada t € (—¢,€).

A férmula para a primeira variacao do volume é
V'(0) = / (X,N)dV,
M

onde X = %—lf . De fato, fixe p € M e escolha um referencial ortonormal positivo

€1, Epy1 = N em torno de f(p), entao

Y (dM) = a(t,p)dt A dM,
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onde
Py
a(t7p) = ¢(dM) <a7617"')6n)
— (0X
= dM (E,dXtel, tee ,dXth)
0X
= — N ).
(5 )
Dai,

V() =

(/ a(t,p)dt/\dM)
[0,¢]x M t=0

Il
g\ S

a(0, p)dM

— /M <%—)§(0), N> dM

_ /M<X,N> qv.

Uma variacao normal com campo variacional u/N preserva volume se, e somente se, u

tem média nula, isto é, [, u dV = 0.

Considere ® : (—¢,¢) x M — M uma variacido prépria de ¢ com campo variacional V.

A férmula da primeira variacao da area é

A(0) = — /M n (H, V) dM.

dA d
“0)= /M o,

De fato, pela regra de Leibniz

t=0
Basta mostrarmos entao que

d
—Vi

= div(V") —=n(H
= div(VT) ~n (H,V),

t=0

onde VT é a projecao ortogonal de V em T'M, dai o resultado segue, pelo teorema da
divergéncia. Fixe p € M e um referencial ortonormal {ey, - - , e, } numa vizinhanga U C M
de p em relagao a métrica induzida por ®; = ¢. Podemos diminuir U,se necessério, de

modo que (P;) Ui == ®4(U) é um mergulho pata |t| < e. Considere o referencial

v
{e1(t), -+ ,en(t)} em Uy tal que e;(t) = dPie; para 1 < i < n. Entao existem fungoes
@j U, — R com

ei(t) = aijex(t),

tais que det A(t) = det (a;;(¢)) > 0. Portanto,

(ei(t), e; (1)) = aikjk = (AAT);,
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dai

det A(t) = \/det(g;;(t) = /g(D).

Sendo dV; o elemento volume de U; em relagao a métrica induzida por M, segue que,

dVi(er, -+ ,en) = (P;dVy)(er, - ,ep)
= dVi(d®eq, - ,dDse,)
= (61, e 7€n)
= (det A)dVi(ey,--- ,&,)
= detA

= Vg(t).

De g;;(0) = (e, e;) = d;; segue que g(0) = det(g;;(0)) = det Id = 1. Dai,

- (v

_ 1 4
- Qmﬁm)dv

ldg
= ——(0)dV
2 dt( )
1
= Str(g,(0))av
1
= Egllck:(o)d‘/'

d
—av,
dt "

t=0

Note que 00
Galt) = 57 (en(t). en(t)) = 2(Tamer(t), eut)).

Em (—¢,€) X M tome a métrica canonica e denotando por e o levantamento vertical de

e, € X(U) a (—€,¢) x U, temos [0y, ex] = 0. Por outro lado, de ®; = ® o (t, q) segue que
er(t) = (d®y)ey = dPq) o (d(t, q))er = dP g ek

Portanto,

[8@

E, €k(t):| = [d@(t,q)at, dq)(t, q>€k] = d(I)(t,q) [3t, ek] = O,

(t,q)

logo

<{8a—f,ek(t)} ven ek(t)> = <V%§>ek(t),ek(t)> — <Vek<t>%—fek(t),ek(t)> )

ek<t>€k(t)>}

logo

dha(t) =2 (Voo gyen(thaat) ) =2 {eat0) (G en0) - (G-

<
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Supondo que {ey,--- ,e,} é um referencial geodésico em p € U e denotando por A a

segunda forma fundamental de ¢. Obtemos a partir de e, (0) = ex que,

1, 9P _
égkk(()) = ¢ <§7€k> —(V,Ve.ex)

= € <(86_(f) 76k> - <‘/7 Vek€k> - <V7A<€k7€k)>

- (5 (B) )+ () ) -t

= (V. VT,ex) —n(V,H)
= div(V") —n(V,H).

Logo
d 1, T
%th o 2gkk(O) =div(V')—n(V,H).

Temos portanto que M é hipersuperficie minima se, e somente se, M é ponto critico do
funcional area para todo u € C*°(M). Assumindo entao que M é minima e aplicando o

teorema da divergéncia, temos a segunda variacao da area

A1(0) = /M (IVuf? — (Rie(N, N) + |AP)u?)dp = / u(Au + (FFe(N, N) + | A]2)u)dp

M
= — / uludV,
M

onde

L= A+ Ric(N,N) + |Af,

é conhecido como operador de Jacobi, |A|* = tr(A?) é a norma de Hilbert-Schimidt do

operador A e Ric é o tensor curvatura de Ricci de M.

O operador de Jacobi de M, dado por L = A + |A|?> + n, estd associado a forma

quadratica
Q(u,u):—/ uLudV:/ (IVul2 = (AP + n)u2}dv,
M M

para qualquer funcao suave wu.
Se \ é autovalor do Laplaciano A associado a autofuncao u, entao
Au+ \u =0,
como Lu = Au + |A|*u + nu segue que
Lu+ (A= |A? —n)u = 0.

Portanto, se A é autovalor do Laplaciano A, entdo (A — |A|> — n) é autovalor de L, se |A|?

for constante.
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Definigao 11. Seja M hipersuperficie minima em M. O indice de Morse de M, Ind(M),
¢ definido como a maior dimensao de qualquer subespaco V-C C*(M) em que a forma

quadrdtica () € negativa definida, isto €,

Ind(M) = max{dim (V) :V Cc C*(M),Q(f,f) <0,Vf eV}

Segue entao que Ind(M) é o nimero de autovalores negativos de L (contando multipli-
cidades). Dizemos que M ¢ estavel se Ind(M) = 0.

1.3 Espacos de Recobrimento

Considere o espago topolégico X e as aplicagoes continuas a, b : [sg, s1] — X. Dado o
caminho fechado I = [0, 1], suponha que a(sy) = a(s1) e b(sg) = b(s1). Dizemos que a e b sao
caminhos homotdépicos, denotado por a ~ b, se existir uma homotopia H : [sq, s1] X I — X
tal que

H(0,z) =a(0) =5b(0) e H(l,z)=a(l)=10(1), VeeACX.

A relacao a ~ b goza das propriedades reflexivas, simétricas e transitivas. Indicaremos por
a = [a] a classe de homotopia do caminho a e 5 = [b] a classe de homotopia do caminho b.
Definiremos o produto af pondo

af =[a-b) = la][b] = [a - B].
Definicao 12. Seja X um espago topolégico e v € X. O grupo fundamental m (X, x) €
um grupo formado pelas classes de homotopia dos caminhos fechados relativos a {0,1} em
X, com a operacao

[u]fo] = [u - 2],

onde [u], [v] sao as classes de homotopia de u,v respectivamente.

Um aplicacao continua f : X — Y induz um homomorfismo
fo:m(X,20) — (Y, 90), vo = f(0),
definido por fu(«o) = [f o al, onde a = [a].

Definicao 13. Sejam f: X — Y, g: Z — Y aplicacoes continuas. Um levantamento
de g (relativamente a f) € uma aplicagao continua G : Z — Z tal que fog = g.
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f

Proposicao 3. Seja f : X — Y continua, localmente injetiva, definida num espaco
de Hausdorff X. Se Z € conexo e g : Z — Y € continua entao dois levantmentos

q,9:Z — X de g, que coincidem num ponto z € Z, $ao 1guais.

Corolario 1. Seja X conexo de Hausdorff. Uma aplicagcao continua localmente injetiva
f: X — Y que admite uma secgcao o :' Y — X € homeomorfismo e o é seu inverso.

Neste caso o o f sdo levantamentos de f.

Dada uma aplicacdo de recobrimento p : X — X, com T € X e x = p(T), denotaremos
por H(Z) a imagem do homomorfismo py : 71 (X,Z) — m (X, ). Se X é simplesmemte

conexo entdo H(Z) = {0}, para todo 7 € X.

Lema 1. (O lema geral de levantamento.) Seja p: E — B um revestimento; seja
pleg) = bo. Seja f 'Y — B uma fungdo continua, com f(yo) = by. Suponha que Y
seja conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos. O mapeamento f pode ser

levantado para wm mapeamento f 'Y — FE tal que f(yo) = ep se e somente se

fo(m(Y,90)) € pe(mi(E, €0))-

Além disso, se tal levantamento existir, ele é unico.
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2 Classificacao de Hipersuperficies no Espaco

Projetivo

Neste capitulo, classificaremos as hipersuperficies no Espaco Projetivo e enunciaremos e
provaremos os principais resultados que servirao de base para a demonstracao do teorema

principal.

2.1 Esferas Totalmente Geodésicas

Nesta secao introduziremos as Esferas Totalmente Geodésicas, onde calcularemos as
suas curvaturas principais, quando ela ¢ minima e segunda forma fundamental. Mais
detalhes em [6].

Considere a esfera unitdria

S" = {(z1,. .., Tnt1) c R+ | x%+...+xi+1 =1}

As esferas de dimensao menor,
Sk = {(1'1, s 7$7L+1) € Rn+1 | T4l = = = Tp41 = O}a
para 0 < k < n, sao subvariedades totalmente geodésicas de S™. De fato, a aplicacao

. n n _
f:S"—S"  f(x1, .. xna1) = (X1, Ty —Tpity ooy —Tpt1)
e i tri ‘ junto d tos fixos é S¥. Pel inte t :
€ ulna 1sometria cujo conjunto de pontos 1xos € . €lo seguinte teorema

Teorema 2. Seja f: M — M uma isometria. Entdo, cada componente conexa M do

conjunto dos pontos fixos de f,

Fix(f) = {z € M | f(z) = =},

com a métrica Riemanniana induzida, € uma subvariedade totalmente geodésica.

Concluimos que S¥ é uma esfera totalmente geodésica.

Como as esferas S¥ sao invariantes pela aplicacao antipoda A(p) = —p, temos que ela

induz subvariedades RP* := S¥/{£} C RP" := S"/{+}. Essas subvariedades S*/{+} sao

1

esferas totalmente geodésicas. De fato, seja o uma geodésica em RP*, entdo 7! o a é uma

1

geodésica de S*. Como SF é totalmente geodésica em S”, segue que 7! o a é geodésica de

S™ logo « é geodésica em RIP".
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As SF/{+£} sao ditas esferas totalmente geodésicas em RP". Note que para k =n — 1

podemos ter espacos projetivos ou esferas.

Seja M = S"! ¢ S" dada por
M=S"1.—S"An

onde 7 ¢ o hiperplano que passa pela origem com vetor normal unitario . Seja p € M,

entao o vetor normal unitario a M em p é o vetor
N =N(p) =n.

De fato, |[N| = |n| = 1, além disso, para p € S"~! temos (p, N) = 0.
Além disso, dado v € T, M, seja « : (—€, €) — M uma curva tal que a(0) = p e o/(0) = v.
Como «(t) € S", entao
(a(t), a(t)) =la(®)* = 1.
Derivando essa equagao em relacao a t, obtemos
(o/(1),a(t)) =0, VL.

Em particular, para t = 0, temos

(N, v) = (p,v) = (a(0),0(0)) = 0.
Portanto, NV é, de fato, normal a M.

Como N ¢é constante, segunda forma fundamental de M, para v,w € T,M, ¢, portanto,

A(v,w) = (V,N,w) = 0.

2.2 Hipersuperficies de Clifford

Nesta secao introduziremos as hipersuperficies de Clifford, onde calcularemos as suas

curvaturas principais, quando ela é minima e segunda forma fundamental.

Sejam nq, ng inteiros, tais que n; + no = n e Ry, Ry reais, tais que R% + R% = 1. Dadas
as esferas S (R;) = {p; € R"*! : |p;| = R;},i = 1,2, produto cartesiano das esferas
S™(Ry) x S"(Ry) ¢é hipersuperficie compacta, homogénea chamada de hipersuperficie de
Clifford. Se p = (p1,p2) é um ponto em M = S"(R;) x S"?(R;), entdo o vetor normal

unitario a M em p é definido por

R R
N = N(p) = <—Ejp1, épz) .
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Rs
N| = ——
‘ ‘ \/‘ Rlpl

R3 R
— P> + —31p2
R R3

De fato,

2
—+

2

Ry

- EZE

2
= 1

N é unitério. Além disso N € (T,M)*, de fato

(p,N) = <(p1,pz), (—%pl, %m) >

= —%UMF + g—;|102|2
= 0.
Dado v = (v1,v2) € T,M, seja
a:(—ee) — M
t o (aa(t), aa(t)),

uma parametrizagao de uma curva em M, com a(0) = p e o/(0) = v, sendo a;(t) € S (Ry),
as(t) € S™(Ry). Note que

(aa(t), on (1)) = laa ()" = RY:
(a(t), aa(t)) = [aa(t)]* = B3,

derivando o primeiro produto interno,
(a4 (8), a1(1)) = 0, ¢ € (—¢,€),
em particular, para t = 0,

(21(0),01(0)) = 0
(vi,p1) = 0.

Analogamente (vg, pa) = 0. Desse modo,

para todo v € T, M. Portanto N ¢, de fato, normal a M. Note que

N(a(t)) = (—g—jal(w, %m(ﬂ) :
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dai,
ON(a(t)) Ry Ry
Av = — = | =a/(t), ——=0al(t) |,
at Rl 1( ) R2 2( )
para v = (a}(0), 0),
Ry Ry
Av = (a4 (0),0) = =",
e (0),0) = 2
portanto % ¢ uma curvatura principal e analogamente vé-se que —g—; ¢ também curvatura
principal, assim o operador A, na base ortonormal de T,,M {ey,- - ,e,} é representado por
R
= 0 - 0 0 0
0o . 0
R
Ao 0 0 #
_ B
Ry
R
0 -&
Logo tr A = g—fnl — %TLQ. Portanto % tem multiplicidade n, e —g—; tem multiplicidade
nsy. Dai, M é minima se, e somente se,
H =0
Rony Ring
R Ry - 0
n+1
Rony Ring - 0
Ry Ry
R%nl — R%ng - 0
Ri R
Rgnl = R%ng

Assumindo que M é minima, segue que o quadrado da segunda forma fundamental A é

R2 R?
AP = m =2+ ny—s
R TR
R R R R R R
= an—%—i—mR—%—mR—%—i—m%—f—Mﬁg—m%
_ mo me ny R2R3 + ny R R3
Rt R RERS
_ an% + an% — an%R% — TLQR%R%
RR3
 mR3R3 4 nyRIRG
RR3
_ neRIRS + mR3R}
RR3
= N1 +ne

= n.
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Portanto a curvatura de Ricci da esfera S"*!(1) é n. Portanto, o operador de Jacobi de M
é
L = A+|AP+n
= A+n+n
= A+2n.

Por [12] os autovalores do Laplaciano de M sdo

kl(kil +ny — 1) k?g(k?g + ng — 1)
2 + 2 )
Iy 1

onde kq, ko sao inteiros nao-negativos, com multiplicidade 1. Note que a hipersuperficie M

¢ invariante por aplica¢do antipodal. De fato, dado p = (p1,p2) € M, tem-se p; € S™(R;)
e py € S"2(Ry), dai

| =il = p1| = Ry

| — p2| = |p2| = Ry
Portanto o antipoda de p, —p = (—p1, —p2) € S™ x S™ = M.

Tem-se entao que M introduz uma hipersuperficie minima M /{+} no espaco projetivo
real RP"*!(1) = S**1(1)/{=£}, onde RP"*!(1) é o conjunto das retas de R"*? que passam
pela origem. De fato, cada reta que passa pela origem determina, na esfera, dois pontos
antipodas, e essa correspondéncia ¢ biunivoca e sobrejetiva. Logo, essa hipersuperficie,
que também chamaremos de hipersuperficie de Clifford, estd bem definida. O operador de
Jacobi de M/{+} é dado também por L = A + 2n, pois a projecdo 7 : S**!1 — RP"** §
uma isometria local, mas as autofuncoes sao as que se mantém invariantes pelo mapeamento,

ou seja, as fungoes pares. Logo, os autovalores de M /{+} sao dados por k; + ko.

Em particular, os primeiros autovalores nao negativos do Laplaciano de M /{£} corres-

pondentes a k1 = ky = 1 sao

kl(k1+n1—1)+k2(k2—|—n2—1) . ﬂ_{_@
RE RS Rt R
1 n 1
= Ni1—= No—
1R% QR%
R? + R} R? + R}
= N R% + no R%
ny+n g—l—n +n R%
= 1 1759 2 2759
R R
R R
= (n1+n2)+ (an_%—i_an%
= n+n

= 2n.
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]P)'n+1

Portanto as hipersuperficies minimas de Clifford M/{£} em R tem indice um.

2.3 Resultados Basicos

Nesta secao, faremos alguns resultados basicos que sao fundamentais para a compreensao

e demonstragao dos teoremas principais.

Seja f : M™ — S™"! uma imersao de uma hipersuperficie minima, orientével, compacta
na esfera unitaria. Fixando a € R"™2, considere as fungdes em M definidas por h,(x) =
(f(x),a) e go(x) = (N(z),a), para x € M e definimos o campo vetorial tangente a' :
M — R"™2 pora’ =a— hof — guN.

Lema 2. Para qualquer vetor a € R"*? fizado, temos

1. Vhy,=a" eVg,=—A(a");

2. Ahy = —nh, + nHg, ¢ Ag, = nHh, — |A|*g, — <aT(p), VH(p)> .

Em particular, se M for superficie minima, entao

Ah, = —nh, € Ag, = —|A|*ga.

Demonstragao. Para qualquer v € T,M, seja o : (—€¢,€) —» M uma curva, com «(0) = p

e @/(0) = v. Temos que

dhg(a(t d{a(t),a ,
ah(v) = PO OO0 or0).0) = (v.a7 ().
dt dt
t=0 t=0
Como a igualdade vale para qualquer v € T,M, entdo Vh,(p) =a'.
Para g,,
dga(af(t d(Na(t),a ,
dguf) = 20 ARG var(0) ) = — (AGw), 0" )
t=0 t=0

= <U7 _A(aT p)>> )
entdo Vg, = —A(a').
Por um lado, usando os Laplacianos das funcoes h, e ¢,,

V,Vhe = V,a'
= Vy(a—haf — gaN)
= Vya—hoVyf —g,VoN
= —ha(p)v + ga(p)A(v).
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Seja {ei, ..., e, } base ortonormal de 7,M. Entao,

n

Aho(p) = > (Ve,Vhae)

i=1
n

= Z <—ha(p>ei + ga(p)A(a), €i>

i=1

_ Z hoe; + Z A(v)ga(p)

= —nha(p) +nHga(p).

Por outro lado, pela equacao de Codazzi,

ViVga = —Vu(A(a"))

= —(VuA)(a"(p)) — A(Vua
= —(VyA)(a"(p)) = A(=ha(p)v + ga(p)A(v))
= —(VarA)(v) + ha(p) A(v) — ga(p) A% (v).

)

Dali,
Aga(p) = D (Ve Varer)

= S {(Var ) + ha(p)A(0) — gulp) A*(v), ;)

=1

= —{a"(p), VH(p)) + Hha(p) — |A*(0)a(p)-

No caso em que a hipersuperficie é minima segue que H = 0 e entao

Ah, = —nh, e Agy = —| A ga.

Corolario 2. Sejam f : M — S"*2 uma hipersuperficie minima e a € R"*2. Entao

L((f.a) f) = (|A* = n) (f,a) f + 2a";
L({f,a) N) = —2Aa";
3. L({(N,a) f) = —2Aa";

4. L((N,a) N) = (n— |A|*) (N,a) N + 2A%aT.

Demonstracao. Usando a equacao do operador de Jacobi e o lema anterior, temos que
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1. Pela linearidade do Operador de Jacobi e Ah, = —nh,,

L({f,a) f) = A(f.a) f)+n((f.a) )+ AP((f,a) f)
= A(f.a)f + (f.a)Af +2((V (f,a), V) +n({f.a) f) +|AP({f,a) f)
= —n(f,a) f—{f.a)nf +2(V(f,a),V])+n({f.a) f) +|AP({f,a) f)
= (AP =n)(f,a) f) +2a".

2. Pela linearidade do Operador de Jacobi, Ah, = —nh, e Ag, = —|A|?ga,

L({f,a) N) = A((f.a) N)+n((f.a) N) + |AP({f,a) N)
= A{f,a))N + ((f,a)) AN +2((V (f,a) , VN)) + n((f, a) )
+HAP((f,a) f)
= —n({f,a))N = ({f,a) AN +2((V{f,a) , VN)) + n((f,a) N)
+AP((f, a) N)
= —2Aa".

3. Pela linearidade do Operador de Jacobi e Ag, = —|A|*ga,

L((N,a) f) = A(N,a) f)+n((N.a) f) + [A*((N,a) f)
= A(N,a)f+ (N, a)Af +2((V(N,a) ,V[)) +n((N,a) f)
+AP((N,a) f)
= —|AP(N.a) f) = (N,a)nf +2((V(N.a),Vf)) +n(N,a) f
+AP((N, a) f)
= —24d".

4. Pela linearidade do Operador de Jacobi e Ag, = —|A|%*gq,

L({N,a) N) = A((N,a) N)+n((N,a) N) + [A({(N,a) N)

A((N,a))N + ((N,a))AN + 2({V (N,a) ,VN)) + n({N,a) N)
+AP((N,a) N)

= —|APP(N,a) N — (N,a) |A*’N +2(V (N,a),VN) +n((N,a) N)
+AP((N,a) N)

= (n—[AP)((N.a) N) +24%".
]

Teorema 3. (Teorema de Obata) Para que uma variedade Riemanniana completa de

dimensao n > 2 admita uma funcao nao constante ¢ satisfazendo

Vxdod = —c*¢X, para qualquer vetor X,
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¢ necessdrio e suficiente que a variedade seja isométrica a uma esfera S™(c) de raio 1/c

no espaco Fuclidiano de dimensdao n + 1.
Demonstragao. Ver [9]). O

Dados a,b € R""? considere a fungao vetorial ¢, j, : M — R™"? definida por
Gap = —(f,0) f +(N,a) N+ (f,b) N.
Lema 3. O wvalor do operador de Jacobi aplicado na fun¢io ¢op : M — R™2 ¢ dado por
Loay = (n —AP)((f.a) f + (N,a) N) + X,

onde X : M — R""2 ¢ o campo vetorial tangente a M, da forma X = 2A%a” —2a” —2Ab".

Demonstracao. Pela linearidade do operador de Jacobi, segue que

Loap = L(=(f,a) f+ (N,a) N+ (f,b)N)
= L(=(f,a) f) + L({N,a) N) + L({f,b) N)
= —(JAP =n){f,a) f —2a" + (n — |A]*) (N,a) N + 2A%a — 2Ab"
= (n—[AP)((f.a) f+ (N,a) N) + X.

Lema 4. Dados a,b € R™2, temos
[ 1AR =) (¥,0) 1y av = 0.
Demonstracio. Temos que
[ UAR =) (N0 (rmpav = [ AR (N,0) (.0 =0 (N, (.5 aV
_ /M (JA]PN, a) (£.5) — (N, a) (nf,b) dV
_ /M—(AN,a><f,b)+<N,a>(Af,b>dV
_ /M—A<N,a> (f,B) + (N, a) A (f,b) dV = 0.

Onde usamos o teorema da divergéncia na ultima igualdade. O]
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2.4 Resultados Principais

Nesta secao enunciaremos e provaremos os principais teoremas deste trabalho.

Teorema 4. As unicas hipersuperficies minimas dois-lados compactas com indice um no
espaco projetivo real RP" (1) sdo as esferas totalmente geodésicas e as hipersuperficies de

Clifford. Além disso, as unicas merqulhadas sao as hipersuperficies de Clifford.

Demonstracdo. Seja f : M — RP™™! hipersuperficie minima dois-lados compacta com
indice um. Note que M é conexa. De fato, suponha que M possua uma componente conexa

M, e seu complementar M. Defina

u M — Ru(M;) =1 e u(M,)
v :M%R,v(ﬁl)zoev(ﬂﬁz

0;

Dados «a, 8 € R a combinagao linear dessas fungoes resulta em:

a, sex € My,

au+ pfv = o
B, sex € Ms,.

Para que essa funcao seja identicamente nula em toda M, deve-se ter:

a=0 em M, e =0 em M.
Ou seja, a unica solucao possivel é &« = 8 = 0, o que implica que u e v sao linearmente
independentes.
Note que Q(u,v) =0 e Q(u,u) = Q(v,v) < 0, logo

Qlaut Bu.aut f) = 0*Q(u,u) +205Q(uv) + FQ(v,v)
= o*Q(u,u) + B*Q(v,v) < 0.

Dai, como Au = 0, segue que
L(u) = Au+ (n+|AP)u = (n + |A})u.
Portanto
L(u) — (n+ |A]*)u = 0.

Analogamente,

L(v) — (n+|A*)v = 0.

Logo, (n + |A|?) é auto-valor negativo de L para as auto-fungoes u e v. Desse modo,

Ind M > 1, contradicio! Entdo M é conexa.
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Se f eleva-se a uma imersdo na esfera, considere a aplicacdo f : M — S**1(1) tal que

7TOf=7.

Sn+1

RP'M—I

=l

Entdo M é minima, orientdvel com indice 1 na esfera. De fato, denote a diferencial de f e
f respectivamente por df = f, e df = f, e as conexdes de RP"™ e S"*! por V e V. Note

que

_ A _ T ~ _
LYY = (V5 .X) tag(X.Y) = (Vi 7.X)
LVYX = (Viy£.X) 5ap(X,Y) = (Vey fX)

Dai,
. 1
07(X,Y) = (Vy .X)
= (ﬂ-*vf*yf*X)L
= (Vv fX)
= ’/T*Oéf(X,Y).
Logo,

Hf =Tr af =Tr maf = zn:ﬂ*af(ei,ei) =mHf.

i=1

como Hf = 0, segue que Hf = 0. Portanto, M é minima. Além disso, pelo levantamento
de campos, existe N tal que 7,N = N, em cada ponto de f(M) C S, donde

1=[N|=|mN|=I|N],

(N,X) = (mN,m.X) = (N,mX) = 0,vX € T¢f(M).

Logo M é orientavel na esfera. Por fim, mostraremos que o indice de M é um. Note que é

suficiente mostrar que |A?|2 = |A;|?, pois o indice depende da forma quadrddica associada
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ao operador de Jacobi. Seja {ey,- - ,e,} base ortonormal em T,M,

AP = ) Jagles e))]
i

= Z|7T*04f(€z‘,€j)|2
i

= > lag(es )

,J
= A%
Portanto M tem indice um na esfera. Segue de Simons [13] que M é esfera totalmente

geodésica.

Assuma que o levantamento acima de f : M — RP""! nfo existe. Pelo [7, Teorema
14.4] existe M e h : M — M tal que hy(m(M)) = Ker f,. Logo, foh: M — RP"!
verifica que (f o h) () = fu(hg(-)) =0 C 0= mu(0) = mu(m (S™+)). Portanto, por [7,
Lemma 14.2] a aplicacdo f o h pode ser levantada para uma aplicacio f : M — S™*! tal

que mo f = foh (Isto é, f é localmente congruente a f).

M S Sn—H
h foh T
M RPnJrl
f
Sejam X,Y € T'M,
T o X, hY)
- (h*g)(X7 Y)7

onde g é a métrica de M e h,g é a métrica de M. Isto é, f o h preserva métrica e

d(f o h)(p) = df(h(p)) - dh(p),

como df(h(p) tem posto maximo e dh(p) é isometria linear segue que f o h tem posto

maximo e portanto é isometria linear.
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De 7# : 11 (M) — Zs, por passagem ao quociente, f induz uma bijecao

~

?# m(M)/Ker 7# — Im (7#)

Em particular, o nimero cardinal de Z, é igual ao indice [m (M) : Ker T#], ou seja o

recobrimento tem 2 folhas, entao é duplo.

Seja p € M, entao h™'({p}) = {p1, p2}. Defina s : M — M,
s:M — M
pi Dy, LF
a involugao isométrica induzida pela cobertura, de modo que s(s(p1)) = p1 = s* = I.

Temos que

logo
f(1) = =f(p2) = =f(s(p1)) = =(f o 5)(p1).

Concluimos entdo que f é fmpar. Além disso, a bilinearidade de M implica que M é
orientavel e como o recobrimento duplo orientavel inverte orientacao, segue que o campo
de vetores normal unitario N : M — S"*1(1) verifica N o s = —N. Em particular as
funcoes ¢, 5 sao pares com respeito a s, isto é, ¢, 505 = @45 As primeiras autofungoes ¢ do
operador de Jacobi L de M é par também, pois os autoespacos associados tem dimensao

um, s ¢ uma isometria e p > 0 em M.

Afirmacao 1: Para qualquer u € U := {u € C*®(M) :uos=u} com

/ updV =0,
M

temos que Q(u,u) > 0. Além disso, Q(u,u) = 0 implica em Lu = 0.

Demonstracdo. A primeira parte é imediata do fato de M ter indice 1. Para a segunda

parte, sejam u, w € U satisfazendo a igualdade acima, entao
(tu+w)os=t(uos)+ (wos)=tu+w,

logo tu +w € U e satisfaz

/ (tu + w)pdV = t/ ugpdV—i—/ wedV = 0.
M M M

Note que

0 < Qtu+w, tu+w)

= Q(tu,tu) +2Q(tu, w) + Q(w, w)
= *Q(u,u) + 2tQ(u, w) + Q(w,w),Vt € R.
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Se Q(u,u) = 0, entao
0 < 2tQ(u,w)+ Q(w,w),vt € R
Portanto 0 = Q(u,w) = — fM wlLudV , para todo w € U. Logo, Lu = cp. Note que,
/ oLudV :/ L(p)udV = —)\2/ pudV =0,
M M M
onde Ay é o segundo autovalor do Operador de Jacobi, e
0= / pLudV = / cp*dV = c/ ©*dV.
M M M
Como ¢ nao se anula, segue que ¢ = 0. Portanto Lu = cp = 0 em M. [

No nosso argumento usaremos como fungoes teste as aplicacoes ¢, que sao pares e

que, sob escolha adequada dos parametros a,b € R"*? serd ortogonal a .

Pelos lemas (3) e (4),

Q(ap, Pap) = —/ GapLapdV

(= (f.a) f+ (N, a) N +(f,b) N)[(n — |A]")
({(f;a) f + (N, a) N) + X]dV

I I
z\ :\

+{f,0) N, a>f+<f b) (N, a))dV

— [AP)((f,a)" = (N,a)*)dV.

/‘\&h

Il
—

Note que a forma quadratica nao depende de b.

Considere a aplicacao linear £ : R"*2 — R"*2 definida, em b € R"*2, por

Fo) = [ (0 Nav.
M
Afirmacao 2: F' é um isomorfismo linear.

Demonstragao. Suponha que b # 0 mas que F'(b) = 0. Tomando

¢:¢O,b:<f>b>N

temos que

Q(6,6) = /M (n— [A)((£,0)% — (N,0))dV =0,

(n—AP) (= (f,a)" = (f.a) f(N,a) N + (N,a) N (f.a) f + (N

.a)”
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pela afirmacao 1, L¢ = 0. Por outro lado, por (3)
Lo = (n—[AP)((f.0) + (N,0) + X = X.
L¢ é um certo campo vetorial tangente X ao longo de M. Logo,
0=Lop=X=2A4%0" —2.07 — 24" = Ab",
Desse modo, dado Z € X (M),

Z(N,b) = (VzN,b)

= (—AZb")
= (Z,-Av")
= 0,

portanto (N, b) é constante. Como N é uma fungao impar, entao (N,b) = 0. O Hessiano

da fungao linear u = (f,b) é dado por

Hess u=—u{--)+ (N,b) (A,-) =u (")

Se u # 0, pelo teorema de Obata (3) M ¢é isométrica a uma esfera unitaria. Seja
B a segunda forma fundamental de M e kq,--- , k, as curvaturas principais de M. Pela

equacao de Gauss

K(ei,ej) = K(ei,ej):kikj,‘v’i,jzl,---,n
0 = k?ikj7\V/i,j:1,"',n.

Entao existe no maximo um k; # 0. Como

n
H:ZkJZO:klzzkn:O,
j=1
desse modo, M ¢é totalmente geodésica em S"*1(1). Entao M é uma hipersuperficie
linear no espaco projetivo ou uma esfera totalmente geodésica cobrindo duas vezes uma
hipersuperficie linear. O primeiro caso nao ocorre, pois o espago projetivo ¢ um-lado, o
segundo caso também nao ocorre, pois essa imersao eleva-se a esfera (n + 1)-dimensional.

Contradigao.

Se u = 0, entdo M é a intersecao da esfera unitdria com o hiperplano b+ passando pela

origem, contradicao.

Portanto, F'(b) = 0 se, e somente se, b = 0, logo F' é injetiva. Pelo teorema do nicleo e

da imagem, F' é sobrejetora. Concluimos entao que F' é isomorfismo linear. [
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Note que

/M PappdV = — /M (f,a) fodV + /M (N,a) NodV + / (f,a) NpdV.

M
Para a dado, existe um tnico b tal que

F(b) = /M (f.a) NodV = /M (f,a) fodV — /M (N,a) NodV.

isso implica que fM Gap - pdV =0 A Q(Paps Pap) > 0.
Portanto,

Qb bus) = /M (n— |AP)({f, a)? — (N, a))dV > 0,¥a € R™*?,

isto é, considere a = {ey, - ,e,42} se Q(di, ¢;) = 0, para todo i entdo L., = 0. Logo

(n—A]2) (f.e) = 0
0= Lév, = (n— [AP)({F.0)* = (N,a)®) + X = {  (n— |AP) (N,e;) = 0

X =0.
Tem-se entao que
n+2
0 = > (n—|AP){f,e)”
i=1
n+2
= (n— AP (fre)’
i=1
= (n—|AP)?|f
= (n—|APY.

Portanto

(n—|AP?) =0=n=|A].
Pelo teorema de Chern- do Carmo- Kobayashi [3], M ¢ localmente congruente a

uma hipersuperficie minima de Clifford.

Temos entao que M é congruente a hipersuperficie minima de Clifford S™ (R;) x S"2(Ry),
com ny Ry = ny Ry, ou a uma cobertura finita nao trivial dela. O segundo caso s6 é possivel
se ni ou ny forem iguais a 1, o que nao ocorre pois Ind M = 1. Portanto M é congruente

a uma hipersuperficie de Cliffod. O

Se M = RP"™! ¢ M dois-lados, entdo o volume preservar a estabilidade é o mesmo que
—/ u(Au + |AP® + n)u)dV > 0,
M

para qualquer fungao suave u € M com média 0. Como consequéncia, em [10] os dominios

isoperimétricos em RP® sdao encontrados.
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Teorema 5. As unicas hiperficies minimas compactas dois-lados que sao estdveis em
termos de preservacdo de volume no espaco projetivo real RP™™ sdo as esferas totalmente

geodésicas e as hipersuperficies minimas de Clifford.

Demonstragao. Seja M hipersuperficie minima compacta dois-lados e preserva volume
estavel, entao M tem ou 0 ou 1 autovalor negativo, logo A + |A|? + n tem indice 0 ou 1.
Como |A|*> +n > 0, ele ndo pode ter indice 0, logo M tem indice 1. Pelo teorema (4) M é

uma hipersuperficie minima de Clifford ou uma esfera totalmente geodésica. O



[10]

[11]

[12]
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