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RESUMO

Na primeira parte deste trabalho de tese, estudamos uma desigualdade do tipo massa-capacidade
aplicada a semiespacos tridimensionais assintoticamente planos, que sdo completos, suaves e com
curvatura escalar nao negativa e bordo médio convexo. No caso de igualdade, provamos que a
variedade € isométrica ao semiespago Schwarzschild. Na segunda parte, estudamos as variedades
estdticas com bordo, onde destacamos que os potenciais estaticos dessas variedades ndo alteram o
sinal, desde que sejam limitados e se anulem no horizonte. Além disso, deduzimos uma estimativa
que relaciona a expansao assintética e a massa de Hawking modificada. Ocorrendo a igualdade, a
variedade € isométrica ao Ri. Por fim, numa releitura de um resultado de Galloway-Cederbaum
(CEDERBAUM; GALLOWAY, 2017), que trata de esferas de f6tons, e, sob determinadas
hipéteses nas curvaturas Gaussiana e média, demonstramos um resultado no qual uma variedade

) ) ) om\ !
compacta e estética € isométrica a ([3m, +00) x S?, g), onde g = (1 — —) dr? + rdoge.
T

Palavras-chave: Fluxo do Inverso da Curvatura Média com Bordo; Capacidade; Variedades
Estaticas com Bordo; Estabilidade; CMC.



ABSTRACT

In the first part of this thesis, we explored a mass-capacity type inequality applied to three-
dimensional asymptotically flat half-spaces that are complete, smooth, and have non-negative
scalar curvature, along with a convex mean boundary. In the case of equality in this inequality,
we demonstrated that the manifold is isometric to the Schwarzschild half-space. In the second
part, our focus shifted to static manifolds with boundary, emphasizing that the static potentials
of these manifolds do not change sign, provided they are bounded and vanish at the horizon.
Additionally, we derived an estimate linking the asymptotic expansion and the modified Hawking
mass. In the case of equality, the manifold is isometric to R? . Finally, in a reinterpretation of
a result by Galloway-Cederbaum (CEDERBAUM; GALLOWAY, 2017) concerning photon
spheres, and under certain assumptions on the Gaussian and mean curvatures, we demonstrated
a result in which a compact and static manifold is isometric to ([3m, +00) x S?, g), where

om\ " 9 o
g=|(1——| dr°+rdos:.
r

Keywords: Inverse Mean Curvature Flow with Boundary; Capacity; Statics Manifolds with
Boundary; Stability; CMC.
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1 INTRODUCAO

O estudo das desigualdades entre quantidades locais e globais tem suscitado consideravel
interesse, e entre essas desigualdades destaca-se a desigualdade de Penrose. Um exemplo notével
¢ a versao Riemanniana desta desigualdade para variedades tridimensionais, a qual foi provada
por Huisken e Ilmanen (HUISKEN; ILMANEN, 2001). Eles utilizaram o fluxo do inverso da
curvatura média (FICM) para estabelecer a prova no caso de horizontes conexos. Bray (BRAY,
2001) também contribuiu ao demonstrar essa desigualdade por meio de um fluxo conforme
da métrica. Neste contexto ele emprega desigualdades de massa-capacidade para validar a
monotonicidade da massa ADM ao longo do fluxo conforme.

Na demonstracido da desigualdade massa-capacidade, Bray empregou o Teorema da
Massa Positiva e uma adaptacdo do argumento de reflexdo de (BUNTING; ALAM, 1987a).
Posteriormente, Bray e Lee (BRAY; LEE, 2009), também baseando-se no Teorema da Massa
Positiva e utilizando um argumento de reflexdo que implicitamente envolve uma desigualdade
massa-capacidade, conseguiram estabelecer a desigualdade de Penrose Riemanniana para dimen-
sd@o menor que 8. No entanto, no caso de bordo conexo, apenas para dimensao 3, Bray e Miao
(BRAY; MIAO, 2008) recorreram ao FICM para demonstrar uma desigualdade massa-capacidade
beneficiando da monotonicidade da massa de Hawking ao longo do FICM em vez do Teorema

da Massa Positiva.

Teorema 1.0.1 (BRAY; MIAO, 2008)) Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana
suave e completa com curvatura escalar ndo negativa e com bordo suave e conexo. Suponha que

(M3, g) é difeomorfa a R? \ Q, onde ) é um dominio limitado. Entdo

1
5\ e
< [ — 1 N
cap (2, 9) < (167? + Ton EH do |,

onde cap (%, g), |X| e H denotam a capacidade, a drea e a curvatura média de Y., respectiva-
mente. Vale a igualdade se, e somente se, (M?3, g) é isométrica a variedade de Schwarzschild

espacial.

Note que existe uma formulacdo geral da defini¢do de capacidade, veja por exemplo
(GRIGOR’YAN, 1999).

Utilizando argumentos classicos e técnicas aplicavéis a dimensdes escolhidas, Freire e
Schwartz (FREIRE; SCHWARTZ, 2014) demostraram a desigualdade massa-capacidade para

variedades conformemente planas com bordo. Posteriormente, Xiao (XIAO, 2016), ao introduzir
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a capacidade p-harmonica para p € (1, 3), estabeleceu uma desigualdade entre a capacidade
p-harmonica e a drea de uma variedade assintoticamente plana tridimensional com curvatura
escalar ndo negativa.

Na primeira parte dessa tese, apresentamos um resultado do tipo massa-capacidade
aplicado a semiespacos assintoticamente planos. Antes de estabelecermos nosso resultado, é
crucial relembrar algumas defini¢gdes. Seja (M3, g) um semiespago assintoticamente plano
completo e considere £/ um dominio suave e limitado em M tal que ¥ = OF intersecta O M

transversalmente. A capacidade de X é definida por

1
Cap(Z,g):inf{—/ |V|? dv}, (1)
e |27 Jur

onde o infimo é tomado sobre todas as fungdes suaves ¢ : M — R tais que |y = O e
Jim plo) = 1

Seja Y uma superficie compacta e conexa. Dizemos que Y tem bordo livre se 9% # (),
YN OM = 0% e ¥ intersecta M ortogonalmente. Dizemos que 3 é fechada, se € compacta
sem bordo. Um subconjunto conexo e nao compacto M,.,; C M é dito uma regido exterior se
5M6mt consistir de superficies minimas de bordo livre € minimas fechadas, e se M,,; ndo contém
outras superficies minimas de bordo livre ou minimas fechadas.

Apresentaremos uma versao do Teorema de Bray e Miao [Teorema 2, (BRAY; MIAO,
2008)] para semiespacos assintoticamente planos, empregando o fluxo do inverso fraco da

curvatura média com bordo livre, conforme proposto por Marquardt (MARQUARDT, 2017).

Teorema 1.0.2 (Teorema 3.2.1) Seja (M3, g) um semiespago assintoticamente plano, completo,
suave com Ry, > 0 e Hy, > 0. Seja M., C M uma regido exterior e suponha que % é uma

componente conexa de OM.,; com bordo livre. Entdo

S 2 [1
cap (¥, g) < (%) <1+ 8—7T/EH2 dg), (2)

onde H e |X| denotam a curvatura média e a drea de %, respectivamente. Além disso, vale a

[V

igualdade se, e somente se, (M.,y, g) € isométrico ao semiespaco Schwarzschild.

A estratégia da prova do teorema acima baseia-se na aplicacao do fluxo do inverso da
curvatura média com bordo proposto por Marquardt (MARQUARDT, 2017). Nesse contexto,
fazemos uso da monotonicidade da massa de Hawking modificada, dada por

2|%])

my(X) = (1

M\EN M\H
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onde X € uma superficie em M.

Na segunda parte da tese, exploraremos as variedades estdticas com bordo que sio
variedades Riemannianas associadas a existéncia de uma fun¢do suave nio trivial V' : M — R,
denominada potencial estatico, que satisfazem as equacgdes

V2V — (AgV)g — VRic, =0  em M,

3)
g—‘y/g—VHg—O em OM,

onde v € o normal unitdrio exterior a M, 1, € a segunda forma fundamental de 9M com
respeito a v, Vg, A, e Ric, denotam o Hessiano, o Laplaciano e a curvatura de Ricci de g,
respectivamente.

As equagdes em (3) surgem de maneira intrinseca no problema de prescricao de curvatura
e no contexto da Relatividade Geral, visto que tal equacao estd diretamente associada a espacos-

tempo estdticos. Do ponto de vista fisico, um espaco-tempo estdtico € uma variedade Lorentziana

(]\7 nt1 §) com assinatura (—, +, ..., +) que atende a equagio de campo de Einstein
: I, . 1.
Ric; — §R§g +Ag =0, 4)

onde A € R é uma constante cosmoldgica.
A primeira solucdo da equacdo de campo de Einstein (4) (com A = 0) foi obtida por
Schwarzschild em 1916, apresentando a métrica

2 2m 2 om\ 2 27 2
ds*=—(1—— |dt"+ 1 - — dr® + rdo

T r

em coordenadas esféricas. Note que a singularidade ocorre em r = 2m , e além disso a
métrica pode ser estendida para R x (R3\ {0}). Observe também que o espago-tempo contém
o primeiro exemplo de uma singularidade de buraco negro (r = 0), logo o espaco-tempo €
esfericamente simétrico e a fatia ¢ = 0 € uma métrica Riemanniana em R? \ {0} que € uma
solucdo temporalmente simétrica para as restricoes do vacuo. Note também que essa fatia do
espago-tempo de Schwarzschild €, de fato, uma variedade Riemanniana completa e quando r = 0
a métrica é assintoticamente plana.

Ao calcular o trago em (4), podemos observar que a curvatura escalar R € constante, € a

equagdo (4) pode ser reescrita como

Ric, = Aj, A= (5)

n—1
Podemos assumir que A = en, onde € = 0, £1. Segue de (ALMARAZ; LIMA, 2022) que se

X for um campo de Killing ndo nulo em M e sua distribui¢do ndo for integravel, podemos
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considerar M como um espago-tempo estatico. Nesse caso, considerando M — M, podemos

expressar a métrica Riemanniana g, da seguinte maneira
g=-V%*+g, V=1jX X). (6)
Portanto, a equacdo de Einstein (5) pode ser escrita como
V2V 4+ AVg—VRicg =0, AgV + AV =0. (7)

Se (M, g) possuir um bordo ¥ (possivelmente ndo compacto), é fisicamente natural associar a

(7) as seguintes equacdes de bordo

I, — A\j = 0, .
(8)

8—V—/\V—O

ov

onde A € R, II, é a segunda forma fundamental de > com relagdo ao normal unitario exterior v,
e g é arestricdo de g a 2.
Observa-se que g satisfaz a equagdo (4) se, e somente se, € um ponto critico do funcional

de Einstein-Hilbert
g / (R; — 2A) do g
M

definido no espago de todas as métricas Lorentzianas em M" ™!, Se M possuir uma fronteira ndo

vazia M, consideramos o funcional

F: gH/ daM+2/ (Hy — \) do,
oM

onde g é tomada sobre o espaco de todas as métricas Lorentzianas em )/ com respeito a OM, e
H; € a curvatura média de OM . Portanto, a métrica critica de F sdo solugdes da equacdo (4) que

satisfazem as condi¢des de contorno

Oy = Mlosr A= ——

Assim, se X é um campo de Killing em M. , tangente a OM e com uma distribui¢do ortogonal
integravel, podemos escrever ¢ na forma (6). Portanto, (M, g) com fronteira ndo vazia ¥ =
OM = OM N M satisfaz as equacdes (7) e (8).

Para o caso em (7) com A = 0, a combinagao das contribui¢des de (CORVINO, 2000),
(GALLOWAY; MIAO, 2017) e (CARLOTTO et al., 2016a) levam ao teorema a seguir formulado
por Huang-Martin-Miao (HUANG et al., 2018), que ndo apenas fornece outra demonstracdo da

rigidez do Teorema da Massa Positiva para variedades assintoticamente planas com horizonte em
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dimensado 3, mas também afirma que, se uma variedade possui horizonte . (isto é, > € vazio ou
€ a unido disjunta de hipersuperficies minimas fechadas, M ndo contém outras hipersuperficies
minimas fechadas e > é localmente minimizante de drea para n > 8), entdo seus potenciais
estaticos (quando existem) se anulam no bordo. Vale notar que o teorema mencionado esta

relacionado com a unicidade de buracos negros estaticos.

Teorema 1.0.3 (HUANG et al., 2018) Dado n > 3, seja (M, g) uma variedade assintoticamente

plana com horizonte. Suponha que (M, g) admite um potencial estdtico V' solugdo de
V2V — (AgV)g — VRicy = 0.

Entdo V= 0 em Y. Como consequéncia temos que se V é limitado, entdo V> Q0ouV < 0 em

todo interior de M.

Uma pergunta natural que surge € se o resultado anterior € vdlido no caso de uma
variedade possuir um bordo ndo compacto. A resposta € sim; ou seja, 0s potenciais estiticos em
um semiespago assintoticamente plano e estitico se anulam em seu horizonte € mantém um sinal
definido em seu interior, contanto que esses potenciais estaticos sejam limitados. Temos entao

nosso resultado:

Teorema 1.0.4 (Teorema 4.1.2) Seja (M", g) um semiespago assintoticamente plano com hori-

zonte Y. Suponha que existe uma funcdo suave V : M — R tal que

V2V — (A,V)g — VRic,=0 em M,

EQ—VHLQ:O em OM.

EntdoV = 0em X. Além disso, se V é limitado, entdo V> 0 ou V < 0 no interior de M.

Motivado pela defini¢cdo de massa de Bartnik, Miao (MIAO, 2005a) provou que se
(M3, g) é uma variedade assintoticamente plana com bordo compacto ¥ que é CMC estavel,
entdo a massa ADM de M ¢ limitada em termos da curvatura média e da massa de Hawking de ..
Nosso proximo resultado estabelece que o resultado acima € vélido para o caso de semiespagos
assintoticamente planos, mas nesse caso com a limitagdo sobre uma constante que vém da

expansao assintdtica do potencial estatico V' que satisfaz as equagdes (3).

Teorema 1.0.5 (Teorema 4.2.1) Sejam (M?3, g) um semiespago assintoticamente plano e estd-
tico tal que 3. = OF C M é uma superficie suave e conexa com bordo livre com respeito a

OM, onde E ¢ um dominio suave e limitado em M. Suponha que a curvatura média é constante
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1
Hy, = C > 0 e a curvatura Gaussiana de ¥ satisfaz K, > 4—102. Se > ¢ CMC estdvel e minimiza

drea no sentido de Plateau, entdo

&
< ¥

onde V' admite uma expansdo assintética dada por

V=1—%+O(\xl‘2)7 )

para |x| suficientemente grande, A é uma constante e my(3) é a massa de Hawking modificada

de 3. Vale a igualdade se, e somente se, (M, g) é isométrica a Ri.

Considere o espago tridimensional de Schwarzschild ([2m, +00) x S?, g), onde
o\ ~1
qg= (1 — _m) dr? + r’doge,
r

com m > 0 e dos» representando a métrica usual da esfera unitdria S. Nestas coordenadas, o
horizonte de eventos € descrito pelo cilindro R x S2 = {r = 2m}. A subvariedade R x 2, =
{r = 3m} é denominada esfera de f6tons, desempenhando um papel relevante no estudo de
questdes de estabilidade dindmica no contexto das equacdes de Einstein.

Em (CEDERBAUM; GALLOWAY, 2017), Cederbaum e Galloway mostraram que se
um espaco-tempo possui uma esfera de fétons, entdo m > 0 e ele € isométrico a regido exterior a
esfera de fétons no espaco de Schwarzschild.

Fazendo uma releitura do resultado acima para o caso Riemanniano, podemos provar o

seguinte resultado:

Teorema 1.0.6 (Teorema 4.3.1) Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana e estdtica
3
com bordo . ndo vazio e com potencial estdtico V : M — R. Suponha que 0 < Ky, < ZH%

9\ 1
Entdo (M3, g) é isométrica a ([3m, +00) X S?, g), onde g = (1 - _m) dr? + r’dose.
r

Esta tese € organizada da seguinte forma: No Capitulo 2 apresentaremos algumas defini-
¢oes e resultados que sdo de fundamental importancia para os demais capitulos. No Capitulo 3,
obtemos estimativas para a capacidade e resultados de rigidez em semiespacos assintoticamente
planos, nos quais, tanto a curvatura escalar quanto a curvatura média do bordo sdo ndo negativa.

No Capitulo 4, apresentaremos resultados de rigidez referentes a variedades estdticas com bordo.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, fixaremos a terminologia e a notag@o a serem usadas, bem como apresen-

taremos algumas defini¢des e resultados bdsicos para a compreensao do trabalho.

2.1 CONCEITOS

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n com bordo OM ndo vazio e
conexdo de Levi-Civita V tal que contenha uma hipersuperficie compacta propriamente imersa
it X — M,isto é, i(X) NIOM =i(0%).

Denotaremos por R a curvatura de Riemann de M dada por
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -V ixyZ,

onde X,Y,Z € X(M) e [-,-] € o colchete de Lie. Aqui X(M) denotard o espago dos campos

vetoriais suaves em M. Também definimos
R(X,Y,Z,W)=gR(X,Y)W,Z),

para X, Y, Z W € X(M).
Definimos a curvatura de Ricci de (M, g) em p € M na diregdo de v € T,M, com
|v| = 1, representada por Ric, (v, v), como sendo

n—1

Ric, (v,v) = ZRp (v, e5,v,€),

=1
onde {ey, - ,e,_1,v} C T,M é uma base ortonormal.

A curvatura escalar de (M, g) em p € M , denotado por R, é definido como sendo
R, = ZRicp (e:,€;),
=1

sendo {ey, -+ ,e,-1,€,} C T,M uma base ortonormal.

Seja 3. uma hipersuperficie em M. Denotaremos a conexdo induzida em >. como
VY = (VxY)",

onde () é a projecdo de um vetor no espago tangente de 3. A segunda forma fundamental A de
> € dada por
A, (X,Y) = (VxY),
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para todos X,Y € T,%, onde (-)* denota o complemento ortogonal a 7'>> com respeito a métrica

qg.
N
O vetor curvatura média de ¥ em um ponto p € ¥, denotado por H (p), é definido por
5 n—1
H(p) =) A, (e e),
i=1
tal que {ey, - ,e,—1} C T,% é uma base ortonormal com respeito a métrica induzida.

Seja N um campo normal unitdrio exterior ao longo de > em um ponto p € >. A

curvatura média de > em p com respeito a N é definida por

Dizemos que X € uma hipersuperficie CMC quando possui curvatura média constante. No
caso particular em que H = 0, dizemos que > € uma hipersuperficie minima. Uma hipersuperficie
minima Y tem bordo livre se 9% # (), ¥ N OM = 90X e ¥ intercepta OM ortogonalmente. E
dizemos que X € fechada se 90X = e X N OM = 0.

Sejam X,Y, Z, W € X(X), a equacdo abaixo expressa a relagdo entre a curvatura do

ambiente e sua hipersuperficie >
Proposicao 2.1.1 (Equacao de Gauss) Dado p € M, temos
R,(X,Y,Z, W)= (Ry),(X,Y, Z, W) — (A, (X, W),A, (Y. 2))+ (4, (X, Z),A, (Y, IW)) .

Para demonstracao veja (CAMINHA, 2014).

A equacido de Gauss implica que
Ry =R, — 2Ric (N, N) + H* — |AJ?, (10)

onde Ry, denota a curvatura escalar de >..

2.2 PRIMEIRA E SEGUNDA VARIACAO DA AREA

Dada uma hipersuperficie > em (), g), denotaremos por || sua drea. Uma variagdo
admissivel de X é uma aplicagdo suave [ : (—e,¢) X ¥ — M tal que f; : ¥ — M é uma
imersdo prépria em (M, g) paratodo t € (—¢,¢€) e fo(X) = X. Denotaremos por {¥; := f;(X)}
uma variacdo de .. O campo variacional V' = % pode ser decomposto em suas partes normal e
tangente em > como sendo

V =V"+)pN,
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onde p é chamada de fung¢@o lapso definida em X por p = g(V, N).
E importante estudar as variacdes da drea, visto que seus pontos criticos sdo forte

candidatos a serem localmente minimizantes, assim temos
Proposicao 2.2.1 (Primeira Variacao da Area (AMBROZIO, 2015a)) Temos

d
— |z :—/de02+/ 9(v, V) doys,
dt =0 ) )

onde v é o vetor conormal unitdrio exterior a 0% em %, dos. e dogs, sdo os elementos de drea de

Y e 0%, respectivamente.

E possivel mostrar usando a Proposi¢do 2.2.1 que > € ponto critico do funcional drea em
variagOes admissiveis se, e somente se, . € minima e com bordo livre.

Para o que segue, definimos o operador
Ly = Ay, + Ric(N, N) + |A?,

a qual é chamado de operador de Jacobi de 3, onde Ay, denota o operador de Laplace-Beltrami

de .. Veja que este operador é um operador diferencial de segunda ordem.

Proposicao 2.2.2 (Segunda Variacao da Area (AMBROZIO, 2015a)) Suponha que Y. seja

minima com bordo livre. Entdo

d? op
. / Ly(p)p dos + / 9 _11,(N, N)p ) p dorgs
t=0 N ) (91/

ﬁmﬂ
= [ 9ol = (Rie(N. ) + AP} dos — [ T1,(N, M) o,
b ox

onde 11, é a segunda forma fundamental de OM.

Dada uma hipersuperficie minima com bordo livre ¥ em ()M, ¢g), podemos naturalmente

associar a segunda variacdo de drea com a seguinte forma quadratica Q em C*°(M):

Q(6,0) = — / Ls(0)u dos + |

[)))

(% — II, (N, N)qb)z/J doys.

Definicao 2.2.1 Uma hipersuperficie minima com bordo livre 3 em (M, g) € dita estdvel com
bordo livre se, e somente se, Q(¢, @) > 0, para todo ¢ € C*°(X). Caso contrdrio, dizemos que

Y € instdvel.

Definicao 2.2.2 Dizemos que uma hipersuperficie CMC com bordo livre ¥ em (M, g) € estdvel
CMC se Q(¢p,¢) > 0, para toda ¢ € C*°(M) tal que

/Z¢d0'220.
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Definicao 2.2.3 Dizemos que uma hipersuperficie compacta Y. é minimizante de drea se ela
tiver o menor volume entre todas as hipersuperficies propriamente imersa em uma vizinhanga

de Y, isto equivale a dizer que 3. é minima com bordo livre e estdvel.

Definicao 2.2.4 Dizemos que uma hipersuperficie 3 com bordo livre em (M, g) é minimizante

de drea no sentido de Plateau se Q(¢, @) > 0, para toda ¢ € C*°(M) tal que ¢ = 0 em OX..

2.3 PRINCIPIO DO MAXIMO

Seja 2 C R™ um dominio limitado. Consideremos o seguinte operador diferencial linear
L de segunda ordem e o operador diferencial B de primeira ordem dados por
L= Zal +Zb 0 —|—cemQ e B= Zd 0 -+ v em Of).
J 8:5181:] ,

3,0=1 i=1

Consideremos o problema

Lu = Q
u=f em (11
Bu=g em 0,
onde f € C(Q)ege C(0N).
Assuma que (11) € eliptico,
D a(2)&g > |7 Vr € Q, vgeR"eZd (z) > 1, Yz € 09,

ij=1
onde v € a normal interior de 0.

Suponhamos que (11) é localmente solidvel, isto é, para cada y € (), existe um aberto
relativo W C ) contendo y tal que para qualquer h € C(W), existe uma (dnica) solugio
v € C2(W) N C(W) do problema

Lv=f em WnNQ,
Bv=g em W NOoQ,
v=nh em OWNQ.
Teorema 2.3.1 (Principio do Maximo) Sejam )} C R™ um dominio limitado e L, M opera-
dores diferenciais dados acima tais que c(x) < 0 em Q e v < —v em ). Suponha que
u,v € C*(W) N C(W) satisfacam
Lu=Lv em WnNQQ,

Bu=Bv em W N,
u>v em OW N,

entdiou=vemWouu>vemW.

Demonstracao: Veja Propriedade (3b) de (LIEBERMAN, 1985).
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2.4 SEMIESPACOS ASSINTOTICAMENTE PLANOS

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana com bordo nao compacto M e dimensao

n > 3.Sejam R? = {z € R";z, > 0} e B (0) = {z € R";|z| < 1}.

Definicio 2.4.1 (ALMARAZ et al., 2016)) Dizemos que (M", g) é um semiespago assintoti-
camente plano' se existem um niimero T > 0, um conjunto compacto K C M" e um difeomor-

fismo b : M™\ K — R" \ B} (0) tais que vale a seguinte expansdo assintdtica

19ij () — 635 + r|giju ()| + r?|gijm(x)| = O(r~") parar — oo (12)

onde v = (x1,%s,...,T,) é um sistema de coordenadas induzido por 1, r = |z|, g;; sGo os

coeficientes de g com respeito a x, a virgula indica derivada parcial. Neste caso dizemos que

M \ K é chamado de semifim de M.

E importante mencionar que o estudos dos semiespagos assintoticamente planos foram
iniciados por Escobar (ESCOBAR, 1992) para estudar o Problema de Yamabe para variedades

Riemannianas compactas com bordo.

Exemplo 2.4.1 O exemplo mais simples de um semiespago assintoticamente plano é o R}

dotado da métrica euclidiana.

Exemplo 2.4.2 Outro exemplo importante de semiespago assintoticamente plano é o semiespaco
4
Schwarzschild que é o conjunto M = {x € R'};|z| > (%)%} dotado da seguinte métrica

conforme
4

n—2
g= (1 T %W—") 5.

onde ¢ é a métrica plana e m > 0 é uma constante positiva. Equivalentemente, M pode ser visto

como o dobro de [ry,00) x S ao longo de {ro} x S'"" com a seguinte métrica:

— 1 2 27 2
g = md?" +r dO’S171 (13)

onde dogn-1 é a métrica candnica do hemisfério unitdrio ST
+
Observamos que € possivel mostrar que o semiespaco Schwarzschild € escalar-plano com

bordo minimo. Além disso, podemos mostrar que essa constante m se relaciona com a massa,

cuja defini¢do vem a seguir.

" Tais semiespacos assintoticamente planos sdo também chamados variedades assintoticamente planas com bordo

ndo compacto.
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Em (ALMARAZ et al., 2016), Almaraz, Barbosa e de Lima associaram os semiespagos
assintoticamente planos a um invariante da geometria assintética denominado de massa, cuja

definicdo, atribuida a F. C. Marques, € dada por

~ 1 . 7 n— e} n—
m=_————lim { / (9i55 — Gjji) 1 d5r7+1 +/ , JanV ds, 2}7 (14)
spt Se

2(n — 1)wp_q r—oo e

onde S} C M é um hemisfério coordenado de raio » com normal unitdrio exterior p e v € o
conormal unitdrio que aponta para fora em S"~% = 83,’?’;1, orientado como o bordo da regido
limitada por ¥, C OM. Eles mostraram que m € um invariante geométrico bem definido se

n— 2
T >

, a curvatura escalar R, e a curvatura média H sdo integraveis.

Exemplo 2.4.3 No Exemplo 2.4.2, definimos o semiespago Schwarzschild e é possivel mostrar
que a massa m é a metade da massa ADM m do espaco de Schwarzschild. De fato, em um
sistemas de coordenadas onde ., = 0 ao longo de OM em uma regido assintdtica, a expressao
(14) simplifica para

1

m=—1i s — i n—1
"= 167 rlggo Snll (gzg,] gj],z) 1% dSr,+ .

_4_

. m "2 , ] ,
Usando a expressdo da métrica g = (1 + 5\x|2_”> 0, temos através de um cdlculo direto
que 2m = m. Uma outra maneira de mostrar tal fato seria notando que a drea do horizonte
é dada por |X| = 8mm?, jd que o raio inicial é igual r = 2m. Por outro lado, seguiria da

igualdade na desigualdade de Penrose, provada em (KOERBER, 2023), que |X| = 32mm?.

Teorema 2.4.1 (ALMARAZ et al., 2016)) Se (M", g) é um semiespago assintoticamente plano
com3 <n<T7T ondeT > ”T_z tais que Ry, H, > 0, entdo m > 0, com a igualdade ocorrendo

se, e somente se, (M, g) é isométrica a (R}, 9).

Como consequéncia, eles obtiveram o seguinte teorema de rigidez para o hemisfério

Euclidiano:

Corolario 2.4.1 (ALMARAZ et al., 2016)) Seja (M, g) como no Teorema 2.4.1 e suponha
que existe um compacto Q0 C M tal que (M \ 2, g) é isométrico a (R \ By (0), ). Entdo (M, g)

é isométrica a (R}, 9).

O Teorema 2.4.1 foi motivado pelo Teorema da Massa Positiva, o qual desempenha um
papel fundamental na geometria diferencial moderna. Provado inicialmente por Schoen e Yau
(SCHOEN; YAU, 1979) usando a técnica de superficies minimas, esse resultado estabelece

que, se uma variedade de dimensao 3 < n < 7 ¢ assintoticamente plana (consulte (BARTNIK,
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1986) para uma defini¢c@o precisa) e possui curvatura escalar ndo negativa, entdo a massa ADM
€ ndo-negativa, com igualdade somente no caso do espaco Euclidiano. Posteriormente, Witten
(WITTEN, 1981) deu uma prova alternativa usando spinors e a equagao de Dirac. Além disso,

existem artigos que afirmam que este resultado vale para qualquer dimensao.

Defini¢iio 2.4.1 Seja (M?3, g) uma variedade Riemanniana com bordo OM. Dado U C M,
chamamos OU = 9U \ OM o bordo interior de U e OU = U N M o bordo exterior de U

(veja Figura 1).

Figura 1 — Bordo interior e Bordo exterior.

Defini¢iio 2.4.2 (KOERBER, 2023)) Seja (M?3, g) uma variedade Riemanniana completa com
bordo nao compacto OM. Dizemos que M., C M é uma regido exterior se M., € ndo compacto
e conexo, OM.,; consiste de superficies minimas fechadas ou minimas com bordo livre e e se

ndo existem outras superficies minimas com bordo livre ou minimas fechadas em M,,;.

O proximo resultado nos diz a respeito sobre a topologia de uma regido exterior, ou
seja, que a regido exterior € simplesmente conexa e possui bordo conexo. Seja K; o fecho da
unido de todas as superficies minimas fechadas e superficies com bordo livre imersas e suaves.
Observe que K € compacta, pois proxima ao infinito € folheada por hemisférios estritamente

médio convexos que intersectam 0M transversalmente. Seja K definida como sendo a unido
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de K e todas as componentes de M \ K. Observe novamente que K é compacto. Seja M’ o

completamento da métrica da componente de M \ K, onde K é um conjunto compacto.

Proposi¢io 2.4.1 (Lema 2.3 de (KOERBER, 2023)) Seja (M3, g) um semiespago assintotica-

mente plano de curvatura escalar ndo negativa e bordo médio convexo e conexo. Entdo,
i) M’ é uma regido exterior, o qual denotaremos por M.,

ii) OM,,; consiste de um niimero finito de discos minimos com bordo livre e esferas minimas

fechadas;

iii) M., € simplesmente conexo, ndo contém nenhuma outra superficie minima imersa (bordo
livre ou fechada) e possui a topologia de um semiespaco com um niimero finito de bolas

solidas removidas;

iv) as componentes fechadas de OM.,; minimizam a drea em sua classe de homologia en-
quanto que as componentes com bordo livre minimizam a drea em sua classe de homotopia

de sua curva de bordo com respeito a OM, ;.

2.5 FLUXO DO INVERSO DA CURVATURA MEDIA PARA HIPERSUPERFICIES COM
BORDO

No contexto fechado, o fluxo do inverso da curvatura média (FICM) foi introduzido por
Geroch (GEROCH, 1973) e Jang e Wald (JANG; WALD, 1977) como uma abordagem para
provar o Teorema da Massa Positiva. Geroch demonstrou que, desde que o FICM permaneca
suave, € possivel usd-lo para provar a desigualdade de Penrose Riemanniana e, consequentemente

o Teorema da Massa Positiva. Ele observou que a massa de Hawking

mg (L) = (%)é(l—%/zHQ dv>,

converge para a massa ADM, isto €,

lim mH(Et) = MApm,
t—o0

se Y; converge para uma esfera no infinito, e que my(%;) é mondtona ndo decrescente para
solucdes do FICM. Desta forma, se a superficie inicial para o FICM € uma superficie minima

Yo, se my(X) — mapy e o fluxo permanece suave, entdo

>
|16_07T| =mpg(Xo) < mg(X:) = Mapa.
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No entanto, infelizmente, o fluxo nem sempre permanece suave. Assim, a ideia principal para
provar a desigualdade de Penrose, por Huisken e Ilmanen (HUISKEN; ILMANEN, 2001), foi
desenvolver uma formulacdo fraca para o FICM que existe para todo o tempo e que ainda
possa manter m g (%;) monoténa. Em outras palavras, essa formulagdo fraca do FICM "salta"
justamente nos instantes onde o fluxo ndo € suave. Eles introduziram uma aproximagdo em
conjuntos de nivel e desenvolveram a solu¢do fraca do FICM, onde as superficies em evolucao

sdo representadas como conjuntos de nivel de uma funcdo escalar ¢ : M — R via
Yy =0{x € M;p(z) <t}

No contexto de variedades com bordo, o FICM com bordo foi introduzido por Marquardt
(MARQUARDT, 2017) baseado nas ideias de (HUISKEN; ILMANEN, 2001), (GERHARDT,
1990) e (URBAS, 1990).

Seja ¥ uma variedade suave, compacta e orientdavel, com um bordo 93 compacto e suave.
Suponha que zj : ¥ — M seja uma imersdo C? tal que Xy := (X)) tem curvatura média
estritamente positiva e é perpendicular a uma hipersuperficie S sem bordo C*< de suporte fixado

em (M, g), satisfazendo
2o(02) = zo(X) N S e g(Ng,voxy) =0em X, (15)

onde Ny e v sdo campos vetoriais normais unitdrios em Y e S, respectivamente. Seja

x: % x [0,T] — M uma solugdo do FICM para hipersuperficies com bordo, obedecendo as

condig¢des
Jdr N
E = E em ¥ X (O,T),
2(0%,1) =%,NS, g(N,vox) =0 em 9% x (0,7), (16)
z(-,0) =z em Y.

onde H > 0 ¢ a curvatura média de X em M com respeito a N e ¥; = z(X,t). Como X é

ortogonal a S, entdo conormal unitdrio exterior v de 9% coincide com N ao longo de 0.
Introduzimos também uma formulacdo em conjuntos de nivel. Seja ¢ : M — R uma

fungdo tal que >y = OF,, onde E, = {¢ < t}.Enquanto a curvatura média de ¥, for estritamente

positiva, a formulacao parabdlica de (16) € equivalente a

) Vo —
div| = | = My=M\FE
v(fgg) =176l e o= an\

8_@ =0 em éMO, a7
v R
=0 em OF).

Tal formulacdo foi importante para provar uma versao tridimensional da desigualdade

de Penrose Riemanniana cuja regido assintética é modelada em um semiespaco (KOERBER,
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2023). Recentemente, Eichmair e Koerber (EICHMAIR; KOERBER, 2023) demonstraram essa
desigualdade utilizando uma técnica de duplicacdo para semiespagos assintoticamente planos
com horizonte para dimensdo 3 < n < 7.

Usando as ideias de Huisken e Ilmanen, Marquardt desenvolveu o conceito de solucao
fraca para (17) e provou a existéncia e unicidade de tais solugdes.

Observe que € possivel obter uma solugdo trivial ao definir o = 0 fora de Ej. Além disso,
podemos notar que se ¢ é uma solugdo, entdo ¢, = min{t, ¢} para todo ¢ > 0 também o é.
Entretanto, para evitar esse tipo de solugdes, é necessdrio que os conjuntos de niveis {¢ < ¢}
sejam pré-compactos. Vale ressaltar que se (M, g) é uma regido exterior de um semiespago
assintoticamente plano é equivalente a exigir que ¢ seja propria, no sentido de que p(x) — oo

quando x — o (veja (KOERBER, 2023)).

Definicao 2.5.1 Seja (2 um conjunto aberto. Dizemos que E é uma envoltoria minimizante (em

(1) se E minimiza a drea externa em §, isto €,
FENK| < |0*FNK]|

onde 0*? denota o bordo reduzido, para qualquer F contendo E tal que F'\ E CC Q e qualquer
conjunto compacto K contendo F\ E. Dizemos que E é uma envoltdria estritamente minimizante

(em (1) se a igualdade implica que F N Q) = ENQq.tp..

Observe que a interse¢do de uma colecao enumeravel de envoltorias minimizantes €
também uma envoltéria minimizante, e o mesmo vale para envoltdrias estritamente minimizantes.
/ . ~ L . . .. .
Denotaremos por E' a intersecdo de todas as envoltdrias estritamente minimizantes em M que
A A 3 a z 1 5 ~ . g
contém E. Além disso, se OF tem curvatura média H%F, entdo foi mostrado que OF tem

curvatura média HOF e
HOF' = [P em JE N JE e HOP = 0em 9E \ OE. (18)

Observacao 2.5.1 Se M., é uma regido exterior, entdo segue da Proposicdo 2.4.1 que Ey é

uma envoltoria estritamente minimizante.

Os detalhes mais técnicos no FICM com bordo nao foram abordados neste trabalho (para
mais detalhes aconselhamos (MARQUARDT, 2017) e (KOERBER, 2023)).

A seguir usaremos as seguintes definicdes: E, = {p < t}, Bf =int{p <t}, %, = 0F,,
>+ = 0F;.
2 Veja Apéndice D, Defini¢io D.4 de (CARAPETIS, 2012).
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Teorema 2.5.1 (FICM com bordo - Lema 3.3 de (KOERBER, 2023))) Sejam U C M um
subconjunto aberto de uma variedade de dimensdo 3 < n < 7 com bordo, Ey C U uma

0,1

envoltéria minimizante aberta e ¥ = OE,. Suponha que ¢ € C;)

e (U) seja uma solugdo fraca

- : : : 1
com dado inicial E e que todos os conjuntos de niveis F; sdo pré-compactos. Seja o < X

Entdo:
a) A solucdo fraca é uinica entre todas as solucdoes com conjuntos de niveis precompactos.

b) Sejat > 0. As componentes de ambas ¥, e ¥ sdo superficies de classe CY* com bordo

livre ou fechadas, com curvatura média e normal unitdrio exterior dados por

\%
H=|Vy|lev = e g.t.p., respectivamente.
Vel

c) As estimativas CY* de 3, e 3} dependem de |V |, dos dados C* de g, dos dados C*
de OM, da distancia a OU e da distancia a 3. Se X é de classe C1°, entdo a iiltima

dependéncia pode ser substituida pela estimativa C** de ..

d) Dadot > 0, entdo Xy — X, em CY® quando t' /t e Xy — ¥, em CH* quando t' "\, t.

Se X é de classe C1*, podemos escolher t = 0.

e) Sejat > 0. E; é uma envoltéria minimizante em U e E;° é uma envoltdria estritamente

minimizante em U. Além disso, E, = B e |%;] = |%/].
f) Vale |%;] = €]

g) Se X é suave e estritamente médio convexo, entdo existe um € > () pequeno tal que ¥,
é dado por uma folha do FICM com bordo livre comecando em . no tempo t, para

O<t<e

Observe que o fluxo pode ser descrito da seguinte maneira: se X, € suave, entdao o fluxo
evolui suavemente até que YJ; deixa de ser uma envoltéria minimizante. Quando isso ocorre, 0
fluxo salta, isto é, quando ¢ = ¢ em um conjunto de volume positivo, e 3J; se torna >} de onde o
fluxo continua a evoluir. Note também que a hipétese de £y como uma envoltéria minimizante

~ 2 .. L, . / e .
ndo € retritiva, caso contrdrio, £ salta para £, logo no inicio do fluxo.

Proposicao 2.5.1 (Lema 3.5 de (KOERBER, 2023)) Seja (M3, g) um semiespaco assintotica-
mente plano e conexo com um semifim e suponha que OM seja conexo. Seja @ uma solugcdo
propria fraca do FICM com bordo com condigdo inicial Ey. Se > = OF, é uma superficie

conexa com bordo livre, entdo %, é uma superficie conexa com bordo livre, para cada t.
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A seguir apresentamos a definicdo de massa de Hawking modificada introduzida por

Marquardt (MARQUARDT, 2017).

Defini¢iio 2.5.2 Seja (M3, g) um semiespago assintoticamente plano e completo. Dada uma

hipersuperficie > C M, definimos a massa de Hawking modificada (bordo livre) por

my (L) = ((2|E| ; ( /H2 dag) (19)

sendo H a curvatura média de >..

Convém mencionar que Cruz (CRUZ, 2019), ao utilizar o FICM para hipersuperficies
com bordo, demonstrou desigualdades massa-capacidade que envolvem a curvatura média total
de hipersuperficies com bordo em cones convexos € a massa de semiespagos assintoticamente
planos.

As proposicdes a seguir apresentam boas caracteristicas para a massa da Hawking

modificada.

Proposic¢io 2.5.2 (Corolario 5.11 de (KOERBER, 2023)) Seja (M., g) uma regido exterior
cujo bordo consiste de superficies conexas com bordo livre limitando o conjunto Ey = {p <
0}. Suponha que (M?, g) seja um semiespago assintoticamente plano satisfazendo R, > 0 e
H, > 0. Seja E} uma solugdo pré-compacta do FICM fraco comegando em Ey. Entdo mpy(X,) é

mondtona ndo decrescente para todo t. Mais precisamente, temos

mH(Etl) Z 7 (Et())

+/t0 %[Mu— (zt))+/2t (2'2@'2 —]A|2+R>dagt+

H g do agt} dt
03¢

para 0 < tg < t1, onde x(X;) é a caracteristica de Euler de %;.

Observacao 2.5.2 Pela proposicdo anterior, se x(3;) < 1 para todo t > 0, temos que
mp (X)) > myg(Sy,),

para 0 <ty < t.

Proposicao 2.5.3 (Lema 6.3 de (KOERBER, 2023)) Sejam (M, g) um semiespago assintoti-
camente plano com um semifim e E/y uma solucdo fraca pré-compacta do FICM com bordo livre
tal que 5Et é conexo. Entdo

t—o00
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Observacao 2.5.3 Segue de (KOERBER, 2023) que se a regido exterior possui mais de uma
componente com bordo interior, onde pelo menos uma dessas componentes é uma superficie com
bordo livre, entdo podemos construir um fluxo fraco comecando em uma das componentes com

bordo livre de maneira que a massa de Hawking modificada ainda permane¢a ndo decrescente.

2.6 VARIEDADES ESTATICAS COM BORDO

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana que admite uma fungdo ndonulaV : M — R

satisfazendo a seguinte equagdo:
V2V —(A,V)g — VRic, = 0. (20)

Esta variedade ¢ denominada uma variedade estdtica e V' € chamada de potencial estatico. A
equacao (20) surge de forma natural em problemas de deformacao da curvatura escalar de M
(veja (CORVINO, 2000), (FISCHER; MARSDEN, 1975)), bem como em questdes relacionadas
a Relatividade Geral, conforme discutido, em (AMBROZIO, 2017) e suas referéncias. Essa
motivacdo fisica decorre do fato de que, dado uma solucao em (20) em uma variedade tridimen-
sional, € possivel construir um espaco-tempo que satisfaca as equacdes de Einstein no vacuo
com constante cosmoldgica (veja a Introducao para mais detalhes).

Em (CRUZ; VITORIO, 2019), Cruz-Vitorio abordaram a questao de prescrever a curvatura
escalar e a curvatura média de uma variedade Riemanniana com bordo. Em termos mais claros,

eles trataram a curvatura escalar em conjunto com a curvatura média como um funcional.
g~ (Rg, Hy)

definida no espaco das métricas Riemanniana em uma variedade M/ com bordo ndo vazio.Temos

entdo a seguinte

Definicdo 2.6.1 Uma variedade Riemanniana (M™, g) com bordo OM ndo vazio é uma vari-
edade estdtica com bordo se existe uma solucdo suave ndo trivial V : M — R, chamada

potencial estdtico, solu¢do de

VoV — (AgV)g —VRicy =0 em M on
ov
EQ—VHQZO em@M,

onde v é o normal unitdrio exterior a OM, 11, é a segunda forma fundamental de OM com

respeito a v, Vg, A, e Ric, denotam o Hessiano, o Laplaciano e a curvatura de Ricci de g,

respectivamente.
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Observe que tomando o traco em (21), obtemos as seguintes equacdes

R R
V§V:v<Ricg—ng) e AV + ——V =0em M (22)
n—1 n—1
e
H H
v(in, ——~Lg :0ea—V: 9_V em OM. (23)
n—1 o n—1

A seguir, apresentamos outras propriedades fundamentais para esses espacos.

Proposicao 2.6.1 (Proposicao 2.1 de (CRUZ; NUNES, 2023)) Seja (M™,g) uma variedade
Riemanniana com bordo com potencial estdtico V : M — R. Suponha 3> = V~(0) ndo vazio.

Entdo
a) X é uma hipersuperficie mergulhada totalmente geodésica em M. Mais precisamente:

a.l) Se X N OM = (), entdo % é uma hipersuperficie totalmente geodésica contida no
int M ;
a.2) Se X NOM # 0, entdo cada componente conexa Xy de Y. tal que Yo N OM # () é

uma hipersuperficie totalmente geodésica com bordo livre de M. Em particular, 0%

€ uma hipersuperficie totalmente geodésica de OM.
b) |VV| é uma constante positiva em cada componente conexa de 3;
¢) A curvatura escalar R, é constante;

d) OM é totalmente umbilica e sua curvatura média é constante em cada componente conexa
de OM. Em particular, pelo item a.2), se ¥ é uma componente conexa de 3 tal que
Yo NOM # (), entdo a curvatura média de 0%y em X é constante em cada componente

conexa,

e) Em OM temos que Ric, (v, X)) = 0 para qualquer vetor X tangente a M, onde v denota

o conormal unitdrio a OM.
A seguir, apresentamos alguns exemplos de variedades estaticas com bordo.

Exemplo 2.6.1 Toda métrica Ricci plana em M com bordo totalmente geodésico é estdtica.
Além disso, veja que a fungdo potencial é gerada por 1. Tomemos, por exemplo, (M, g) uma

variedade compacta de Calabi-Yau®, a qual é Ricci-plana. Neste caso, se M = 0,1] x M

3 veja (YAU, 2008) para defini¢iio precisa.
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for equipada com a métrica produto g = dt + g, teremos uma métrica Ricci plana com bordo
totalmente geodésico. Para um exemplo ndo compacto, consideramos o semiespaco R’ com a

métrica canonica.
Exemplo 2.6.2 Seja B a bola Euclidiana unitdria em R". A funcdo V dada por
V(ZE) = <b7 Z > )

onde b € R", é um potencial para a equagdo (21). Em particular, as fungées coordenadas x;,

1 <4 < n, satisfazem (21).

Exemplo 2.6.3 Seja S = {(z1,...,2p41) € R"™2? + o0 =22, = Lz,1q1 > 0} o
hemisfério de dimensdo n equipada com a métrica candnica. Entdo as funcoes coordenadas

z;, 1 <@ < n, satisfazem (21). Observe que neste caso, a métrica é Einstein e o bordo OS'} é

totalmente geodésico.

Exemplo 2.6.4 ( Modelo de Poincaré da geometria hiperbdlica) Considere a semibola B’} =

{z = (z1,...,2,) € RY; |2| < 1} munida com a métrica

1z

g=w(z)70, wz)=—5—,

onde 0 ¢ a métrica Euclidiana. Entdo temos os seguintes potenciais estdticos:

1+ |Z’2 2I1 2(L’n_1
Vo(z) = 1— |22 1(2) = 1— |z’2,-..,Vn,1(z) —1_ 22

Exemplo 2.6.5 Dado m > 0, considere o semiespaco Schwarzschild dado no Exemplo 2.4.2.

Entdo a funcdo

satisfaz (21).
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3 Capacidade de Superficies em Semiespacos Assintoticamente Planos

Nosso objetivo nesta se¢do € obter uma desigualdade tipo massa-capacidade para semies-
pacos assintoticamente planos. Antes de enunciarmos nossos resultados, € importante relembrar

alguns resultados sobre capacidade.

3.1 DEFINICOES E RESULTADOS AUXILIARES

Defini¢iio 3.1.1 Sejam (M?3, g) um semiespaco assintoticamente plano completo e E um domi-

nio suave e limitado em M tal que . = OF intersecta OM transversalmente. A capacidade de

Y. é definida por

cap (%,9) 1nf{ / |Vpl|? daM} (24)
onde o infimo é tomado sobre todas as fun¢des suaves em p : M — R tais que |, = 0 e
lim p(x) = 1.
T—00

Observacao 3.1.1 Note que o infimo é atingido por uma tinica solugdo p de modo que

(A<p:OemM,
p=0em?2,

8;0—Oem d(M\ E),

lim ¢(z) = 1.

\ T—00
Para detalhes da prova de existéncia e unicidade de ¢ (veja Proposicdo 1.4 de (IMPERA et al.,
2013)).

A seguir, apresentaremos uma versio da férmula da codrea para dominios com bordo.

Lema 3.1.1 Seja (€2, g) uma variedade orientada com bordo suave. Seja v uma funcdo real

suave em §) que é ndo-negativa, entdao

/|Vu| dv—/ / |Vu]da+/ /—dl
{u=t}

onde s = sup u em €,

Demonstracio: Defina f = —Awu. Multipicando por (u — t)™ e integrando por partes, obtemos

/ \Vu|2dv:/ f(u—t)da+/@(u—t)dz,
{u>t} {u>t} g Ov
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onde S = O(M \ {u < t}) e v é a normal exterior de M. Diferenciando com respeito a t,

obtemos

d
—— \Vu|2da:/ fda—i—/a—udl.
dt Justy {ust} s Ov

Integrando esta relagéo sobre a imagem de u, isto é, em [0, s| obtemos

/Q|Vu|2dvz/os (/(m) fda> dt+/03 (/S %dl) dt

Note que para ¢ tal que |Vu| # 0 no conjunto de nivel {u = ¢}, o Teorema de Green implica

/ fda = / |Vu|da + @dl,
{u>t} {u=t} g Ov

jd que a normal unitdria do conjunto de nivel {u=t} é dada por —Vu/|Vu/. O resultado segue

juntando as equacdes acima. ll

Definicao 3.1.2 Uma variedade Riemanniana com bordo é dita conformemente plana no infinito,
se fora de um conjunto compacto, é a unido disjuntas de conjuntos (chamados fins) com curvatura
escalar nula e curvatura média do bordo nulo e que s@o conformes a (R \ B{ (0),d) com o

fator conforme se aproximando de uma constante positiva no infinito em cada conjunto.

O resultado a seguir constitui uma aproximac¢do para uma métrica conformemente plana

no infinito.
Exemplo 3.1.1 O semiespaco Schwarzschild (Exemplo 2.4.2) é conformemente plana no infinito.

Lema 3.1.1 Seja (M™,g), n > 3, uma variedade Riemanniana assintoticamente plana com
bordo tal que R, > 0 e H, > 0. Entdo dado € > 0, existe uma métrica g com R; > 0 e Hy > 0

que ¢é conformemente plana no infinito tal que

N (X

g(v,v)

i) iy — | <e

< 1 + € para todo vetor tangente v # 0 e para todo ponto em M;

Pela Observacao 3.10 de [(ALMARAZ et al., 2016)], se a métrica é conformemente

plana, a expressao (14) pode ser simplificada em

= 1 . % n—1

T Sl Dy i fyr a9 ™ 9aa) S
Inspirados nos argumentos de Bray (BRAY, 2001), podemos assumir, sem perda de
generalidade, que (M3, §) é conformemente plana préxima ao infinito, onde g é fornecida pelo

Lema 3.1.1.
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Seja ¢ dada pela Observagdo 3.1.1. Defina os conjuntos de nivel de ¢(z) como sendo
Y ={z;0(x) = s}, com 0 < s < 1. Como ¢ é uma fung¢io suave, pelo Teorema de Sard para
variedades com bordo (veja (LEE, 2003)), temos que X € uma superficie suave para q.t.p. s.

Pela férmula da coarea, obtemos

cap (X, 9) / / V| drds,
p

onde cap (X, g) é a capacidade dada pela métrica g.
Ve

Por outro lado, sabemos que o vetor normal unitdrio Ny em 2, é dado por N, = |V—
¥

’

dai
890

ds / V| ds.
s

cap (2, 9) / / V| drds = —/ / 3 drds.

. ) . ) 0 0
Assim pelo Teorema da Divergéncia como ¢ € harmodnica e a—@ = 0, temos que a—;\i ds é
14

constante para todas as hipersuperficie homologa a .. Portanto

0
cap (X, 9) = 27r/ SOals

para qualquer superficie ¥ C M?3. Como (M?3, g) é conformemente plana no infinito e pelas

Dessa forma

observacdes acima sabemos que

1
plz)=1- + O( ) (25)
2!x| |z[?
para alguma constante ¢ > 0 (veja por exemplo a Se¢ao 5 de (ALMARAZ et al., 2016)).
Portanto, por (25), obtemos

gp(x):1—m+o<i), (26)

2|z| ks
para hemisférios coordenados suficientemente grandes.

O argumento acima também ¢é valido para multiplos fins se a fungdo que atinge o infimo
dada pela Observagdo 3.1.1 satisfazer também a condi¢dao ml_lglo ¢(x) = 0 para todo k # 0, onde
o0k sdo os pontos do infinito diferentes do fim escolhido. k

O seguinte resultado serd de grande utilidade para provar nosso principal resultado deste

capitulo.
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Lema 3.1.2 Sejam (M3, g) um semiespago assintoticamente plano e Y. = OE C M? uma
superficie suave, onde E é um dominio suave e limitado em M. Seja 1) uma fungcdo ndo negativa

em M3 tal que
Y =0em,

o A
E—Oema(M\E),

lim ¢ (x) = oo,

T—r00

onde v é o normal unitdrio que aponta para fora em M \ E. Defina

ﬂLtX (¢7 t) = ’VT/J’ dUZt'

i

Entdo

cap (X, ¢9) < inf /00 () fux (¥, t, g) dt
I Jo

([ o)

onde o infimo é tomado sobre todas as fungdes suaves f : [0, 00] — [0, 00) tais que f(0) =0e

f(oo) = lim f(z) = 1.
Demonstraciao: Pela definicio de capacidade, temos que
cap (.9) < inf [ V(70 0)f dow
Y
it [ [ P dosat,
fJo Js,

onde usamos a férmula da codrea.

Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Célculo e pela desigualdade de Holder,

1= (/Ooo f'(t)? dt)2

fe's) 2
_ ( | s .0 o (0,1,0)°) dt)
0

< (/OOO F(0)2ux (.1, g) dt) (/OOO flux (1, £, g)~" dt>.

0o -1 0o
([ roxnga) < [T et g a
0 0

Portanto,

para toda f, e vale a igualdade se, e somente se,

ft) = (/OOO flux (1, t,g) " dt>1</0tﬂux (¥,t,9)7" dt),
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para todo t € [0, co]. Portanto para esta f, temos

cap (5, g) < / P ux (6, 1, g) de

o -1
< (/0 flux (¢, t,g)"" dt) .

3.2 CAPACIDADE DE SUPERFICIES EM SEMIESPACOS ASSINTOTICAMENTE PLA-
NOS

Apresentamos a seguir o principal resultado deste capitulo. Nele mostraremos uma

estimativa para a capacidade para semiespagos assintoticamente planos.

Teorema 3.2.1 Seja (M3, g) um semiespaco assintoticamente plano, completo, suave com

Ry, >0e Hy > 0. Seja Mcye C M uma regido exterior e suponha que Y. seja uma componente

<1 —|—1/i/H2 dag), 7)
s »

onde H e || denotam a curvatura média e a drea de ¥, respectivamente. Além disso, vale a

conexa de 5]\/[%,5 com bordo livre. Entdo

s (2)

N|=

igualdade se, e somente se, (M., g) é isométrico ao semiespaco Schwarzschild.

Demonstracio: Como (M., g) é uma regido exterior, é possivel que ela possua mais de uma
componente de bordo, algumas fechadas e com pelo menos uma com bordo livre. Seja > = OF
essa componente com bordo livre. Considere ¢ uma solugdo fraca do FICM com bordo livre
com condi¢do inicial Y. Suponha sem perca de generalidade que X seja a tinica componentes de
bordo livre. Caso contrério, evolua £y comecando de X até que toque outras componentes do
bordo interior. Em seguida, por um argumento de salto, trocamos F; por (F; U E )/. E importante
notar que, para utiliza¢des futuras, isto nao decresce a massa de Hawking modificada e podemos
reiniciar o fluxo de (E; U E)" de modo que a massa de Hawking modificada permanece nio
decrescente. Esse procedimento acontece apenas uma quantidade finita de vezes, pois temos um
nimero finito de componentes de bordos (veja por exemplo a Secdo 5 de (KOERBER, 2023)
para mais detalhes).

No6s observamos também que € possivel mostrar a existéncia de uma solucdo fraca prépria
em semispago assintoticamente plano, se £y C M é precompacto com interior composto de
fechados e superficies com bordo livre, veja Secdo 4 de (KOERBER, 2023), o que € equivalente

que os niveis da regido exterior sejam precompactos.
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Pelo Lema 3.1.2, temos que

cap (X, 9) < irflf /Oo f()*flux (p,t, g) dt, (28)
0

onde o infimo é tomado sobre todas as fungdes f(t) satisfazendo f(0) = 0e f(oo) = 1. Pela

Observacdo 2.5.1 e pelo Teorema 2.5.1, temos que

flux (@,t,g) = |V90‘ dUZt = / H dO’Zt,
Et Et

onde H € a curvatura média fraca de X;.

Segue da Proposi¢do 2.5.1 que YJ; € uma superficie conexa com bordo livre e portanto
X(2:) < 1 para todo ¢ > 0. Pela Proposicao 2.5.2, a massa de Hawking modificada my(3;) é
ndo decrescente parat € (0,00) e

A (SH) = g (D) < lim mg (D).

T t—0t

A primeira igualdade € verdade pois X" = Y’ pelo Teorema 2.5.1.

Para cada t > 0, temos que

167)3
/ H2 do, < 87— U2 oo,
O (2[%])2

Pela Desigualdade de Holder,

flux (QO, t g) = / H do’Et

P

3
< |zt|%(/ H2 dagt> (29)
p3M

1 T (167T)% m !
< Int (3 - S ) )

o=

Sabendo que |X;| = €'|3| pelo Teorema 2.5.1, podemos reescrever (29) como
flux (Qpat>g) < F(’Z/LmOat)v (30)

onde F'(|X'|, mg, t) é uma fungdo que depende de |X'|, mg = 2my(X’) (veja Observagio 2.4.3)
e t, dada por

. (16m)3 >
F(|%'),mo,t) = [€t|2'|(8ﬂ—6‘2 om): @)} .

Assim por (28) e por (30), obtemos,

cap (% 9) < inf / PR mo.t) dt. 31)
0
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Queremos calcular o lado direito de (31), assim considere a métrica do semiespago

Schwarszchild tridimensional dada por

_ 2,27 2
Ime = 1_2m0dr +r dagi.
T

Inicialmente observemos que, se my € (—00,0), entdo g, estd definida em (0,00) x S2.
Entretanto, se mo € [0,00), entdo g,,, estd definida em [2mg, 00) x S2. Desta forma pelas

condig¢des acima, g,,, estd bem definida em
~ 2
Mz, = [Fo,00) x S%,

onde 7 satisfaz |¥'| = 2772, Portanto, (My,, ¢, ) € um semiespaco Schwarzschild cujo bordo
interior O{r = 7} possui 4rea igual a |%|.
Sabe-se que 0 FICM em (M;,, gm, ) com condi¢do inicial d{r = 7} é dada pela familia

de hemisférios coordenados
S (t) = {r = roe2'}, Yt € (0, 00),

para o qual a curvatura média é uma constante que depende de t e 2m(S;) = my para todo

t € [0, 00). A solugdo () do FICM com bordo é dada explicitamente por ¢(z) = 2 log (L)
To

para todo x € M.

O préximo passo € definir uma fungdo u = u(r) em (Mz,, gm, ), com u(7y) = 0 tal que

satisfaca:
Au = 0em Mz,

ou A
o 0 em OMj5,,

lim u(r) =1,
7—00

onde v € o normal exterior a OMj,. Para isso, temos dois casos a analisar:
Casol:mg #0:

Considere a fungao

=4/1——-. 32
w(r) : (2)
Note
Aw = 0 em Mz,
ow A
E =0em (‘3M,=0,
rll%o w(r) =1,

onde v € o normal exterior a O M5, . Definindo

u(r) = —————=, (33)
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0 N
pela formula da coarea e pela hipétese que o _ 0 em OM;,. Observe que a capacidade do

v
nosso modelo (OMz,, gm,) € dado por
cap (IMyy, gny) = / Vul? doy, = 27—0 (34)
p 0> gmo MFO M’FO 1— ’u)(fo) .
Considere
fo=uop™
dai temos que
1 2m0 _ :|
t) = ——— 1— —w(ro) |, 35
O = T |y~ St~

o qual é motivada pelo modelo e serve para o problema inicial, isto é, o infimo no modelo é

atingido
1nf/ FURF(S |, mo.t) dt = / £ 2F(S), mo. 1) dt.
Basta entfo calcular o lado direito da equagd@o acima. Com efeito, como |X'| = 2773, segue que
2 3
F(|Z], mo, ) = Anipe? (1 - @e—é)
To
e que
1 1 m3 2mo\ ' s
/ t 2_ Z 0 1— _0 _5’
ol?) 4(1—w(rg))? 72 ) €
dai

ma 1 °° 2mg ¢ ~3 t
Z — —0— 1— —e 2 2 .
/ fo@)F(|X|,mo, t) dt =7 A — 0))2/0 < = e > e 2dt

Logo, por uma substituicao simples

l ()2 F (1Y), mo, t) dt = 2m——2
im [ (O F (], mo,t) dt = 2m s
€ portanto
2 mo
/ |Vul|® doy, =27 — (36)
My, ’ — w(7o)
Y 2
Queremos calcular #,como o = (| |) , temos que
— w(7o) 21
2 2
0 o ()
To To
om): _(2|%)2
_oBme, 2X) (87r— / H2 dag/) (37)
= (16m)F :

1
=1-— H2 dO’E/,
87T S
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e por (37), obtemos que

1
1—w(r0):1—\/ / H? doyy.
8

Assim,
mo . QmH(E’)
1—w(fy) 1
IR
. (38)
M)z 1
T /
1— \/ / H? dos ()2
Note que

1—— H2 dO’EI = 1 — / I‘I2 dO'E/ 1 + / H2 dO'E/ (39)
8 sV 87T ’ 87T /

desta forma por (38) e (39), obtemos

me  (I9\? 1 )
1 —w(r) (87?) (1+\/8_7T//H dO'zy),
2(1+\/i/ H? dogz) (40)
87T ’

Neste caso, nosso o modelo (M;,, gm,) se reduz ao semiespaco euclidiano (R, go)

excluindo a bola B2 (0) N R?. Assim, definindo

0 que nos leva a

cap (X, g) < ('

Caso2:mg=0

u=1-——,
r

temos que a capacidade do modelo (5Mf0, gm,) € constante igual a 7p. Assim consideramos,
-1
fo=uop™,

€ temos que

rolok

fot)=1—e"2, 41)
que também € motivada pelo modelo e serve para o problema inicial, ou seja, atingi 0 minimo no

modelo

mf/ F (@) F(1X|, mo, t) dt = / fo@)F(|1X|, mo, t) dt.

1
Como no caso anterior temos que F(|X|, mg, t) = 4migez e (fi(t))2 = Ze*t, daf

/ fo@)°F(|1X'|, mo, )dt:/ Tree? dt
0

= 271'770,
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donde
/ Vul® doy,, = 277, 42)
My,
Como mg = 0, analogamente ao caso anterior, temos que
2 1
0="2_1-— [ Hdoy,
To 8 sV
o que implica
1
1=— [ H%doy.
8 SV

Assim

cap (X, g) < 7o

=1\ ?
27
] : 1+ 1/H2d
_— gy |.
87T 87T / =
Logo, em ambos os casos

cap (%, 9) < (%) ’ (1 + \/é / H? dag/). (43)

Observe que precisamos trocar X' por X, note que Y’ é uma superficie com bordo livre
CY1, conforme resultados de regularidade obtidos em (STERNBERG et al., 1991), (HUISKEN;
ILMANEN, 2001) e até o bordo como se pode ver na prova do Lema 5.10 de (KOERBER,

2023). Como esta € uma envoltdria estritamente convexa e ndo aumenta a drea interior do bordo,

concluimos que

=<3 (44)

Além do mais, por (18), a curvatura média H' de Y’ satisfaz

o — 0 em Y\L, 45)
| H>0 gtp.em X NX.

Dai,

1 1
— | B doy > — H')? dos 46
87T » Iy = 87T b ( ) oa ( )

assim por (43), (44), (45) e (46), obtemos
2| | 1 2
cap (¥, 9) < (g) (1 + o g H d02>~ 47

Suponha que ocorra a igualdade em (47), entdo todas as desigualdades anteriores sdao

ol

igualdades. De forma mais precisa,

1 1 - ~
’Z’ = ‘E/|, 8_7T/H2 dO'Z = 8_7T (H/)2 dO’ZI, mH<Et) = mH(E/> (48)
b >
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ap(S,9) = [ V(o @) dows @9)
M3
onde f, é dada por (35) ou (41), ¢ é solu¢do do FICM com bordo livre em (M?3, g) com dado

inicial ¥ e t € (0, 00). Segue por (48) que ¥ é uma envoltéria minimizante e
my(X:) = my(X), para todo t € (0,00). (50)

Além disso, u = fy o ¢ é uma fun¢do harmdnica em M? com condi¢do de Neumann em

OM . Afirmamos que ¥, ¥ ndo saltam para 3}, Y, isto &,
Y=YeX =%,Vte (0,00). (51)

Suponha, por contradi¢do, que 3, > saltem, entdo existe uma regido entre >; e X tal
que ¢ = t, para algum ¢ > 0. Logo, para todo x € M, temos que u(z) = fo(t) é constante
nessa regido. Entretanto pelo Principio do Maximo para fun¢des harmonicas, teriamos que u
seria constante em M, o que € uma contradicdo. Além disso, pelo Lema de Hopf aplicado a
regido exterior de ; em (M3, g) e pelo fato de que u € constante em Y;, como ¥; € pelo menos
C?, temos que |Vu| # 0. Como a inversa f; ' de f; existe, segue que ¢ = f; ' o u é uma
funcdo suave em M e, pela regra da cadeia, |Vp| # 0. Assim, X; evolui suavemente com uma
velocidade de %

Observe também que vale a igualdade na Proposic¢ao 2.5.2. Como consequéncia, para
cadat > 0, temos que x(X;) = 1,R, = 0 em X, H, = 0 em 0%, cada 3; é umbilicae H é
constante em ;.

Fluindo pelo FICM para variedades com bordo, a curvatura média satisfaz a seguinte
EDP de evolucao (veja equacdo (34) de (KOERBER, 2023))

_OH _VH 2|VH/? B |A|? _ Ric (N,N)

— = em X
aH@t H? H3 H H ! (52)
8_ :HH<N, N) cm 3Zt

v

Dai, como H € constante em X;, segue da equagdo de Gauss e (52) que a curvatura Gaussiana é
constante em X; e que II(N, N) = 0 em 0%,. Veja que como H, = k,+1II(/N, N), pela condigio
de bordo livre, entdo k, = 0 em 0%;. Consequentemente, cada >J; € um hemisfério.

Como a velocidade normal , 1/H, é constante para cada ¥;, a métrica em M., é da forma
1 2
g = mdt + dgs, .

Definindo r = r(t), temos

.2
g5, =T gs2 -
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Derivando a relacdo
el |So| = |Z¢] = 2777,

obtemos dt = 2dr /r. Como my(%;) = mg/2, obtemos que

4 8&m
2 0
=00
Portanto
dr? 9
= +r°dge.
I=1C 2myg /T " egs

Veja que se mg = 0, entdo M., é isométrico a R3 , caso contrério, se mg € ndo nulo, M, é
isométrico ao semiespaco Schwarzschild. l
Seja X um horizonte com bordo livre. Assim, pela definicdo de horizonte, temos o

seguinte

Corolario 3.2.1 Sejam (M.g) um semiespaco assintoticamente plano completo e suave com

R, > 0e H, > 0. Suponha que > C M é um horizonte com bordo livre. Entdo

S\ 2 [1
cap (%, g) < (%) (1+ 87/2H2 dag), (53)

onde H e || denotam a curvatura média e a drea de %, respectivamente. Além disso, vale a

igualdade se, e somente se, (M?>, g) é isométrico ao semiespaco Schwarzschild.

Temos a seguinte desigualdade do tipo massa-capacidade para semiespacos assintotica-

mente planos.

Corolario 3.2.2 Sejam (M3, g) um semiespago assintoticamente plano completo e conexo e
S =0Ey C M um superficie suave conexa e com bordo livre com respeito a M. Suponha que

(M3, g) satisfaca todas as hipéteses do Teorema 3.2.1. Entdo

g (X)) > {1—1/L/H2 dog}cap(Z,g). (54)
81 Js

Além disso, no caso em que [. H?> # 87, vale a igualdade se, e somente se, (M?> é isométrico
E bl

ao semiespago Schwarzschild.

Demonstracao:

Pela demonstragdo do teorema anterior, temos

cap (5, g) < ! (%)

1— %fZHQ dO'z;
1

’1—\/§f2H2dO’E

(55)

IN

[ (X))




/1
Fazendo a = / — / H? do, temos por (55) que
8T Js

1

cap (%.9) <

()],

logo
ma(3)] = |1 - alcap (X, g).

Como « # 1, o resultado segue do teorema anterior.

43

(56)

(57)
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4 Resultados em Variedades Estaticas com bordo

O propésito desta se¢@o € mostrar que se um semiespago assintoticamente plano possui
um horizonte, entdo seus potenciais estiticos, caso existam, se anulam no horizonte. Além
disso, mostramos resultados de rigidez em semiespacos assintoticamente planos e em variedades

estaticas com bordo.

4.1 POTENCIAIS ESTATICOS EM SEMIESPACOS ASSINTOTICAMENTE PLANOS

Huang-Martin-Miao (HUANG et al., 2018) provaram que se uma variedade Riemanniana
M assintoticamente plana n dimensional possui horizonte (isto &, 32 € vazio ou € a unido disjunta
de hipersuperficies minimas fechadas, M nao contém outras hipersuperficies minimas fechadas
e 2 é localmente minimizante de drea para n > 8), entdo seus potenciais estaticos (caso existam)

se anulam no bordo, ou seja,

Teorema 4.1.1 (HUANG et al., 2018) Dado n > 3, seja (M", g) uma variedade assintotica-
mente plana com horizonte. Suponha que (M", g) admite um potencial estdtico V' solucdo da
equagdo

V2V — (AgV)g — VRicy, = 0.

Entao V' se anula em Y. Além disso, se V' é limitado, entdo V> 0 ou 'V < 0 em todo interior de

M.

Uma pergunta natural € se o resultado acima vale para o nosso contexto. A resposta € sim.
Isto é, mostraremos que os potenciais estaticos em um semiespaco assintoticamente plano se
anulam no horizonte (Defini¢do 4.1.1) e possuem sinal em seu interior, desde que tais potenciais

estaticos sejam limitados.

Teorema 4.1.2 Seja (M™, g) um semiespago assintoticamente plano com horizonte 3. Suponha
que (M, g) admite um potencial estdtico V solugdo de (21). Entdo V = 0 em .. Além disso, se

V ¢ limitado, entdo V> 0 ou V< 0 em todo o interior de M.

Para provar Teorema 4.1.2 iremos mostrar alguns resultados que nos serdo utéis. Inicial-
mente queremos obter uma relagdo entre hipersuperficies localmente minimizantes de drea e o
potencial estatico. O resultado a seguir, que € fundamental no nosso trabalho, nos diz que um

potencial estatico V' sobre uma hipersuperficie minima, compacta e estavel > nao muda de sinal.



45

Além disso, X € totalmente geodésica. Note também que o resultado abaixo generaliza o Lema 4

de (HUANG et al., 2018) para variedades com bordo ndo vazio.

Lema 4.1.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n com bordo OM ndo vazio
e estdtica com potencial estdatico V : M — R. Seja > uma hipersuperficie minima, compacta,

estdvel, conexa e com bordo livre (com respeito a OM ) em M. Entdo:
i) V>00uV <0em?d, amenos que V seja identicamente nula em >..

ii) X é totalmente geodésica.

Demonstra¢io: Como X € estével, entdo para ¢ € C*(Z), temos

1950 = (Ricy(V.N) + [As)o?ldors — [ TN M) dows = 0. (58)
b)) ox
Dai
/ Ric, (N, N)¢? dos, + / I, (N, N)¢* dogs < / (Ric,(N, N) + |Ax|*)¢? dos;
b)) ox b
+ / I, (N, N)¢? dops
ox
S/|VZ¢|2 dO-Xb
P
isto €,
—/ |Vso|? dos, + / Ric,(N, N)¢? dos, +/ I, (N, N)¢* dogs < 0. (59)
b)) X 0%

Agora, consideremos o seguinte problema de bordo

As¢ + ¢Ric,(N,N) = A em X,
99 = ¢Ill,(N,N) em 0% (©0)
ov N gV ’
onde \; € o primeiro autovalor associado ao problema de bordo associado a (60) e ¢ € C*°(X).
Segue de (60) que
/ A ¢? dos, = / PAsp dos, + / Ric,(N, N)¢? dos. (61)
b b b

Entao de acordo com a identidade de Green, temos
2 o
PAs¢ dos = — [ |Vso|” dos + (/58— dopy, (62)
b3 by ) v
e, por (60), (61) e (62),

/ M@ dos, = —/ \V2¢‘2 dos, + / Ric, (N, N)¢2 doy, +/ II,(N, N)¢2 dops, <0,
5 > 5

o0x
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por (59). Isto mostra que
/ /\1@52 dO'E S 0.
by

Portanto, concluimos que A; € um autovalor ndo positivo de (60). Como > é minima, tomando
a restri¢do do potencial estdtico V em ¥, temos que A,V = AxV + VZV(N , N). Assim pela

equacdo da estaticidade de V' temos que
0=AsV + VIV(N,N) = AV = AsV + VRicy(N, N),

donde obtemos
AyV + VRic,(N,N) = 0 em X,

63
38_‘: = VII,(N,N) em OX. ©3)

Segue de (63) e do fato que A\; ser uma autovalor ndo positivo que: ou V= 0 em X
ou V' € a primeira autofuncdo com autovalor nulo . Se V' = 0, entdo, pela Proposic¢do 2.6.1,
¥ = V~1(0) é uma hipersuperficie totalmente geodésica com bordo livre. Se V € a primeira
autofunc¢do , entdo V' ndo se anula sobre X, provando i).

Por outro lado, como Y. € estavel, temos
—/Z VsV |2 dos + /E (Ric,(N, N) + |As[)V? dos, + /E VL,(N, N) dogs < 0. (64)
Por (62), (63) e (64), conseguimos
/E |As|?V?do <0, (65)

e como V' é um potencial estitico, entdo 1 é uma func¢@o ndo identicamente nula, logo |Ax,| = 0,
e portanto X € totalmente geodésica, provando ii). |
O nosso resultado abaixo estabelece uma importante propriedade para variedades estaticas
com bordo tendo uma hipersuperficie minimizante de drea em seu interior. Tal resultado sera
crucial para provar um dos principais resultados deste capitulo. Mostraremos que se existe uma

superficie minima estdvel e com bordo livre, entdo existe uma vizinhanca cilindrica préopria dela.

Proposicao 4.1.1 Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana com bordo O M ndo vazio e estdtica
com potencial estdtico V : M — R tal que R, = 0 e H, = 0. Seja ¥ uma hipersuperficie
conexa, compacta, localmente minimizante de drea com bordo livre (com respeito a OM ) em M.
Suponha que V' é ndo identicamente nula em Y. Entdo existem ¢ > 0, um subconjunto U C M e
um difeomorfismo

¢:Xx[0,e) — M (66)

tal que
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a) para cadat € [0,¢€), a drea de ¥; = (X x {t}) € constante e ; é de bordo livre em M;
b) para cadat € |0,¢), ¥; é totalmente geodésica;
¢) para cadat € [0,€), a curvatura escalar de Ry, = 0, V é constante em ¥y e Hyy,, = 0;

d) em U a métrica é Ricci-plana com bordo totalmente geodésico.

Demonstracao: Pela Proposicdo 4.1.1, podemos supor, sem perda de generalidade, que V' > 0

sobre >.. Consideremos a aplicacao
¢:3x[0,6) — M,

que, com respeito a métrica modificada V' ~2g em uma vizinhanga de ¥ onde V' > 0, é dada pela

aplicag@o exponencial normal, isto &,

0
o(z,0) = z.
Além disso, ¢p(0%,t) C OM. Denotemos 3, = ¢(X x {t}) tal que Xy = 3, observe que com

esta métrica modificada, as superficies >.; sdo equidistantes (Veja (AMBROZIO, 2017)).

Seja ﬁgt = —Hy, N, onde Hy, denota a curvatura média de >; e /V; denota o normal
unitério a ;. E conhecido que (veja por exemplo (GERHARD; ALEXANDER, 1999)),
0
aHzt = —Ly,V,

onde Ly, € o operador de Jacobi de XJ;. Lembre que o Laplaciano A, em M e Ay, em X; sdo
relacionados por

AV = As,V +(VV,Hg,) + V2ZV(N, N). (67)

Assim (67) e (21) implicam que
LEtV = <V‘/, ﬁ2t> + ‘Azt‘2‘/‘

Entao temos

9
ot

onde Ay, € a segunda forma fundamental de >;. Como Hy, = 0, segue da desigualdade de

Hy, = —(VV,H) — |45, 'V < (VV, N)) Hs,, (68)

Gronwall que Hy, < 0 paratodo ¢ € [0, €).

Por outro lado, usando a decomposicao

VV — thV + <VV, Nt>Nt (69)
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e que Vg Ny = —Vy,V (veja por exemplo a Proposicao 15 de (AMBROZIO, 2015b)), entdo

0
O () = {5Vt + (N V)V
= V{(Vnv, Ni) = (VV,v) +(VV, Ni)(v, Ny)
A%
= VHg(Nt, Nt) - 5 + <V‘/, Nt><V, Nt>7

onde v é o campo normal unitdrio exterior ao longo de M. Entretanto, por (23), temos que

oV
5 VI, (N, Ny) = 0, logo temos
v

0
o (2 Vo) = (VV, N} (, Ny).

Como 3 tem bordo livre, isto é, (v, Ny) = 0, entdo (v, N;) = 0 paratodo t € [0, €), ou seja, >, é
de bordo livre, para t € [0, ¢).

Temos, pela primeira variagdo da drea, a seguinte expressao:

t t
’Et’ — ‘El :/ |: HESV dO’ES:| d8+/ |:/ <V, N5>d0'325:| CZS
0 s 0 0%,
t
:/ |: HESV dO’ES:| ds.
0 Vs

Suponha que Hy, < 0, para algum ¢ € (0, €). Entao

(70)

t
|Et| — |E| < / |: HESV d025:| ds < 0.
0 P

Isso implica que |X;| < |X|, mas isso contradiz a hipétese de que ¥ é uma hipersuperficie
localmente minimizante de area para € > 0 suficientemente pequeno, o que prova a). Além
disso por (68) e pelo fato que Hy, = 0 parat € (0, €), obtemos que Ay, = 0, o que implica ¥,
totalmente geodésica para cada ¢t € [0, €), 0 que prova b).
Seja
Vi V(X Y)+R(N, X,Y,N,)V =0 (71)

a primeira varia¢do da segunda forma fundamental, onde X, Y sdo tangentes a >J; € R € o tensor
de curvatura de Riemann de (M, g) (veja (CARLOTTO et al., 2016b)). Como ¥, é totalmente
geodésica,

Vi, V(X,Y)=VV(X,Y) (72)

R
para vetores tangentes X, Y. Como V2V = (Ric - = 19) V,dadoque R, =0eV > 0,
entao

V2V (X,Y) = Ric (X, Y)V. (73)
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Por (71), (72) e (73), obtemos
Ric (X,Y) = =R (N, X, Y, Ny), (74)
pois V' > 0. Considerando {e; } um referencial ortogonal em X;, temos por (74) que

Ric (X,Y) =) R(e;, X,Y,¢;)
=1
n—1
= R<Nt7XaKNt) + ZR(ei’Xv Y7 ei)

=1

— —Ric(X,Y) + Ricy, (X,Y),

onde Ricy;, € o tensor de Ricci de X induzido pela métrica dada acima. Portanto, para X, Y
tangentes a X.;,

1
Ric (X,Y) = SRics, (X.Y). (75)

Logo, por (73), (74) e (75), temos que
v
Vi,V = 5 Ries,, (76)

e pela equacdo de estaticidade
Ay, V = V35,V — VRicy,
Vv
= —Ricy, — VRi
9 ICx, ICy, (77)

= _ERiCZt‘

Como estamos supondo R, = 0, por (10) e pelo fato de >J; ser minima e totalmente
geodésica, temos

1
Ric = —§R2t, (78)
onde Ry, denota a curvatura escalar de ;. Por (75) e (78)
RiCEt = —th

e por (77)

Ay, V = %th. (79)
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Sabendo que divy, (V3, V) = d (Ay, V) +Ricy, (Vy,V, -), podemos tomar a divergéncia
em (76) e usar o fato que div Ric = %dR (veja por exemplo (PETERSEN, 2006)), para obtermos

0 = divy, (V3, V) — divs, (%Riczt>
1
=d (AEfV) + RiCEt (Vzt‘/, ) — 5 (VdiVEt RiCZt + RiCEt (th‘/, ))
1 ) 1 1.
= —d (VREt> -+ RICEt (Vzt‘/, ) — ZVdREt — QRIC (Vgtv, )

2

1 1
— ZVdREt + 5thdv + VIV V (Vs V)

1
= Zd(thv? + 2|V, V).

Portanto, Ry, V? + 2|V, V|? é constante em cada ;. Por (69), temos, em 93, N M, que
<v‘/’ V> = <VZt‘/, V> + <VV) Nt> <Nt7 V> )

logo
o=V
ov

visto que, cada >; € de bordo livre. Multiplicando cada membro de (79) por V' e aplicando a

= <Vgt‘/,y> = 07

identidade acima e a identidade de Green, concluimos que
Ry, V? 4 2|Vg, V[* = 0.

Portanto, Ry, V? = —2|Vyx,V|?> < 0. Como V > 0, temos que Ry, < 0 em ;.

Por outro lado, mais uma vez pela identidade de Green e por (79), temos

/ Rgt dO':/ QV_IAEtV do
Et Zt

o=tV
=2 [ (Vs V7', V5,V) da+2/ V!
>t ()30

ov

daazt
_ / 2V 2|V, V2 do > 0,
pI
Portanto, temos que Ry, = 0 em cada ;. Como, por (79), Ay, V' = 0 sobre ¥, temos entdo que

Ay, V=0 em?2;,

I (80)
il =0 emJX,.

ov

Como ¥; é conexa, nds concluimos que V' € constante em X, para cada t € [0, €). provando c).

Como V%tV = 0 sobre ¥;, t € [0,¢), e V > 0, entdo Ricy, = 0. Assim por (75),
Ric (X,Y) = 0 para X, Y vetores tangentes. Logo pela equagdo de Codazzi e pela equagéo de

Gauss, Ric (v, v) = 0. Portanto, o tensor de Ricci é nulo em U.
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Além disso, como H, = 0 por hipétese, temos por (23) que 11,V = 0 em 0M, e como V
€ constante nao nula, II, = 0 no bordo de U, Isto €, o bordo de U € totalmente geodésico. Por

outro lado, como ¥; é de bordo livre para cada t € [0, €), temos que
H, = Hys, + I1,(N, N).

Portanto, Hyy,, = 0 para cada t € [0, €), provando d). [ |
Veremos na proxima proposicao uma caracterizacao para potenciais estaticos limitados

nos fins em semiespagos assintoticamente planos.

Proposicao 4.1.2 Seja (M™, g) um semiespago assintoticamente plano e estdtico com potencial

estdaticoV : M — R. Entdo:

a) Existe um vetor real (ay, ..., ay,) tal que
Zaixi+0(|x|1_7), se T<n-—2
V=< = (81)
Zaixi+0(ln|$|)y se T=1,

i=1

n
onde <7<n-—2

b) Se V ¢ limitada, entdo a; = 0 para todo 1 = 1,...,n. Neste caso, V > QouV < 0

proximo do infinito.

Demonstracio: Como (M™, g) é um semiespago assintoticamente plano e estdtico, temos que

R, = 0e H, = 0. Sendo assim, observe que as equacdes (21) se escrevem como:
ViV =VRic, e AV =0 em M (82)
ov

=

Parte dos préximos calculos sdo largamente inspiradas na Proposic¢ao 3.1 de (MIAO;

VI, =0 e 0 em OM. (83)

TAM, 2015) com algumas modificacdes devido a presenga de um bordo ndo-compacto. Por
completude repetiremos estes argumentos, modificando-os quando necessdrio.

Como em (MIAO; TAM, 2015), temos que

|V§V| = |VRicy| = O(r~'"7) (84)
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< 7 < n—2.0bserve que |V,V|? = Z(VZ)Q, onde ";"denota a derivada
i=1

covariante. Além disso, temos que V|V, V|? = 2(V1 V1, ..., V,,Viu,). Pela desigualdade de

onder = |z| e 1

Cauchy-Schwarz e por (84), obtemos

VoV VIPP = 4> (ViVia)
=1

N AYNAY

IN

< o PTTIVLV)P

onde ¢ € uma constante. Assim como em (MIAO; TAM, 2015), isto implica que |VgV|2 é
limitada. Dai

V2V (0:,0;)] = Vi 4150V = O(r™'77), (85)

k
onde [},

1 <1,7,k < n, sdo os simbolos de Christoffel.
Afirmamos que para cada j, lim 0;V existe e € finito. Com efeito, por (84), temos que
T—00
lim [V2V(8;,0;)] < lim kr~'~" para alguma constante k, o que mostra que 9;( lim 9;V) = 0.
T—00 T—00 T—00

Logo existem constantes a; = xh_glO 0;V paracadaj =1,...,n.

Assim, definindo A = iaiﬂci, temos que [VZ(V — A)(9;,0;)| = |V2V(;,0;)| =
O(r~'=7) e também que mh_)rgo 8;:(%/ — A) = 0, isto implica que [9;(V — \)| = O(r~7). Por
integracdo, a expansao (81) segue.

Suponha agora que V' seja limitada. Suponha que a; # 0 para algum i € {1,...,n}.
Como V' — z”: a;x; tem crescimento inferior a uma fung@o linear, seguiria que V' seria ilimitada.
Logo, a; :l:O1 para cada i = 1,...,n. Veja que assim |0,,V| = O(r™7) e isto mostra que
lim IVV]? = 0.

Seja ¥ = V71(0). De acordo com a Proposi¢do 2.6.1, 3 € a unido de componentes
conexas fechadas e de bordo livre. Aqui abordaremos apenas o0 caso em que as componentes
conexas de X tem bordo livre, visto que o caso fechado foi tratado em (MIAO; TAM, 2015).
Suponha ainda, sem perda de generalidade, que > € conexa, a qual, pela Proposi¢do 2.6.1, é uma
hipersuperficie mergulhada totalmente geodésica. Além disso, como |VV|?> é uma constante
positiva em X, temos que X € limitada. De fato, se fosse ilimitada, terifamos

lim _ |[VV|* =0.

T—00,xEX

Suponha que exista sy > 0 tal que o hemisfério S"~" de raio s tenha curvatura média

positiva em (M, g) para todo s > so. Como ¥ é uma compacta minima com bordo livre, segue
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pelo Teorema 1 de (WHITE, 2010) que ¥ N {|x| > so} = () e pelo Teorema 1.2 de (LI; ZHOU,
2021) que X N A{|z| > so} = 0. Assim V < 0 ou V' > 0 sobre {|z| > so}. |

Precisamos da seguinte defini¢do de horizonte.

Definicao 4.1.1 (EICHMAIR; KOERBER, 2023)) Dizemos que um semiespago assintotica-
mente plano (M™, g) possui um horizonte > C M, se Y. é uma hipersuperficie minima compacta

ndo vazia tal que:

* As componentes conexas de Y. ou sdo hipersuperficies com bordo livre ou sdo hipersuper-

ficies fechadas.

* M ndo contém outras hipersuperficies minimas com bordo livre ou minimas fechadas na

regido exterior M ., C M

* A hipersuperficie ( fechada ou com bordo livre) 3. é localmente minimizante de drea, se
n > 8 (Note que se 3 < n < 7,3 é minimizante de drea pelas duas condicoes anteriores,

veja (KOERBER, 2023, Lema 2.3)).

Com os resultados estabelecidos acima, podemos demonstrar o resultado principal da
secdo.

Demonstracao do Teorema 4.1.2: Como M € um semiespaco assintoticamente plano
e estdtico, temos que R, = 0 e H, = 0. Seja X um horizonte, que € uma hipersuperficie minima
compacta e localmente minimizante de drea. Suponha, por contradi¢do, que V' ndo se anula em ..
Pela Proposi¢do 4.1.1, existem uma vizinhanga U de > em M e existem hipersuperficies minimas
com bordo livre, o que contradiz o fato que M nado contém tais hipersuperficies compactas além
de Y. Portanto, V € nulo em ..

Supondo que V' seja limitado, entdo pela Proposi¢do 4.1.2, temos que V' > 0ou V' < 0
préximo ao infinito de M. Vamos considerar, sem perda de generalidade, que em um semifim
temos que V' > 0 préximo ao infinito. Tal condi¢do é mantida em todos os outros semifins, pois
caso contréario V' ~1(0) estaria no interior de M, a qual seria uma hipersuperficie minima com
bordo livre pela Proposi¢do 2.6.1, que € diferente de X.. Pra finalizar, pelo Teorema 2.3.1 temos

que V' > 0 no interior de M. |

4.2 SOBRE RIGIDEZ EM SEMIESPACOS ASSINTOTICAMENTE PLANOS E ESTATICOS

A proposi¢do a seguir relaciona o potencial estatico V' quando restrito a uma hipersuper-

ficie.
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Proposicao 4.2.1 Sejam (M"™,g) um semiespaco assintoticamente plano e estdtico com
V : M — R um potencial estdtico. Suponha que . é uma hipersuperficie compacta com bordo

livre com respeito a OM. Entdo V|2 satisfaz

ov 1 1
A2V+H§;8—N+(§ %—§|A2|2—K§;)V:0 em Z,
ov

%—0 em 0X.

Demonstracao:

(86)

Como (M, g) é um semiespago assintoticamente plano, R, = 0 e H;, = 0. Por outro lado,

sabemos que as equacdes (21) sdo equivalentes a

ViV =VRic, e AV =0 em M (87)

VI, =0 e 88—320 em OM. (88)

Além disso, em 0> N OM,

(VV,v) = (VsV, 1) + (VV, N) (N, v) .

Logo
A%
0=—=(VgV,
al/ < VvV, V> )
visto que, X € de bordo livre. Portanto os demais cdlculos seguem do Lema 1 de (MIAO, 2005b),
oV . oV
onde denotamos simplesmente por £ |
v

Lema 4.2.1 Sejam (M?, g) uma variedade Riemanniana con bordo OM nédo vazio e X C M
uma hipersuperficie compacta, CMC estdvel e com bordo livre com respeito a OM. Se ¥
minimiza drea no sentido de Plateau, entdo

/E[Ric (N, N) + |As|?] d02+/ I, (N, N) dogs < 4m(g + ),

ox

onde g € o género de 3. e y é o niimero de componentes conexas de 0.

Demonstracao: Procedendo como (NUNES, 2017), temos por (GABARD, 2006) que existe
uma aplicagc@o conforme

w:Y — D2
de grau no maximo g + ~, onde D? C R2. Como D? é conformemente equivalente ao hemisfério

unitdrio S% , podemos supor w = (wy, w2, ws) tal que

w:E—>Si.
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Além disso, temos que a energia de Dirichlet satisfaz

/ \Vw|? dos, < 47(g +7)
>

(veja por exemplo (NUNES, 2017)). Usando o difeomorfismo conforme, podemos supor que

/ w; doy, = 0 parat = 1,2, e como Y minimiza drea no sentido de Plateau, temos que
)

/ [Ric (N, N) + |Axg|*]w3 dos <0, (89)
%

onde w3 = 0 em 0.
Por outro lado, como por hipétese > € CMC estdvel, entao

2 2

/E[Ric (N,N) + \AE\Q}(wa) do, +/@Z 11, (N, N)(wa) dogs < é/z |Vw|? dos..

i=1 i=1

(90)
3
Somando (89) e (90), e usando o fato que Z w? = 1, obtemos
i=1
/ Ric (N, N) + |Ag|?] dos, + / I, (N, N) dogs < / IVl dos
% % b
< 4m(g+7).
[ |

Observacio 4.2.1 Seguindo os argumentos de (ALMARAZ et al., 2016), se (M™, g) é um semi-
espaco assintoticamente plano e V : M — R é um potencial estdtico, entdo V admite uma

expansdo assintotica dada por

V—1-—A L0, O

|:L.|n—2

para |x| suficientemente grande e A > 0 uma constante positiva.

Teorema 4.2.1 Sejam (M3, g) um semiespago assintoticamente plano e estdtico tal que

Y =9E C M éuma superficie suave e conexa com bordo livre com respeito a OM, onde F
1

€ um dominio suave e limitado em M. Suponha que Hy, = C' > 0 e Ky, > 102' Se> é CMC

estdvel e minimiza drea no sentido de Plateau, entdo

8
< —m
A<S8 CQIZ]mH(Z>’

onde A é uma constante positiva dada pela Observacdo 4.2.1 e my(X) é a massa de Hawking

modificada de Y. Vale a igualdade se, e somente se, (M, g) é isométrica a R3..
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Demonstracao:

Pela Proposicao 4.2.1 aplicado > = dE, temos que

1, 1, ., v
SHE — 2 l4sl )Ve 5 =0. (92)

ov

—H
“ON

—av e (

Sejap € X tal que V(p) = mzin V. Afirmamos que V'(p) > 0. Suponha, por contradi¢do,
que V(p) < 0. Como (M?, g) é um semiespago assintoticamente plano, entdo A,V = 0 e pela

expansao assintdtica de V, temos que lim V(x) = 1, logo V (p) = mj\}n V. Por um lado, pelo
Tr—00

oV oV
Lema de Hofp, N > () e como, por hipétese, Hy, > 0, obtemos que Hga—N > 0.

1 1
Por outro lado, como |Ax|* > §H2, entdo —§|A2|2 < _ZHQ’ assim

1 1 1 1

—HZ — —|As]? - Ky < -H: — —“H2 - K

9 b)) 2| E| 2_2 b)) 4 b)) b))
1
szHé—Kzso,

onde pela hipotese iHQE < Ky e AgV(p) > 0, pelo Principio da maximo. Entretanto pela
primeira equagdo (92), temos que Ax V' < 0, o que é uma contradi¢io. Portanto, mzin V > 0.De
forma analéga, podemos mostrar que rnzin V < 1. Assim temos que 0 < V' < 1 em M, a menos
que V' = 1, que segue pelo Principio do maximo.

Agora definindo, W = log V' pela Proposicdo 4.2.1 temos

ow 1
AEW+ |VZW|2+HZ aN Q(QKE —H%+ |A2|2) cm E,
93)
8_W =0 em 0X.
ov

Pela expansao assintética de V' temos que

ow 0V
—— dogt :/S+V 6—Nd080+0

. oV
= Tll)ril(} S+ V 8_N dO’S:r

=27 A,

onde A é uma constante positiva dada em (91). Como AW + |[VW |* = 0, pois AV = 0 em M,

segue que
ow
2 2doy = | —d 4
7T.A+/M|VW| O M E)N oy. (9)
Por (93), integrando em . , obtemos
/AEW d0'2+/|VgW|2 dO’g—FHE —dO‘g /Kg dUz—F /[‘A2‘2 Hg] dO‘g.
b b

(95)
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Por um lado, utilizando mais uma vez (93), temos que

/ AEW dO’g = a—W dO’aE =0. (96)
X o OV

Note que no lado direito de (95), precisamos calcular / Ky doy. Assim, pelo Teorema
>

de Gauss-Bonnet
/ Ky dos =27(2 —2g — ) — / k, doys, 97)
by )
onde k, € a curvatura geodésica de 9X. Pela hip6tese de bordo livre, temos que

H, = II,(N, N) + k,

(veja por exemplo (AMBROZIO, 2015b)). Temos, também, pelo fato de (M3, g) ser um semies-

paco assintoticamente plano e estatico que

Além disso, como estamos supondo V' > 0, entdo II,(N, N) = 0 pela equagdo (88). Logo

k, = 0. Segue pela equag@o (97), que

/ Ky dos, =27(2 — 29 — 7). (98)
>

Como, por hipétese, Ky, > 0, entdo por (98), obtemos 2 —2g — v > 0, isto &, 29 + v < 2.

Concluimos dai que g = 0 e v = 1. Novamente, por (98)

/ KZ dag = 27‘(’, (99)
by

e dai por (96) e (99),

1
/ |VsW|? dos, + Hg/ VW |? dos, + 27 AHy, = 27 + 5/ [|As|* — Hx] dos.
% M P

Segue do Lema 4.2.1 que

/[RIC(N,N)+|A2|2]d0'2+/ HQ(N,N)CZ052§47T.
b [0)>

Por (10)
1 1
Ric (N, N) + |As|? = 502 + 5\A2\2 — Ky,

onde Hy, = C. Assim

4 >

DO | —

1
/C2d02+—/’A2’2d(72—2ﬂ',
by 2 by
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o que implica

1 1
67T——/02 dO'Zz —/ ’A2|2 dO’E.
2 s 2Js

Portanto
/ |VsW|? dos + Hg/ VW |? doy + 27 AHy < 87 — / C? doy. (100)
) M b
Por outro lado, pela defini¢do da massa de Hawking modificada de 3. temos
2 (167T)% ~
8m — H dO’E = 1mH(E) (101)
D (2]%])2
Por (100) e (101)
L /\v W1|? dos, + H / VW2 dow | + A< 84— (S (102)
onC | Jy VTR B R TP e
e pela equacao (102)
8T
< ———my(2). 1
A<LS8 C2]Z]mH( ) (103)

Se vale aigualdade em (103), entdo todas as desigualdades tornam-se igualdades. Portanto

vale a igualdade em (102), resultando em
/ VW |? doy, + Hg/ VW |? doys = 0. (104)
b M

Isto implica que ambas as integrais sdo nulas, logo concluimos que W € constante em > e W
€ constante em M/ e portanto V' € uma constante. Pelas equagdes (87) e (88), temos que M €

Ricci-plana com bordo totalmente geodésico, logo isométrica a R?. |

Corolario 4.2.1 Seja (M, g) um semiespaco assintoticamente plano e estdtico tal que
Y =0E C M éuma superficie suave e com bordo livre, onde E C M é um dominio suave e
limitado. Suponha que (3, g|s) seja isométrica ao hemisfério coordenado unitdrio S%. C R?
e que Hy, = 2. Se Y. ¢é estdvel CMC e minimiza drea no sentido de Plateau, entdo (M?, g) é

isométrica a R3 \ B; (0).

Demonstracao: Pelo teorema anterior se vale a igualdade, entdo todas as desigualdades se

tornam igualdades. Em particular,

1 1
67T——/H2E dag:—/ |As|? dos,.
2 /s 2 Js

Pelas hipétese sobre (X, g|x), temos que

/ |A2|2 dO'E = 4.
P

Assim, provamos que ¥ é umbilica, logo Ay, = g|x. Portanto, pelo Teorema 4.2.1, concluimos

que V =1em M e, deste modo, o resultado segue. |
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4.3 RIGIDEZ EM VARIEDADES ASSINTOTICAMENTE PLANAS E ESTATICAS

Considere o espago de Schwarzschild tridimensional ([2m, +00) x S?, g), onde
9 —1
g = (1 — _m) dr? 4+ r’dose,
r

com m > 0 e dog2 é a métrica usual da esfera unitdria S%. Observe que V(1) = (1 — 2Tm> :
define um potencial estdtico em ([2m, +00) x S?, g). Definindo 3, = {r} x S? temos que é uma
superficie totalmente umbilica com curvatura média dada por %(7") O horizonte de eventos do
buraco negro ocorre em r = 2m, onde as coordenadas estéticas degeneram. E quando r = 3m,
Y3, € chamada esfera de fétons. Do ponto de vista fisico, a esfera de fétons no espaco de
Schwarzschild modela f6tons espiralando em torno de um buraco negro a uma distancia fixa.
Além disso, as esferas de fétons estdo relacionadas a existéncia de imagens relativisticas no
contexto de lentes gravitacionais. Para maiores detalhes recomendamos (CLAUDEL et al., 2001),
(JAHNS, 2019) e (YAZADIIEV, 2015) para obter mais informagdes sobre esferas de fétons.

O resultado devido a Cederbaum-Galloway (caso Riemanniano) (CEDERBAUM; GAL-

LOWAY, 2017) serd fundamental na demonstra¢ao do resultado dessa secao.

Teorema 4.3.1 Sejam (M?3,g) uma variedade Riemanniana suave assintoticamente plana e
estdtica com massa ADM m, com bordo conexo ndo vazio > eV : M — R seu potencial
estdtico. Suponha que 3. é uma esfera CMC totalmente umbilica com curvatura escalar ndo

) 3 ov )
negativa tal que Ry, = —H%, V e — sdo constantes em . e satisfazem

2 v
ov 4
25 = VHz e (THE)2 = 5,

by
onde r = || % Entdom > 0 e (M3, g) é isométrica a regido {r > 3m} exterior a esfera de

fotons no espago de Schwarzschild.

A ideia da demonstracio do resultado acima € baseado na prova por (BUNTING; ALAM,

1987b), na qual os autores duplicam a variedade (M3, g) assintoticamente plana e estatica ao
!

longo do bordo do buraco negro U 3; para obter uma nova variedade (M, §), que é suave,
i=1

exceto por um conjunto finito de superficies de colagem 3; € C'! e tem duas extremidades

assintoticamente planas. Em seguida, eles modificam conformemente a variedade (M 3.g) de

modo que a extremidade assintética original € tal que tem massa ADM nula, e a extremidade

duplicada pode ser compactificada para um tnico ponto. Por constru¢do, a nova variedade
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(M?, ) tem curvatura escalar nula, é geodésicamente completa e € assintoticamente plana com
massa ADM nula. Pela afirmacgdo de rigidez do Teorema de Massa Positiva (regularidade fraca),
devido a Bartnik, a variedade modificada conformemente (M3, g) deve ser isométrica ao espago
Euclidiano. Isto &, a variedade original (M3, g) é conformemente plana. Combinando isso com
as equagdes estéticas, segue-se que (R x M3, —V?2dt? + g) € necessariamente isométrico ao
espaco-tempo de Schwarzschild.

Dada uma variedade estatica compacto com bordo (M3, g) o seguinte resultado nos déd
uma estimativa de drea para uma componente conexa de 0 M, onde o potencial estitico ndo nulo

V' ndo muda de sinal.

Proposicio 4.3.1 (Proposicio 2.3 de (CRUZ; NUNES, 2023)) Sejam (M3, g) uma variedade
compacta e estdtica com bordo e V : M — R seu potencial estdtico. Seja >.o uma componente

conexa de OM e suponha que V # 0 em ¥y. Entdo

R 3
(S + 388, isal < 2nx(z)

onde Hy,, denota a curvatura média de >, com respeito ao normal unitdrio exterior v. Vale a
igualdade se, e somente se,

a) V é constante em X ;

2

R
b) ¥, tem curvatura Gaussiana Ky, = 7‘(] + ZH%O e Ric (v,v) = — 220 em Y.

Como consequéncia, temos

Corolario 4.3.1 (Corolario 2.4 de (CRUZ; NUNES, 2023)) Seja (M?, g) uma variedade com-
pacta e estdtica com bordo e com potencial estdtico V : M — R. Seja > uma componente

conexa de OM e suponha que V # 0 em ¥.

a) Se R, = 0, entdo Yy é um 2-toro totalmente geodésico ou uma 2-esfera totalmente

umbilica;
b) Se R, > 0, entdo Xy é uma 2-esfera totalmente umbilica.

Nosso préximo resultado nos diz que sob certas hipéteses na curvatura Gaussiana e

média, uma variedade compacta e estdtica € isométrica a um dominio préprio do Schwarzschild.

Teorema 4.3.2 Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana e estdtica com bordo Y. néo
3
vazio e com potencial estdatico V : M — R. Suponha que 0 < Ky, < ZHQZ Entédo (M3, g) é

om\ 1
isométrica a ([3m, +00) X S?, g), com g = (1 - _m) dr? + r*doge.
r
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Demonstracao: Sendo ()M, g) assintoticamente plana e estatica, segue que R, = 0. Pela Propo-

sicdo 4.3.1, temos

3
THE] < 2mx(2), (105)

Por outro lado, integrando em 3., pelo Teorema de Gauss-Bonnet e pela hipdtese, obtemos

2x(2) = / Ky, dos,
=

Sé/Hé (106)
1)y

3

Portanto por (105) e (106), segue a igualdade. Logo novamente pela Proposi¢do 4.3.1, temos

3 ov 1 19)%
que V' é constante em X e Ky = ZH% Além disso, como e = §HEV, concluimos que Em
v v

€ constante em .. Pelo Corolario 4.3.1, temos que > € uma esfera totalmente umbilica. Como

Ry = 2Ky, entdo

3., OV 1 , 4
SHs 5~ =3 =V, (rHx) 3

visto que > € uma esfera. Entdo pelo Teorema 4.3.1, segue o resultado. |

Ry,
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