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RESUMO

Na primeira parte deste trabalho de tese, estudamos uma desigualdade do tipo massa-capacidade
aplicada a semiespaços tridimensionais assintoticamente planos, que são completos, suaves e com
curvatura escalar não negativa e bordo médio convexo. No caso de igualdade, provamos que a
variedade é isométrica ao semiespaço Schwarzschild. Na segunda parte, estudamos as variedades
estáticas com bordo, onde destacamos que os potenciais estáticos dessas variedades não alteram o
sinal, desde que sejam limitados e se anulem no horizonte. Além disso, deduzimos uma estimativa
que relaciona a expansão assintótica e a massa de Hawking modificada. Ocorrendo a igualdade, a
variedade é isométrica ao R3

+. Por fim, numa releitura de um resultado de Galloway-Cederbaum
(CEDERBAUM; GALLOWAY, 2017), que trata de esferas de fótons, e, sob determinadas
hipóteses nas curvaturas Gaussiana e média, demonstramos um resultado no qual uma variedade

compacta e estática é isométrica a ([3m,+∞)× S2, g), onde g =
(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dσS2 .

Palavras-chave: Fluxo do Inverso da Curvatura Média com Bordo; Capacidade; Variedades
Estáticas com Bordo; Estabilidade; CMC.



ABSTRACT

In the first part of this thesis, we explored a mass-capacity type inequality applied to three-
dimensional asymptotically flat half-spaces that are complete, smooth, and have non-negative
scalar curvature, along with a convex mean boundary. In the case of equality in this inequality,
we demonstrated that the manifold is isometric to the Schwarzschild half-space. In the second
part, our focus shifted to static manifolds with boundary, emphasizing that the static potentials
of these manifolds do not change sign, provided they are bounded and vanish at the horizon.
Additionally, we derived an estimate linking the asymptotic expansion and the modified Hawking
mass. In the case of equality, the manifold is isometric to R3

+. Finally, in a reinterpretation of
a result by Galloway-Cederbaum (CEDERBAUM; GALLOWAY, 2017) concerning photon
spheres, and under certain assumptions on the Gaussian and mean curvatures, we demonstrated
a result in which a compact and static manifold is isometric to ([3m,+∞) × S2, g), where

g =

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dσS2 .

Keywords: Inverse Mean Curvature Flow with Boundary; Capacity; Statics Manifolds with
Boundary; Stability; CMC.
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1 INTRODUÇÃO

O estudo das desigualdades entre quantidades locais e globais tem suscitado considerável

interesse, e entre essas desigualdades destaca-se a desigualdade de Penrose. Um exemplo notável

é a versão Riemanniana desta desigualdade para variedades tridimensionais, a qual foi provada

por Huisken e Ilmanen (HUISKEN; ILMANEN, 2001). Eles utilizaram o fluxo do inverso da

curvatura média (FICM) para estabelecer a prova no caso de horizontes conexos. Bray (BRAY,

2001) também contribuiu ao demonstrar essa desigualdade por meio de um fluxo conforme

da métrica. Neste contexto ele emprega desigualdades de massa-capacidade para validar a

monotonicidade da massa ADM ao longo do fluxo conforme.

Na demonstração da desigualdade massa-capacidade, Bray empregou o Teorema da

Massa Positiva e uma adaptação do argumento de reflexão de (BUNTING; ALAM, 1987a).

Posteriormente, Bray e Lee (BRAY; LEE, 2009), também baseando-se no Teorema da Massa

Positiva e utilizando um argumento de reflexão que implicitamente envolve uma desigualdade

massa-capacidade, conseguiram estabelecer a desigualdade de Penrose Riemanniana para dimen-

são menor que 8. No entanto, no caso de bordo conexo, apenas para dimensão 3, Bray e Miao

(BRAY; MIAO, 2008) recorreram ao FICM para demonstrar uma desigualdade massa-capacidade

beneficiando da monotonicidade da massa de Hawking ao longo do FICM em vez do Teorema

da Massa Positiva.

Teorema 1.0.1 ((BRAY; MIAO, 2008)) Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana

suave e completa com curvatura escalar não negativa e com bordo suave e conexo. Suponha que

(M3, g) é difeomorfa a R3 \ Ω, onde Ω é um domínio limitado. Então

cap (Σ, g) ≤
(
|Σ|
16π

) 1
2
(
1 +

√
1

16π

∫
Σ

H2 dσ

)
,

onde cap (Σ, g), |Σ| e H denotam a capacidade, a área e a curvatura média de Σ, respectiva-

mente. Vale a igualdade se, e somente se, (M3, g) é isométrica a variedade de Schwarzschild

espacial.

Note que existe uma formulação geral da definição de capacidade, veja por exemplo

(GRIGOR’YAN, 1999).

Utilizando argumentos clássicos e técnicas aplicavéis a dimensões escolhidas, Freire e

Schwartz (FREIRE; SCHWARTZ, 2014) demostraram a desigualdade massa-capacidade para

variedades conformemente planas com bordo. Posteriormente, Xiao (XIAO, 2016), ao introduzir
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a capacidade p-harmônica para p ∈ (1, 3), estabeleceu uma desigualdade entre a capacidade

p-harmônica e a área de uma variedade assintoticamente plana tridimensional com curvatura

escalar não negativa.

Na primeira parte dessa tese, apresentamos um resultado do tipo massa-capacidade

aplicado a semiespaços assintoticamente planos. Antes de estabelecermos nosso resultado, é

crucial relembrar algumas definições. Seja (M3, g) um semiespaço assintoticamente plano

completo e considere E um domínio suave e limitado em M tal que Σ = ∂̃E intersecta ∂M

transversalmente. A capacidade de Σ é definida por

cap (Σ, g) = inf
φ

{
1

2π

∫
M

|∇φ|2 dv
}
, (1)

onde o ínfimo é tomado sobre todas as funções suaves φ : M −→ R tais que φ|Σ = 0 e

lim
x→∞

φ(x) = 1.

Seja Σ uma superfície compacta e conexa. Dizemos que Σ tem bordo livre se ∂Σ ̸= ∅,

Σ ∩ ∂M = ∂Σ e Σ intersecta ∂M ortogonalmente. Dizemos que Σ é fechada, se é compacta

sem bordo. Um subconjunto conexo e não compacto Mext ⊂ M é dito uma região exterior se

∂̃Mext consistir de superfícies mínimas de bordo livre e mínimas fechadas, e se Mext não contém

outras superfícies mínimas de bordo livre ou mínimas fechadas.

Apresentaremos uma versão do Teorema de Bray e Miao [Teorema 2, (BRAY; MIAO,

2008)] para semiespaços assintoticamente planos, empregando o fluxo do inverso fraco da

curvatura média com bordo livre, conforme proposto por Marquardt (MARQUARDT, 2017).

Teorema 1.0.2 (Teorema 3.2.1) Seja (M3, g) um semiespaço assintoticamente plano, completo,

suave com Rg ≥ 0 e Hg ≥ 0. Seja Mext ⊂ M uma região exterior e suponha que Σ é uma

componente conexa de ∂̃Mext com bordo livre. Então

cap (Σ, g) ≤
(
|Σ|
8π

) 1
2
(
1 +

√
1

8π

∫
Σ

H2 dg

)
, (2)

onde H e |Σ| denotam a curvatura média e a área de Σ, respectivamente. Além disso, vale a

igualdade se, e somente se, (Mext, g) é isométrico ao semiespaço Schwarzschild.

A estratégia da prova do teorema acima baseia-se na aplicação do fluxo do inverso da

curvatura média com bordo proposto por Marquardt (MARQUARDT, 2017). Nesse contexto,

fazemos uso da monotonicidade da massa de Hawking modificada, dada por

m̃H(Σ) =
(2|Σ|) 1

2

(16π)
3
2

(
8π −

∫
Σ

H2 dσ

)
,
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onde Σ é uma superfície em M .

Na segunda parte da tese, exploraremos as variedades estáticas com bordo que são

variedades Riemannianas associadas a existência de uma função suave não trivial V :M −→ R,

denominada potencial estático, que satisfazem as equações∇2
gV − (∆gV )g − V Ricg = 0 em M,

∂V

∂ν
g − VΠg = 0 em ∂M,

(3)

onde ν é o normal unitário exterior a ∂M , Πg é a segunda forma fundamental de ∂M com

respeito a ν, ∇2
g, ∆g e Ricg denotam o Hessiano, o Laplaciano e a curvatura de Ricci de g,

respectivamente.

As equações em (3) surgem de maneira intrínseca no problema de prescrição de curvatura

e no contexto da Relatividade Geral, visto que tal equação está diretamente associada a espaços-

tempo estáticos. Do ponto de vista físico, um espaço-tempo estático é uma variedade Lorentziana

(M̂n+1, ĝ) com assinatura (−,+, . . . ,+) que atende à equação de campo de Einstein

Ricĝ −
1

2
Rĝĝ + Λ̂ĝ = 0, (4)

onde Λ̂ ∈ R é uma constante cosmológica.

A primeira solução da equação de campo de Einstein (4) (com Λ̂ = 0) foi obtida por

Schwarzschild em 1916, apresentando a métrica

ds2 = −
(
1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dσ2

em coordenadas esféricas. Note que a singularidade ocorre em r = 2m , e além disso a

métrica pode ser estendida para R× (R3 \ {0}). Observe também que o espaço-tempo contém

o primeiro exemplo de uma singularidade de buraco negro (r = 0), logo o espaço-tempo é

esfericamente simétrico e a fatia t = 0 é uma métrica Riemanniana em R3 \ {0} que é uma

solução temporalmente simétrica para as restrições do vácuo. Note também que essa fatia do

espaço-tempo de Schwarzschild é, de fato, uma variedade Riemanniana completa e quando r = 0

a métrica é assintoticamente plana.

Ao calcular o traço em (4), podemos observar que a curvatura escalar Rĝ é constante, e a

equação (4) pode ser reescrita como

Ricĝ = Λĝ, Λ =
2

n− 1
Λ̂. (5)

Podemos assumir que Λ = ϵn, onde ϵ = 0,±1. Segue de (ALMARAZ; LIMA, 2022) que se

X for um campo de Killing não nulo em M̂ e sua distribuição não for integrável, podemos
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considerar M̂ como um espaço-tempo estático. Nesse caso, considerando M ↪→ M̂ , podemos

expressar a métrica Riemanniana g, da seguinte maneira

ĝ = −V 2dt2 + g, V =
√
ĝ(X,X). (6)

Portanto, a equação de Einstein (5) pode ser escrita como

∇2
gV + ΛV g − V Ricg = 0, ∆gV + ΛV = 0. (7)

Se (M, g) possuir um bordo Σ (possivelmente não compacto), é fisicamente natural associar a

(7) às seguintes equações de bordo Πg − λḡ = 0,
∂V

∂ν
− λV = 0,

(8)

onde λ ∈ R, Πg é a segunda forma fundamental de Σ com relação ao normal unitário exterior ν,

e ḡ é a restrição de g a Σ.

Observa-se que ĝ satisfaz a equação (4) se, e somente se, é um ponto crítico do funcional

de Einstein-Hilbert

ĝ 7→
∫
M̂

(Rĝ − 2Λ̂) dσM̂

definido no espaço de todas as métricas Lorentzianas em M̂n+1. Se M̂ possuir uma fronteira não

vazia ∂M̂ , consideramos o funcional

F : ĝ 7→
∫
M̂

(Rĝ − 2Λ̂) dσM̂ + 2

∫
∂M̂

(Hĝ − λ̂) dσ∂M̂ ,

onde ĝ é tomada sobre o espaço de todas as métricas Lorentzianas em M̂ com respeito a ∂M̂ , e

Hĝ é a curvatura média de ∂M̂ . Portanto, a métrica crítica de F são soluções da equação (4) que

satisfazem as condições de contorno

Πḡ = λĝ|∂M̂ , λ =
1

n− 1
λ̂.

Assim, se X é um campo de Killing em M̂ , tangente a ∂M̂ e com uma distribuição ortogonal

integrável, podemos escrever ĝ na forma (6). Portanto, (M, g) com fronteira não vazia Σ =

∂M = ∂M̂ ∩M satisfaz as equações (7) e (8).

Para o caso em (7) com Λ = 0, a combinação das contribuições de (CORVINO, 2000),

(GALLOWAY; MIAO, 2017) e (CARLOTTO et al., 2016a) levam ao teorema a seguir formulado

por Huang-Martin-Miao (HUANG et al., 2018), que não apenas fornece outra demonstração da

rigidez do Teorema da Massa Positiva para variedades assintoticamente planas com horizonte em
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dimensão 3, mas também afirma que, se uma variedade possui horizonte Σ (isto é, Σ é vazio ou

é a união disjunta de hipersuperfícies mínimas fechadas, M não contém outras hipersuperfícies

mínimas fechadas e Σ é localmente minimizante de área para n ≥ 8), então seus potenciais

estáticos (quando existem) se anulam no bordo. Vale notar que o teorema mencionado está

relacionado com a unicidade de buracos negros estáticos.

Teorema 1.0.3 (HUANG et al., 2018) Dado n ≥ 3, seja (M, g) uma variedade assintoticamente

plana com horizonte. Suponha que (M, g) admite um potencial estático V solução de

∇2
gV − (∆gV )g − V Ricg = 0.

Então V ≡ 0 em Σ. Como consequência temos que se V é limitado, então V > 0 ou V < 0 em

todo interior de M .

Uma pergunta natural que surge é se o resultado anterior é válido no caso de uma

variedade possuir um bordo não compacto. A resposta é sim; ou seja, os potenciais estáticos em

um semiespaço assintoticamente plano e estático se anulam em seu horizonte e mantêm um sinal

definido em seu interior, contanto que esses potenciais estáticos sejam limitados. Temos então

nosso resultado:

Teorema 1.0.4 (Teorema 4.1.2) Seja (Mn, g) um semiespaço assintoticamente plano com hori-

zonte Σ. Suponha que existe uma função suave V :M → R tal que∇2
gV − (∆gV )g − V Ricg = 0 em M,

∂V

∂ν
g − VΠg = 0 em ∂M.

Então V ≡ 0 em Σ. Além disso, se V é limitado, então V > 0 ou V < 0 no interior de M .

Motivado pela definição de massa de Bartnik, Miao (MIAO, 2005a) provou que se

(M3, g) é uma variedade assintoticamente plana com bordo compacto Σ que é CMC estável,

então a massa ADM de M é limitada em termos da curvatura média e da massa de Hawking de Σ.

Nosso próximo resultado estabelece que o resultado acima é válido para o caso de semiespaços

assintoticamente planos, mas nesse caso com a limitação sobre uma constante que vêm da

expansão assintótica do potencial estático V que satisfaz as equações (3).

Teorema 1.0.5 (Teorema 4.2.1) Sejam (M3, g) um semiespaço assintoticamente plano e está-

tico tal que Σ = ∂̃E ⊂ M é uma superfície suave e conexa com bordo livre com respeito a

∂M , onde E é um domínio suave e limitado em M . Suponha que a curvatura média é constante
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HΣ = C > 0 e a curvatura Gaussiana de Σ satisfaz KΣ ≥ 1

4
C2. Se Σ é CMC estável e minimiza

área no sentido de Plateau, então

A ≤ 8

√
8π

C2|Σ|
m̃H(Σ),

onde V admite uma expansão assintótica dada por

V = 1− A
|x|

+O(|x|−2), (9)

para |x| suficientemente grande, A é uma constante e m̃H(Σ) é a massa de Hawking modificada

de Σ. Vale a igualdade se, e somente se, (M, g) é isométrica a R3
+.

Considere o espaço tridimensional de Schwarzschild ([2m,+∞)× S2, g), onde

g =

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dσS2 ,

com m > 0 e dσS2 representando a métrica usual da esfera unitária S2. Nestas coordenadas, o

horizonte de eventos é descrito pelo cilindro R× S2
2m = {r = 2m}. A subvariedade R× S2

3m =

{r = 3m} é denominada esfera de fótons, desempenhando um papel relevante no estudo de

questões de estabilidade dinâmica no contexto das equações de Einstein.

Em (CEDERBAUM; GALLOWAY, 2017), Cederbaum e Galloway mostraram que se

um espaço-tempo possui uma esfera de fótons, então m > 0 e ele é isométrico à região exterior à

esfera de fótons no espaço de Schwarzschild.

Fazendo uma releitura do resultado acima para o caso Riemanniano, podemos provar o

seguinte resultado:

Teorema 1.0.6 (Teorema 4.3.1) Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana e estática

com bordo Σ não vazio e com potencial estático V :M −→ R. Suponha que 0 < KΣ ≤ 3

4
H2

Σ.

Então (M3, g) é isométrica a ([3m,+∞)× S2, g), onde g =
(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dσS2 .

Esta tese é organizada da seguinte forma: No Capítulo 2 apresentaremos algumas defini-

ções e resultados que são de fundamental importância para os demais capítulos. No Capítulo 3,

obtemos estimativas para a capacidade e resultados de rigidez em semiespaços assintoticamente

planos, nos quais, tanto a curvatura escalar quanto a curvatura média do bordo são não negativa.

No Capítulo 4, apresentaremos resultados de rigidez referentes a variedades estáticas com bordo.
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2 PRELIMINARES

Neste capítulo, fixaremos a terminologia e a notação a serem usadas, bem como apresen-

taremos algumas definições e resultados básicos para a compreensão do trabalho.

2.1 CONCEITOS

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n com bordo ∂M não vazio e

conexão de Levi-Civita ∇ tal que contenha uma hipersuperfície compacta propriamente imersa

i : Σ −→M , isto é, i(Σ) ∩ ∂M = i(∂Σ).

Denotaremos por R a curvatura de Riemann de M dada por

R (X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

onde X, Y, Z ∈ X(M) e [·, ·] é o colchete de Lie. Aqui X(M) denotará o espaço dos campos

vetoriais suaves em M . Também definimos

R (X, Y, Z,W ) = g(R (X, Y )W,Z),

para X, Y, Z,W ∈ X(M).

Definimos a curvatura de Ricci de (M, g) em p ∈ M na direção de v ∈ TpM , com

|v| = 1, representada por Ricp (v, v), como sendo

Ricp (v, v) =
n−1∑
i=1

Rp (v, ei, v, ei),

onde {e1, · · · , en−1, v} ⊂ TpM é uma base ortonormal.

A curvatura escalar de (M, g) em p ∈M , denotado por Rg, é definido como sendo

Rg =
n∑

i=1

Ricp (ei, ei),

sendo {e1, · · · , en−1, en} ⊂ TpM uma base ortonormal.

Seja Σ uma hipersuperfície em M . Denotaremos a conexão induzida em Σ como

∇Σ
XY = (∇XY )T ,

onde (·)T é a projeção de um vetor no espaço tangente de Σ. A segunda forma fundamental A de

Σ é dada por

Ap (X, Y ) = (∇XY )⊥,
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para todos X, Y ∈ TpΣ, onde (·)⊥ denota o complemento ortogonal a TΣ com respeito a métrica

g.

O vetor curvatura média de Σ em um ponto p ∈ Σ, denotado por
→
H (p), é definido por

→
H (p) =

n−1∑
i=1

Ap (ei, ei),

tal que {e1, · · · , en−1} ⊂ TpΣ é uma base ortonormal com respeito a métrica induzida.

Seja N um campo normal unitário exterior ao longo de Σ em um ponto p ∈ Σ. A

curvatura média de Σ em p com respeito a N é definida por

H (p) =
〈→

H (p), N(p)
〉
.

Dizemos que Σ é uma hipersuperfície CMC quando possui curvatura média constante. No

caso particular em que H ≡ 0, dizemos que Σ é uma hipersuperfície mínima. Uma hipersuperfície

mínima Σ tem bordo livre se ∂Σ ̸= ∅, Σ ∩ ∂M = ∂Σ e Σ intercepta ∂M ortogonalmente. E

dizemos que Σ é fechada se ∂Σ = ∅ e Σ ∩ ∂M = ∅.

Sejam X, Y, Z,W ∈ X(Σ), a equação abaixo expressa a relação entre a curvatura do

ambiente e sua hipersuperfície Σ

Proposição 2.1.1 (Equação de Gauss) Dado p ∈M , temos

Rp (X, Y, Z,W ) = (RΣ)p(X, Y, Z,W )− ⟨Ap (X,W ),Ap (Y, Z)⟩+ ⟨Ap (X,Z),Ap (Y,W )⟩ .

Para demonstração veja (CAMINHA, 2014).

A equação de Gauss implica que

RΣ = Rg − 2Ric (N,N) + H2 − |A|2, (10)

onde RΣ denota a curvatura escalar de Σ.

2.2 PRIMEIRA E SEGUNDA VARIAÇÃO DA ÁREA

Dada uma hipersuperfície Σ em (M, g), denotaremos por |Σ| sua área. Uma variação

admissível de Σ é uma aplicação suave f : (−ϵ, ϵ) × Σ −→ M tal que ft : Σ −→ M é uma

imersão própria em (M, g) para todo t ∈ (−ϵ, ϵ) e f0(Σ) = Σ. Denotaremos por {Σt := ft(Σ)}

uma variação de Σ. O campo variacional V =
∂f

∂t
pode ser decomposto em suas partes normal e

tangente em Σ como sendo

V = V T + ρN,
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onde ρ é chamada de função lapso definida em Σ por ρ = g(V,N).

É importante estudar as variações da área, visto que seus pontos críticos são forte

candidatos a serem localmente minimizantes, assim temos

Proposição 2.2.1 (Primeira Variação da Área (AMBROZIO, 2015a)) Temos

d

dt
|Σ|

∣∣∣
t=0

= −
∫
Σ

Hρ dσΣ +

∫
∂Σ

g(ν, V ) dσ∂Σ,

onde ν é o vetor conormal unitário exterior a ∂Σ em Σ, dσΣ e dσ∂Σ são os elementos de área de

Σ e ∂Σ, respectivamente.

É possível mostrar usando a Proposição 2.2.1 que Σ é ponto crítico do funcional área em

variações admissíveis se, e somente se, Σ é mínima e com bordo livre.

Para o que segue, definimos o operador

LΣ = ∆Σ + Ric(N,N) + |A|2,

a qual é chamado de operador de Jacobi de Σ, onde ∆Σ denota o operador de Laplace-Beltrami

de Σ. Veja que este operador é um operador diferencial de segunda ordem.

Proposição 2.2.2 (Segunda Variação da Área (AMBROZIO, 2015a)) Suponha que Σ seja

mínima com bordo livre. Então

d2

dt2
|Σt|

∣∣∣
t=0

= −
∫
Σ

LΣ(ρ)ρ dσΣ +

∫
∂Σ

(
∂ρ

∂ν
− Πg(N,N)ρ

)
ρ dσ∂Σ

=

∫
Σ

[|∇Σρ|2 − (Ric(N,N) + |A|2)ρ2] dσΣ −
∫
∂Σ

Πg(N,N)ρ2 dσ∂Σ,

onde Πg é a segunda forma fundamental de ∂M .

Dada uma hipersuperfície mínima com bordo livre Σ em (M, g), podemos naturalmente

associar a segunda variação de área com a seguinte forma quadrática Q em C∞(M):

Q(ϕ, ψ) = −
∫
Σ

LΣ(ϕ)ψ dσΣ +

∫
∂Σ

(
∂ϕ

∂ν
− Πg(N,N)ϕ

)
ψ dσ∂Σ.

Definição 2.2.1 Uma hipersuperfície mínima com bordo livre Σ em (M, g) é dita estável com

bordo livre se, e somente se, Q(ϕ, ϕ) ≥ 0, para todo ϕ ∈ C∞(Σ). Caso contrário, dizemos que

Σ é instável.

Definição 2.2.2 Dizemos que uma hipersuperfície CMC com bordo livre Σ em (M, g) é estável

CMC se Q(ϕ, ϕ) ≥ 0, para toda ϕ ∈ C∞(M) tal que∫
Σ

ϕ dσΣ = 0.
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Definição 2.2.3 Dizemos que uma hipersuperfície compacta Σ é minimizante de área se ela

tiver o menor volume entre todas as hipersuperfícies propriamente imersa em uma vizinhança

de Σ, isto equivale a dizer que Σ é mínima com bordo livre e estável.

Definição 2.2.4 Dizemos que uma hipersuperfície Σ com bordo livre em (M, g) é minimizante

de área no sentido de Plateau se Q(ϕ, ϕ) ≥ 0, para toda ϕ ∈ C∞(M) tal que ϕ = 0 em ∂Σ.

2.3 PRINCÍPIO DO MÁXIMO

Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado. Consideremos o seguinte operador diferencial linear

L de segunda ordem e o operador diferencial B de primeira ordem dados por

L =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂

∂xi
+ c em Ω e B =

n∑
i=1

di
∂

∂xi
+ γ em ∂Ω.

Consideremos o problema {
Lu = f em Ω

Bu = g em ∂Ω,
(11)

onde f ∈ C(Ω) e g ∈ C(∂Ω).

Assuma que (11) é eliptíco,
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ |ξ|2, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ Rn e
n∑

i=1

di(x)νi(x) ≥ 1, ∀x ∈ ∂Ω,

onde ν é a normal interior de ∂Ω.

Suponhamos que (11) é localmente solúvel, isto é, para cada y ∈ Ω̄, existe um aberto

relativo W ⊂ Ω contendo y tal que para qualquer h ∈ C(W̄ ), existe uma (única) solução

v ∈ C2(W ) ∩ C(W ) do problema
Lv = f em W ∩ Ω,

Bv = g em W ∩ ∂Ω,
v = h em ∂W ∩ Ω.

Teorema 2.3.1 (Princípio do Máximo) Sejam Ω ⊂ Rn um domínio limitado e L,M opera-

dores diferenciais dados acima tais que c(x) ≤ 0 em Ω e γ ≤ −γ0 em ∂Ω. Suponha que

u, v ∈ C2(W ) ∩ C(W̄ ) satisfaçam
Lu = Lv em W ∩ Ω,

Bu = Bv em W ∩ ∂Ω,
u ≥ v em ∂W ∩ Ω,

então u ≡ v em W ou u > v em W .

Demonstração: Veja Propriedade (3b) de (LIEBERMAN, 1985).
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2.4 SEMIESPAÇOS ASSINTOTICAMENTE PLANOS

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana com bordo não compacto ∂M e dimensão

n ≥ 3. Sejam Rn
+ = {x ∈ Rn;xn ≥ 0} e B̄+

1 (0) = {x ∈ Rn
+; |x| ≤ 1}.

Definição 2.4.1 ((ALMARAZ et al., 2016)) Dizemos que (Mn, g) é um semiespaço assintoti-

camente plano1 se existem um número τ > 0, um conjunto compacto K ⊂Mn e um difeomor-

fismo ψ :Mn \K −→ Rn
+ \ B̄+

1 (0) tais que vale a seguinte expansão assintótica

|gij(x)− δij|+ r|gij,k(x)|+ r2|gij,kl(x)| = O(r−τ ) para r → ∞ (12)

onde x = (x1, x2, . . . , xn) é um sistema de coordenadas induzido por ψ, r = |x|, gij são os

coeficientes de g com respeito a x, a vírgula indica derivada parcial. Neste caso dizemos que

M \K é chamado de semifim de M .

É importante mencionar que o estudos dos semiespaços assintoticamente planos foram

iniciados por Escobar (ESCOBAR, 1992) para estudar o Problema de Yamabe para variedades

Riemannianas compactas com bordo.

Exemplo 2.4.1 O exemplo mais simples de um semiespaço assintoticamente plano é o Rn
+

dotado da métrica euclidiana.

Exemplo 2.4.2 Outro exemplo importante de semiespaço assintoticamente plano é o semiespaço

Schwarzschild que é o conjunto M = {x ∈ Rn
+; |x| ≥ (m

2
)

4
n−2} dotado da seguinte métrica

conforme

g =

(
1 +

m

2
|x|2−n

) 4
n−2

δ,

onde δ é a métrica plana e m > 0 é uma constante positiva. Equivalentemente, M pode ser visto

como o dobro de [r0,∞)× Sn−1
+ ao longo de {r0} × Sn−1

+ com a seguinte métrica:

g =
1

1− 2mr2−n
dr2 + r2dσ2

Sn−1
+

(13)

onde dσSn−1
+

é a métrica canônica do hemisfério unitário Sn−1
+ .

Observamos que é possível mostrar que o semiespaço Schwarzschild é escalar-plano com

bordo mínimo. Além disso, podemos mostrar que essa constante m se relaciona com a massa,

cuja definição vem a seguir.
1 Tais semiespaços assintoticamente planos são também chamados variedades assintoticamente planas com bordo

não compacto.
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Em (ALMARAZ et al., 2016), Almaraz, Barbosa e de Lima associaram os semiespaços

assintoticamente planos a um invariante da geometria assintótica denominado de massa, cuja

definição, atribuida à F. C. Marques, é dada por

m̃ =
1

2(n− 1)ωn−1

lim
r→∞

{∫
Sn−1
r,+

(gij,j − gjj,i) µ
idSn−1

r,+ +

∫
Sn−2
r

gαnν
α dSn−2

r

}
, (14)

onde Sn−1
r,+ ⊂M é um hemisfério coordenado de raio r com normal unitário exterior µ e ν é o

conormal unitário que aponta para fora em Sn−2
r = ∂Sn−1

r,+ , orientado como o bordo da região

limitada por Σr ⊂ ∂M . Eles mostraram que m̃ é um invariante geométrico bem definido se

τ >
n− 2

2
, a curvatura escalar Rg e a curvatura média Hg são integráveis.

Exemplo 2.4.3 No Exemplo 2.4.2, definimos o semiespaço Schwarzschild e é possível mostrar

que a massa m̃ é a metade da massa ADM m do espaço de Schwarzschild. De fato, em um

sistemas de coordenadas onde gαn = 0 ao longo de ∂M em uma região assintótica, a expressão

(14) simplifica para

m̃ =
1

16π
lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

(gij,j − gjj,i) µ
idSn−1

r,+ .

Usando a expressão da métrica g =
(
1 +

m̃

2
|x|2−n

) 4
n−2

δ, temos através de um cálculo direto

que 2m̃ = m. Uma outra maneira de mostrar tal fato seria notando que a área do horizonte

é dada por |Σ| = 8πm2, já que o raio inicial é igual r = 2m. Por outro lado, seguiria da

igualdade na desigualdade de Penrose, provada em (KOERBER, 2023), que |Σ| = 32πm̃2.

Teorema 2.4.1 ((ALMARAZ et al., 2016)) Se (Mn, g) é um semiespaço assintoticamente plano

com 3 ≤ n ≤ 7, onde τ > n−2
2

, tais que Rg,Hg ≥ 0, então m̃ ≥ 0, com a igualdade ocorrendo

se, e somente se, (M, g) é isométrica a (Rn
+, δ).

Como consequência, eles obtiveram o seguinte teorema de rigidez para o hemisfério

Euclidiano:

Corolário 2.4.1 ((ALMARAZ et al., 2016)) Seja (M, g) como no Teorema 2.4.1 e suponha

que existe um compacto Ω ⊂M tal que (M \Ω, g) é isométrico a (Rn
+ \ B̄+

1 (0), δ). Então (M, g)

é isométrica a (Rn
+, δ).

O Teorema 2.4.1 foi motivado pelo Teorema da Massa Positiva, o qual desempenha um

papel fundamental na geometria diferencial moderna. Provado inicialmente por Schoen e Yau

(SCHOEN; YAU, 1979) usando a técnica de superfícies mínimas, esse resultado estabelece

que, se uma variedade de dimensão 3 ≤ n ≤ 7 é assintoticamente plana (consulte (BARTNIK,
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1986) para uma definição precisa) e possui curvatura escalar não negativa, então a massa ADM

é não-negativa, com igualdade somente no caso do espaço Euclidiano. Posteriormente, Witten

(WITTEN, 1981) deu uma prova alternativa usando spinors e a equação de Dirac. Além disso,

existem artigos que afirmam que este resultado vale para qualquer dimensão.

Definição 2.4.1 Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M . Dado U ⊂ M ,

chamamos ∂̃U = ∂U \ ∂M o bordo interior de U e ∂̂U = ∂U ∩ ∂M o bordo exterior de U

(veja Figura 1).

Figura 1 – Bordo interior e Bordo exterior.

Definição 2.4.2 ((KOERBER, 2023)) Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana completa com

bordo não compacto ∂M . Dizemos queMext ⊂M é uma região exterior seMext é não compacto

e conexo, ∂̃Mext consiste de superfícies mínimas fechadas ou mínimas com bordo livre e e se

não existem outras superfícies mínimas com bordo livre ou mínimas fechadas em Mext.

O próximo resultado nos diz a respeito sobre a topologia de uma região exterior, ou

seja, que a região exterior é simplesmente conexa e possui bordo conexo. Seja K1 o fecho da

união de todas as superfícies mínimas fechadas e superfícies com bordo livre imersas e suaves.

Observe que K1 é compacta, pois próxima ao infinito é folheada por hemisférios estritamente

médio convexos que intersectam ∂M transversalmente. Seja K definida como sendo a união
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de K1 e todas as componentes de M \K1. Observe novamente que K é compacto. Seja M ′ o

completamento da métrica da componente de M \K, onde K é um conjunto compacto.

Proposição 2.4.1 (Lema 2.3 de (KOERBER, 2023)) Seja (M3, g) um semiespaço assintotica-

mente plano de curvatura escalar não negativa e bordo médio convexo e conexo. Então,

i) M ′ é uma região exterior, o qual denotaremos por Mext;

ii) ∂̃Mext consiste de um número finito de discos mínimos com bordo livre e esferas mínimas

fechadas;

iii) Mext é simplesmente conexo, não contém nenhuma outra superfície mínima imersa (bordo

livre ou fechada) e possui a topologia de um semiespaço com um número finito de bolas

sólidas removidas;

iv) as componentes fechadas de ∂̃Mext minimizam a área em sua classe de homologia en-

quanto que as componentes com bordo livre minimizam a área em sua classe de homotopia

de sua curva de bordo com respeito a ∂̃Mext.

2.5 FLUXO DO INVERSO DA CURVATURA MÉDIA PARA HIPERSUPERFÍCIES COM

BORDO

No contexto fechado, o fluxo do inverso da curvatura média (FICM) foi introduzido por

Geroch (GEROCH, 1973) e Jang e Wald (JANG; WALD, 1977) como uma abordagem para

provar o Teorema da Massa Positiva. Geroch demonstrou que, desde que o FICM permaneça

suave, é possível usá-lo para provar a desigualdade de Penrose Riemanniana e, consequentemente

o Teorema da Massa Positiva. Ele observou que a massa de Hawking

mH(Σ) =

(
|Σ|
16π

) 1
2
(
1− 1

16π

∫
Σ

H2 dv

)
,

converge para a massa ADM, isto é,

lim
t→∞

mH(Σt) = mADM ,

se Σt converge para uma esfera no infinito, e que mH(Σt) é monótona não decrescente para

soluções do FICM. Desta forma, se a superfície inicial para o FICM é uma superfície mínima

Σ0, se mH(Σ) → mADM e o fluxo permanece suave, então√
|Σ0|
16π

= mH(Σ0) ≤ mH(Σt) → mADM .
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No entanto, infelizmente, o fluxo nem sempre permanece suave. Assim, a ideia principal para

provar a desigualdade de Penrose, por Huisken e Ilmanen (HUISKEN; ILMANEN, 2001), foi

desenvolver uma formulação fraca para o FICM que existe para todo o tempo e que ainda

possa manter mH(Σt) monotóna. Em outras palavras, essa formulação fraca do FICM "salta"

justamente nos instantes onde o fluxo não é suave. Eles introduziram uma aproximação em

conjuntos de nível e desenvolveram a solução fraca do FICM, onde as superfícies em evolução

são representadas como conjuntos de nível de uma função escalar φ :M −→ R via

Σt = ∂{x ∈M ;φ(x) < t}.

No contexto de variedades com bordo, o FICM com bordo foi introduzido por Marquardt

(MARQUARDT, 2017) baseado nas ideias de (HUISKEN; ILMANEN, 2001), (GERHARDT,

1990) e (URBAS, 1990).

Seja Σ uma variedade suave, compacta e orientável, com um bordo ∂Σ compacto e suave.

Suponha que x0 : Σ −→ M seja uma imersão C2,α tal que Σ0 := x0(Σ) tem curvatura média

estritamente positiva e é perpendicular a uma hipersuperfície S sem bordo C2,α de suporte fixado

em (M, g), satisfazendo

x0(∂Σ) = x0(Σ) ∩ S e g(N0, ν ◦ x0) = 0 em Σ, (15)

onde N0 e ν são campos vetoriais normais unitários em Σ e S, respectivamente. Seja

x : Σ× [0, T ] −→M uma solução do FICM para hipersuperfícies com bordo, obedecendo as

condições 
∂x

∂t
=
N

H
em Σ× (0, T ),

x(∂Σ, t) = Σt ∩ S, g(N, ν ◦ x0) = 0 em ∂Σ× (0, T ),

x(·, 0) = x0 em Σ.

(16)

onde H > 0 é a curvatura média de Σ em M com respeito a N e Σt = x(Σ, t). Como Σ é

ortogonal a S, então conormal unitário exterior ν de ∂Σ coincide com N ao longo de ∂Σ.

Introduzimos também uma formulação em conjuntos de nível. Seja φ :M −→ R uma

função tal que Σt = ∂̃Et, ondeEt = {φ < t}. Enquanto a curvatura média de Σt for estritamente

positiva, a formulação parabólica de (16) é equivalente a
div

(
∇φ
|∇φ|

)
= |∇φ| em M0 =M \ E0,

∂φ

∂ν
= 0 em ∂̂M0,

φ = 0 em ∂̃E0.

(17)

Tal formulação foi importante para provar uma versão tridimensional da desigualdade

de Penrose Riemanniana cuja região assintótica é modelada em um semiespaço (KOERBER,
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2023). Recentemente, Eichmair e Koerber (EICHMAIR; KOERBER, 2023) demonstraram essa

desigualdade utilizando uma técnica de duplicação para semiespaços assintoticamente planos

com horizonte para dimensão 3 ≤ n ≤ 7.

Usando as ideias de Huisken e Ilmanen, Marquardt desenvolveu o conceito de solução

fraca para (17) e provou a existência e unicidade de tais soluções.

Observe que é possível obter uma solução trivial ao definir φ = 0 fora de E0. Além disso,

podemos notar que se φ é uma solução, então φt = min{t, φ} para todo t > 0 também o é.

Entretanto, para evitar esse tipo de soluções, é necessário que os conjuntos de níveis {φ < t}

sejam pré-compactos. Vale ressaltar que se (M, g) é uma região exterior de um semiespaço

assintoticamente plano é equivalente a exigir que φ seja própria, no sentido de que φ(x) → ∞

quando x→ ∞ (veja (KOERBER, 2023)).

Definição 2.5.1 Seja Ω um conjunto aberto. Dizemos que E é uma envoltória minimizante (em

Ω) se E minimiza a área externa em Ω, isto é,

|∂̃∗E ∩K| ≤ |∂̃∗F ∩K|

onde ∂∗2 denota o bordo reduzido, para qualquer F contendo E tal que F \E ⊂⊂ Ω e qualquer

conjunto compactoK contendo F \E. Dizemos queE é uma envoltória estritamente minimizante

(em Ω) se a igualdade implica que F ∩ Ω = E ∩ Ω q.t.p. .

Observe que a interseção de uma coleção enumerável de envoltórias minimizantes é

também uma envoltória minimizante, e o mesmo vale para envoltórias estritamente minimizantes.

Denotaremos por E ′ a interseção de todas as envoltórias estritamente minimizantes em M que

contém E. Além disso, se ∂̃E tem curvatura média H ∂̃E , então foi mostrado que ∂̃E ′ tem

curvatura média H ∂̃E
′

e

H ∂̃E
′

= H ∂̃E em ∂̃E ∩ ∂̃E ′
e H ∂̃E

′

= 0 em ∂E
′ \ ∂E. (18)

Observação 2.5.1 Se Mext é uma região exterior, então segue da Proposição 2.4.1 que E0 é

uma envoltória estritamente minimizante.

Os detalhes mais técnicos no FICM com bordo não foram abordados neste trabalho (para

mais detalhes aconselhamos (MARQUARDT, 2017) e (KOERBER, 2023)).

A seguir usaremos as seguintes definições: Et = {φ < t}, E+
t = int {φ ≤ t}, Σt = ∂̃Et,

Σ+
t = ∂̃E+

t .
2 Veja Apêndice D, Definição D.4 de (CARAPETIS, 2012).
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Teorema 2.5.1 (FICM com bordo - Lema 3.3 de ((KOERBER, 2023))) Sejam U ⊂ M um

subconjunto aberto de uma variedade de dimensão 3 ≤ n ≤ 7 com bordo, E0 ⊂ U uma

envoltória minimizante aberta e Σ = ∂̃E0. Suponha que φ ∈ C0,1
loc (U) seja uma solução fraca

com dado inicial E0 e que todos os conjuntos de níveis Et são pré-compactos. Seja α <
1

2
.

Então:

a) A solução fraca é única entre todas as soluções com conjuntos de níveis precompactos.

b) Seja t > 0. As componentes de ambas Σt e Σ+
t são superfícies de classe C1,α com bordo

livre ou fechadas, com curvatura média e normal unitário exterior dados por

H = |∇φ| e ν =
∇φ
|∇φ|

q.t.p., respectivamente.

c) As estimativas C1,α de Σt e Σ+
t dependem de |∇φ|∞, dos dados C1 de g, dos dados C2

de ∂M , da distância a ∂U e da distância à Σ. Se Σ é de classe C1,α, então a última

dependência pode ser substituída pela estimativa C1,α de Σ.

d) Dado t > 0, então Σt′ → Σt em C1,α quando t′ ↗ t e Σt′ → Σt em C1,α quando t′ ↘ t.

Se Σ é de classe C1,α, podemos escolher t = 0.

e) Seja t > 0. Et é uma envoltória minimizante em U e E+
t é uma envoltória estritamente

minimizante em U . Além disso, E
′
t = E+

t e |Σt| = |Σ+
t |.

f) Vale |Σt| = et|Σ|.

g) Se Σ é suave e estritamente médio convexo, então existe um ϵ > 0 pequeno tal que Σt

é dado por uma folha do FICM com bordo livre começando em Σ no tempo t, para

0 < t < ϵ.

Observe que o fluxo pode ser descrito da seguinte maneira: se Σ0 é suave, então o fluxo

evolui suavemente até que Σt deixa de ser uma envoltória minimizante. Quando isso ocorre, o

fluxo salta, isto é, quando φ = t em um conjunto de volume positivo, e Σt se torna Σ′
t de onde o

fluxo continua a evoluir. Note também que a hipótese de E0 como uma envoltória minimizante

não é retritiva, caso contrário, E0 salta para E ′
0 logo no início do fluxo.

Proposição 2.5.1 (Lema 3.5 de (KOERBER, 2023)) Seja (M3, g) um semiespaço assintotica-

mente plano e conexo com um semifim e suponha que ∂M seja conexo. Seja φ uma solução

própria fraca do FICM com bordo com condição inicial E0. Se Σ = ∂̃E0 é uma superfície

conexa com bordo livre, então Σt é uma superfície conexa com bordo livre, para cada t.
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A seguir apresentamos a definição de massa de Hawking modificada introduzida por

Marquardt (MARQUARDT, 2017).

Definição 2.5.2 Seja (M3, g) um semiespaço assintoticamente plano e completo. Dada uma

hipersuperfície Σ ⊂M , definimos a massa de Hawking modificada (bordo livre) por

m̃H(Σ) :=
(2|Σ|) 1

2

(16π)
3
2

(
8π −

∫
Σ

H2 dσΣ

)
, (19)

sendo H a curvatura média de Σ.

Convém mencionar que Cruz (CRUZ, 2019), ao utilizar o FICM para hipersuperfícies

com bordo, demonstrou desigualdades massa-capacidade que envolvem a curvatura média total

de hipersuperfícies com bordo em cones convexos e a massa de semiespaços assintoticamente

planos.

As proposições a seguir apresentam boas características para a massa da Hawking

modificada.

Proposição 2.5.2 (Corolário 5.11 de (KOERBER, 2023)) Seja (Mext, g) uma região exterior

cujo bordo consiste de superfícies conexas com bordo livre limitando o conjunto E0 = {φ <

0}. Suponha que (M3, g) seja um semiespaço assintoticamente plano satisfazendo Rg ≥ 0 e

Hg ≥ 0. Seja Et uma solução pré-compacta do FICM fraco começando em E0. Então m̃H(Σt) é

monótona não decrescente para todo t. Mais precisamente, temos

m̃H(Σt1) ≥ m̃H(Σt0)

+

∫ t1

t0

(2|Σt|)
1
2

(16π)
3
2

[
4π(1− χ(Σt)) +

∫
Σt

(
2
|∇H|2

H2 +
1

2
|

◦
A |2 + Rg

)
dσΣt +

∫
∂Σt

Hg dσ∂Σt

]
dt

para 0 ≤ t0 < t1, onde χ(Σt) é a característica de Euler de Σt.

Observação 2.5.2 Pela proposição anterior, se χ(Σt) ≤ 1 para todo t > 0, temos que

m̃H(Σt1) ≥ m̃H(Σt0),

para 0 ≤ t0 < t1.

Proposição 2.5.3 (Lema 6.3 de (KOERBER, 2023)) Sejam (M, g) um semiespaço assintoti-

camente plano com um semifim e Et uma solução fraca pré-compacta do FICM com bordo livre

tal que ∂̃Et é conexo. Então

lim
t→∞

m̃H(Σt) ≤ m̃.
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Observação 2.5.3 Segue de (KOERBER, 2023) que se a região exterior possui mais de uma

componente com bordo interior, onde pelo menos uma dessas componentes é uma superfície com

bordo livre, então podemos construir um fluxo fraco começando em uma das componentes com

bordo livre de maneira que a massa de Hawking modificada ainda permaneça não decrescente.

2.6 VARIEDADES ESTÁTICAS COM BORDO

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana que admite uma função não nula V :M −→ R

satisfazendo a seguinte equação:

∇2
gV − (∆gV )g − V Ricg = 0. (20)

Esta variedade é denominada uma variedade estática e V é chamada de potencial estático. A

equação (20) surge de forma natural em problemas de deformação da curvatura escalar de M

(veja (CORVINO, 2000), (FISCHER; MARSDEN, 1975)), bem como em questões relacionadas

à Relatividade Geral, conforme discutido, em (AMBROZIO, 2017) e suas referências. Essa

motivação física decorre do fato de que, dado uma solução em (20) em uma variedade tridimen-

sional, é possível construir um espaço-tempo que satisfaça as equações de Einstein no vácuo

com constante cosmológica (veja a Introdução para mais detalhes).

Em (CRUZ; VITóRIO, 2019), Cruz-Vitório abordaram a questão de prescrever a curvatura

escalar e a curvatura média de uma variedade Riemanniana com bordo. Em termos mais claros,

eles trataram a curvatura escalar em conjunto com a curvatura média como um funcional.

g 7→ (Rg,Hg)

definida no espaço das métricas Riemanniana em uma variedade M com bordo não vazio.Temos

então a seguinte

Definição 2.6.1 Uma variedade Riemanniana (Mn, g) com bordo ∂M não vazio é uma vari-

edade estática com bordo se existe uma solução suave não trivial V : M −→ R, chamada

potencial estático, solução de

∇2
gV − (∆gV )g − V Ricg = 0 em M

∂V

∂ν
g − VΠg = 0 em ∂M,

(21)

onde ν é o normal unitário exterior a ∂M , Πg é a segunda forma fundamental de ∂M com

respeito a ν, ∇2
g, ∆g e Ricg denotam o Hessiano, o Laplaciano e a curvatura de Ricci de g,

respectivamente.
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Observe que tomando o traço em (21), obtemos as seguintes equações

∇2
gV = V

(
Ricg −

Rg

n− 1
g

)
e ∆gV +

Rg

n− 1
V = 0 em M (22)

e

V

(
Πg −

Hg

n− 1
g

)
= 0 e

∂V

∂ν
=

Hg

n− 1
V em ∂M. (23)

A seguir, apresentamos outras propriedades fundamentais para esses espaços.

Proposição 2.6.1 (Proposição 2.1 de (CRUZ; NUNES, 2023)) Seja (Mn, g) uma variedade

Riemanniana com bordo com potencial estático V :M −→ R. Suponha Σ = V −1(0) não vazio.

Então

a) Σ é uma hipersuperfície mergulhada totalmente geodésica em M . Mais precisamente:

a.1) Se Σ ∩ ∂M = ∅, então Σ é uma hipersuperfície totalmente geodésica contida no

intM ;

a.2) Se Σ ∩ ∂M ̸= ∅, então cada componente conexa Σ0 de Σ tal que Σ0 ∩ ∂M ̸= ∅ é

uma hipersuperfície totalmente geodésica com bordo livre de M . Em particular, ∂Σ0

é uma hipersuperfície totalmente geodésica de ∂M .

b) |∇V | é uma constante positiva em cada componente conexa de Σ;

c) A curvatura escalar Rg é constante;

d) ∂M é totalmente umbílica e sua curvatura média é constante em cada componente conexa

de ∂M . Em particular, pelo item a.2), se Σ0 é uma componente conexa de Σ tal que

Σ0 ∩ ∂M ̸= ∅, então a curvatura média de ∂Σ0 em Σ0 é constante em cada componente

conexa;

e) Em ∂M temos que Ricg (ν,X) = 0 para qualquer vetor X tangente a ∂M , onde ν denota

o conormal unitário a ∂M .

A seguir, apresentamos alguns exemplos de variedades estáticas com bordo.

Exemplo 2.6.1 Toda métrica Ricci plana em M com bordo totalmente geodésico é estática.

Além disso, veja que a função potencial é gerada por 1. Tomemos, por exemplo, (M, g) uma

variedade compacta de Calabi-Yau3, a qual é Ricci-plana. Neste caso, se M̃ = [0, 1] ×M

3 veja (YAU, 2008) para definição precisa.
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for equipada com a métrica produto g̃ = dt+ g, teremos uma métrica Ricci plana com bordo

totalmente geodésico. Para um exemplo não compacto, consideramos o semiespaço Rn
+ com a

métrica canônica.

Exemplo 2.6.2 Seja B a bola Euclidiana unitária em Rn. A função V dada por

V (x) = ⟨b, x⟩ ,

onde b ∈ Rn, é um potencial para a equação (21). Em particular, as funções coordenadas xi,

1 ≤ i ≤ n, satisfazem (21).

Exemplo 2.6.3 Seja Sn
+ = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1;x21 + · · · = x2n+1 = 1, xn+1 ≥ 0} o

hemisfério de dimensão n equipada com a métrica canônica. Então as funções coordenadas

xi, 1 ≤ i ≤ n, satisfazem (21). Observe que neste caso, a métrica é Einstein e o bordo ∂Sn
+ é

totalmente geodésico.

Exemplo 2.6.4 ( Modelo de Poincaré da geometria hiperbólica) Considere a semibola Bn
+ =

{z = (x1, . . . , xn) ∈ Rn
+; |z| ≤ 1} munida com a métrica

g = ω(z)−2δ, ω(z) =
1− |z|2

2
,

onde δ é a métrica Euclidiana. Então temos os seguintes potenciais estáticos:

V0(z) =
1 + |z|2

1− |z|2
, V1(z) =

2x1
1− |z|2

, . . . , Vn−1(z) =
2xn−1

1− |z|2
.

.

Exemplo 2.6.5 Dado m > 0, considere o semiespaço Schwarzschild dado no Exemplo 2.4.2.

Então a função

V (r) =

√
1− 2m

r
,

satisfaz (21).
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3 Capacidade de Superfícies em Semiespaços Assintoticamente Planos

Nosso objetivo nesta seção é obter uma desigualdade tipo massa-capacidade para semies-

paços assintoticamente planos. Antes de enunciarmos nossos resultados, é importante relembrar

alguns resultados sobre capacidade.

3.1 DEFINIÇÕES E RESULTADOS AUXILIARES

Definição 3.1.1 Sejam (M3, g) um semiespaço assintoticamente plano completo e E um domí-

nio suave e limitado em M tal que Σ = ∂̃E intersecta ∂M transversalmente. A capacidade de

Σ é definida por

cap (Σ, g) = inf
φ

{
1

2π

∫
M

|∇φ|2 dσM
}
, (24)

onde o ínfimo é tomado sobre todas as funções suaves em φ : M −→ R tais que φ|Σ = 0 e

lim
x→∞

φ(x) = 1.

Observação 3.1.1 Note que o ínfimo é atingido por uma única solução φ de modo que

∆φ = 0 em M,

φ = 0 em Σ,
∂φ

∂ν
= 0 em ∂̂(M \ E),

lim
x→∞

φ(x) = 1.

Para detalhes da prova de existência e unicidade de φ (veja Proposição 1.4 de (IMPERA et al.,

2013)).

A seguir, apresentaremos uma versão da fórmula da coárea para domínios com bordo.

Lema 3.1.1 Seja (Ω, g) uma variedade orientada com bordo suave. Seja u uma função real

suave em Ω que é não-negativa, então∫
Ω

|∇u|2dv =

∫ s

0

∫
{u=t}

|∇u|da+
∫ s

0

∫
S

∂u

∂ν
dl,

onde s = supu em Ω̄,

Demonstração: Defina f = −∆u. Multipicando por (u− t)+ e integrando por partes, obtemos∫
{u>t}

|∇u|2dv =

∫
{u>t}

f(u− t)da+

∫
S

∂u

∂ν
(u− t)dl,
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onde S = ∂̂(M \ {u ≤ t}) e ν é a normal exterior de ∂M. Diferenciando com respeito a t,

obtemos

− d

dt

∫
{u>t}

|∇u|2da =

∫
{u>t}

fda+

∫
S

∂u

∂ν
dl.

Integrando esta relação sobre a imagem de u, isto é, em [0, s] obtemos∫
Ω

|∇u|2dv =

∫ s

0

(∫
(u>t)

fda

)
dt+

∫ s

0

(∫
S

∂u

∂ν
dl

)
dt

Note que para t tal que |∇u| ≠ 0 no conjunto de nível {u = t}, o Teorema de Green implica∫
{u>t}

fda =

∫
{u=t}

|∇u|da+
∫
S

∂u

∂ν
dl,

já que a normal unitária do conjunto de nível {u=t} é dada por −∇u/|∇u|. O resultado segue

juntando as equações acima. ■

Definição 3.1.2 Uma variedade Riemanniana com bordo é dita conformemente plana no infinito,

se fora de um conjunto compacto, é a união disjuntas de conjuntos (chamados fins) com curvatura

escalar nula e curvatura média do bordo nulo e que são conformes a (Rn
+ \ B̄+

1 (0), δ) com o

fator conforme se aproximando de uma constante positiva no infinito em cada conjunto.

O resultado a seguir constitui uma aproximação para uma métrica conformemente plana

no infinito.

Exemplo 3.1.1 O semiespaço Schwarzschild (Exemplo 2.4.2) é conformemente plana no infinito.

Lema 3.1.1 Seja (Mn, g), n ≥ 3, uma variedade Riemanniana assintoticamente plana com

bordo tal que Rg ≥ 0 e Hg ≥ 0. Então dado ϵ > 0, existe uma métrica ḡ com Rḡ ≥ 0 e Hḡ ≥ 0

que é conformemente plana no infinito tal que

i) 1− ϵ ≤ ḡ(v, v)

ḡ(v, v)
≤ 1 + ϵ para todo vetor tangente v ̸= 0 e para todo ponto em M ;

ii) |m̃ḡ − m̃g| ≤ ϵ.

Pela Observação 3.10 de [(ALMARAZ et al., 2016)], se a métrica é conformemente

plana, a expressão (14) pode ser simplificada em

m̃ =
1

2(n− 1)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sn−1
r,+

(gij,j − gjj,i) µ
idSn−1

r,+ .

Inspirados nos argumentos de Bray (BRAY, 2001), podemos assumir, sem perda de

generalidade, que (M3, ḡ) é conformemente plana próxima ao infinito, onde ḡ é fornecida pelo

Lema 3.1.1.
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Seja φ dada pela Observação 3.1.1. Defina os conjuntos de nível de φ(x) como sendo

Σs = {x;φ(x) = s}, com 0 < s < 1. Como φ é uma função suave, pelo Teorema de Sard para

variedades com bordo (veja (LEE, 2003)), temos que Σs é uma superfície suave para q.t.p. s.

Pela fórmula da coárea, obtemos

cap (Σ, ḡ) =
1

2π

∫ 1

0

∫
Σt

|∇φ| drds,

onde cap (Σ, ḡ) é a capacidade dada pela métrica ḡ.

Por outro lado, sabemos que o vetor normal unitário Ns em Σs é dado por Ns =
∇φ
|∇φ|

, e

daí ∫
Σs

∂φ

∂Ns

ds =

∫
Σs

|∇φ| ds.

Dessa forma

cap (Σ, ḡ) =
1

2π

∫ 1

0

∫
Σs

|∇φ| drds = 1

2π

∫ 1

0

∫
Σs

∂φ

∂N
drds.

Assim pelo Teorema da Divergência como φ é harmônica e
∂φ

∂ν
= 0, temos que

∫
Σ

∂φ

∂N
ds é

constante para todas as hipersuperfície homóloga a Σ. Portanto

cap (Σ, ḡ) =
1

2π

∫
Σ

∂φ

∂N
ds,

para qualquer superfície Σ ⊂ M3. Como (M3, ḡ) é conformemente plana no infinito e pelas

observações acima sabemos que

φ(x) = 1− c

2|x|
+O

(
1

|x|2

)
, (25)

para alguma constante c > 0 (veja por exemplo a Seção 5 de (ALMARAZ et al., 2016)).

Portanto, por (25), obtemos

φ(x) = 1− cap (Σ, ḡ)
2|x|

+O

(
1

|x|2

)
, (26)

para hemisférios coordenados suficientemente grandes.

O argumento acima também é válido para múltiplos fins se a função que atinge o ínfimo

dada pela Observação 3.1.1 satisfazer também a condição lim
x→∞k

φ(x) = 0 para todo k ̸= 0, onde

∞k são os pontos do infinito diferentes do fim escolhido.

O seguinte resultado será de grande utilidade para provar nosso principal resultado deste

capítulo.
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Lema 3.1.2 Sejam (M3, g) um semiespaço assintoticamente plano e Σ = ∂̃E ⊂ M3 uma

superfície suave, onde E é um domínio suave e limitado em M . Seja ψ uma função não negativa

em M3 tal que 
ψ = 0 em Σ,

∂ψ

∂ν
= 0 em ∂̂(M \ E),

lim
x→∞

ψ(x) = ∞,

onde ν é o normal unitário que aponta para fora em M \ E. Defina

flux (ψ, t) =
∫
Σt

|∇ψ| dσΣt .

Então

cap (Σ, g) ≤ inf
f

∫ ∞

0

f ′(t)2flux (ψ, t, g) dt

=

(∫ ∞

0

flux (ψ, t, g)−1 dt

)−1

,

onde o ínfimo é tomado sobre todas as funções suaves f : [0,∞] → [0,∞) tais que f(0) = 0 e

f(∞) = lim
x→∞

f(x) = 1.

Demonstração: Pela definição de capacidade, temos que

cap (Σ, g) ≤ inf
f

∫
M

|∇(f ◦ ψ)|2 dσM

= inf
f

∫ ∞

0

∫
Σt

f ′(t)2|∇ψ| dσΣtdt,

onde usamos a fórmula da coárea.

Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Cálculo e pela desigualdade de Hölder,

1 =

(∫ ∞

0

f ′(t)2 dt

)2

=

(∫ ∞

0

f ′(t)2flux (ψ, t, g)
1
2 flux (ψ, t, g)−

1
2 dt

)2

≤
(∫ ∞

0

f ′(t)2flux (ψ, t, g) dt
)(∫ ∞

0

flux (ψ, t, g)−1 dt

)
.

Portanto, (∫ ∞

0

flux (ψ, t, g)−1 dt

)−1

≤
∫ ∞

0

f ′(t)2flux (ψ, t, g) dt

para toda f , e vale a igualdade se, e somente se,

f(t) =

(∫ ∞

0

flux (ψ, t, g)−1 dt

)−1(∫ t

0

flux (ψ, t, g)−1 dt

)
,
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para todo t ∈ [0,∞]. Portanto para esta f , temos

cap (Σ, g) ≤
∫ ∞

0

f ′(t)2flux (ψ, t, g) dt

≤
(∫ ∞

0

flux (ψ, t, g)−1 dt

)−1

.

■

3.2 CAPACIDADE DE SUPERFÍCIES EM SEMIESPAÇOS ASSINTOTICAMENTE PLA-

NOS

Apresentamos a seguir o principal resultado deste capítulo. Nele mostraremos uma

estimativa para a capacidade para semiespaços assintoticamente planos.

Teorema 3.2.1 Seja (M3, g) um semiespaço assintoticamente plano, completo, suave com

Rg ≥ 0 e Hg ≥ 0. Seja Mext ⊂M uma região exterior e suponha que Σ seja uma componente

conexa de ∂̃Mext com bordo livre. Então

cap (Σ, g) ≤
(
|Σ|
8π

) 1
2
(
1 +

√
1

8π

∫
Σ

H2 dσΣ

)
, (27)

onde H e |Σ| denotam a curvatura média e a área de Σ, respectivamente. Além disso, vale a

igualdade se, e somente se, (Mext, g) é isométrico ao semiespaço Schwarzschild.

Demonstração: Como (Mext, g) é uma região exterior, é possível que ela possua mais de uma

componente de bordo, algumas fechadas e com pelo menos uma com bordo livre. Seja Σ = ∂̃E

essa componente com bordo livre. Considere φ uma solução fraca do FICM com bordo livre

com condição inicial Σ. Suponha sem perca de generalidade que Σ seja a única componentes de

bordo livre. Caso contrário, evolua Et começando de Σ até que toque outras componentes do

bordo interior. Em seguida, por um argumento de salto, trocamos Et por (Et ∪E)
′ . É importante

notar que, para utilizações futuras, isto não decresce a massa de Hawking modificada e podemos

reiniciar o fluxo de (Et ∪ E)
′ de modo que a massa de Hawking modificada permanece não

decrescente. Esse procedimento acontece apenas uma quantidade finita de vezes, pois temos um

número finito de componentes de bordos (veja por exemplo a Seção 5 de (KOERBER, 2023)

para mais detalhes).

Nós observamos também que é possível mostrar a existência de uma solução fraca própria

em semispaço assintoticamente plano, se E0 ⊂ M é precompacto com interior composto de

fechados e superfícies com bordo livre, veja Seção 4 de (KOERBER, 2023), o que é equivalente

que os níveis da região exterior sejam precompactos.
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Pelo Lema 3.1.2, temos que

cap (Σ, g) ≤ inf
f

∫ ∞

0

f ′(t)2flux (φ, t, g) dt, (28)

onde o ínfimo é tomado sobre todas as funções f(t) satisfazendo f(0) = 0 e f(∞) = 1. Pela

Observação 2.5.1 e pelo Teorema 2.5.1, temos que

flux (φ, t, g) =
∫
Σt

|∇φ| dσΣt =

∫
Σt

H dσΣt ,

onde H é a curvatura média fraca de Σt.

Segue da Proposição 2.5.1 que Σt é uma superfície conexa com bordo livre e portanto

χ(Σt) ≤ 1 para todo t > 0. Pela Proposição 2.5.2, a massa de Hawking modificada m̃H(Σt) é

não decrescente para t ∈ (0,∞) e

m̃H(Σ
+) = m̃H(Σ

′) ≤ lim
t→0+

m̃H(Σt).

A primeira igualdade é verdade pois Σ+ = Σ′ pelo Teorema 2.5.1.

Para cada t > 0, temos que∫
Σt

H2 dσΣt ≤ 8π − (16π)
3
2

(2|Σt|)
1
2

m̃H(Σ
′).

Pela Desigualdade de Hölder,

flux (φ, t, g) =
∫
Σt

H dσΣt

≤ |Σt|
1
2

(∫
Σt

H2 dσΣt

) 1
2

≤ |Σt|
1
2

(
8π − (16π)

3
2

(2|Σt|)
1
2

m̃H(Σ
′)

) 1
2

.

(29)

Sabendo que |Σt| = et|Σ′| pelo Teorema 2.5.1, podemos reescrever (29) como

flux (φ, t, g) ≤ F (|Σ′|,m0, t), (30)

onde F (|Σ′|,m0, t) é uma função que depende de |Σ′|, m0 = 2m̃H(Σ
′) (veja Observação 2.4.3)

e t, dada por

F (|Σ′|,m0, t) =

[
et|Σ′|

(
8π − e−

t
2
(16π)

3
2

(2|Σ′|) 1
2

m0

2

)] 1
2

.

Assim por (28) e por (30), obtemos,

cap (Σ, g) ≤ inf
f

∫ ∞

0

f ′(t)2F (|Σ′|,m0, t) dt. (31)
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Queremos calcular o lado direito de (31), assim considere a métrica do semiespaço

Schwarszchild tridimensional dada por

gm0 =
1

1− 2m0

r

dr2 + r2dσ2
S2+
.

Inicialmente observemos que, se m0 ∈ (−∞, 0), então gm0 está definida em (0,∞) × S2
+.

Entretanto, se m0 ∈ [0,∞), então gm0 está definida em [2m0,∞) × S2
+. Desta forma pelas

condições acima, gm0 está bem definida em

Mr̄0 = [r̄0,∞)× S2
+,

onde r̄0 satisfaz |Σ′| = 2πr̄20. Portanto, (Mr̄0 , gm0) é um semiespaço Schwarzschild cujo bordo

interior ∂̃{r = r̄0} possui área igual a |Σ′|.

Sabe-se que o FICM em (Mr̄0 , gm0) com condição inicial ∂̃{r = r̄0} é dada pela família

de hemisférios coordenados

S+(t) = {r = r̄0e
1
2
t}, ∀ t ∈ (0,∞),

para o qual a curvatura média é uma constante que depende de t e 2m̃H(St) = m0 para todo

t ∈ [0,∞). A solução φ(x) do FICM com bordo é dada explicitamente por φ(x) = 2 log

(
r

r̄0

)
para todo x ∈Mr̄0 .

O próximo passo é definir uma função u = u(r) em (Mr̄0 , gm0), com u(r̄0) = 0 tal que

satisfaça: 
∆u = 0 em Mr̄0 ,
∂u

∂ν
= 0 em ∂̂Mr̄0 ,

lim
r→∞

u(r) = 1,

onde ν é o normal exterior a ∂̂Mr̄0 . Para isso, temos dois casos a analisar:

Caso 1 : m0 ̸= 0 :

Considere a função

w(r) =

√
1− 2m0

r
. (32)

Note 
∆w = 0 em Mr̄0 ,
∂w

∂ν
= 0 em ∂̂Mr̄0 ,

lim
r→∞

w(r) = 1,

onde ν é o normal exterior a ∂̃Mr̄0 . Definindo

u(r) =
w(r)− w(r̄0)

1− w(r̄0)
, (33)
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pela fórmula da coárea e pela hipótese que
∂u

∂ν
= 0 em ∂̂Mr̄0 . Observe que a capacidade do

nosso modelo (∂̃Mr̄0 , gm0) é dado por

cap (∂̃Mr̄0 , gm0) =

∫
Mr̄0

|∇u|2 dσMr̄0
= 2π

m0

1− w(r̄0)
. (34)

Considere

f0 = u ◦ φ−1

daí temos que

f0(t) =
1

1− w(r̄0)

[√
1− 2m0

r0e
t
2

− w(r̄0)

]
, (35)

o qual é motivada pelo modelo e serve para o problema inicial, isto é, o ínfimo no modelo é

atingido

inf
f

∫ ∞

0

f ′(t)2F (|Σ′|,m0, t) dt =

∫ ∞

0

f ′
0(t)

2F (|Σ′|,m0, t) dt.

Basta então calcular o lado direito da equação acima. Com efeito, como |Σ′| = 2πr̄20, segue que

F (|Σ′|,m0, t) = 4πr̄0e
t
2

(
1− 2m0

r̄0
e−

t
2

) 1
2

e que

f ′
0(t)

2 =
1

4

1

(1− w(r̄0))2
m2

0

r̄20

(
1− 2m0

r̄0

)−1

e−
t
2 ,

daí ∫ ∞

0

f ′
0(t)

2F (|Σ′|,m0, t) dt = π
m2

0

r̄0

1

(1− w(r̄0))2

∫ ∞

0

(
1− 2m0

r̄0
e−

t
2

)− 1
2

e−
t
2 dt.

Logo, por uma substituição simples

lim
s→∞

∫ s

0

(f ′
0(t))

2F (|Σ′|,m0, t) dt = 2π
m0

1− w(r̄0)

e portanto ∫
Mr̄0

|∇u|2 dσMr̄0
= 2π

m0

1− w(r̄0)
. (36)

Queremos calcular
m0

1− w(r̄0)
, como r̄0 =

(
|Σ′|
2π

) 1
2

, temos que

2m0

r̄0
=

2

r̄0
2m̃H(Σ

′)

= 2
(2π)

1
2

|Σ′| 12
2
(2|Σ′|) 1

2

(16π)
3
2

(
8π −

∫
Σ′

H2 dσΣ′

)
= 1− 1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′ ,

(37)
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e por (37), obtemos que

1− w(r̄0) = 1−

√
1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′ .

Assim,
m0

1− w(r̄0)
=

2m̃H(Σ
′)

1−
√

1

8π

∫
Σ′ H2 dσΣ′

=
1

1−
√

1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′

(|Σ′|) 1
2

(8π)
1
2

(
1− 1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′

)
.

(38)

Note que

1− 1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′ =

(
1−

√
1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′

)(
1 +

√
1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′ ,

)
(39)

desta forma por (38) e (39), obtemos

m0

1− w(r̄0)
=

(
|Σ′|
8π

) 1
2
(
1 +

√
1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′

)
,

o que nos leva a

cap (Σ, g) ≤
(
|Σ′|
8π

) 1
2
(
1 +

√
1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′

)
. (40)

Caso 2 : m0 = 0

Neste caso, nosso o modelo (Mr̄0 , gm0) se reduz ao semiespaço euclidiano (R3
+, g0)

excluindo a bola B3
r̄0
(0) ∩ R3

+. Assim, definindo

u = 1− r̄0
r
,

temos que a capacidade do modelo (∂̃Mr̄0 , gm0) é constante igual a r̄0. Assim consideramos,

f0 = u ◦ φ−1,

e temos que

f0(t) = 1− e−
t
2 , (41)

que também é motivada pelo modelo e serve para o problema inicial, ou seja, atingi o mínimo no

modelo

inf
f

∫ ∞

0

f ′(t)2F (|Σ′|,m0, t) dt =

∫ ∞

0

f ′
0(t)

2F (|Σ′|,m0, t) dt.

Como no caso anterior temos que F (|Σ′|,m0, t) = 4πr̄0e
t
2 e (f ′

0(t))
2 =

1

4
e−t, daí∫ ∞

0

f ′
0(t)

2F (|Σ′|,m0, t) dt =

∫ ∞

0

πr̄0e
−t
2 dt

= 2πr̄0,



40

donde ∫
Mr̄0

|∇u|2 dσMr̄0
= 2πr̄0. (42)

Como m0 = 0, analogamente ao caso anterior, temos que

0 =
2m0

r̄0
= 1− 1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′ ,

o que implica

1 =
1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′ .

Assim

cap (Σ, g) ≤ r̄0 =

(
|Σ′|
2π

) 1
2

=

(
|Σ′|
8π

) 1
2
(
1 +

√
1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′

)
.

Logo, em ambos os casos

cap (Σ, g) ≤
(
|Σ′|
8π

) 1
2
(
1 +

√
1

8π

∫
Σ′

H2 dσΣ′

)
. (43)

Observe que precisamos trocar Σ′ por Σ, note que Σ′ é uma superfície com bordo livre

C1,1, conforme resultados de regularidade obtidos em (STERNBERG et al., 1991), (HUISKEN;

ILMANEN, 2001) e até o bordo como se pode ver na prova do Lema 5.10 de (KOERBER,

2023). Como esta é uma envoltória estritamente convexa e não aumenta a área interior do bordo,

concluímos que

|Σ′| ≤ |Σ|. (44)

Além do mais, por (18), a curvatura média H′ de Σ′ satisfaz

H′ =

{
0 em Σ′ \ Σ,

H ≥ 0 q.t.p. em Σ′ ∩ Σ.
(45)

Daí,
1

8π

∫
Σ

H2 dσΣ ≥ 1

8π

∫
Σ′
(H′)2 dσΣ′ , (46)

assim por (43), (44), (45) e (46), obtemos

cap (Σ, g) ≤
(
|Σ|
8π

) 1
2
(
1 +

√
1

8π

∫
Σ

H2 dσΣ

)
. (47)

Suponha que ocorra a igualdade em (47), então todas as desigualdades anteriores são

igualdades. De forma mais precisa,

|Σ| = |Σ′|, 1

8π

∫
Σ

H2 dσΣ =
1

8π

∫
Σ′
(H′)2 dσΣ′ , m̃H(Σt) = m̃H(Σ

′) (48)
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e

cap (Σ, g) =
∫
M3

|∇(f0 ◦ φ)|2 dσM , (49)

onde f0 é dada por (35) ou (41), φ é solução do FICM com bordo livre em (M3, g) com dado

inicial Σ e t ∈ (0,∞). Segue por (48) que Σ é uma envoltória minimizante e

m̃H(Σt) = m̃H(Σ), para todo t ∈ (0,∞). (50)

Além disso, u = f0 ◦ φ é uma função harmônica em M3 com condição de Neumann em

∂̂M . Afirmamos que Σt,Σ não saltam para Σ′
t,Σ

′, isto é,

Σ = Σ′ e Σt = Σ′
t, ∀ t ∈ (0,∞). (51)

Suponha, por contradição, que Σt,Σ saltem, então existe uma região entre Σt e Σ tal

que φ = t, para algum t ≥ 0. Logo, para todo x ∈ M , temos que u(x) = f0(t) é constante

nessa região. Entretanto pelo Princípio do Máximo para funções harmônicas, teríamos que u

seria constante em M , o que é uma contradição. Além disso, pelo Lema de Hopf aplicado à

região exterior de Σt em (M3, g) e pelo fato de que u é constante em Σt, como Σt é pelo menos

C2, temos que |∇u| ̸= 0. Como a inversa f−1
0 de f0 existe, segue que φ = f−1

0 ◦ u é uma

função suave em M e, pela regra da cadeia, |∇φ| ≠ 0. Assim, Σt evolui suavemente com uma

velocidade de
1

H
.

Observe também que vale a igualdade na Proposição 2.5.2. Como consequência, para

cada t ≥ 0, temos que χ(Σt) = 1, Rg = 0 em Σt, Hg = 0 em ∂Σt, cada Σt é umbílica e H é

constante em Σt.

Fluindo pelo FICM para variedades com bordo, a curvatura média satisfaz a seguinte

EDP de evolução (veja equação (34) de (KOERBER, 2023))−∂H
∂t

=
∇H
H2 − 2|∇H|2

H3 − |A|2

H
− Ric (N,N)

H
em Σt

∂H
∂ν

= HΠ(N,N) em ∂Σt.
(52)

Daí, como H é constante em Σt, segue da equação de Gauss e (52) que a curvatura Gaussiana é

constante em Σt e que Π(N,N) = 0 em ∂Σt. Veja que como Hg = kg+Π(N,N), pela condição

de bordo livre, então kg = 0 em ∂Σt. Consequentemente, cada Σt é um hemisfério.

Como a velocidade normal , 1/H, é constante para cada Σt, a métrica em Mext é da forma

g =
1

H2dt
2 + dgΣt .

Definindo r = r(t), temos

gΣt = r2gS2+ .
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Derivando a relação

et |Σ0| = |Σt| = 2πr2,

obtemos dt = 2dr/r. Como m̃H(Σt) = m0/2, obtemos que

H2 =
4

r2
− 8m0

r3
.

Portanto

g =
dr2

1− 2m0/r
+ r2dgS2+ .

Veja que se m0 = 0, então Mext é isométrico a R3
+, caso contrário, se m0 é não nulo, Mext é

isométrico ao semiespaço Schwarzschild. ■

Seja Σ um horizonte com bordo livre. Assim, pela definição de horizonte, temos o

seguinte

Corolário 3.2.1 Sejam (M.g) um semiespaço assintoticamente plano completo e suave com

Rg ≥ 0 e Hg ≥ 0. Suponha que Σ ⊂M é um horizonte com bordo livre. Então

cap (Σ, g) ≤
(
|Σ|
8π

) 1
2
(
1 +

√
1

8π

∫
Σ

H2 dσΣ

)
, (53)

onde H e |Σ| denotam a curvatura média e a área de Σ, respectivamente. Além disso, vale a

igualdade se, e somente se, (M3, g) é isométrico ao semiespaço Schwarzschild.

Temos a seguinte desigualdade do tipo massa-capacidade para semiespaços assintotica-

mente planos.

Corolário 3.2.2 Sejam (M3, g) um semiespaço assintoticamente plano completo e conexo e

Σ = ∂̃E0 ⊂M um superfície suave conexa e com bordo livre com respeito à ∂M . Suponha que

(M3, g) satisfaça todas as hipóteses do Teorema 3.2.1. Então

|m̃H(Σ)| ≥
[
1−

√
1

8π

∫
Σ

H2 dσΣ

]
cap (Σ, g). (54)

Além disso, no caso em que
∫
Σ
H2 ̸= 8π, vale a igualdade se, e somente se, (M3, g) é isométrico

ao semiespaço Schwarzschild.

Demonstração:

Pela demonstração do teorema anterior, temos

cap (Σ, g) ≤ 1

1−
√

1
8π

∫
Σ

H2 dσΣ

m̃H(Σ)

≤
∣∣∣∣ 1

1−
√

1
8π

∫
Σ

H2 dσΣ

∣∣∣∣|m̃H(Σ)|.
(55)
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Fazendo α =

√
1

8π

∫
Σ

H2 dσΣ, temos por (55) que

cap (Σ, g) ≤ 1

|1− α|
|m̃H(Σ)|, (56)

logo

|m̃H(Σ)| ≥ |1− α|cap (Σ, g). (57)

Como α ̸= 1, o resultado segue do teorema anterior. ■
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4 Resultados em Variedades Estáticas com bordo

O propósito desta seção é mostrar que se um semiespaço assintoticamente plano possui

um horizonte, então seus potenciais estáticos, caso existam, se anulam no horizonte. Além

disso, mostramos resultados de rigidez em semiespaços assintoticamente planos e em variedades

estáticas com bordo.

4.1 POTENCIAIS ESTÁTICOS EM SEMIESPAÇOS ASSINTOTICAMENTE PLANOS

Huang-Martin-Miao (HUANG et al., 2018) provaram que se uma variedade Riemanniana

M assintoticamente plana n dimensional possui horizonte (isto é, Σ é vazio ou é a união disjunta

de hipersuperfícies mínimas fechadas, M não contém outras hipersuperfícies mínimas fechadas

e Σ é localmente minimizante de área para n ≥ 8), então seus potenciais estáticos (caso existam)

se anulam no bordo, ou seja,

Teorema 4.1.1 (HUANG et al., 2018) Dado n ≥ 3, seja (Mn, g) uma variedade assintotica-

mente plana com horizonte. Suponha que (Mn, g) admite um potencial estático V solução da

equação

∇2
gV − (∆gV )g − V Ricg = 0.

Então V se anula em Σ. Além disso, se V é limitado, então V > 0 ou V < 0 em todo interior de

M .

Uma pergunta natural é se o resultado acima vale para o nosso contexto. A resposta é sim.

Isto é, mostraremos que os potenciais estáticos em um semiespaço assintoticamente plano se

anulam no horizonte (Definição 4.1.1) e possuem sinal em seu interior, desde que tais potenciais

estáticos sejam limitados.

Teorema 4.1.2 Seja (Mn, g) um semiespaço assintoticamente plano com horizonte Σ. Suponha

que (M, g) admite um potencial estático V solução de (21). Então V = 0 em Σ. Além disso, se

V é limitado, então V > 0 ou V < 0 em todo o interior de M .

Para provar Teorema 4.1.2 iremos mostrar alguns resultados que nos serão utéis. Inicial-

mente queremos obter uma relação entre hipersuperfícies localmente minimizantes de área e o

potencial estático. O resultado a seguir, que é fundamental no nosso trabalho, nos diz que um

potencial estático V sobre uma hipersuperfície mínima, compacta e estável Σ não muda de sinal.
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Além disso, Σ é totalmente geodésica. Note também que o resultado abaixo generaliza o Lema 4

de (HUANG et al., 2018) para variedades com bordo não vazio.

Lema 4.1.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n com bordo ∂M não vazio

e estática com potencial estático V :M −→ R. Seja Σ uma hipersuperfície mínima, compacta,

estável, conexa e com bordo livre (com respeito a ∂M ) em M . Então:

i) V > 0 ou V < 0 em Σ, a menos que V seja identicamente nula em Σ.

ii) Σ é totalmente geodésica.

Demonstração: Como Σ é estável, então para ϕ ∈ C1(Σ), temos∫
Σ

[|∇Σϕ|2 − (Ricg(N,N) + |AΣ|2)ϕ2]dσΣ −
∫
∂Σ

Πg(N,N)ϕ2 dσ∂Σ ≥ 0. (58)

Daí ∫
Σ

Ricg(N,N)ϕ2 dσΣ +

∫
∂Σ

Πg(N,N)ϕ2 dσ∂Σ ≤
∫
Σ

(Ricg(N,N) + |AΣ|2)ϕ2 dσΣ

+

∫
∂Σ

Πg(N,N)ϕ2 dσ∂Σ

≤
∫
Σ

|∇Σϕ|2 dσΣ,

isto é,

−
∫
Σ

|∇Σϕ|2 dσΣ +

∫
Σ

Ricg(N,N)ϕ2 dσΣ +

∫
∂Σ

Πg(N,N)ϕ2 dσ∂Σ ≤ 0. (59)

Agora, consideremos o seguinte problema de bordo ∆Σϕ+ ϕRicg(N,N) = λ1ϕ em Σ,
∂ϕ

∂ν
= ϕΠg(N,N) em ∂Σ,

(60)

onde λ1 é o primeiro autovalor associado ao problema de bordo associado a (60) e ϕ ∈ C∞(Σ).

Segue de (60) que ∫
Σ

λ1ϕ
2 dσΣ =

∫
Σ

ϕ∆Σϕ dσΣ +

∫
Σ

Ricg(N,N)ϕ2 dσΣ. (61)

Então de acordo com a identidade de Green, temos∫
Σ

ϕ∆Σϕ dσΣ = −
∫
Σ

|∇Σϕ|2 dσΣ +

∫
∂Σ

ϕ
∂ϕ

∂ν
dσ∂Σ, (62)

e, por (60), (61) e (62),∫
Σ

λ1ϕ
2 dσΣ = −

∫
Σ

|∇Σϕ|2 dσΣ +

∫
Σ

Ricg(N,N)ϕ2 dσΣ +

∫
∂Σ

Πg(N,N)ϕ2 dσ∂Σ ≤ 0,
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por (59). Isto mostra que ∫
Σ

λ1ϕ
2 dσΣ ≤ 0.

Portanto, concluímos que λ1 é um autovalor não positivo de (60). Como Σ é mínima, tomando

a restrição do potencial estático V em Σ, temos que ∆gV = ∆ΣV +∇2
gV (N,N). Assim pela

equação da estaticidade de V temos que

0 = ∆ΣV +∇2
gV (N,N)−∆gV = ∆ΣV + V Ricg(N,N),

donde obtemos  ∆ΣV + V Ricg(N,N) = 0 em Σ,
∂V

∂ν
= VΠg(N,N) em ∂Σ.

(63)

Segue de (63) e do fato que λ1 ser uma autovalor não positivo que: ou V ≡ 0 em Σ

ou V é a primeira autofunção com autovalor nulo . Se V ≡ 0, então, pela Proposição 2.6.1,

Σ = V −1(0) é uma hipersuperfície totalmente geodésica com bordo livre. Se V é a primeira

autofunção , então V não se anula sobre Σ, provando i).

Por outro lado, como Σ é estável, temos

−
∫
Σ

|∇ΣV |2 dσΣ +

∫
Σ

(Ricg(N,N) + |AΣ|2)V 2 dσΣ +

∫
Σ

V 2Πg(N,N) dσ∂Σ ≤ 0. (64)

Por (62), (63) e (64), conseguimos∫
Σ

|AΣ|2V 2dσ ≤ 0, (65)

e como V é um potencial estático, então V é uma função não identicamente nula, logo |AΣ| ≡ 0,

e portanto Σ é totalmente geodésica, provando ii). ■

O nosso resultado abaixo estabelece uma importante propriedade para variedades estáticas

com bordo tendo uma hipersuperfície minimizante de área em seu interior. Tal resultado será

crucial para provar um dos principais resultados deste capítulo. Mostraremos que se existe uma

superfície mínima estável e com bordo livre, então existe uma vizinhança cilíndrica própria dela.

Proposição 4.1.1 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M não vazio e estática

com potencial estático V : M −→ R tal que Rg = 0 e Hg = 0. Seja Σ uma hipersuperfície

conexa, compacta, localmente minimizante de área com bordo livre (com respeito a ∂M ) em M .

Suponha que V é não identicamente nula em Σ. Então existem ϵ > 0, um subconjunto U ⊂M e

um difeomorfismo

ϕ : Σ× [0, ϵ) −→M (66)

tal que
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a) para cada t ∈ [0, ϵ), a área de Σt = ϕ(Σ× {t}) é constante e Σt é de bordo livre em M ;

b) para cada t ∈ [0, ϵ), Σt é totalmente geodésica;

c) para cada t ∈ [0, ϵ), a curvatura escalar de RΣt = 0, V é constante em Σt e H∂Σt = 0;

d) em U a métrica é Ricci-plana com bordo totalmente geodésico.

Demonstração: Pela Proposição 4.1.1, podemos supor, sem perda de generalidade, que V > 0

sobre Σ. Consideremos a aplicação

ϕ : Σ× [0, ϵ) −→M,

que, com respeito à métrica modificada V −2g em uma vizinhança de Σ onde V > 0, é dada pela

aplicação exponencial normal, isto é,

∂

∂t
ϕ(x, t) = V (ϕ(x, t))N(x, t),

ϕ(x, 0) = x.

Além disso, ϕ(∂Σ, t) ⊂ ∂M. Denotemos Σt = ϕ(Σ × {t}) tal que Σ0 = Σ, observe que com

esta métrica modificada, as superfícies Σt são equidistantes (Veja (AMBROZIO, 2017)).

Seja H⃗Σt = −HΣtNt, onde HΣt denota a curvatura média de Σt e Nt denota o normal

unitário a Σt. É conhecido que (veja por exemplo (GERHARD; ALEXANDER, 1999)),

∂

∂t
HΣt = −LΣtV,

onde LΣt é o operador de Jacobi de Σt. Lembre que o Laplaciano ∆g em M e ∆Σt em Σt são

relacionados por

∆gV = ∆ΣtV + ⟨∇V, H⃗Σt⟩+∇2
gV (N,N). (67)

Assim (67) e (21) implicam que

LΣtV = ⟨∇V, H⃗Σt⟩+ |AΣt |2V.

Então temos
∂

∂t
HΣt = −⟨∇V, H⃗⟩ − |AΣt |2V ≤ ⟨∇V,Nt⟩HΣt , (68)

onde AΣt é a segunda forma fundamental de Σt. Como HΣ0 = 0, segue da desigualdade de

Grönwall que HΣt ≤ 0 para todo t ∈ [0, ϵ).

Por outro lado, usando a decomposição

∇V = ∇ΣtV + ⟨∇V,Nt⟩Nt (69)
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e que ∇∂tNt = −∇ΣtV (veja por exemplo a Proposição 15 de (AMBROZIO, 2015b)), então

∂

∂t
⟨ν,Nt⟩ = −⟨∇ΣtV, ν⟩+ ⟨Nt,∇Ntν⟩V

= V ⟨∇Ntν,Nt⟩ − ⟨∇V, ν⟩+ ⟨∇V,Nt⟩⟨ν,Nt⟩

= VΠg(Nt, Nt)−
∂V

∂ν
+ ⟨∇V,Nt⟩⟨ν,Nt⟩,

onde ν é o campo normal unitário exterior ao longo de ∂M . Entretanto, por (23), temos que
∂V

∂ν
− VΠg(Nt, Nt) = 0, logo temos

∂

∂t
⟨ν,Nt⟩ = ⟨∇V,Nt⟩⟨ν,Nt⟩.

Como Σ tem bordo livre, isto é, ⟨ν,N0⟩ = 0, então ⟨ν,Nt⟩ = 0 para todo t ∈ [0, ϵ), ou seja, Σt é

de bordo livre, para t ∈ [0, ϵ).

Temos, pela primeira variação da área, a seguinte expressão:

|Σt| − |Σ| =
∫ t

0

[ ∫
Σs

HΣsV dσΣs

]
ds+

∫ t

0

[ ∫
∂Σs

⟨ν,Ns⟩dσ∂Σs

]
ds

=

∫ t

0

[ ∫
Σs

HΣsV dσΣs

]
ds.

(70)

Suponha que HΣt < 0, para algum t ∈ (0, ϵ). Então

|Σt| − |Σ| ≤
∫ t

0

[ ∫
Σs

HΣsV dσΣs

]
ds < 0.

Isso implica que |Σt| < |Σ|, mas isso contradiz a hipótese de que Σ é uma hipersuperfície

localmente minimizante de área para ϵ > 0 suficientemente pequeno, o que prova a). Além

disso por (68) e pelo fato que HΣt ≡ 0 para t ∈ (0, ϵ), obtemos que AΣt ≡ 0, o que implica Σt

totalmente geodésica para cada t ∈ [0, ϵ), o que prova b).

Seja

∇2
Σt
V (X, Y ) + R (Nt, X, Y,Nt)V = 0 (71)

a primeira variação da segunda forma fundamental, onde X, Y são tangentes a Σt e R é o tensor

de curvatura de Riemann de (M, g) (veja (CARLOTTO et al., 2016b)). Como Σt é totalmente

geodésica,

∇2
Σt
V (X, Y ) = ∇2V (X, Y ) (72)

para vetores tangentes X, Y . Como ∇2V =

(
Ric − Rg

n− 1
g

)
V , dado que Rg = 0 e V > 0,

então

∇2V (X, Y ) = Ric (X, Y )V. (73)
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Por (71), (72) e (73), obtemos

Ric (X, Y ) = −R (Nt, X, Y,Nt), (74)

pois V > 0. Considerando {ei} um referencial ortogonal em Σt, temos por (74) que

Ric (X, Y ) =
n∑

i=1

R (ei, X, Y, ei)

= R (Nt, X, Y,Nt) +
n−1∑
i=1

R (ei, X, Y, ei)

= −Ric (X, Y ) + RicΣt (X, Y ),

onde RicΣt é o tensor de Ricci de Σt induzido pela métrica dada acima. Portanto, para X, Y

tangentes a Σt,

Ric (X, Y ) =
1

2
RicΣt (X, Y ). (75)

Logo, por (73), (74) e (75), temos que

∇2
Σt
V =

V

2
RicΣt , (76)

e pela equação de estaticidade

∆ΣtV = ∇2
Σt
V − V RicΣt

=
V

2
RicΣt − V RicΣt

= −V
2

RicΣt .

(77)

Como estamos supondo Rg = 0, por (10) e pelo fato de Σt ser mínima e totalmente

geodésica, temos

Ric = −1

2
RΣt , (78)

onde RΣt denota a curvatura escalar de Σt. Por (75) e (78)

RicΣt = −RΣt

e por (77)

∆ΣtV =
V

2
RΣt . (79)
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Sabendo que divΣt (∇2
Σt
V ) = d (∆ΣtV )+RicΣt (∇ΣtV, ·), podemos tomar a divergência

em (76) e usar o fato que div Ric = 1
2
dR (veja por exemplo (PETERSEN, 2006)), para obtermos

0 = divΣt (∇2
Σt
V )− divΣt

(
V

2
RicΣt

)
= d (∆ΣtV ) + RicΣt (∇ΣtV, ·)−

1

2

(
V divΣt RicΣt + RicΣt (∇ΣtV, ·)

)
=

1

2
d (V RΣt) + RicΣt (∇ΣtV, ·)−

1

4
V dRΣt −

1

2
Ric (∇ΣtV, ·)

=
1

4
V dRΣt +

1

2
RΣtdV + V −1∇2

Σt
V (∇ΣtV, ·)

=
1

4
d(RΣtV

2 + 2|∇ΣtV |2).

Portanto, RΣtV
2 + 2|∇ΣtV |2 é constante em cada Σt. Por (69), temos, em ∂Σt ∩ ∂M , que

⟨∇V, ν⟩ = ⟨∇ΣtV, ν⟩+ ⟨∇V,Nt⟩ ⟨Nt, ν⟩ ,

logo
∂ΣtV

∂ν
= ⟨∇ΣtV, ν⟩ = 0,

visto que, cada Σt é de bordo livre. Multiplicando cada membro de (79) por V e aplicando a

identidade acima e a identidade de Green, concluimos que

RΣtV
2 + 2|∇ΣtV |2 = 0.

Portanto, RΣtV
2 = −2|∇ΣtV |2 ≤ 0. Como V > 0, temos que RΣt ≤ 0 em Σt.

Por outro lado, mais uma vez pela identidade de Green e por (79), temos∫
Σt

RΣt dσ =

∫
Σt

2V −1∆ΣtV dσ

= −2

∫
Σt

〈
∇ΣtV

−1,∇ΣtV
〉
dσ + 2

∫
∂Σt

V −1∂
ΣtV

∂ν
dσ∂Σt

=

∫
Σt

2V −2|∇ΣtV |2 dσ ≥ 0.

Portanto, temos que RΣt = 0 em cada Σt. Como, por (79), ∆ΣtV = 0 sobre Σt, temos então que∆ΣtV = 0 em Σt

∂ΣtV

∂ν
= 0 em ∂Σt.

(80)

Como Σt é conexa, nós concluimos que V é constante em Σt para cada t ∈ [0, ϵ). provando c).

Como ∇2
Σt
V = 0 sobre Σt, t ∈ [0, ϵ), e V > 0, então RicΣt = 0. Assim por (75),

Ric (X, Y ) = 0 para X, Y vetores tangentes. Logo pela equação de Codazzi e pela equação de

Gauss, Ric (ν, ν) = 0. Portanto, o tensor de Ricci é nulo em U .
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Além disso, como Hg = 0 por hipótese, temos por (23) que ΠgV = 0 em ∂M , e como V

é constante não nula, Πg = 0 no bordo de U, Isto é, o bordo de U é totalmente geodésico. Por

outro lado, como Σt é de bordo livre para cada t ∈ [0, ϵ), temos que

Hg = H∂Σt +Πg(N,N).

Portanto, H∂Σt = 0 para cada t ∈ [0, ϵ), provando d). ■

Veremos na próxima proposição uma caracterização para potenciais estáticos limitados

nos fins em semiespaços assintoticamente planos.

Proposição 4.1.2 Seja (Mn, g) um semiespaço assintoticamente plano e estático com potencial

estático V :M −→ R. Então:

a) Existe um vetor real (a1, . . . , an) tal que

V =


n∑

i=1

aixi +O(|x|1−τ ), se τ < n− 2

n∑
i=1

aixi +O(ln |x|), se τ = 1,

(81)

onde
n− 2

2
< τ ≤ n− 2.

b) Se V é limitada, então ai = 0 para todo i = 1, . . . , n. Neste caso, V > 0 ou V < 0

próximo do infinito.

Demonstração: Como (Mn, g) é um semiespaço assintoticamente plano e estático, temos que

Rg ≡ 0 e Hg ≡ 0. Sendo assim, observe que as equações (21) se escrevem como:

∇2
gV = V Ricg e ∆gV = 0 em M (82)

e

VΠg = 0 e
∂V

∂ν
= 0 em ∂M. (83)

Parte dos próximos calculos são largamente inspiradas na Proposição 3.1 de (MIAO;

TAM, 2015) com algumas modificações devido à presença de um bordo não-compacto. Por

completude repetiremos estes argumentos, modificando-os quando necessário.

Como em (MIAO; TAM, 2015), temos que

|∇2
gV | = |V Ricg| = O(r−1−τ ) (84)
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onde r = |x| e
n− 2

2
< τ ≤ n− 2. Observe que |∇gV |2 =

n∑
i=1

(V;i)
2, onde ";"denota a derivada

covariante. Além disso, temos que ∇g|∇gV |2 = 2(V;1V;11, . . . , V;nV;nn). Pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz e por (84), obtemos

|∇g|∇gV |2|2 = 4
n∑

i=1

(V;iV;ii)
2

≤ 4|∇gV |2|∇2
gV |2

≤ cr−2−2τ |∇gV |2,

onde c é uma constante. Assim como em (MIAO; TAM, 2015), isto implica que |∇gV |2 é

limitada. Daí

|∇2
gV (∂i, ∂j)| = |V ;ij +Γk

ij∂kV | = O(r−1−τ ), (85)

onde Γk
ij , 1 ≤ i, j, k ≤ n, são os símbolos de Christoffel.

Afirmamos que para cada j, lim
x→∞

∂jV existe e é finito. Com efeito, por (84), temos que

lim
x→∞

|∇2
gV (∂i, ∂j)| ≤ lim

x→∞
kr−1−τ para alguma constante k, o que mostra que ∂i( lim

x→∞
∂jV ) = 0.

Logo existem constantes aj = lim
x→∞

∂jV para cada j = 1, . . . , n.

Assim, definindo λ =
n∑

i=1

aixi, temos que |∇2
g(V − λ)(∂i, ∂j)| = |∇2

gV (∂i, ∂j)| =

O(r−1−τ ) e também que lim
x→∞

∂j(V − λ) = 0, isto implica que |∂j(V − λ)| = O(r−τ ). Por

integração, a expansão (81) segue.

Suponha agora que V seja limitada. Suponha que ai ̸= 0 para algum i ∈ {1, . . . , n}.

Como V −
n∑

i=1

aixi tem crescimento inferior a uma função linear, seguiria que V seria ilimitada.

Logo, ai = 0 para cada i = 1, . . . , n. Veja que assim |∂xj
V | = O(r−τ ) e isto mostra que

lim
x→∞

|∇V |2 = 0.

Seja Σ = V −1(0). De acordo com a Proposição 2.6.1, Σ é a união de componentes

conexas fechadas e de bordo livre. Aqui abordaremos apenas o caso em que as componentes

conexas de Σ tem bordo livre, visto que o caso fechado foi tratado em (MIAO; TAM, 2015).

Suponha ainda, sem perda de generalidade, que Σ é conexa, a qual, pela Proposição 2.6.1, é uma

hipersuperfície mergulhada totalmente geodésica. Além disso, como |∇V |2 é uma constante

positiva em Σ, temos que Σ é limitada. De fato, se fosse ilimitada, teríamos

lim
x→∞,x∈Σ0

|∇V |2 = 0.

Suponha que exista s0 > 0 tal que o hemisfério Sn−1
+ de raio s tenha curvatura média

positiva em (M, g) para todo s ≥ s0. Como Σ é uma compacta mínima com bordo livre, segue
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pelo Teorema 1 de (WHITE, 2010) que Σ ∩ {|x| > s0} = ∅ e pelo Teorema 1.2 de (LI; ZHOU,

2021) que ∂Σ ∩ ∂{|x| > s0} = ∅. Assim V < 0 ou V > 0 sobre {|x| > s0}. ■

Precisamos da seguinte definição de horizonte.

Definição 4.1.1 ((EICHMAIR; KOERBER, 2023)) Dizemos que um semiespaço assintotica-

mente plano (Mn, g) possui um horizonte Σ ⊂M, se Σ é uma hipersuperfície mínima compacta

não vazia tal que:

• As componentes conexas de Σ ou são hipersuperfícies com bordo livre ou são hipersuper-

fícies fechadas.

• M não contém outras hipersuperfícies mínimas com bordo livre ou mínimas fechadas na

região exterior Mext ⊂M

• A hipersuperfície ( fechada ou com bordo livre) Σ é localmente minimizante de área, se

n ≥ 8 (Note que se 3 ≤ n ≤ 7, Σ é minimizante de área pelas duas condições anteriores,

veja (KOERBER, 2023, Lema 2.3)).

Com os resultados estabelecidos acima, podemos demonstrar o resultado principal da

seção.

Demonstração do Teorema 4.1.2: Como M é um semiespaço assintoticamente plano

e estático, temos que Rg ≡ 0 e Hg ≡ 0. Seja Σ um horizonte, que é uma hipersuperfície mínima

compacta e localmente minimizante de área. Suponha, por contradição, que V não se anula em Σ.

Pela Proposição 4.1.1, existem uma vizinhança U de Σ emM e existem hipersuperfícies mínimas

com bordo livre, o que contradiz o fato que M não contém tais hipersuperfícies compactas além

de Σ. Portanto, V é nulo em Σ.

Supondo que V seja limitado, então pela Proposição 4.1.2, temos que V > 0 ou V < 0

próximo ao infinito de M . Vamos considerar, sem perda de generalidade, que em um semifim

temos que V > 0 próximo ao infinito. Tal condição é mantida em todos os outros semifins, pois

caso contrário V −1(0) estaria no interior de M, a qual seria uma hipersuperfície mínima com

bordo livre pela Proposição 2.6.1, que é diferente de Σ. Pra finalizar, pelo Teorema 2.3.1 temos

que V > 0 no interior de M . ■

4.2 SOBRE RIGIDEZ EM SEMIESPAÇOS ASSINTOTICAMENTE PLANOS E ESTÁTICOS

A proposição a seguir relaciona o potencial estático V quando restrito a uma hipersuper-

fície.
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Proposição 4.2.1 Sejam (Mn, g) um semiespaço assintoticamente plano e estático com

V :M −→ R um potencial estático. Suponha que Σ é uma hipersuperfície compacta com bordo

livre com respeito a ∂M . Então V
∣∣
Σ

satisfaz
∆ΣV + HΣ

∂V

∂N
+

(
1

2
H2

Σ − 1

2
|AΣ|2 −KΣ

)
V = 0 em Σ,

∂V

∂ν
= 0 em ∂Σ.

(86)

Demonstração:

Como (M, g) é um semiespaço assintoticamente plano, Rg ≡ 0 e Hg ≡ 0. Por outro lado,

sabemos que as equações (21) são equivalentes a

∇2
gV = V Ricg e ∆gV = 0 em M (87)

e

VΠg = 0 e
∂V

∂ν
= 0 em ∂M. (88)

Além disso, em ∂Σ ∩ ∂M ,

⟨∇V, ν⟩ = ⟨∇ΣV, ν⟩+ ⟨∇V,N⟩ ⟨N, ν⟩ .

Logo

0 =
∂V

∂ν
= ⟨∇ΣV, ν⟩ ,

visto que, Σ é de bordo livre. Portanto os demais cálculos seguem do Lema 1 de (MIAO, 2005b),

onde denotamos
∂ΣV

∂ν
simplesmente por

∂V

∂ν
. ■

Lema 4.2.1 Sejam (M3, g) uma variedade Riemanniana con bordo ∂M não vazio e Σ ⊂ M

uma hipersuperfície compacta, CMC estável e com bordo livre com respeito a ∂M . Se Σ

minimiza área no sentido de Plateau, então∫
Σ

[Ric (N,N) + |AΣ|2] dσΣ +

∫
∂Σ

Πg (N,N) dσ∂Σ ≤ 4π(g + γ),

onde g é o gênero de Σ e γ é o número de componentes conexas de ∂Σ.

Demonstração: Procedendo como (NUNES, 2017), temos por (GABARD, 2006) que existe

uma aplicação conforme

w : Σ −→ D2,

de grau no máximo g + γ, onde D2 ⊂ R2. Como D2 é conformemente equivalente ao hemisfério

unitário S2
+, podemos supor w = (w1, w2, w3) tal que

w : Σ −→ S2
+.
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Além disso, temos que a energia de Dirichlet satisfaz∫
Σ

|∇w|2 dσΣ ≤ 4π(g + γ)

(veja por exemplo (NUNES, 2017)). Usando o difeomorfismo conforme, podemos supor que∫
Σ

wi dσΣ = 0 para i = 1, 2, e como Σ minimiza área no sentido de Plateau, temos que

∫
Σ

[Ric (N,N) + |AΣ|2]w2
3 dσΣ ≤ 0, (89)

onde w3 = 0 em ∂Σ.

Por outro lado, como por hipótese Σ é CMC estável, então∫
Σ

[Ric (N,N) + |AΣ|2]
( 2∑

i=1

w2
i

)
dσΣ +

∫
∂Σ

Πg (N,N)

( 2∑
i=1

w2
i

)
dσ∂Σ ≤

2∑
i=1

∫
Σ

|∇wi|2 dσΣ.

(90)

Somando (89) e (90), e usando o fato que
3∑

i=1

w3
i = 1, obtemos

∫
Σ

[Ric (N,N) + |AΣ|2] dσΣ +

∫
∂Σ

Πg (N,N) dσ∂Σ ≤
∫
Σ

|∇w|2 dσΣ

≤ 4π(g + γ).

■

Observação 4.2.1 Seguindo os argumentos de (ALMARAZ et al., 2016), se (Mn, g) é um semi-

espaço assintoticamente plano e V : M −→ R é um potencial estático, então V admite uma

expansão assintótica dada por

V = 1− A
|x|n−2

+O(|x|1−n), (91)

para |x| suficientemente grande e A > 0 uma constante positiva.

Teorema 4.2.1 Sejam (M3, g) um semiespaço assintoticamente plano e estático tal que

Σ = ∂̃E ⊂ M é uma superfície suave e conexa com bordo livre com respeito a ∂M , onde E

é um domínio suave e limitado em M . Suponha que HΣ = C > 0 e KΣ ≥ 1

4
C2. Se Σ é CMC

estável e minimiza área no sentido de Plateau, então

A ≤ 8

√
8π

C2|Σ|
m̃H(Σ),

onde A é uma constante positiva dada pela Observação 4.2.1 e m̃H(Σ) é a massa de Hawking

modificada de Σ. Vale a igualdade se, e somente se, (M, g) é isométrica a R3
+.
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Demonstração:

Pela Proposição 4.2.1 aplicado Σ = ∂̃E, temos que

−HΣ
∂V

∂N
= ∆ΣV +

(
1

2
H2

Σ − 1

2
|AΣ|2 −KΣ

)
V e

∂V

∂ν
= 0. (92)

Seja p ∈ Σ tal que V (p) = min
Σ
V . Afirmamos que V (p) > 0. Suponha, por contradição,

que V (p) ≤ 0. Como (M3, g) é um semiespaço assintoticamente plano, então ∆gV = 0 e pela

expansão assintótica de V , temos que lim
x→∞

V (x) = 1, logo V (p) = min
M

V . Por um lado, pelo

Lema de Hofp,
∂V

∂N
> 0 e como, por hipótese, HΣ > 0, obtemos que HΣ

∂V

∂N
> 0.

Por outro lado, como |AΣ|2 ≥
1

2
H2, então −1

2
|AΣ|2 ≤ −1

4
H2, assim

1

2
H2

Σ − 1

2
|AΣ|2 −KΣ ≤ 1

2
H2

Σ − 1

4
H2

Σ −KΣ

≤ 1

4
H2

Σ −KΣ ≤ 0,

onde pela hipótese
1

4
H2

Σ ≤ KΣ e ∆ΣV (p) ≥ 0, pelo Princípio da máximo. Entretanto pela

primeira equação (92), temos que ∆ΣV < 0, o que é uma contradição. Portanto, min
Σ
V > 0. De

forma analóga, podemos mostrar que min
Σ
V < 1. Assim temos que 0 < V < 1 em M , a menos

que V ≡ 1, que segue pelo Princípio do máximo.

Agora definindo, W = log V pela Proposição 4.2.1 temos
∆ΣW + |∇ΣW |2 + HΣ

∂W

∂N
=

1

2

(
2KΣ − H2

Σ + |AΣ|2
)

em Σ,

∂W

∂ν
= 0 em ∂Σ.

(93)

Pela expansão assintótica de V temos que∫
S+∞

∂W

∂N
dσS+∞ =

∫
S+∞
V −1 ∂V

∂N
dσS+∞

= lim
r→∞

∫
S+
r

V −1 ∂V

∂N
dσS+r

= 2πA,

onde A é uma constante positiva dada em (91). Como ∆W + |∇W |2 = 0, pois ∆V = 0 em M ,

segue que

2πA+

∫
M

|∇W |2 dσM =

∫
Σ

∂W

∂N
dσΣ. (94)

Por (93), integrando em Σ , obtemos∫
Σ

∆ΣW dσΣ +

∫
Σ

|∇ΣW |2 dσΣ + HΣ

∫
Σ

∂W

∂N
dσΣ =

∫
Σ

KΣ dσΣ +
1

2

∫
Σ

[|AΣ|2 − HΣ] dσΣ.

(95)



57

Por um lado, utilizando mais uma vez (93), temos que∫
Σ

∆ΣW dσΣ =

∫
∂Σ

∂W

∂ν
dσ∂Σ = 0. (96)

Note que no lado direito de (95), precisamos calcular
∫
Σ

KΣ dσΣ. Assim, pelo Teorema

de Gauss-Bonnet ∫
Σ

KΣ dσΣ = 2π(2− 2g − γ)−
∫
∂Σ

kg dσ∂Σ, (97)

onde kg é a curvatura geodésica de ∂Σ. Pela hipótese de bordo livre, temos que

Hg = Πg(N,N) + kg

(veja por exemplo (AMBROZIO, 2015b)). Temos, também, pelo fato de (M3, g) ser um semies-

paço assintoticamente plano e estático que

Hg ≡ 0, Rg ≡ 0.

Além disso, como estamos supondo V > 0, então Πg(N,N) = 0 pela equação (88). Logo

kg = 0. Segue pela equação (97), que∫
Σ

KΣ dσΣ = 2π(2− 2g − γ). (98)

Como, por hipótese, KΣ > 0, então por (98), obtemos 2− 2g− γ > 0, isto é, 2g+ γ < 2.

Concluímos daí que g = 0 e γ = 1. Novamente, por (98)∫
Σ

KΣ dσΣ = 2π, (99)

e daí por (96) e (99),∫
Σ

|∇ΣW |2 dσΣ + HΣ

∫
M

|∇W |2 dσΣ + 2πAHΣ = 2π +
1

2

∫
Σ

[|AΣ|2 − HΣ] dσΣ.

Segue do Lema 4.2.1 que∫
Σ

[Ric (N,N) + |AΣ|2] dσΣ +

∫
∂Σ

Πg (N,N) dσ∂Σ ≤ 4π.

Por (10)

Ric (N,N) + |AΣ|2 =
1

2
C2 +

1

2
|AΣ|2 −KΣ,

onde HΣ = C. Assim

4π ≥ 1

2

∫
Σ

C2 dσΣ +
1

2

∫
Σ

|AΣ|2 dσΣ − 2π,
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o que implica

6π − 1

2

∫
Σ

C2 dσΣ ≥ 1

2

∫
Σ

|AΣ|2 dσΣ.

Portanto ∫
Σ

|∇ΣW |2 dσΣ + HΣ

∫
M

|∇W |2 dσM + 2πAHΣ ≤ 8π −
∫
Σ

C2 dσΣ. (100)

Por outro lado, pela definição da massa de Hawking modificada de Σ temos

8π −
∫
Σ

H2 dσΣ =
(16π)

3
2

(2|Σ|) 1
2

m̃H(Σ). (101)

Por (100) e (101)

1

2πC

[ ∫
Σ

|∇ΣW |2 dσΣ + HΣ

∫
M

|∇W |2 dσM
]
+A ≤ 8

√
8π

C2|Σ|
m̃H(Σ), (102)

e pela equação (102)

A ≤ 8

√
8π

C2|Σ|
m̃H(Σ). (103)

Se vale a igualdade em (103), então todas as desigualdades tornam-se igualdades. Portanto

vale a igualdade em (102), resultando em∫
Σ

|∇ΣW |2 dσΣ + HΣ

∫
M

|∇W |2 dσM = 0. (104)

Isto implica que ambas as integrais são nulas, logo concluimos que W é constante em Σ e W

é constante em M e portanto V é uma constante. Pelas equações (87) e (88), temos que M é

Ricci-plana com bordo totalmente geodésico, logo isométrica a R3
+. ■

Corolário 4.2.1 Seja (M, g) um semiespaço assintoticamente plano e estático tal que

Σ = ∂̃E ⊂ M é uma superfície suave e com bordo livre, onde E ⊂ M é um domínio suave e

limitado. Suponha que (Σ, g|Σ) seja isométrica ao hemisfério coordenado unitário S2
+ ⊂ R3

+

e que HΣ = 2. Se Σ é estável CMC e minimiza área no sentido de Plateau, então (M3, g) é

isométrica a R3
+ \B+

1 (0).

Demonstração: Pelo teorema anterior se vale a igualdade, então todas as desigualdades se

tornam igualdades. Em particular,

6π − 1

2

∫
Σ

H2
Σ dσΣ =

1

2

∫
Σ

|AΣ|2 dσΣ.

Pelas hipótese sobre (Σ, g|Σ), temos que∫
Σ

|AΣ|2 dσΣ = 4π.

Assim, provamos que Σ é umbílica, logo AΣ = g|Σ. Portanto, pelo Teorema 4.2.1, concluímos

que V ≡ 1 em M e, deste modo, o resultado segue. ■
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4.3 RIGIDEZ EM VARIEDADES ASSINTOTICAMENTE PLANAS E ESTÁTICAS

Considere o espaço de Schwarzschild tridimensional ([2m,+∞)× S2, g), onde

g =

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dσS2 ,

com m > 0 e dσS2 é a métrica usual da esfera unitária S2. Observe que V (r) =

(
1 − 2m

r

) 1
2

define um potencial estático em ([2m,+∞)×S2, g). Definindo Σr = {r}×S2 temos que é uma

superfície totalmente umbílica com curvatura média dada por
2V (r)

r
. O horizonte de eventos do

buraco negro ocorre em r = 2m, onde as coordenadas estáticas degeneram. E quando r = 3m,

Σ3m é chamada esfera de fótons. Do ponto de vista físico, a esfera de fótons no espaço de

Schwarzschild modela fótons espiralando em torno de um buraco negro a uma distância fixa.

Além disso, as esferas de fótons estão relacionadas à existência de imagens relativísticas no

contexto de lentes gravitacionais. Para maiores detalhes recomendamos (CLAUDEL et al., 2001),

(JAHNS, 2019) e (YAZADJIEV, 2015) para obter mais informações sobre esferas de fótons.

O resultado devido a Cederbaum-Galloway (caso Riemanniano) (CEDERBAUM; GAL-

LOWAY, 2017) será fundamental na demonstração do resultado dessa seção.

Teorema 4.3.1 Sejam (M3, g) uma variedade Riemanniana suave assintoticamente plana e

estática com massa ADM m, com bordo conexo não vazio Σ e V : M −→ R seu potencial

estático. Suponha que Σ é uma esfera CMC totalmente umbilíca com curvatura escalar não

negativa tal que RΣ =
3

2
H2

Σ, V e
∂V

∂ν
são constantes em Σ e satisfazem

2
∂V

∂ν
= V HΣ e (rHΣ)

2 =
4

3
,

onde r =

√
|Σ|
4π

. Então m > 0 e (M3, g) é isométrica a região {r ≥ 3m} exterior a esfera de

fótons no espaço de Schwarzschild.

A ideia da demonstração do resultado acima é baseado na prova por (BUNTING; ALAM,

1987b), na qual os autores duplicam a variedade (M3, g) assintoticamente plana e estática ao

longo do bordo do buraco negro
l⋃

i=1

Σi para obter uma nova variedade (M̃3, g̃), que é suave,

exceto por um conjunto finito de superfícies de colagem Σi ∈ C1,1 e tem duas extremidades

assintoticamente planas. Em seguida, eles modificam conformemente a variedade (M̃3, g̃) de

modo que a extremidade assintótica original é tal que tem massa ADM nula, e a extremidade

duplicada pode ser compactificada para um único ponto. Por construção, a nova variedade
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(M̄3, ḡ) tem curvatura escalar nula, é geodésicamente completa e é assintoticamente plana com

massa ADM nula. Pela afirmação de rigidez do Teorema de Massa Positiva (regularidade fraca),

devido a Bartnik, a variedade modificada conformemente (M̄3, ḡ) deve ser isométrica ao espaço

Euclidiano. Isto é, a variedade original (M3, g) é conformemente plana. Combinando isso com

as equações estáticas, segue-se que (R ×M3,−V 2dt2 + g) é necessariamente isométrico ao

espaço-tempo de Schwarzschild.

Dada uma variedade estática compacto com bordo (M3, g) o seguinte resultado nos dá

uma estimativa de área para uma componente conexa de ∂M , onde o potencial estático não nulo

V não muda de sinal.

Proposição 4.3.1 (Proposição 2.3 de (CRUZ; NUNES, 2023)) Sejam (M3, g) uma variedade

compacta e estática com bordo e V :M −→ R seu potencial estático. Seja Σ0 uma componente

conexa de ∂M e suponha que V ̸= 0 em Σ0. Então(
Rg

2
+

3

4
H2

Σ0

)
|Σ0| ≤ 2πχ(Σ0),

onde HΣ0 denota a curvatura média de Σ0 com respeito ao normal unitário exterior ν. Vale a

igualdade se, e somente se,

a) V é constante em Σ0 ;

b) Σ0 tem curvatura Gaussiana KΣ0 =
Rg

2
+

3

4
H2

Σ0
e Ric (ν, ν) = −

H2
Σ0

2
em Σ0.

Como consequência, temos

Corolário 4.3.1 (Corolário 2.4 de (CRUZ; NUNES, 2023)) Seja (M3, g) uma variedade com-

pacta e estática com bordo e com potencial estático V : M −→ R. Seja Σ0 uma componente

conexa de ∂M e suponha que V ̸= 0 em Σ0.

a) Se Rg = 0, então Σ0 é um 2-toro totalmente geodésico ou uma 2-esfera totalmente

umbílica;

b) Se Rg > 0, então Σ0 é uma 2-esfera totalmente umbílica.

Nosso próximo resultado nos diz que sob certas hipóteses na curvatura Gaussiana e

média, uma variedade compacta e estática é isométrica a um domínio próprio do Schwarzschild.

Teorema 4.3.2 Seja (M3, g) uma variedade assintoticamente plana e estática com bordo Σ não

vazio e com potencial estático V : M −→ R. Suponha que 0 < KΣ ≤ 3

4
H2

Σ. Então (M3, g) é

isométrica a ([3m,+∞)× S2, g), com g =

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dσS2 .
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Demonstração: Sendo (M, g) assintoticamente plana e estática, segue que Rg ≡ 0. Pela Propo-

sição 4.3.1, temos
3

4
H2

Σ|Σ| ≤ 2πχ(Σ). (105)

Por outro lado, integrando em Σ, pelo Teorema de Gauss-Bonnet e pela hipótese, obtemos

2πχ(Σ) =

∫
Σ

KΣ dσΣ

≤ 3

4

∫
Σ

H2
Σ

=
3

4
H2

Σ|Σ|.

(106)

Portanto por (105) e (106), segue a igualdade. Logo novamente pela Proposição 4.3.1, temos

que V é constante em Σ e KΣ =
3

4
H2

Σ. Além disso, como
∂V

∂ν
=

1

2
HΣV , concluímos que

∂V

∂ν
é constante em Σ. Pelo Corolário 4.3.1, temos que Σ é uma esfera totalmente umbilíca. Como

RΣ = 2KΣ, então

RΣ =
3

2
H2

Σ,
∂V

∂ν
=

1

2
HΣV, (rHΣ)

2 =
4

3
,

visto que Σ é uma esfera. Então pelo Teorema 4.3.1, segue o resultado. ■
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