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RESUMO

O objetivo deste trabalho € investigar a relacdo intrinseca entre determinados espagos de funcdes
harmonicas em uma variedade completa e sua topologia no infinito. Assumindo limites apropria-
dos sobre a curvatura de Ricci, obtemos estimativas para as solucdes das equagdes de Laplace e
do calor. Esta teoria tem importantes aplicagdes a geometria e topologia de variedades, algumas
das quais sdo apresentadas aqui. Em uma variedade com mais de um fim, construimos um
espaco de fun¢des harmdnicas com propriedades notaveis. Por sua vez, estimar a dimensao desse
espaco por meio de consideracdes geométricas nos ajudard a entender a topologia no infinito
da variedade. Mais especificamente, mostraremos uma generaliza¢io do celebrado Teorema de

decomposicao de Cheeger-Gromoll.

Palavras-chaves: Fun¢des harmonicas, Topologia no infinito, Parabolicidade, Resultados de

rigidez.



ABSTRACT

The aim of this work is to investigate the intrinsic relationship between certain spaces of harmonic
functions on a complete manifold and their topology in the infinite. Assuming appropriate bounds
on the Ricci curvature, we obtain estimates for the solutions of the Laplace and heat equations.
This theory has important applications to geometry and topology of manifolds, some of which
are presented here. In a manifold with more than one end, we have built a space of harmonic
functions with remarkable properties. In turn, estimating the dimension of this space through
geometric considerations will help us to understand the topology in the infinite of the manifold.
More specifically, we will show a generalization of the celebrated Cheeger-Gromoll Splitting

theorem.

Keywords: Harmonic functions, Topology at infinity, Parabolicity, Rigidity results.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho estudaremos propriedades de solugdes para as equacdes de Laplace e
de calor, que por sua vez, nos dardo mais informagdes sobre a geometria e a topologia da
variedade subjacente, assumindo algumas informagdes apropriadas sobre a curvatura. Como
exemplo, usaremos fun¢des harmonicas para contar o nimero de fins de variedades abertas
e ver as aplicacOes de resultados de rigidez para variedades com mais de um fim. Para tanto,

escrevemos seguindo (LI, 2012).

A construgdo de fungdes harmonicas definidas em uma variedade M estendendo as
funcgdes de barreira definidas em todos os fins de M, foi provada primeiramente por (LI; TAM,
1992) para variedades com curvatura seccional ndo-negativa. Posteriormente, ambos deram uma
construgdo para variedades completas arbitrarias. Por outro lado, (SUNG; TAM; WANG, 2000)

apresentaram a construcao de uma maneira mais sistematica.

Esse trabalho estd dividido em cinco capitulos. No primeiro capitulo apresentamos
alguns operadores diferenciais em variedades, especialmente o operador Laplaciano, bem como
resultados da geometria de comparacao que € uma ferramenta crucial na anélise geométrica,
onde apresentamos a formula de Bochner, o teorema de comparacdo do Laplaciano e a estimativa

de comparagdo de volume de Bishop-Gromov.

No segundo capitulo apresentamos uma prova da estimativa do gradiente, com a téc-
nica aprimorada por (MUNTEANU, 2012) para fun¢des harmonicas positivas, que serd uma
ferramenta frequentemente utilizada no decorrer do texto para estabelecermos limitacdes como

funcdes barreira.

No terceiro capitulo usamos as estimativas de gradiente e de Harnack para estimar as
fun¢des de Green e o nucleo de calor e introduzimos a no¢ao parabolicidade em variedades,

obtendo propriedades e caracterizacdes desses conceitos.

No quarto capitulo estudamos variedades com topologia nao trivial no infinito para
construir alguns espacos de funcdes harmonicas que t€ém propriedades notaveis, tendo como
foco o trabalho de (SUNG; TAM; WANG, 2000). A saber, os espacos de fun¢des harmonicas se
comportam de maneira diferente no infinito da variedade, que nos permite contar o nimero de

fins.

Finalmente, no quinto capitulo apresentamos aplicacdes dessa teoria para resultados de
rigidez em variedades com mais de um fim, onde temos alguns dos resultados apresentados por
(LI; WANG et al., 2002).



2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos operadores diferenciais em variedades, alguns resultados
de geometria de comparacdo, especialmente o Laplaciano da fungdo distancia e o teorema de
comparacao de volume de Bishop-Gromov, bem como algumas estimativa de gradiente para
fun¢des harmonicas, e finalizando com nocdes de funcdo de Green e nicleo de calor. Aqui
assumimos que o leitor estd familiarizado com tdpicos de geometria Riemanniana, a saber:
variedades diferencidveis, conexdes afins e Riemanniana, geodésicas e curvaturas. Para mais
detalhes ver (CARMO, 2011).

2.1 Operadores diferenciais em variedades

A derivagido covariante de tensores permite estendar as variedades Riemannianas certos
operadores diferenciais de uso frequente no R”, como o gradiente, o divergente, o hessiano
e o laplaciano. Nessa secao sao discutidos esses operadores diferenciais, seguindo (CARMO,
1971). Em tudo o que segue, M" denota uma variedade Riemanniana n-dimensional com métrica

g = (., .) e conexdo de Levi-Civita V.

Frequentemente usaremos o indice e a conven¢do de soma introduzida por Einstein, isto
€, dado um espaco vetorial V', como o espaco tangente de uma variedade, usamos subscritos para
vetores em V. Assim, uma base em V' € denotada por vy, ..., v,. Dado um vetor v € V' podemos

entdo escrevé-lo como uma combinacao linear dos vetores da base da seguinte forma

v:Zaivi:aim:[”Ul ooovlat L )
i

Aqui usamos sobrescritos nos coeficientes e, em seguida, somamos automaticamente os
indicadores que se repetem como sub e sobrescritos. Outros detalhes sobre essa convencao podem
ser vistos em (PETERSEN; AXLER; RIBET, 2006). Posteriormente usaremos as identidades de

Ricci para comutar as derivadas covariantes em variedades. Por exemplo,
Jigk = fikj + Bjipifp,

onde

Rjkpi = Rm(eja €k, €p, ei)
€ o tensor curvatura de Riemann. Em particular,
fiji = fiij + Ripfp
onde

Rip = Rjipi
J

€ a curvatura de Ricci de (M,g).



Definicao 2.1 (Referencial local movel) Sejam M uma variedade Riemanniana, p € U C M
onde U é uma vizinhanga de p. Definimos os campos ey, ...,e, € X(M), de modo que em
cada q € U, os vetores {e;(q),i = 1,...,n} formam uma base de T, M. Dizemos, neste caso,
que {e;,i = 1,...,n} é um referencial movel em U. Se ey, ...,e, € X(M) formam uma base
ortonormal de T,M para cada q € U, entdo dizemos que {e;,i = 1,...,n} é um referencial
local ortonormal. Se parap € U C M V.e; = 0 para todos 1 < i,j5 < n dizemos que

{e;,i =1,...,n} é um referencial geodésico em p.

Definicao 2.2 Seja f:M™ — R uma funcdo suave. O gradiente de f é o campo vetorial suave
V f, definido sobre M por

(Vf,X) =Vx[=X(f) =df(X) 2.1
para todo X € X(M).
Proposicao 2.1 Se f,h: M™ — R sdo funcoes suaves, entdo

(@)V(f+h)=Vf+Vh
(b)V(fh) =hVf+ fVh

Prova. Dado X um campo suave sobre M, temos
(V(f+h),X)=X(f+h)=X(f)+ X(h)

— (Vf, X) + (Vh, X)
— (Vf+Vh, X).

(V(fh), X) = X(fh)=hX(f)+ fX(h)
= (hVf, X) + (fVh, X)
= (W f + fVh, X).

O

Proposicao 2.2 Seja f : M" — R uma fungdo suave. Dados p € M e v € T,M, seja
v:(—¢,€) = M uma curva suave tal que ~y(0) = p e v'(0) = v. Entdo

(V5.0 = (o)) @2

t=0

Em particular, se p é ponto de mdximo ou minimo local para f, entdo V f(p) = 0.

Prova. Seja X uma extensao local de +'. Logo,

(V1.0), = (X()F) = 5 (F o)D)

t=0
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Para a segunda parte, suponhamos que p é ponto de minimo local para f. Entao existe
U C M vizinhanga aberta de p tal que f(p) < f(q) paratodo ¢ € U. Se v € T,M e
v : (—¢&,e) = U como dado no enunciado da proposic¢do, entdo f oy : (—¢,¢) — R tem um

minimo local em 0. Disso decorre que

Vi, = Sromm| =0

t=0

E como a relac¢do acima é vdlida para todo v € T, M, segue que V f(p) = 0. O caso em

que p € ponto de maximo local para f é andlogo.

O

Proposicao 2.3 Se f : M" — R é uma fungdo suave e U C M é uma vizinhanca coordenada,

com campos coordenados 01, ..., 0, entdo o gradiente de f é dado em U por

Vf=g"fi. (2.3)
Em particular,
VI = g" fufr. (2.4)
Prova. Se V [ = a0y, entao
fr= g—i = (V[,0) = a;{0;,0) = a;g;,

de maneira que
9" fi = a;g" gi = a;0k; = ax.
Isso prova a primeira parte. Agora, a norma do gradiente é dado por
IV f1? = (g™ [0k, ™ f;Om)
= 9"9™ grm 1 f;
= g"0ifif;
= 9" fif;-

O

Definicao 2.3 Seja X um campo vetorial suave em M". O divergente de X é a fungdo suave div
X : M"™ — R, dada para p € M por

(divX)(p) = tr{v = (V. X)(p)}, (2.5)

onde v € T,M e tr denota o trago do operador linear entre chaves.
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Proposicao 2.4 Seja X um campo suave em M" e {ey, ..., e, } um referencial ortonormal em

uma vizinhanga aberta U C M. Se X = Z?:l a;e; em U, entdo
divX = ei(ai) - <Ve¢ei7 X> (26)
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entdo temos em p que

Prova. A primeira parte segue imediatamente da definicdo de divergente de um campo
vetorial. Além disso, pela defini¢do de referencial geodésico, a segunda parcela da expressao em

(2.6) € nula, o que implica a segunda parte.

O

Proposicao 2.5 Se X,Y sao campos vetoriais suaves em M" e f : M™ — R é uma fun¢do suave,

entdo
(a)div(X +Y) = divX +divY.
(B)div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Prova. O item (a) é imediato em virtude da Proposi¢do 2.1. Quanto a (b), usando a

definicao de divergente, temos

le(fX) = <V€z(fX)7 62’) = <€z(f)X + fveiXa €i>
= (ei(flei, X) + f(Ve, X, €)
= (Vf,X) + fdivX.

O

Lema 2.1 Seja X um campo vetorial sobre M™ e U C M uma vizinhanga coordenada com
campos coordenados 01, ..., 0. Se X for dado em U por X = a;0;, entdo a divergéncia de X é

dada em U por
divX = Vy,a; + a;T’ (2.8)

157

onde os Ffj sdo os simbolos de Christoffel da métrica de M em U.

Prova. Notemos primeiro que
VaiX = Val(aké?k) = (Valak)ak + akvaﬁk

= (Vo,a)0 + akF{ké’j = (Va,a1)0z;0; + ajl“fj@k
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Logo, como o tragco do operador linear € o tragco da matriz que o representa em qualquer base,

segue que

divX = Vy,a; + Z ajFﬁj = Vy,a; + Cljrij
J
= Vy,a; + aiF;:i = Vp,a; + a; Z Fg]*

J

O

Proposicao 2.6 Seja X um campo vetorial sobre M™ e U C M uma vizinhanga coordenada
com campos coordenados 01, ..., 0,. Se X for dado em U por X = a;0;, entdo a divergéncia de
X é dada em U por

) 1 0
divX = ﬁ oz,

(ai/9), (2.9)

onde g = det(g;;).

Prova. Primeiro vamos analisar o segundo somatodrio na expressao do Lema 2.1:
F{ _ 1 99ik I 9gjk _ 99i g
J 2 aLE‘j 8:(:Z al’k
1 (agik‘gkj 4 agjk‘gkj _ 99ij gkj>

1 (095 i, 09k ki 09ij g
_2<8xkg + axig &ckg
_ 10gjk 1;
Afirmamos agora que
sk i _ 199
ox; g oz,

Para isso, considere que (G*); € a matriz obtida de G = (g;;), derivando as entradas de
sua k-ésima coluna na dire¢do de 0;. Como g = detG € uma fung@o linear de cada uma de suas

colunas, temos
1 dg

55%‘

= det(G71)det((G*);) = det(G™H(G®),).
Como GG = Id temos que os elementos da k-ésima coluna de G~1(G*); que denota-
mos por Ay, sdo dados por Ay, = gV %"%. Portanto, pelo teorema de Laplace, temos que

19
g Ox;

- 03k
— Loyky Y — — ki 29
det(G (G )z) Akk g 81‘1 .
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Esse resultado juntamente com o Lema 2.1 fornece

_ Oay ;  0Oa; a; Og
divX = oz, + a; Zrij = oz, @8@
B ai a; 3\/_ 1 da; 8\/_
+ V9 0x; \/_ <\/§8xz ta " Ox; )
1 0

= ﬁa_xi(ai\@)'

Definicao 2.4 Seja f : M™ — R uma funcdo suave. O Laplaciano de f é a funcdo Af : M"™ —
R dada por
Af =div(Vf). (2.10)

Corolario 2.1 Se f : M™ — R e ¢ : R — R sdo fungoes suaves, entdo
A(pof)=(¢"o NIVIF + (¢ o HAF. (2.11)

Prova. Pela definicao do Laplaciano e das propriedades do gradiente e do divergente,

temos

A(po f) =div(V(go f)) =div((¢'o [)V )
= ((¢" o ), Vf) + (¢" 0 f)div(V [)
=((@" o IVL, V) + (¢ o [)AS.

0

Proposicao 2.7 Seja f : M"™ — R uma fun¢do suave e {e, ..., e, } um referencial ortonormal
em um aberto U C M. Entdo

Af = €; (61(.]()) — (Veiei) f (212)

Prova. De fato, note que V f = ¢;(f)e; em U. Portanto, usando a defini¢do do Laplaciano

junto com a proposicao 2.4 obtemos

Af = el(el(f>> - <V€i€i> Vf) = el(el(f)) - (V€i€i>f'

Proposicao 2.8 Dadas f,h : M™ — R funcdes suaves, tem-se

A(fR) = hAf + fAR + 2(V f, V). (2.13)
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Prova. Segue das Proposi¢des 2.1 e 2.5 que

A(fh) = div(V(fh)) = div(hV f + fVh)
= WASf + fAR +2(V f,Vh).

O

Proposicao 2.9 Se f : M"™ — R é uma fung¢do suave e U C M é uma vizinhang¢a coordenada

com campos coordenados 01, ..., 0y, entdo o Laplaciano de f é dada em U por
1 0

A= o (0Val). 21

Prova. Seja Vf = a;0;, com a; = g f;. Segue de (2.9) que
1 0
(97v/af5) -

Af = div(Vf) =

19

(aiv/g)

OJ

Definicao 2.5 Seja f : M™ — R uma funcdo suave. O Hessiano de f é o campo de operadores
lineares, tal que (Hessf), : T,M — T,M, definido por

(Hessf),(v) = V, V.

Proposicdo 2.10 Se f : M"™ — R é uma fungdo suave e p € M, entdo (Hessf), : T,M — T,M

é um operador linear auto-adjunto e satisfaz tr(Hessf) = Af.

Prova. Basta provar a igualdade em cada p € M. Portanto, dado U C M uma vizinhanga

de p onde esteja definido um referencial mével {ey, ..., €, }, temos

tr(Hessf), = ((Hessf),(e:i), ei) = (V, V[, ei),
= div(Vf)(p) = Af(p)-

2.2 Geometria de comparacao

Nesta secdo, inicialmente sdo discutidos resultados chaves da geometria de comparacio
entre variedades o Teorema de comparacio do Laplaciano e a estimativa de comparacao de

volume de Bishop-Gromov. Esses resultados sio vistos, por exemplo, em (GALLOT; HULIN;
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LAFONTAINE, 1990) e (PETERSEN; AXLER; RIBET, 2006). Entretanto, seguiremos pela
notacdo de (LI, 2012). No segundo momento € exposto o principio variacional para funcdes
harmonicas, o principio do maximo e o Lema de Hopf que s@o os resultados auxiliares no

decorrer do texto.

Para o teorema a seguir, se 7' : V' — V' é um operador linear auto-adjunto em um espago
vetorial real de dimenso finita com produto interno, denotamos |7'|? = tr(7?), o quadrado da

norma de Hilbert-Schmidt de T. Com isso, sendo ey, ..., e, uma base ortonormal de V, segue que

T2 = (T?(e;), ) Z\T@l : (2.15)

Teorema 2.1 (Férmula de Bochner) Se M™ é uma variedade Riemanniana e f : M™ — R é

uma fungdo suave, entao

%A|Vf|2 = Ric(Vf,Vf) +(Vf, V(Af)) + |Hessf[*. (2.16)

Prova. Fixado p € M e dado {e;}; um referencial mével em uma vizinhanga U C M de

p, geodésico em p. Entdo, temos que

L (Hess|V£12) (61, €2)

1

ZA 2_ =
1
2

ei(ei(Vf, V) =eVe, VI, V) (2.17)
= <Veiveiva Vf> + |veivf|2
= (Ve Ve, VI, V) + |[Hessf|?

onde utilizamos (2.15) na dltima igualdade. Agora, para X € X (M) temos que

(R(X,e)Vf,e)) = (VxVo,Vf = Ve, VXV f = Vixe V], €. (2.18)

Como o referencial é geodésico em p, temos que (Vxe;)(p) = 0, e daf
(VxV Vfe)=X(V.,Vfe)=XAf)= (X, V(Af)) (2.19)

em p. Utilizando novamente que o referencial é geodésico, juntamente com o fato de (Hessf),

ser um operador auto-adjunto, obtemos sucessivamente em p que

(Ve,VxVf+Vixe VS e) =

=e(VxVf,e)— (VxVf,Ve)+ (Ve, VI [X, el

=e,(Ve,V, X)+ (V. V[, Vxe;, — V., X) (2.20)
= (Ve,Ve,VEX) +(Ve, VI Ve, X) = (Ve, V[, Ve, X)

=(V, V.,V X).
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Com isso, substituindo (2.19) e (2.20) em (2.18), segue que
<R<X7 ei)vfa ei> - <X7 V(Af» - <V€z‘v6ivf7 X)?

ou ainda
(Ve, Ve, Vf, X) = Ric(X, V) + (X, V(Af)).

Fazendo X = V f na ultima relacdo e substituindo o resultado em (2.7) obtemos a

expressao da férmula de Bochner.
O

Agora vamos comparar o elemento de drea de volume com o elemento de drea de uma
variedade que tem curvatura constante igual a K. Para tanto usaremos a primeira e segunda
férmulas variacionais para drea no caso em que dada uma hipersuperficie orientada N de uma
variedade orientada M e restringimos a variacao a ser dada pelas hipersuperficies que sdo uma
constante distante de /N. O campo vetorial variacional é dado por e,, com V. e,, = 0. Esta
situacdo € particularmente util para controlar o crescimento do volume das bolas geodésicas de

raio r.

Entao definindo d A, o elemento de drea, com respeito a métrica induzida, da deformacao
Ny com Ny = N, para t suficientemente proximo a 0 podemos escrever dA; = J(x,t)dA;. Com

respeito ao sistema de coordenadas normal {z1, o, ..., z,, }, a fungdo J(x, t) é dada por

t
I, 1) = YI@H
g(x,0)
com g(z,t) = det(g;;(x,t)). Nesse caso, se escrevermos H = He,,, a primeira férmula
variacional para o elemento de area é
oJ

e a segunda férmula variacional pode ser escrita como

2] -
W(szz,O) =— Z hij(x)J (z,0)

ij=1

= —R(em, em)(x)J (2,0) + H*(x).J (z,0).

Teorema 2.2 Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional, e p € M um ponto fixado.
Assuma que Ric > (n — 1)K (r(p, x)) para alguma fun¢do K dependendo apenas da distancia a
p. Se J(0,7)d0 é o elemento de drea de OB,(r) e J(r) é a solu¢do da EDO

— n—2 ——1 —

J = (J)Y?J —(n—-1)KJ

n —
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com condicdes iniciais

J(r) ~
T (r) ~ (n — 1)
quando v — 0, entdo dentro do cut-locus de p a fungdo J(6,7)/J(r) é uma fungdo néo-crescente

em 1. Além disso, se H(r) = J'/J, entdo H(0,7) < H(r) quando (0, 1) estd dentro do cut-locus
de p.

Prova. Pela primeira e segunda férmulas variacionais, se = (,r) ndo pertence ao

cut-locus de p, temos
oJ

J(0,r) = E(G,r) = H(0,r)J(0,r) (2.21)
e
0*J
Jﬁ(ea ) = W(@,T‘)
= — Z h3(0,7)J(0,1) — Ry (0,7)J(0,7) + H*(0,7).J(0,7), (2.22)
i,7=1

onde R,, = R(0/0r,0/0r),H(8,7), e (h;;(6,r)) denotam a curvatura de Ricci na diregao radial,
a curvatura média e a segunda forma fundamental de 9B, () no ponto x = (6, r) com respeito

ao vetor normal unitdrio 9/0r, respectivamente.

Definindo f = J'/(=1) (2.21) e (2.22) podem ser escritos como

1

—1
f/:me e fllémRrrfg_Kf'

As condigdes iniciais tornam-se f(6,0) = 0 e f/(6,0) = 1. Seja f = JHy

correspondente definida usando J. A funcio f satisfaz

a fungao

F'==KJ, J©)=0 ¢ J(0)=1

Observe que quando & é uma constante, a funcdo f > 0 parar € (0,00) quando K < 0, e para
r € (0,7/vK) quando K > 0. Em geral, f > 0 em um intervalo (0, a) para algum a > 0. Com

esses valores de » podemos definir

F(0,r) = f;fr;)

Logo,
= 77T -1

P =F =2 T =T 2T )
S _2?_17F/a
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consequentemente
—2 \/ -2 Ui ——1 /
(FPFY = F(F" + 2] ' 'F) <.

Integrando de ¢ a r obtemos

2 ——2

F'(r) < F'(e)F ()] "(r)
= (F©)f'(€) = fFE)FENF ().

Fazendo » — 0, as condicdes iniciais de f e f implicam que F'(r) < 0. Ou seja, F =
J(0,7)/J(0,r) é uma funcido ndo-crescente em r. Em particular, de F’ < 0 segue que ff’ —
f'f <0, implicando que H(6,7) < H(r).

Resolvendo a E DO do Teorema 2.2 obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.2 Sob as hipoteses do Teorema 2.2, se K é uma constante, entdo

(n — 1)VK cot (VKr) para K >0
H<q(n—1)rt para K =0 .

(n —1)v/=K coth (v/=Kr) para K <0

e J(0,7)/J(r) é uma funcdo néo decrescente em 1, onde

n—1
(\/—%> sin" ! (\/ET) para K > 0
J(r) =t para K =0 .

n—1
(ﬁ) sinh" ' (vV/—Kr) para K <0

Agora vamos dar o seguinte resultado que compara o Laplaciano da variedade M com o

Laplaciano da funcdo distancia de uma variedade com curvatura seccional constante igual a K.

Teorema 2.3 Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional completa com curvatura de
Ricci limitada inferiormente por Ric > (n — 1)K para alguma constante K. Entdo o Laplaciano

da fungdo distdancia satisfaz

(n — 1)VK cot (VKr) para K >0
Ar(z) < (n—1)r1 para K =0 .

(n —1)v/=K coth (vV=Kr) para K <0

no sentido de distribuicdo.
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Prova. Para uma fun¢ao suave f, seja € M um ponto tal que V f(z) # 0. Entio,
localmente a superficie de nivel N de f através do ponto x é uma hipersuperficie suave. Seja
{e1, ..., e,_1} um referencial ortonormal tangente a N, e seja e,, o vetor unitdrio normal a N. O
Laplaciano de f em x € definido por

n—1

Af(z) = Z(eiei — V) f(z) + (enen — Ve, ) f(2)

= 3 (et (V) ) @)~ S (Vared ) + (enn — Vepen) S0

= Ax /(@) + H () + (entn — Ve,ea) f(2)
= ﬁf(x) + (enen — Ve, n) f(2),
onde A denota o Laplaciano de NV com respeito a métrica induzida e ﬁ denota o vetor curvatura

média de V. Se tomarmos f = r, entdo para um ponto x que ndo estd no cut-locus de p, temos

N = 0B,(r). Além disso, o vetor normal unitério e, = d/0r. Consequentemente, temos

onde H(z) € a curvatura média de 0B,(r) com respeito a d/0r. Portanto, de acordo com o
Corolario 2.2 o teorema € verdadeiro para os pontos que nao estdo no cut-locus de p. Usando a

mesma notagdo como no Teorema 2.2, vamos denotar
(n — 1)VK cot (VKT) para K >0
H(r)=4q(n—1)r" para K =0 .
(n —1)v/—K coth (v/—Kr) paraK <0

Para mostrar que Ar tem a estimativa desejada, € suficiente mostrar que para qualquer fungao

suave ¢ nao-negativa com suporte compacto temos

[ o < [ em)

Em termos de coordenadas polares em p, podemos escrever

/M ¢H(r) = /0 N /C . oH (r)J (0, r)d0dr.

Por outro lado, para cada § € S,(M) na esfera tangente unitdria, se considerarmos R(6) o
maximo valor de r > 0 tal que a geodésica y(s) = exp,(sf) minimiza até s = r, entdo pelo

Teorema de Fubini podemos escrever

00 o RO
/ SH (r)J(0, r)d0dr — / / SH (r)J(0, r)drdd
0 C(r) Sp(M) J0O
Contudo, para r < R(f), temos

H(r)J(O,r) > H(O,r)J(0,7) = %J(Qﬁ).
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Portanto,

_ R(9)
/ oH(r) > / / qﬁydrdﬁ
M Sy(M) Jo or

R(6)
=— / / 99 1ardo + / [6.J]5 de
s,onJo O Sp(M)

__ [ 9
_ /M aa /SP(M)asw,R(e))J(e,R(e))
!

onde usamos o fato de que tanto ¢ quanto J sdo nio-negativas e J(6,0) = 0. Por outro lado,

como 7 € Lipschitz, concluimos que

- [ vo.vn = [ o

que prova o teorema.
0J

Agora mostramos o teorema de comparacao de volume de Bishop-Gromov, cuja demonstragio
pode ser encontrada em (CHAVEL, 2006).

Teorema 2.4 (Bishop-Gromov) Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional completa
com curvatura de Ricci limitada inferiormente por Ric > —(n — 1)K para alguma constante
K > 0. Entdo

sinh™ ! <\/?R)
sinh™ ! (\/E’f‘) ’

para todo x € M er < R, onde V(x,r) = Vol (B(z,)) denota o volume da bola geodésica de

< (2.23)

raio r centrada em v € M.
Finalizamos essa secdo com alguns resultados auxiliares da teoria de equagdes dife-
renciais parciais como o principio de Dirichlet, o principio do méximo e o Lema de Hopf. Os

resultados e demonstra¢des podem ser vistas em (EVANS, 1998).

Teorema 2.5 (Principio de Dirichlet). Assuma que u € C*(M) é solugdo de

—Au= fem M
(2.24)
u=gemdM
Entdo,
I[u] = min Iw], (2.25)

weA
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onde

Iw] ::/M%|Vw|2—wfdx

A:={we C*M)|w=gemdM}.

Corolario 2.3 Assuma que u é uma funcdo harménica definida em M com v = g em OM.

Entdo, para qualquer funcdo suave w com a mesma condi¢do de fronteira tem-se

\Vu|2§/ Vwl|?.
M M

Isso segue imediatamente do Principio de Dirichlet tomando [ = 0.

No que segue vamos considerar que L é um operador linear de 2* ordem dado pela
expressao
n n
Lu = Z a? (T) g, + Z b'(z)ug, + c(z)u,
ij=1 i=1
onde u € C?(U) e os coeficientes a*/,b*, ¢ : U — R s@o fungdes continuas e U é um aberto
limitado. Além disso, que L € um operador diferencial uniformemente eliptico. Seguiremos

alguns resultados fundamentais sobre a teoria eliptica.

Teorema 2.6 (Principio do mdximo fraco) Assuma u € C*(U) N CY(U) ec = 0 em U. Se

Lu <0, entdo maxg u = maxay u. Se Lu > 0, entdo ming u = mingy u.

Lema 2.2 (Lema de Hopf) Assuma u € C*(U) N CY(U) e c = 0 em U. Suponha ainda que
Lu < 0 em U e existe um ponto xy € OU tal que u(xy) > u(x) para todo x € U. Assuma
finalmente que U satisfaz a condi¢do em x no interior de uma bola, isto é, existe uma bola

B C U com xy € 0B. Entdo

B
a—:j(xo) >0,

onde v é a normal unitdria externa a B em xq. Além disso, se ¢ > 0 em U a mesma conclusdo é

vdlida para u(xqy) > 0.

Teorema 2.7 (Principio do mdximo forte) Assuma u € C*(U)NCY(U) e ¢ = 0 em U. Suponha
também que U é conexo, aberto e limitado. Se Lu < 0 em U e u atinge seu mdximo sobre U
em um ponto interior, entdo u é constante em U. Similarmente, se Lu > 0 em U e u atinge seu

minimo sobre U em um ponto interior, entdo u é constante em U.
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3 A ESTIMATIVA DO GRADIENTE

Nesse capitulo apresentamos a estimativa de gradiente de Yau para fun¢des harmodnicas
e da estimativa de Li-Yau para a equacdo do calor. A técnica foi desenvolvida em (YAU, 1975),
e posteriormente localizada em (CHENG; YAU, 1975) e aprimorada em (LI; WANG et al.,
2002) e, mais recentemente por (MUNTEANU, 2012). Seguimos a técnica aprimorada por
(MUNTEANU, 2012).

3.1 A estimativa de Cheng-Yau

Teorema 3.1 Seja (M, g) uma variedade completa com curvatura de Ricci limitada inferior-
mente por Ric > —(n — 1)K, para alguma constante K > 0. Suponha que u > 0 é uma fungdo

harmoénica definida em B(p,2R). Entdo existe Cy(n) e uma constante universal Cy tais que

C
[VInu(p)| < (n—1)VK + #e_CQﬁR.
Prova. Normalizando a métrica se necessario, podemos assumir A = 1. Aplicamos a

férmula de Bochner a v = In w. Como

A 2 2
VUlenu:@iAv:—u—ﬂ:—M:ﬂvmz
u u u? u?
Temos entio
1
§A|Vv]2 = |[V*]* + (V(Av), Vo) + Ric(Vo, Vo) (3.1)

> |V20]* = (V|Vu]?, Vo) = (n = 1)| Vo],

onde na segunda linha usamos a limitagao inferior da curvatura de Ricci.

Estimamos o termo Hessiano da seguinte forma. Assuma que Vv # 0 em = € M. Entéo,

podemos tomar e¢; = |§z‘ em uma vizinhanca de = e {e, },>2 tal que {e1, €, },>2 forme uma base

ortonormal. Nessa notagdo temos

V11 = Ve, Ve, = ——(V|Vov]?, V), (3.2)

1
injvﬂ)j =
V1 = veivmv = —U’UUU] = |VU|Z (33)

Note que temos

V20 = ol = fou P +2) ol + ) vl (3.4)
[ a a,b
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Como
Sl 2 3 a2 —
a,b B a —n—1
1
= " — 1(A’U — U11)2
1
= m(‘VUP +U11)2
1 2
= ——|Vul* + v | Vol* + v |?,
n—1 n — 1
segue por (3.4) que
|V2v|? 2 \2111]2—{—22\111,1\2 vll\VU| +—|Vv]4
> P : Vo2 + —— |Vt
=z 11V —{Vn o1 :

Usando (3.2) e (3.3), obtemos
V22 > " VIVl + — (VYo Vo) + —— |Vt
“—n-—1 n—1 ’ n—1

Isso vale para qualquer ponto z para o qual |Vv|(x) # 0. Contudo, pela continuidade obtemos

isso em todos os pontos em M . Colocando isso em (3.1) implica

1
5A|W|2 > V| 72| V|V 2| +— |Vv|4 (3.5)

4(” )
1<V|VU|2,VU) — (n—1)|Vo|%

Para uma funcdo-corte ¢ a ser especificada posteriormente, seja
G = ¢*| Vol (3.6)

Por (3.5), segue-se que

1 n B _ 1
SAG zmcb“G VTGP + —0 ¢ 3.7)
n—2 _
— ——1V(676), Vo) — (n = 1)G
+507(APG + (V. ¥ (6776).

No ponto de maximo zy de G temos que VG = 0 e AG < 0. Segue-se por (3.7) que em x

1
n_

+ %(AgbZ)G — 4|V’ G.

021 (-0 + o veia+ XD ivs viyo
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Como ¢(Vp, Vu) > ¢|Ve||Vu| = |V|G2, inferimos na desigualdade acima que

0>G? - (n—1)¢*G — (3n — 4)|Vo[*G
4+ %(n _1)(AG?)E = 2(n — 2)|V|GE

Isso pode ser reescrito na forma
—(n—1)pA¢ + (2n — 3)|Vo > + (n — 1)%¢* + 2(n — 2)|V¢|G= > G. (3.8)

Agora provamos o resultado escolhendo ¢ cuidadosamente. Primeiro tomamos uma funcio-corte
¢ = ¢(r) na reta real que é suave, tal que ¢ = 1 para0 < r < Re ¢ = 0 parar > 2R. Além
disso, tendo em vista a escolha da funcdo-corte a seguir em (3.12), de maneira andloga, podemos

assumir que

C
ﬁv
para uma constante universal C'. Obtemos uma fungio em M definindo ¢(z) = ¢(r(z)), onde

—% <¢' <0 e [¢"]< (3.9)

r(z) = r(p,x) é a distdncia em M. Pelo Teorema de comparagdo do Laplaciano (vide Teorema
2.3) e usando que cothr < (1 + 1/7), temos

1
Ar < (n-—1) <1 + —) (3.10)
T
no sentido fraco. Além disso, |Vr| = 1. Consequentemente, (3.9) e (3.10) implicam que
/ " 2 C(n)
Colocando isso em (3.8), concluimos que
C
G < (n—1)2+$(1+\/5).
Pela definigdo da fungdo G = ¢?|Vv|?, isso prova que

sup |[Vinul* < (n — 1) + —-2.
Bp(R)

C(n)

R
Certamente isso prova o teorema de R < C'(n). No que segue, vamos assumir que R > C(n) e
melhoramos a estimativa escolhendo uma funcao-corte diferente. Note que, em particular, isso
implica
|Vinu| <n em B(p, R). (3.11)

Considere ¢ : [0, 00) — R definida por

1 ,parar =10
R2

P(r)=41-— ea<R_T),para 0<r<R (3.12)

0 ,para r > R.
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onde o € uma constante universal que serd definida posteriormente. Calculando diretamente para

r <R,

R2 olR Rr2
9(7“) = ﬁe ( r ),
vemos que
R4 R2 a R_ILQ
0'(r) = (a—r4 — 2_7"3) (r-17)

Entdo, assumindo R > % segue que 0’ > 0, ou seja, 0 € crescente em [0, R|. Consequentemente,

6(r) < 6(R) = 1. Provamos, portanto que
Vo[ < a. (3.13)
Além disso, usando o teorema de comparagdo do Laplaciano, temos que

—A¢:—¢/AT—¢//

2 1 2 4 (B2
< (oz(n—l)i2 (1—1——) + <—2a£3+a2£4)> e (r=1F)
r r r T

—a ((n P EL S a54> e (R5)

,,aQ 7’3 ,,a4
Consequentemente, como 0 < ¢ < 1 obtemos da expressdo acima

R? R? R4> e”‘(R*Ri).

N ((n—l)ﬁ+(n—3)r—+a— (3.14)

Colocando (3.11) e (3.13) em (3.8), segue que em x

G < —(n—1)¢A¢ + (2n — 3)|Vo[* + (n — 1)%¢* + 2(n — 2)|V¢|G2
<(n—1)%¢ — (n—1)pAd + (2n — 3)a|Ve| + 2n(n — 2)|Ve|.

Por (3.14), isso implica

G <(n—1) (1 _ ea(RFf)>

R2

+ {a (2n(n —2) + (2n = 3)a+ (n — 1)?) 2

+a(n—1)n— 3)]5—; 4 (n— 1)042?:}6@(3—’32).
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Podemos simplificar essa expressdo acima usando que

R* R* R* R
— < <

r2 — 4’ r3 — 4’

e além disso, para a < 2/3, temos
2n(n—2)+Bn—4a+n—-12+n—-1)(n—-3) <4n-1)>~4
Resulta que em x4 temos:
G<(n—17%4+(n-1)> (4a7—1) eo(R-5). (3.15)

Vamos denotar agora x : [0, R] — R por

Queremos encontrar o valor maximo de y em [0, R], por (3.15), isto ird implicar a estimativa
desejada para |VInu|(p).
E facil ver que y(r) < 0'se r > (4a)i R. Entdo, podemos assumir que r < (4a)i R. Note que

4 2 4 2
x(r) = (4&% — 1) ea(R_RT> < 4a%ea(R_€> = daw(r),

e a fungdo w € crescente em |0, RR] para r. Portanto, para qualquer r < (40[)%}%, temos

x(r) < daw(r)

< daw ((404)1/2]%)
_ (1)1 )R
= e 2R,

Note que « pode ser um nimero escolhido que ndo depende de n, e entdo C; € independente de
n também.

Finalmente, segue agora por (3.11) e (3.15)

[VInul*(p) < G(wo)
<(n—124(n—1)2e "

que prova o teorema.
OJ

Agora observamos o seguinte. Suponha que (M, g) tem curvatura de Ricci limitada inferiormente
por Ric > —(n — 1)K, para alguma constante X > 0 e u > 0 é uma fun¢do harmdnica definida

em B(p, 2R), para algum R > 0. Entdo existe C;(n) e uma constante universal C; tais que

sup |[VInu| < (n — 1)VK + %e‘o"ﬁa (3.16)

B(p,R)
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De fato, isso segue aplicando o Teorema 3.1 com R = 1R em B(x, R), para todo = € B(p, R).
Além disso, integrando essa estimativa do gradiente ao longo de geodésicas minimizantes

obtemos a desigualdade de Harnack.

Corolario 3.1 Seja (M, g) uma variedade completa com curvatura de Ricci limitada inferior-
mente por Ric > —(n — 1) K,para alguma constante K > 0. Suponha que v > 0 é uma fung¢do

harménica definida em B(p,2R). Entdo existe C1(n) e uma constante universal Cs tais que
|Inu(z) — Inu(p)| < (n — 1)VEKR + Cy(n)e” 2VER,

para todo x € B(p, R).

Prova. Seja v uma geodésica minimizante de p a x com velocidade unitdria, onde

7(0) =pe~(r) =x,comr < R. A estimativa (3.16) implica que

d

E(lnu)(’y(t))‘ = '(V Inu, Z—M (v(1))

< [VInu|(v(t))

< (n—1)VK + —Olén)e_CQ‘/ER.

Integrando de ¢ = 0 at = R obtemos
[Inu(z) — nu(p)| < (n — VKR + Cy(n)e”VEER,

Isso prova o resultado.
O

O Teorema 3.1 depende crucialmente da cldssica férmula de Bochner junto com a
desigualdade de Kato em que usamos |V|Vu||? < |V?u|?. O resultado seguinte estuda o caso da
igualdade na estimativa do Teorema 3.1, e foi detalhada por (LI; WANG, 2006).

Proposicao 3.1 Para uma fun¢do harméonica u em (M, g) com Ric > —(n — 1) temos a desi-

gualdade diferencial tipo Bochner
1
AVl > %mwu? — (n—1)|Vul

A igualdade vale se e somente se M se divide como um produto torcido ("warped product”)

M = R x N para alguma variedade n-dimensional N, onde a métrica é
ds3, = dt* +n*(t)ds%,

onde

n(t) = ae’ + be™

para algum a,b > 0.
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Prova. Similarmente a prova do teorema 3.1, temos

1
§A|Vu|2 = |[V2ul]* + (V(Au), Vu) + Ric(Vu, Vu)
> |V2ul* — (n — 1)|Vul®.

Assuma que Vu # 0 em x € M e tome ¢; = 7, em uma vizinhanga de z e {e,},>2 tal que

{e1, €,} forme uma base ortonormal. Temos

V2ul? = un? + 2> fue* + > [ta] (3.17)
a a,b

2
1
Z |u11\2 + 22 |u1a|2 + m

n
= |U11|2+QZ’U1¢1’2
a

E uaa
a

n—1

n
> — |V|Vull?
> ——|V|Vul|

Por continuidade, (3.17) vale também para pontos onde Vu = 0. Isso implica a desigualdade

diferencial de Bochner. Se a igualdade ocorre, temos
1 2 n 2 2
§A|Vu| = m\V|VUH — (n—1)|Vul~. (3.18)

Além disso, (3.17) deve ser uma igualdade também. Entdo a igualdade deve ocorrer na desigual-

dade de Cauchy usada em (3.17). Isso implica que

Uqgh = [10qp (3.19)
Ulg = 0

U = —(n - 1)%

paraa,b = 2,3, ...,n,onde i é alguma funcdo em M. A dltima identidade segue porque Au = 0.
Seja
X(t)={z e M : u(zx) =t}

Entdo, em um ponto regular de u temos que e; é ortogonal a () e e, é tangente a >(t). O fato
que u1, = 0 significa que (V|Vul,e,) = 0. Consequentemente, |Vu| é constante ao longo de
Y.(t) para qualquer conjunto de nivel de u. Por continuidade, isto deve ser verdadeiro para todos
os conjuntos de nivel também.

Para um valor regular ¢, de u defina o grupo a um pardmetro de difeomorfismos (¢;):>¢ por

do, _

i) (320)

QZSQ = Id em Z(to)
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Sabemos pela observacdo acima que |Vu| depende apenas de ¢, como é constante em X(¢). Para
um z € () definimos f(t) = |Vul(¢:(xg)), e vamos obter uma desigualdade diferencial para
f(t). Temos por (3.19) que

V|Vul|, Vu)
'"(t) = <—’ 3.21
1O = (3.21)
=—(n—1pn.
Além disso, para qualquer fungdo w temos
Aw = w1 + Way (3.22)
= w1 + Ag(t)w + Huwy,
onde Ay é o Laplaciano em X(t) e H ¢ a curvatura média de X(¢). Temos por (3.19)
H = <Vea€17€a>
1
= v [ Uaa
Vul
_(n—=1u
Vul
f/
= _7,
onde na tdltima linha usamos (3.21). Quando w = f(¢), obtemos por (3.22) que
Af=fu+Hf (3.23)
— " (fl)2
f
Por outro lado, por (3.18) obtemos
1
[VulAlVu| = HIWVUH2 —(n—1)|Vul’,
que significa
1
Af=——(f?—=(n-1F>~%
FAf = () = (n—1)f
Combinando com (3.23) concluimos que
n
ff”—n_l(f’)2+(n—1)f2:0. (3.24)

Simplificamos essa EDO denotando h = f = , que estd bem definida préximo ao conjunto de

nivel regular X(¢¢). Entdo (3.24) implica em h” + h = 0, cuja solugdo geral é dada por
h(t) = Ae' + Be™.

Concluimos que
1

(1) = Vul(6r(x0)) = g ot

(3.25)



30

Note que | Vu| depende apenas de ¢, logo A e B ndo dependem de xy € (%), mas sdo constantes
em M.

Em particular, (3.25) implica que |Vu| # 0 em M. Usando ¢, definida em (3.20) isso
implica que todos os conjuntos de nivel de u sdo difeomorfos, consequentemente M € difeomorfo
alR x N, onde N = X(ty), para algum ¢ fixo. Para ver a estrutura de produto torcido, tomamos

{€q }a>2 ortonormal em (%) e considere e,(t) = d¢;(e,). Entdo temos

%gab(t) = %<€a(t)7 es(t))

_ <V$ea(t),eb(t)> + <v$eb(t),ea(t>>

d d
= <Vea(t)d_f7eb(t)> + <Veb(t)d_f7€a(t)>

Consequentemente, por (3.19) isso implica que

d Uah
—gap(t) =2
pry) IV
2
:—6@
[Vl
_ 2 f’(t)5
n—1f@t)

Integrando em ¢ obtemos
gap(t) = (Ae' + Be )5,

para todo ¢ € R. Isso prova o resultado.

OJ

Observacao 3.1 Em uma variedade com Ric > —(n — 1) temos, para qualquer fun¢do harmo-
nica u e qualquer o > 0,

o a n—2 2 a—2

AlVul* > —(n—1)alVul* +a | a — ] \VIVu||*|Vul*~=.

Isso segue da Proposicdo 3.1 estimando A|Vu| e usando Ah® = ah® 'Ah + a(a — 1)|VhA|%

3.2 A estimativa de Li-Yau

Agora apresentamos um andlogo parabdlico do Teorema 3.1, cujos resultados e demons-
tracdes podem ser vistas em (LI; YAU et al., 1986). Em conformidade com os resultados que
sdo apresentados nos capitulos seguintes, tratamos o caso K = 0, isto é, curvatura de Ricci

ndo-negativa.
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Teorema 3.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci ndo-negativa.

Seja u > 0 uma solugdo da equagdo do calor
Entdo temos a seguinte estimativa
n
Vinul? — (Inu), < —,
Vinuf — (), < 2

para todo t > 0.

Corolario 3.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci ndo-negativa.

Seja uw > 0 uma solucdo da equacdo do calor

Entdo temos a estimativa de Harnack

r2(z,y)

51
1M%h)§<—> TRy, 1),

para todo x,y € M e 0 <ty < t,.



32

4 ESTIMATIVAS PARA SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Neste capitulo consideramos (), g) uma variedade Riemanniana ndo-compacta e com-
pleta. A seguir, algumas propriedades basicas das equacdes de calor e de Laplace, que serdo
usadas nas se¢des subsequentes. Nos referimos a (EVANS, 1998), (GRIGORYAN, 2009) e (LI,

2012) para provas desses resultados fundamentais.

4.1 Nucleo do calor e funcio de Green

Definicao 4.1 Seja M uma variedade com ou sem fronteira. Dizemos que H(x,y,t) é um niicleo
do calor se ele é positivo, simétrico nas varidveis x e y, e satisfaz a equacdo do calor com a

fungdo delta como condigdo inicial, isto é,

(A, — 0y)H(x,y,t) =0
lim H(z,y,t) = 6(z,y).

t—0

4.1)

Numa variedade compacta com fronteira (2, g) podemos definir similarmente o nicleo de calor
de Dirichlet, que tem a propriedade adicional de ser nulo na fronteira de €. Pela teoria parabdlica
padrdo, qualquer variedade compacta com fronteira admite um nucleo de calor de Dirichlet. Esse

nicleo satisfaz Hq(z,y,t) > 0 em (2, e sua integral

/HQ(JZ,y,t)dZL’ S 17
Q

paratodoy € Q2et > 0.

Definicio 4.2 Uma sequéncia {$2;}; de subconjuntos compactos em ) é dito ser uma exaustdo
compacta de Q se Q0 = | J;=, ; e Q; C intQ 44, para cada i = {1,2, ...}.

O niucleo de calor de Dirichlet é mondtono crescente em 2,
HQl (ZL‘, Y, t) < HQ2 (ZE, Y, t)

para todo z,y € €2y, se €3 C €. O limite para uma exaustdo compacta {€2;}; de M é o nicleo
de calor H em M
lim Ho,(z,y,t) = H(x,y,t) 4.2)
1—00

localmente de maneira uniforme. Esse é chamado o nacleo de calor minimo simétrico em M.

Esse niicleo € positivo, simétrico nas varidveis x € 1, e é L!-integravel,

/ H(z,y,t) < 1. (4.3)
M
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Proposicao 4.1 Seja H o niicleo de calor em M e uy uma fung¢do continua com suporte com-

pacto em M. Entdo
u(et) = [ Hi.yOunlw)dy
M
é uma solugdo de

(A —0y)u(x,t) =0
u(z,0) = ug(x).

Além disso, pelo principio de Duhamel

t
U(l’,t) = _/0 " H(l’,y,t - S) (A - %) U(y,S)dde,

para qualquer fungdo u(x,t) com suporte compacto em M e tal que u(x,0) = 0.

Observacao 4.1 Uma propriedade iitil do niicleo de calor é a propriedade de semigrupo, que

diz que
Hie,t+s) = [ Hia o) H (200 @4
M

Definicdo 4.3 A funcdo de Green em uma variedade (M, g) completa ndo-compacta é uma

fungdo G(x,y) que satisfaz

A,G(x,y) = —d(x,y) em M. 4.5)

Observacao 4.2 Em variedades compactas com fronteira (£, g), uma fun¢do de Green G
satisfazendo as condicoes de fronteira de Dirichlet, sempre existe e é uinica (L1, 2012). Além

disso, Gq € positiva e simétrica e pode ser obtida pelo niicleo de calor de Dirichlet por
0

Um teorema segundo (MALGRANGE, 1956) diz que toda variedade completa admite
uma funcio de Green. Posteriormente, (LI; TAM, 1987) deram uma prova construtiva deste

resultado, que tem o beneficio adicional de

sup sup |G(p,y) — G(x,y)| < oo, (4.6)
yeM\B(p,2R) € B(p,R)

para todo p € M e qualquer R > 0.

Existem variedades completas que admitem funcdo de Green positiva e variedades
completas que nao admitem fun¢do de Green positiva. Logo, podemos dividir as variedades

completas em duas classes que serdo tratadas a seguir.
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Defini¢ao 4.4 Uma variedade (M, g) que admite uma fungcdo de Green positiva é dita ndo-

parabolica, caso contrdrio é dita parabdlica.

Como exemplo, temos que o (R?, dz? + dy?) é uma variedade parabdlica, visto que a
funcdo de Green de (R?, dz? + dy?) é

1
GRQ(x>y) = _%hl ’:E - y’a

que ndo tem um sinal fixo na variedade. Por outro lado, para n > 3, a fungdo de Green de

(R™, dz? + ... + da?) é

C(n)
Gro(2,y) = —— =
|z —y|"?

que € positiva e, neste caso, (R, dz? + ... + dz?) é ndo-parabdlica.

Agora apresentamos um critério bem ntil para decidir quando uma variedade é nao-
parabdlica ou parabdlica. Seguiremos (LI, 2012) para provar tal critério. Como preparagao,

relembramos o seguinte resultado de convergéncia.

Lema 4.1 Seja (M, g) uma variedade completa ndo-compacta e ) um subconjunto aberto e
conexo de M. Assuma que {u;}; é uma sequéncia de fungcdes harmonicas positivas em §) e
que existe um ponto q € ) e uma constante C > 0 tal que 0 < u;(q) < C. Entdo existe uma
subsequéncia de {u;}; que converge uniformemente nos subconjuntos compactos de ) para uma

fungdo harménica u > 0.

Prova. Como (2 é aberto e g € €2, existe B(q, ) C 2. Aplicando o Coroldrio 3.1 au; > 0
em B(q,r) obtemos que
0<u; <Cyem B (q, g) , @.7)

para alguma constante C; que independe de i. Além disso, pelo Teorema 3.1 e por (4.7), temos
que |Vu;| < Cy em B(q, 5). Visto que €2 é conexo, podemos obter estimativas similares para
qualquer subconjunto compacto K em ). Pelo teorema de Arzela-Ascoli, isso implica que uma
subsequéncia de {u;}; converge em C*! nos subconjuntos compactos para uma fungio u > 0

que € uma solucdo fraca. Pela teoria eliptica padrdo, u € de fato harmodnica e suave.

Teorema 4.1 Seja (M, g) uma variedade completa ndo-compacta. Para p € M fixado e R; —

00, considere a sequéncia de fungdes harménicas {u;}; definida por
Au; = 0em B(p, ;) \ B(p, 1)
u; = 0em dB(p, R;)
u; =1lem dB(p,1).

Entdo uma subsequéncia de {u;}; converge uniformemente nos subconjuntos compactos de
M\ B(p,1) para uma funcdo harménica v : M \ B(p,1) — (0, 1], tal que w =1 em 0B(p, 1).
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A variedade é ndo-parabdlica se u ndo é identicamente 1 em M e parabdlica se u é identicamente
lem M.

Prova. Pelo principio do méaximo, 0 < u; < 1em B(p, R;) \ B(p, 1). O Lema anterior
implica que uma subsequéncia de {u; }; converge. Vamos assumir que o limite u ndo é constante,

e provemos que (M, g) é ndo-parabdlica. Sem perda de generalidade, podemos assumir que

Au=0em M \ B(p,1) (4.8)
u=1em 0B(p,1)

xh_)lgo inf u(x) = 0.

De fato, suponha

a = lim infu(z) > 0,
T—r00

entdo pelo principio do méximo, 1 > u > aem B\ B(p, 1). Entdo v = “=% tem as propriedades

a

requeridas.

Para uma exaustdo compacta §2; de M, denote com G; a funcdo de Green de €); que
satisfaz as condi¢des de fronteira de Dirichlet em 0S2;. Fixe R > 0 e assuma que 7, é grande o
suficiente tal que B(p, R) C €; para todo i > .

Para ¢ € B(p, £), note que

Giv1(q, ) > Gi(q,x) = 0 para todo = € 0f);.

Além disso, tanto G;(q, .) e G;41(q, .) sdo harmdnicas e satisfazem o mesmo compor-
tamento assint6tico em torno do pdlo ¢. Pelo principio do maximo, obtemos que G;(q, x) <
Gi:1(q, x) paratodo = € ;. Considere

A; = max Gi(q,x). 4.9
i = max i(¢; ) (4.9)
Afirmamos que {4, }; deve ser uniformemente limitada em 7. Vamos assumir o contrdrio,

que {A;}; é ilimitada. Construiremos duas fungdes barreira, uma em 2; \ B(p, R) e a outra em
B(p, R).

Primeiro, afirmamos que existe v > 0 em M \ B(p, R) tal que

Av=0em M\ B(p, R) (4.10)
v=1emJB(p, R)

xh_{glo inf v(z) = 0.

De fato, v pode ser construida por um processo de exaustio, resolvendo Av; = 0 em
B(p, R;) \ B(p, R) com condi¢des de fronteira v; = 1 em 0B(p, R) e v = 0 em 0B(p, R;).

Visto que
u

infaB(p,R) u
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¢ também harmoénica, positiva em 0B(p, R;) e é maior que 1 em 0B(p, R), o principio do
maximo implica que
u
v, < — em B(p, R;) \ B(p, R).
T —— (p, Ri) \ B(p, R)
Consequentemente, por (4.8) a fungao limite v ird satisfazer (4.10). Agora a fungdo w = A;v
¢ harménica em €; \ B(p, R) e satisfaz w > 0 em 09;, e w = A; em 0B(p, R). Obtemos pelo

principio do méximo que

Gi(q,r) < Ay(x) paratodo = € Q; \ B(p, R). (4.11)

Agora denotemos por G a fungdo de Green de B(p, R). Como por (4.9) temos G;(q, x) <

A; para x € 0B(p, R), o principio do méaximo implica que
Gz(qa l‘) S GR(Qa ZB) + Ai7

para todo = € B(p, R) \ {¢q}. Consequentemente, obtemos

%Gi(q, ?) < %GR@, )+ 1, paratodo = € B(p, R) \ {ql}, .12)
1

—Gi(q,x) <w(z), paratodo z € Q; \ B(p, R).

Como, por hipétese, {A;}; € ilimitada, a expressdo acima implica que {A%Gi(q, )}
converge para uma fung¢do harmoénica limitada em M \ {q}, que pelo teorema de singularidade

removivel, pode ser extendida a uma fun¢do harmonica limitada H em M que satisfaz

H <1lem B(p, R)
H <vem M\ B(p,R)

max H =1.
OB(p,R)

Note que v < 1 em M \ B(p, R), que mostra que H < 1 em M e seu mdximo é atingido
em 0B(p, R). Logo, pelo principio do méximo forte, H = 1 em M. Isso contradiz o fato que
inf H = 0 por (4.10). A contradi¢do mostra que, de fato, {A;}; é limitada. Pelo principio do

maximo, sabemos que

Gi(q,x) < Aw(x) paratodo = € ; \ B(p, R).

Como A; é uniformemente limitada em ¢, isso implica uma estimativa uniforme para G;,
para qualquer ¢ € B(p, %) Pelo Lema 4.1 isso implica que existe uma fung@o de Green positiva
em M. Logo, provamos que se u ndo é constante, entdo (M, g) é ndo-parabdlica. Para provar a

volta, assuma que (M, g) é ndo-parabdlica e provemos que u ndo é constante. Visto que

G(p, @)
infyGBB(p,l) G<p7 y)
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¢ harmodnica em M \ B(p, 1), positiva em 0B(p, R;) e > 1 em 0B(p, 1), concluimos pelo
principio do maximo que

G(p, @)
infyeaB(p,l) G<p7 y)

ui(z) < paratodo x € B(p, R;) \ B(p,1). (4.13)

Tomando o limite em ¢, obtemos a mesma desigualdade para u em M \ B(p,1). Isso prova que

u nao € constante.

Concluimos essa se¢do com uma propriedade muito util de variedades parabdlicas.

Corolario 4.1 Seja (M, g) uma variedade completa que é parabdlica. Entdo toda funcdo sub-

harménica em M que é limitada superiormente deve ser constante.

Prova. Assuma por contradi¢do que existe uma fun¢do sub-harmodnica nio constante w

que € limitada superiormente em M. Seja

A =supw < oc.
M

Como w € sub-harmdnica, pelo Principio do Maximo, w atinge seu maximo no infinito. Conse-

quentemente, a fungdo

v=A—w
€ super-harmonica, positiva em M, e
lim infv(x) = 0. (4.14)
T—00

Considere a sequéncia {u; }; definida no Teorema 4.1. Como

A (ﬁ - u) < OemB(p,R;) \ B(p, R1)

inf{)B(p,l
,L —u; > 0emdB(p,1)
lnfaB(pJ) (%
,L —u; > 0em 0B(p, R;)
lnfaB(pJ) (%

obtemos pelo principio do maximo que

w < ————em B(p, Ri) \ B(p, Ry).

inf@B(p,l) v

Tomando o limite em ¢, temos que u satisfaz a mesma estimativa. Por (4.14) segue que u € ndo
constante, consequentemente M/ é nao-parabdlica. Isso é uma contradi¢cdo, pois assumimos que

M ¢é parabdlica.
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Como aplicagdo, temos um teorema segundo (HUBER, 1958) que diz que superficies
completas, ndo-compactas com curvatura seccional ndo-negativa, sdo parabodlicas. Portanto,
temos que fungdes sub-harmodnicas definidas nessas superficies, em vista do Corolério 4.1, sdo

constantes.

Agora apresentamos algumas estimativas bdsicas para o nucleo do calor e a fungdo de

Green que serdo aplicadas nos capitulos seguintes.

4.2 Estimativas para o nacleo do calor

Comecamos com uma observacao devido a estimativa de Harnack.

Observacao 4.3 Notemos que o Coroldrio 3.2 é aplicdvel a H, embora o niicleo do calor ndo

seja suave em t=0.

De fato,  tem a mesma assintota quando ¢ — 0 como o ntcleo do calor Euclidiano. O

nudcleo do calor Euclidiano satisfaz

H|IVInH? — (InH),) = g
Consequentemente, o argumento do principio do méximo no Teorema 3.2 pode ser aplicado a H
também. Em ordem, para aplicar a estimativa de Harnack, primeiro provamos uma estimativa
integral geral, seguindo (DAVIES, 1989).

Lema 4.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e By, By dois conjuntos compactos

em M. Denote com V1,Vy seus volumes e (B, Bs) a distdncia entre eles. Entdo
_r%(B1,B2)
H(x,y,t)dedy < \/ViVae a0 .
By JB,y

Prova. Comeg¢amos com uma soluc¢do f(z,t) da equagdo do calor, que tem suporte
compacto em M. Seja B um conjunto compacto em M e r(x, B) a distdncia a B. Como

|Vr| = 1, é fécil ver que a fungdo

r?(x, B)
=7/ 4.1
Satisfaz
gt = —|Vg|2

para todo € > 0. Aqui tomamos € > 0 para evitar problemas em ¢ = 0, mas eventualmente

faremos € — 0. Note que

(€ f)e; = 9o f + € fo, = ([9a, + [2.)e? = V(e?f) = (fVg + V [)ed.
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Portanto,

IV (e/f)|* = |fVg + Vf|e*
= (fVg+ V[ fVg+V[)e¥
= (f2Vg]> + |V fI? + 2f(V f, Vg))e.

Integrando por partes o tltimo termo, temos

29 _ 1 2 o2
2 [ 19599 =5 [ (v ven

1 29 2
- A
z/Me /

1
=5 [ 2e0ar+ VP

. / I(FAS + VFP).
M

Consequentemente, temos
0< [ VDR = [ (P19 92+ 2001V = [ (7199~ Fape,

Como f € solugio da equagio do calor, entdo Af = f;, e como |Vg|? = —g;, isso implica

o L . o1 g
OS_/M(fzgt“‘fft)QQ __Q/M[fQ(Qgtez>+(2fft)€2]_ 2/M(f?€2 )t.

Consequentemente, integrando de 0 a ¢

/fQ(:U,t)eZg(m’t)dmg/ f2(z,0)e29@0 g, (4.16)
M M

para qualquer f que tem suporte compacto em M e satisfaz a equag@o do calor. Consideremos

f(:z:,t):/BH(x,y,t)dy. 4.17)

Claramente f verifica a equacdo do calor, no entanto ndo tem suporte compacto. Nesse sentido,

notamos que
f(z,t) = lim fi(z,1),
1— 00
onde

fi(xvt):/BHi(x7yvt)dy

e H; é o nicleo de calor de Dirichlet por uma exaustdo compacta {2; de M. Podemos usar (4.16)

em f; para obter que

/ fﬁ(:v, t)ng(x’t)d$ < / fi2($7 O)QQQ(I’O)CZQS. (4.18)
M M
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Como f;(z,0) = xp(x), segue que

/fiQ(:E,O)BQQ(I’O)dx:/ xs(z)e (IB)d:r;—V(B)
M M

usando a defini¢do de g em (4.15). Logo, fazendo i — oo em (4.18) obtemos

/ 2z, t)e?@de < V(B).
M

Além disso, como a estimativa independe de ¢, fazemos £ — 0 e concluimos que

/fxt =5 dr < V(B), (4.19)

onde f(z,t) = [, H(x,y,t)dy. Usamos essa estimativa para

fl(xat): H(l’,y,t)dy € f2<l‘,t): H(l‘,y,t)dy

By Bg

A propriedade de semi-grupo de H diz que
H(zx,z,2t) = / H(z,y,t)H(z,z,t)dzx.
M

Portanto,

/ H(y, z,2t)dydz —/ / / H(z,y,t)H (z, z,t)dxdydz (4.20)
Bj J Bg Ba

—/ ( H(z,y, )dy> < H(ac,z,t)dz> dx
B>
Junto com a desigualdade triangular

/fl ) fa(
1

1
g’l" (Bl,BQ) S (.23', Bl) + Z?“Q(I',BQ)

1
4

temos

HE | R < [ (A () di

<[] (premYar] [ [ (puetenn) ]

< ViV

ViVa.

N

Juntando essa informacdo com a igualdade em (4.20), temos

[ sy = / f1(2) folw)di < \/ViVA,
B1 J Bsy

Logo,
/ H(y, z,2t)dydz < \/V1Vae™ - (letBQ).
B J B
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Teorema 4.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci ndo-negativa.

Entdo para qualquer ¢ > 0 existe C'(g) > 0 tal que

r? (x,y)
H(l’, y’ t) S 0(6) 6_ 4(1+5U)t ,

VOV (5, VD)

para todo x,y € M et > (.

Prova. A desigualdade de Harnack Corolario 3.2 visto também na Observacao 4.3,

implicam que
7"2(w z)

H(z,y,t) < c(0)H(z,y, (1 + 8)t)e s

para qualquer § > 0. De fato, basta tomar t; = t e t, = (1+09)t e (t2/t1)™/? = (). Integramos

isso em z sobre B(x, /1) e obtemos

r2(z,2)

/ H(z,y,t)dz < 0(5)/ H(z,y,(1+0)t)e 4o dz
B(x,v/t) B(z,/t)

H(z,y,t)V(z, Vi) < 0(5)/ H(z,y, (1+ 5)t)€%dz
B(a.v/%)

c(0) / r?(2,2)
H(x,y,t) < ——— H(z,y, (14 0)t)e 2t dz
D= G ) Sy

_d9)_ / H(z,y, (1 + 8)t)eisid
B(z,V%)

—_— / H(z,y,(1+9)t)dz.
B(z,\/1)

Logo,

C(9)
H(I’,y,t) S W

Analogamente para a varidvel y obtemos que

C(9)
H(z,y,(1+9)t) < m

/ H(z,y,(1+9)t)dz. 4.21)
B(z,Vt)

/ H(z,u, (14 20)t)du.
B(y,V1)

Junto com (4.21) isso implica
C()
H(z,y,t) < / / H(z,u, (1+ 20)t)dud:z.
V(z, VOV (y, V1)) Jo@vi J B

Usando o Lema 4.2 concluimos que

_ r2(B(z,vD).B(y,vD)

/ / H(z,u, (14 20)t)dudz < \/V(m, VOV (y,/Y)e 25y
B(z,vt) J B(y,vt)
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e, portanto
C(9) _r2(B@.vD).By.v)
H([E, Y, t) < V(:L‘, \/E)V(y) y)@ 2(1+26)t
V(x, VIV (y, V1) v VY
r2(B(a, V1), B(y,VE
H(z,y,1) < cv) o~ BB

VvV (. D)
Para finalizar a prova € suficiente mostrar que
r(z,y) < r(B(w, V1), By, V1)) + CVt, (4.22)

para todo =,y € M. Isso é 6bvio se r(z,y) < 2v/t. Se r(z,y) > 2/, entio (4.22) segue
imediatamente da desigualdade triangular. Isso prova o teorema.

O

Para fins de instrugdo, apresentamos apenas a prova para (M, g) com Ric > 0. A seguinte

afirmacdo mais geral é verdadeira.

Teorema 4.3 Seja (M, g) uma variedade completa com Ric > —(n— 1)K em B(p, 2R). Temos

a estimativa 2
Frpr Em— ——

VV VOV (5. VD)

para todo x,y € B(p,R) e todo 0 < t < %2.

Y

Note que para R — oo e K = 0, recaimos no Teorema 4.2. Como uma aplicagdo
da estimativa do nucleo de calor, obtemos a desigualdade do valor médio para fungdes sub-

harmonicas.

Teorema 4.4 Seja (M, g) uma variedade completa com Ric > —(n — 1)K. Assuma que v

é uma fungdo positiva satisfazendo Av > —Av em B(p,2Ry). Entdo existe uma constante

C(A,n, K, Ry) tal que
A K
?JQ(p) S C( » 1, >R0)/ ,02.
B(p,Ro)

V(p, Ro)

Prova. Defina

w(z,s) = e u(z), (4.23)
que satisfaz
0
(A — %> w(z,s) = (Av+ Av)e ™ > 0. (4.24)
Em seguida, fixamos
R R? R?
R — _0’ t —_ e T (425)

2 1 16
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Considere a fungdo
u(, 5) = ¢*(2)v(s)w’(, s),
onde ¢ é uma fungdo suave como em (3.9) que satisfaz ¢ = 1 em B(p,R), ¢ = 0 em M \

B(p,2R) com as condigdes

po> S e vol< T (4.26)

o Q

e 1(s) é uma fung¢do suave que satisfaz 1)(s) = Opara0 < s < 7,9(s) = 1 para2r < s <te
0< < =
-
Pela Proposicdo 4.1 temos
! 0
u(p,t) = —/ / H(z,y,t—s) (A — —) u(y, s)dyds. 4.27)
0 JM s

Usando (4.26) e (4.24), calculamos

(2= 5 )utno) = (8- 5 ) @@l s)

= (A¢*)pw® + ¢*Y(Aw?) + 20(VY?, Vw?) — ¢22—fw2 - M%uﬂ)
= (A¢*)yuw® + 6™ (A N %) w? + 20(V?, Vuw?) — ¢2w2§—f,

e estimamos os seguintes termos

C
(A¢?*) =2(|Vo|* + ¢Ap) > pAp > ~5®

2 2 2 2 2 2 2
A — \V4 /\ = 92|V + A — — > 2|V

(V¢?, Vuw?) = 20V ¢, 2wVw) = 49w (Vp, Vw) > —déw|Ve||[Vw| > —%¢w|Vw|.

Com isso,

0

(A - —) u(y.5) = S ovu? + 2670 Vul? — S vul V| - g2

0s 0s’

Além disso, usamos o fato que
© oVl < 360 Vul? + St

Assim, obtemos que

(A - %) u(y, ) > ~ o — Coovu? — w0
- _g l 2 2 Za_w
= R(1+R)¢z/)w gbwas.



44

Combinando com (4.27), isso fornece

//Ha:y, (A ;S) u(y, s)dyds
'(J 1 )
SAAﬁMwi |5 (1 ) ot + 20,5157 | s
t [C 0
= [ [ e gﬁc+gwwmgﬂw<>@@
S/O/MH(x,y,t %(1+}%>¢¢+—¢2} (y, s)dyds

Usando a caracterizac@o das funcdes ¢ e ) temos que

C 1 t
mes—Q+—)// Hip.y.t — syu’(y.s)dyds  (428)
R R) J: Jpper\BoR)

2T
+ E/ / H(p,y,t — s)w’(y, s)dyds.
TJr B(p,2R)

Nosso objetivo agora € expressar o lado direito como uma integral de w? com uma
constante dependendo explicitamente de R. Para simplificar a notagdo, denotaremos com C' tais
constantes, com compreensao implicita de sua dependéncia de n, K e R.

A estimativa do nucleo de calor no Teorema 4.3 fornece

7"2 D,
H(p,y,t —s) < & G2

B \/V(p7 \/t - S)V<y7 \/t - 8)

para qualquer y € B(p,2R). Visto que v/t — s < R, aplicamos a estimativa de comparagio de

volume de Bishop-Gromov (vide Teorema 2.4) para obter

V. R) sinh" (VK R) __C

V(p,v/t—3s) ~ sinh" ' (VEVE—s) ~ (t—s)"/%

E similarmente estimamos para V' (y, v/t — s) de modo que obtemos

Cl _C r2(p.y)
H t—s) < 27— 4.29
Para aplicar isso a primeira integral em (4.28) usamos que para
R2
o —t=t-s20 ¢ yeBp2R)\Bp k),
temos
H( t—s) < ¢ (4.30)
b, Yy,t—38) > .
Vip, R)



temos
H(p7 Y, t— S) S

Vip,R)
Colocando (4.30) e (4.31) em (4.28), obtemos

w?(p,t) < U / w(y, )dyd8+/ / w(y, s)dyds
B(p,2R)\B(p,R) T B(p,2R)

w?(p,t) < *(y, s)dyds.

p2R

Por (4.23) e (4.25), concluimos que

672At1)2 / / 72148 2 )dde
p7 B(p 2R)

t
_ —2As 1)2 y dy
V(pv R) |: 2A :| T /B(p,ZR) ( )

C

— —R>[672At<62A(t77—) . 1)] / UQ(y)dy.
B(p,2R)

V(p,

Logo,
CelAR2
UQ(p < —/ UQ(y dy.
) V<p7 R) B(p,2R) )

Pelo teorema de comparagdo de volume, temos

Vip, Ro) _ sinh" ' (VK Ry) 1 _ C(n.K Ry

V(p,R) = sk \(VER) V(R = V(p Ro)

Portanto,
C(A, n, K, Ro)

v (p) < / v (z)dzx.
®) V(p, Ro) B(p,Ro) (@)
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(4.31)

O

Corolario 4.2 Seja (M, g) completa e ndo-compacta com curvatura de Ricci ndo-negativa.

Entdo o ,
H(I’, y) t) S ie_iﬁ(l(i:sy))t ,
V(x, \/E)
para todo x,y € M et > 0.
Prova. De acordo com o Teorema 4.2
T2 €T,
H(z,y,t) < cw) o

V@OV (5, VD)

O teorema de comparagdo de volume de Bishop-Gromov implica que

(4.32)

(4.33)
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para qualquer R > +/t. Se r(z,y) < V1, entdo tomamos R = 24/t e usamos que V (v, R) >
V(z,+/t). Logo, segue-se que

Vie.vl) VO F) (ﬁ) — 9" = C(n)
Viy,Vt) ~ V(y,vt) ~ \Vit
que por (4.32) fornece
C _r2(zy) 9
H(z,y,t) < ————¢ 1+t paratodot > r*(x,y). (4.34)

= V(z, V1)
Agora se r(x,y) > +/t, entdo tomamos R = 2r(x,y) e obtemos por (4.33) que

Vi, Vi) _ Viy,2r(z,y)) < <2r(x,y))"'

<

V(y, V1) V(y, V1) Vi
Por (4.32) obtemos
C _ 7.2(1‘,3/) 27"(1” y) >
H(z,y,t) < ——————e 10+t 4.35
D = G ( Vi (33
2 (x,y)
< — e A+t
= V(i)

para todo t < r2(z,y). Por (4.34) e (4.35) obtemos o resultado.

4.3 Estimativas para a funciao de Green

Nessa secdo vamos dar algumas caracterizagdes geométricas de parabolicidade usando

determinadas hipdteses geométricas, em especial, a limitacao da curvatura de Ricci.

Relembramos que uma variedade completa € dita ndo-parabdlica se ela admite uma
fungdo de Green simétrica e positiva. Primeiro, apresentamos uma estimativa para variedades

com curvatura de Ricci ndo-negativa, seguindo (LI; YAU et al., 1986).

Teorema 4.5 Seja (M, g) uma variedade completa com curvatura de Ricci ndo-negativa. Entdo

M é ndo-parabdlica se e somente se

0 tdt
/1 m < oo, para todo x € M.

Além disso, neste caso

G(x,y) < c/ )
( ) r(z,y) V(l’,t)

Prova. Pelo Corolario 4.2, tomando € = 1 temos

C r2(2,y)
H(z,y,t) < ————e~ s , paratodo t > 0.

~ V(@ Vi)
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Isso implica imediatamente que

77“2(30@)

o0 S o0 dt
H(x,y, t)dt < C/ R C/ v (4.36)
/r2<x,y) r2(ay) V (2, V1) 2y V(z, V1)

Além disso, temos

7‘2(£E7y) T2(x7y) 1 7‘2(z,y)
/ H(z,y,t)dt < C/ —————e st dt.
0 0 V(z, V1)

Fazendo a substitui¢do ¢ = r4(x, y)/s e ajustando os limites de integragdo, obtemos

r2(xz,y) ) 1 s 4
/ H(z,y,t)dt < C/ —2()6_8;2<z,y> " (J;’ y)ds. (4.37)
: e V (r 20) ;

s

A comparagdo de volume de Bishop-Gromov implica para s > r%(z, y) que

ey () - ()

\/g s

Consequentemente, por (4.37) obtemos que
P = 1 s "y
H(z,y,t)dt < C’/ ———e 8@y ( ) "ZLds (4.38)
A ( ) r2(z,y) V(JT, \/g) 7 (l’, y) 52

o0 1 _ s S n—2
c / L et ( ) ds
2y V(T V/5) r2(z,y)

> ds
<c / b
r2(z,y) V(IE, \/g)

Por (4.36) e (4.38) concluimos que

o0 1 © it
H(x,y,t)gc/ —ds:C/ _ar
r2(ay) V (2, V/5) ray) V(2:1)

G(r,y) = /Ooo H(z,y,t)dy

Como

i1sso implica o resultado.
OJ

Agora apresentamos uma estimativa para variedades com espectro positivo, seguindo
(MUNTEANU; SUNG; WANG, 2021).

Definicao 4.5 Seja (M, g) uma variedade. Definimos o espectro inferior de (M, g) por

V 2
A (A) = inf M—f'zo. (4.39)
peCeo (M) [, @

Dizemos que M tem espectro positivo se A1(A) > 0.
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Para mais detalhes sobre essa caracterizacao do espectro inferior do Laplaciano, ver
(GRIGORYAN, 2009).

Proposicao 4.2 Seja (M, g) uma variedade completa e ndo-compacta, e A\1(A) > 0, entdo M é

ndo-parabolica.

Prova. Considere a sequéncia {u; }; definida no Teorema 4.1. Estenda u; 2 0 em M \
B(p, R;) e u; = 1 em B(p, 1) e denotemos a fungao resultante com ¢;. Aplicando a defini¢do de
A1(A), dada em (4.39), em ¢, temos

>‘1<A)/M¢z‘2§/M|V¢Z-|2.

Isso implica que

Al(A)/ i S/ |V, |?
8Ui

Bo.R)\B(p,1) aB(p1) OV

= - Ui——)
oB(p1) OV

onde (0/0v) é a derivada normal exterior de 0B(p, 1). Se u; — 1, isso produz uma contradi¢do

para A\;(A) > 0. Pelo Lema 4.1, {u;}; converge para uma fun¢éio harménica ndo-constante u

sobre M \ B(p, 1), que pelo Teorema 4.1 implica que (M, g) é ndo-parabdlica.
([l

Segundo (WANG, 1997) qualquer variedade com curvatura de Ricci ndo-negativa, tem
espectro inferior zero, isto é, seu espectro deve ser [0, o). Por outro lado, qualquer variedade
simplesmente conexa com curvatura seccional negativa Sect(M) < —K tem espectro inferior
A (A) > (n—1)2K/4 (MCKEAN, 1970).

Geralmente, a fun¢do de Green numa variedade com espectro positivo ndo converge para
zero no infinito ao longo de todas as sequéncias possiveis. Consequentemente, a estimativa como
no Teorema 4.5 ndo € possivel nesse contexto. Portanto, estamos interessados em estimativa
integrais, que sao mais fracas. Seguindo (MUNTEANU; SUNG; WANG, 2021), apresentamos
uma estimativa integral forte definida para a funcdo de Green.

Teorema 4.6 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com espectro positivo \1(A) > 0, tal
que Ric > —(n— 1)K para alguma constante K > 0. Entdo existe C' > 0 tal que para qualquer
p,x € M e qualquer r > 0,

1
—rg/ G(x,y)dy < C(r+1).
¢ B(p;r)
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Prova. Primeiro vamos estabelecer a limitagcdo superior. E suficiente provar o resultado

para z € B(p,r). De fato, considere a func¢ao
O(z) = / G(z,y)dy.
B(p.r)

Afirmamos que o valor maximo de ® em M \ B(p,r) deve ocorrer na B(p, ). Isso porque
G(z,y) é o limite de G;(x,y) que é a fungdo de Green de Dirichlet (ver discussdo na Defini¢éo

4.1 e Observacdo 4.2 ) de uma exaustdo compacta (2; de M. Entdo, se considerarmos
bio)= [ Giln.wiy
B(p,r)

temos que ¢; — ® quando 7 — oco. Contudo, pelo principio do maximo, o valor maximo de
®;(z) em 2\ B(p,r) é atingido em 0B(p, r). Portanto, o mesmo ¢ vélido para ®. Notemos que

M AIH (2, 2, t) é ndo-crescente em ¢ > 0. (4.40)
De fato, pela propriedade de semigrupo temos que
H(x,z,2t) = / H*(z,y,t)dy.
M

Consequentemente,

d
—H(z,7,2 H*(
7 (x,z,2t) dt/ (x,y,t)

_2/ H(z,y,t)AyH (z,y,t)dy
:_2/ IV, H (2, y, t)dy

< —2A1(A)/MH2(w,y,t)dy

= 2\ (A)H (z, 7, 21).

Isso implica (4.40). Note que na quarta linha usamos a defini¢do de A\;(A). Como H ndo tem
suporte compacto, alguns cuidados sdo necessarios aqui. Mas, analogamente, como na prova do
Lema 4.2, pode-se contornar isso aproximando A com nucleos de calor de Dirichlet por uma

exaustdo compacta. Portanto, integrando (4.40) em ¢ obtemos
H(z,z,t) < e MU (2 21), (4.41)

para todo ¢ > 1. Usando a propriedade de semigrupo e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

obtemos

H(z,y,2t) = / H(z,z,t)H(y, z,t)dz

(] rcon) (e

= H(x,z,2t)2 H(y Yy, 2t)

w\»—a
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Junto com (4.41), isso prova que

H(w,y,t) < e MO H (2 2,1)2H(y, y,1)2 (4.42)
paratodo z,y € M etodot > 1.
Pelo Teorema 4.3 temos para todo x € M
C
H 1) < : 4.43

Contudo, pelo teorema de comparagao de volume de Bishop-Gromov (vide Teorema

2.4), para qualquer x € B(p, ),

V(p,r) V(x,2r) .
Ve S Ve =

Consequentemente, se ambos x,y € B(p, ), entdo temos de (4.43) que

N

<

H(x,2,1)2H(y,y,1)

Colocando isso em (4.42) concluimos que
Ce—)q (A)t+Cr
Vi(p,r)

para todo z,y € B(p,r) et > 1.Isso implica imediatamente que para algum C; > 0, temos que

H(z,y,t) <

H(z,y,t)dy < Cre”MAHOr (4.44)
B(p,r)

para algum x € B(p,r) et > 1. Em particular, parat > A com

. 2017"
A—max{l, Al(A)}’ (4.45)

0 primeiro tem
/ H(z,y,t)dy < Ce M)
B(p.r)

para todo x € B(p,r). Integramos essa desigualdade de t = A at = oo e usamos o Teorema de

/ </OO H(z, y,t)) dy <C (4.46)
B(p,r) A

para qualquer x € M. Por outro lado, o nucleo de calor minimo satisfaz

Fubini para concluir que

/ H(z,y,t)dy <1
M

para qualquer z € M. O que implica

A A
/ (/ H(x,y,t)dt) dy = / (/ H(x,y,t)dy) dt < A.
B(p,r) 0 0 B(p,r)
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Tendo em vista a escolha de A em (4.45) concluimos que

A
/ (/ H(z,y, t)dt) dy <Cr (4.47)
B(p,r) 0

para todo = € B(p, r). Combinando (4.46) e (4.47), obtemos que

/ (/ H(x,y,t)dt) dy < Clr+1)
B(p,r) 0
para todo z € B(p,r). Como
Gloy) = | Hwpt)at
0

/ G(z,y)dy < C(r+1).
B(p,r)

Agora provemos a limita¢do inferior no Teorema 4.6. Para qualquer 0 < ¢ < ¢ temos

0= / A,G(z,y)dy
B(xz,t)\B(x,e)

oG oG
:/8 —(x,g)dA(S)—/aBM 5, (@ E)dAE)

B(w,t) v

iSso mostra que

onde v é a normal unitdria de B(z,t) com respeito a ds*. Usando o comportamento assint6tico

de G perto de seu pdlo, obtemos

oG
dA -1
L, G -
para qualquer £ > 0. Logo,

oG
1= [ Gwoues [ vaeoiae
OB(z,¢) r OB (z,)
para qualquer ¢ > 0. Combinando com a estimativa do gradiente que
VG| < CG(z,y)

paray € M \ B(x,1), onde o gradiente é tomado na varidvel y, concluimos

1
/8 o, GO 2

paratodo t > 1. Agora a férmula de co-area fornece

1
G(z,y)dy = dA —(r—1
/(x r)\B(z,1) x y v= / /aB($t x 5) (g) C<T )

Isso prova o teorema.
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5 ESPACOS DE FUNCOES HARMONICAS E TOPOLOGIA NO INFINITO

Neste capitulo definimos primeiro os fins parabdlicos e ndo-parabdlicos de uma variedade
completa e ndo-compacta, € usamos essas no¢des para construir fungdes harmonicas associadas
a estes fins, com comportamento assintético particular no infinito. Origina-se nos trabalhos de
(NAKALI 1962), (SARIO; NOSHIRO, 1966), (RODIN B. SARIO, 1968), (SARIO; NAKAI,
1970) e foi sistematicamente estudado por (LI; TAM, 1992). Seguimos um argumento mais
recente segundo (SUNG; TAM; WANG, 2000).

Definicao 5.1 Dada uma variedade completa e nao-compacta M, um fim E em relacdo a um

subconjunto compacto 2 C M é uma componente conexa ilimitada de M \ §).

Motivado pelo Teorema 4.1, dado um fim E de M, consideramos a sequéncia {u;},

definida por

u; = lem OE(p, Ry).

Aqui denotamos com
E(p,r) = ENB(p,r);

OE(p,r) = ENOB(p,r),

e Ry é tomado suficientemente grande tal que OF(p, Ry) esteja bem definida. O principio do
madximo implica que 0 < u; < 1 em E(p, R;) \ E(p, Ro) e pelo Lema 1.2 uma subsequéncia
de {u;}, converge uniformemente em subconjuntos compactos de £ \ E(p, Ry). Além disso, o

limite independe da subsequéncia.

Definiciio 5.2 Dizemos que E é um fim parabélico se uma subsequéncia de {u;}, converge para

u=1em E\ E(p, Ry).Caso contrdrio, é denominado ndo-parabdlico.

Um fim ndo-parabdlico admite uma funcdo harmonica limitada nao-constante e positiva,
que € uma ferramenta bastante util. A primeira vista, um fim parabdlico parece nao ter essa
informacao, porque a fun¢do harmonica limite definida em (5.1) é constante. No entanto, o

proximo resultado diz que ndo € esse o caso.

Proposicao 5.1 Seja E um fim parabdlico de (M, g). Existe uma fun¢do harménica ndo-negativa
v.E — [0,00) tal que v=0 em OE(Ry) e
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Prova. Para a sequéncia {u;, }, definida em (5.1), temos que u; — 1 uniformemente em

subconjuntos compactos. Fixe algum R; > R, e seja

1
Ci_

1— minaE(p,Rl) Uy

(5.2)

Note que {w;} < 1 para x € OFE(p, R;) pelo principio do maximo forte. Logo, C; estd bem
definido. Como {u;} — 1 em 0F(R;), segue que C; — oo. Definimos a sequéncia {v;}; de
fun¢des harmonicas por

v; = Ci(1 — wy).

Claramente {v; }; resolve o problema de Dirichlet

Av; = 0em E(p, R;) \ E(p, Ro)
V; = Cl cm 8E(p, Rl)
u; = 0em OE(p, Ro).

Além disso, por (5.2)

max v; <1,
OE(p,R;)

aplicamos o Lema 4.1 para obter uma subsequéncia de {v; }; converge para uma fun¢ao harménica
v > 0tal que v = 0 em OFE(Ry). Estendendo v a zero em M \ E, obtemos uma fungéo sub-
harmonica em M. Logo, pelo Corolério 4.1 temos que v € ilimitada superiormente em F. Isso

prova o resultado.

Observacao 5.1 Se um fim E é ndo-parabdlico, ele admite uma funcdo harménica positiva
0 <wu < 1tal que u=1 em OF. Tal funcdo pode ndo ser vinica em geral, mas aquela construida
em (5.1) é minima. Isso significa que se v é uma fun¢do harmonica positiva em E tal que v=1 em

OF, entdov > uemE.

Vale ressaltar que ndo temos uma descricdo geométrica geral de quando um fim ¢é
parabdlico ou ndo. Contudo, alguns resultados parciais estdo disponiveis. O resultado a seguir
usa a hipétese de um fim ter volume finito.

Proposicao 5.2 Se E é um fim de M com volume finito, entdo E é parabdlico.

Prova. Assuma, por contradicdo, que £ € ndo-parabolico e considere a fun¢do harmonica

nao-constante u definida em E. Pelo Teorema de Stokes temos que

o B
0= / Au = / au_ / .
E(p.R)\E(p, Ro) oEpR) O Jor@p.Ry) O

/ ou B / ou
oEwR) O Jor(p.R,) OF

Portanto,
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u , 1 va qu ol & . v
Consequentemente, 1SS0 prova que OE(p.R) gﬁf ¢é constante em . Denotemos esse valor por

A ou / 8u. (5.3)
d

oEG.Ro) 07 Jop@.r) O

Para qualquer R > R, considere

1= max wea= min wu.
9E(p,Ro) JE(p,R)

Notemos que pelo principio do médximo e o lema de Hopf,
a<leA<DO. (5.4)
Definimos a fung¢do harmonica w em F(p, R) \ E(p, Ry) com condi¢des de fronteira

w=1em JE(p, Ry)
w=aemIE(p, R).

Claramente, © > w nas duas componentes de fronteira. Entdo pelo principio do maximo implica

que u > wem E(p, R) \ E(p, Ry). O Lema de Hopf implica que

2(u —w) > 0em JE(p, Ry).

or
Consequentemente temos que
0 0
/ < / 2oa (5.5)
on(.io) O~ Jop(p,Ro) OF
Como w é harmdnica, temos que Aw? = 2|Vw|?. Consequentemente, pelo Teorema de Stokes,
o _ 1 2
[Vw|* = = Aw (5.6)
E(p,)\E(p, Ro) 2 S5, R\E@.Ro)

1 ow ow
i ol _ 2wl
2 \Jopwnr) O Joppry Or
/ ow / ow
= a —_— R
oEwR) 0" Jop(p.re) OF

00 ()

> (1 —a)(=A).

Pelo principio variacional para fun¢des harmonicas (vide Coroldrio 2.3), para qualquer p que

tem as mesmas condi¢des de fronteira que w temos

/ [Vwl|? < / Vol (5.7)
E(sz)\E(pvRO) E(pvR)\E(p’RO)

Escolhemos p da seguinte forma

R—r(p,x)

1-— .
R R (1—a)+a

p(r) =
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Observe que, de fato, quando r = R, temos p(z) = 1 e quando r = R temos p(z) = a. Além

disso, obtemos que

I __;OVT(p, x), |Vr| =1

/ o = L=
E(p,R)\E(p,Ro) (R — Ry)?

Como, por hipétese, E' tem volume finito, (5.7) implica que

C
/ Vol < 7
B(p,R)\E(p,Ro) R

Juntando com (5.6) concluimos que

Vp(z) =

V(E(p,R)\ E(p, Ro)) -

1-a)-4< | Vol <

E(p,R)\E(p,Ro)

C
(I-a)(=4) < R

Como R ¢ arbitrario, isso contradiz (5.4).
O

E importante observar que se todos os fins de (M, g) tem volume finito, entdo M tem

volume finito e, portanto, M € uma variedade parabdlica.

Além desse resultado que associa a hipdtese do fim ter volume finito, temos também uma
boa caracterizagdo dos fins parabdlicos e ndo-parabdlicos quando (M, g) tem espectro positivo.

O teorema a seguir, sob essa hipdtese, pode ser visto como a reciproca da Proposicao 5.2.

Teorema 5.1 Assuma que (M, g) tem espectro positivo do Laplaciano, \{(A) > 0. Entdo um

fim E é parabolico se e somente se E tem volume finito.

Prova. De acordo com a Proposi¢do 5.2, € suficiente provar que se £ € parabodlico, entdo

tem volume finito. Considere a sequéncia {u;}; definida em (5.1) e uma funcdo-corte

0 em F(p, Ry)
Y(x) = r(x) — Ry em E(p, Ry +1)\ E(p, Ry) - (5.8)
1 em £\ E(p, Ry + 1)

A fungio 1)*u; tem suporte compacto em E(p, R;) \ E(p, Ry), consequentemente

(A / (Yu;)? / |V (us)? (5.9)

= / (|V¢|2Ui2 + |V |* + %(V@DQ, Vuf}).
M
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Integrando por partes o tltimo termo e usando que u; é harmonica, obtemos

L e N T e R

Consequentemente (5.9) implica que
@) [ e < [ (Ve + 1T - )
M M

< /M T
<V (E(p, Ro+ 1)\ E(p, Ro)).

onde a dltima linha segue da defini¢do de ¢). Em particular, como ¢y = 1 em E \ E(p, Ry + 1)
obtemos

@) [ u? < Vol (B(p, Ry + 1)\ E(p, Ro)).
E\E(szOJFI)
Por conseguinte,

(5.10)

/ W2 < Vol (E(p, Ry + 1) \ E(p, Ry))
B\E@Rot1) A(A)

Quando ¢ — oo a sequéncia v; — 1 uniformemente nos subconjuntos compactos de F, pois £ é

parabdlico. Portanto, (5.10) implica que

Vol (E(p, Bo + 1) \ E(p, )

Vol (E'\ E(p,Ry+1)) <
Y ( \ (pu 0+ )) — /\1<A>
Isso prova o resultado, pois £ tem volume finito. [

O resultado a seguir nos da propriedades das funcdes de Green definidas em um fim de

uma variedade ndo-parabdlica.

Proposicao 5.3 Seja (M, g) uma variedade ndao-parabdlica. Entdo ao longo de qualquer fim
ndo-parabdlico E existe uma sequéncia x; — oo tal que G(p, x;) — 0. Ao longo de qualquer

Jfim parabdlico F de M, as fungées de Green tém um limite inferior positivo.

Prova. Lembremos que se £ é um fim ndo-parabdlico, entdo existe uma fungao harmonica
0 < u < 1definida em E' tal que

u=1lemJFE (5.11)

liminf u = 0.
E

Seja { B(p, R;)} uma exaustdo compacta de M e seja G;(p, z) as fungdes de Green de B(p, R;)
satisfazendo as condi¢des de fronteira de Dirichlet. Seja R, grande o suficiente tal que OF C
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B(p, Ry). Sabemos que GG; — G uniformemente nos subconjuntos compactos de M, consequen-
temente existe C' > 0 tal que

sup  Gi(p,z) < C.
x€0B(p,Ro)

A funcao
w(z) = Cu(z) — Gi(p, x)

¢ harmonica em E(R;) \ E(Ry), e satisfaz as condi¢des de fronteira

w(z) =C — Gi(p,x) > 0em IE(Ry)
w(x) = Cu(r) > 0em 0E(R;).
Pelo principio do maximo, isso implica que w(z) > 0 em E(R;) \ F(Ry). Tomando o limite em

1 concluimos que
G(p,x) < Cu(r)em E (5.12)

Por (5.11), isso prova que existe uma sequéncia x; — oo ao longo de E tal que G(p, z;) — 0.

Considere agora um fim parabdlico ' e seja v; uma sequéncia definida por

V; = 0Oem 8F(p, Rz)
V; = lem 8F(p, Ro)

Entdo existe C' > 0 tal que
1

inf G > —. 5.14
weobtpng CP D 2 @ 1D
A funcdo

w(x) = vi(z) — CG(p, x)
¢ harmonica em F'(R;) \ F(Ry), e satisfaz as condi¢des de fronteira

w(xz) =1—CG(p,z) < 0em IF(Ry)
w(z) = —CG(p,x) < 0em OF (R;).

Pelo principio do madximo, temos que w(z) < 0 em F(R;) \ F(Ry). Tomando o limite em 4,
concluimos que
CG(p,x) > 1lem F,

pois v; converge uniformemente para v = 1 no fim parabdlico F'. Isso prova que G € uniforme-

mente limitada inferiormente por uma constante positiva no fim parabdlico F'.
0J

Em geral, as fun¢des harmonicas definidas ao longo de um fim podem ndo se estender a
toda a variedade. Nosso objetivo é mostrar que € possivel “cold-los” se M tiver mais que um
fim. Nesse caso, construiremos funcdes harmonicas definidas em M que em cada fim sejam

assintoticamente proximas a funcido harmonica local definida pelo respectivo fim.
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Teorema 5.2 Seja M uma variedade completa ndo-compacta que é ndo-parabdlica. Assuma que
1 € uma fung¢do harménica definida em M \ B(p, Ry), que € suave até a fronteira de B(p, Ry).

Existe uma fun¢do harménica w definida em M e uma constante C' > 0 tal que
lw —n|(z) < CG(p, ). (5.15)
Além disso, w — n tem energia de Dirichlet finita e

liminf n(z) < w < limsup n(z).

T—00 T—$00

Prova. Seja ¢ uma fungdo suave ndo-negativa tal que ¢ = 0 em B(p, Ry) e ¢ = 1 em
M \ B(p,2Ry). Defina a fungdo

w() = (x)n(x) + / G, ) M) () dy. (5.16)

M
Como ¢ = 1lem M \ B(p,2Ro) e An =0em M \ B(p, Ro), temos que

A(gn) = ¢An +2(Vo, V) +nlA¢ = 0em M \ B(p,2Ry).

Consequentemente a integral em (5.16) estd bem definida. Além disso, pela definicdao de G,

sabemos que
A [ Gl = -Aen ()

que implica que Aw = 0 em M.
Agora mostraremos a desigualdade em (5.15). Para x € M \ B(p,2R,) temos que ¢(x)n(z) =

n(x). Consequentemente

lw —n|(z) =

/ G(x, y)A(én)(y)dy‘ (5.17)
B(p,2Ro)

< sw  Gloy) / A0 ()dy
B(p,2Ro)

y€B(p,2Ro)

<C sup G(,y).
yEB(p,2R0)

Finalmente, como G(z,.) é harmdnica em B(p,2Ry), quando x € M \ B(p,3R,) podemos
aplicar a estimativa do gradiente do Coroldrio 3.1 para obter

sup  G(z,y) < CG(z,p).

y€B(p,2Ro)

Como G € simétrica, usando (5.17) concluimos que
jw—mn|(z) < CG(p, x). (5.18)

Para provar que w — 7 tem energia finita, considere { B(p, R;) }; uma exaustdo compacta de M e

{v;}; a sequéncia de fun¢des harmonicas que satisfaz as condi¢des de fronteira

v; =w —nemIB(p,2Ry) (5.19)
V; = 0 em 8B(p, Rz)
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Afirmamos que uma subsequéncia de {v; }; converge uniformemente nos subconjuntos compactos

de M para w — 7. De fato, assim como em (4.13) obtemos que
|v|(z) < CG(p, ) paratodo x € M \ B(p,2Ry).

Por (5.18) isso prova que a fungao

¢ harmonica em M \ B(p,2R,) e satisfaz

o=0em0B(p,2Ry) (5.20)
ol(z) < CG(p,x) em M \ B(p, 2Ry).

Por (5.12) temos que G(p, z) < C.u(z) em M\ B(p,2R,), onde u é a fun¢do harmdnica minima
que satisfaz v = 1 em 0B(p, 2Ry). Entdo (5.20) implica que

o=0em dB(p,2Ry)
lo|(z) < Cou(z) em M \ B(p,2Ry).

Com isso, a funcdo w definida por

¢ harmonica em M \ B(p,2R,) e satisfaz

w(z) =u(z) = 1em dB(p,2Ry)
w>0em M\ B(p,2Ry).

Pela Observagdo 5.1 temos que w > u, que significa que 0 < 0em M \ B(p,2R). O mesmo
argumento aplicado a —o implica que ¢ > 0 em M \ B(p, 2Ry). Dai concluimos que o = 0, o
que prova que uma subsequéncia de {v; }; converge uniformemente nos subconjuntos compactos

de M para w — n. Além disso, por (5.19) temos

ov; ov;
/ |VU¢|2 = / UiAUi +/ UZ'—U —/ UZ'—U
B(p,R:)\B(p.2Ro) B(p,R:)\B(p.2Ro) oBR) OV Joppary OV

/ avi
= - Vi—=—,
dB(p,2Ro) v

onde usamos que v; é¢ harmonica e v; = 0 em JB(p, R;). Como v; converge uniformemente para
w — 7 nos subconjuntos compactos, isso prova que w — 7 tem energia finita. Por fim, provemos
que

liminf n(z) < w < limsup n(z). (5.21)

T—00 T—$00

Considere { B(p, R;)}; uma exaustdo compacta de M e G; as fungdes de Green de B(p, R;) que
satisfaz as condi¢des de fronteira de Dirichlet. As func¢des

wi(z) = $e)n(z) + / Gi(, 1) A(on) (y)dy

M
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sdo harmonicas em B(p, R;) e satisfazem w; = n em 0B(p, R;). Pelo principio do maximo,

inf n<w; < sup 7.
oBR) " T Bk
Como w; — w uniformemente nos subconjuntos compactos, concluimos que (5.21) € vdlido. De
fato, devemos ter a desigualdade estrita como em (5.21) pela razdo do principio do maximo forte.

Isso prova o teorema.
U

O Teorema 5.2 € muito utilizado no nosso contexto, pois ter mais que um fim nos permite
construir funcdes harmdnicas em cada fim com comportamento assintético prescrito, que entao

colamos usando esse teorema.

Teorema 5.3 Seja M uma variedade completa ndo-compacta que é ndo-parabdlica. Assuma
que M tem mais que um fim. Entdo existem espacos de funcoes harmonicas V e W tal que dimV’
é igual ao niimero de fins ndo-parabolicos de M e dimW ¢é igual ao niimero de fins parabdlicos
de M. As fungées em V sdo limitadas e tem energia finita, e as funcoes em W sdo limitadas por

um lado em cada fim.

Prova. Suponha primeiro que M tem mais que um fim ndo-parabdlico. Seja £ um fim
ndo-parabdlico de M. Como M tem mais que um fim ndo-parabdlico, entdo M \ E também é

ndo-parabdlico. Defina a funcdo

lem E
Oem M\ E.

A fung¢do 1 é harménica em M \ B(p, Ry) para algum R, suficientemente grande. Con-

sequentemente, o Teorema 5.2 implica que existe uma fun¢c@o harmdnica w em M satisfazendo

lw = n|(z) < CG(p,x) (5.22)

para todo x € M. Em particular, w € limitada. O Teorema 5.2 implicaque 0 < w < l e a
Proposi¢do 5.3 implica que w(x;) — 1 para alguma sequéncia z; — co em E e w(y;) — 0 para

alguma sequéncia y; — oo em M \ E. Além disso, w tem energia finita pelo Teorema 5.2.

Se £, ..., I, sdo fins ndo-parabdlicos de M, repetimos o processo € obtemos fungdes
harmonicas correspondentes wq, ..., wy satisfazendo (5.22). Pela Proposi¢ao 5.3 e por (5.22)
sabemos que w; — 1 ao longo de uma sequéncia em F; e para cada j # ¢, w; — 0 ao longo de
uma sequéncia em E;. Logo, {w;}; é linearmente independente. Isso prova a primeira parte do

teorema.



61

Assumimos agora que F' é um fim parabdlico, e consequentemente M \ F' é ndo-

parabolico. Considere a func¢do harmonica v definida em F' pela Proposi¢do 5.1. Seja

v(r) em F
Oem M \ F.

Pelo Teorema 5.2 existe uma fung@o harmonica w em M tal que
jw —nl(z) < CG(p, x).
Em particular, isso implica que

li =
x—)lfg(loo) supw(x) = 00,

e w é limitadaem M \ F.

Se F1, ..., F} sdo fins parabdlicos de M, a construc¢do acima fornece fun¢des harmonicas
wy, ..., wy. Cada uma dessas fungdes sdo ilimitadas em F} e limitadas em M \ Fj. Logo, elas

sdo linearmente independentes. Isso prova o teorema.
OJ

O resultado a seguir nos fornece informacdes adicionais sobre as fun¢des harmdnicas

construidas no Teorema 5.3.

Teorema 5.4 Seja (M, g) uma variedade completa com espectro positivo A;(A) > 0. Suponha
que M tem mais que um fim. Entdo qualquer funcdo harmoénica w definida pelo Teorema 5.3
satisfaz

1
lpc / V| < CR,
¢ B(p,R)

para todo R > 1.

Prova. Primeiro vamos provar a limitacdo superior. Discutimos aqui dois casos. Primeiro
assumimos que M tem pelo menos dois fins ndo-parabdlicos. Nesse caso, a fun¢do harmoénica w
fornecida pelo Teorema 5.3 € limitada e de energia finita. Pelo Teorema 4.6 temos

/ G(p,z)dx < CR.
B(p,R)\B(p,Ro)
Por (5.22) obtemos

/ |lw —n|(z)dx < CR. (5.23)
B(p,R)\B(p,Ro)

Como 0 <7 < 1em cadafimde M, isso implica 0 < w < 1 em M por (5.21). Seja Y um fim
onde 1 = 0. Entdo (5.23) fornece

/ w(x)dx < CR. (5.24)
B(p,R)\B(p,Ro)
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Pelo teorema 3.1 aplicado a fungéo positiva w temos |Vw| < Cw em E(p, R) \ E(p, Ro) que

implica agora

/ Vw| < C/ w(z)dr < C’/ w(z)dr < cR. (5.25)
E(p,R)\E(p,Ro) E(pvR)\E(p’RO) B(sz)\B(p’RO)

Isso implica o resultado em E. No fim M \ E onde = 1, aplicamos esse argumento para

1 —w > 0. Isso prova o resultado nesse caso.

Agora assumimos que M tem pelo menos um fim parabdlico F e seja ' = M \ F que
deve ser ndo-parabdlico. Seja w a funcdo harmonica positiva fornecida pelo teorema 5.3. Por

(5.25) € suficiente provar que

/ Vw| < ¢R. (5.26)
F(p,R)\F(p,Ro)

Considere a fungdo a fun¢do-corte ¢ no fim F' tal que ¢ = 1 em F'(p, R), p = 0em F'\ F(p,2R)
e |Vo| < C/R.Parat > t,, considere

Yt)y={zxe M : w(x)=t}.

Tomando ¢, suficientemente grande, segue-se que >(¢) C F', pois w é limitada no fim £. Como

w € harmonica, pela férmula de co-drea obtemos

0= / dAw (5.27)
to<w<t

ow ow
__ Vé, Vu +/ ¢——/ g2
/to<w<t< ) 2(¢) ov (o) v

Yw

Aqui % = == ¢ anormal unitdria a . Pelo teorema 3.1 temos |Vw| < C'w, que implica

[Vw|
/ <V¢,Vw>‘ < / (Yo, Vu)| < / V||Vl
to<w<t to<w<t to<w<t

C
< — Vw
R to<w<t ’ ‘

C
< — w

R to<w<t

= %tVol(F)

<&
_R7

onde na ultima linha usamos o teorema 5.1 que F' tem volume finito. Note que pelo mesmo

[ oo
(t) ov

Consequentemente, fazendo R — oo em (5.27) temos

ow / ow
0= - _ -
2(t) ov S(to) OV

O:/ |Vw|—/ |[Vw].
() X(to)

argumento,

< oo para todo ?.
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Isso prova que existe uma constante A > 0 tal que fz( 9 |Vw| = A para todo ¢t > t,. Considere

o= min w
F(p,R)\F(p,Ro)
b= min w.

F(p,R)\F(p,Ro)

Pelo Teorema 3.1 temos
B < cemDE (5.28)

Para finalizar a prova usamos a desigualdade inversa de Poincaré. Definimos uma fun¢do-corte

(
Oema<t<p

In (28)—Int
——emp <t<2
o(t) = 2 ’ ’ (5.29)

Int—In (a/2)
o ema/2 <t <o

lemt>20out < «/2.

Considere ¢ como uma fungdo-corte no fim F' tomando ¢(z) = ¢(w(x)). Pela definicdo de
A1(A) temos

F(p,R) a<w< B
< Al(A)/ <¢wé>2
F
1 2
< ‘v owt)| .
INCE
Contudo, temos
1 |2 1
]v (ma)‘ — WV + 6w [Vl + 5 (Vw, V6?).
Como w é harmdnica sabemos que

/M (Vw, Vg2) = /M 6 Aw = 0.

Logo, isso implica

Al(A)/ wg/ w|V¢|2+/ P*w [ Vwl]?. (5.30)
F(p,R) M M

Certamente, por (5.29), existe uma constante ¢ > 0 tal que

/ w|Ve|* < c/ w |Vl
M S <w<2p

Como isso também € verdade para [,, $*w™"|Vw|?, concluimos por (5.30) que

Al(A)/ w < c/ w [ Vwl]?. (5.31)
F(p,R) 2 <w<2p
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Contudo, a férmula de co-drea e (5.28) implicam que

/ wHVw|? = / (/ w_1|Vw|) dt
§<w<2p §<w<2p 3(t)
= / ! (/ |Vw]> dt
S <w<2p t ()

:Alnﬁ

(0%

< CR.

Por (5.31) isso prova que
/ w < CR. (5.32)
F(p,R)

Consequentemente, (5.26) segue-se aplicando o Teorema 3.1. Isso prova a estimativa da limitagado
superior para qualquer fun¢do harmodnica w definida pela Teorema 5.3. A limitacdo inferior

segue pela férmula de co-drea.

Vamos considerar o caso quando w € fornecida por um fim parabdlico F', ou seja, w €

positiva em M e ilimitada em F'. Logo, temos para todo r > Ry

0= / Aw
F(p,r)\F(p,Ro)

B / ow / ow

or@s) O Jorm.rey) O
A= / 8_w7
9F(p.Ro) O

0
/ < / |Vwl.
OF (p,Ro) or OF (p,Ro)

/ |[Vw| < |A|R.
F(p,R)

Para finalizar a prova vamos checar que A # 0. Assuma por contradi¢do que A = 0. Entdo para

Denotando

1Sso mostra que

Al =

Integrando em r, isso prova que

T suficientemente grande, o conjunto de nivel ¥(¢) = {w = T} ndo deve intersectar OF (p, Ry).

Aplicando a férmula de co-area obtemos

0= / Aw
{w<TI\F(p,Ro)

0
:/ va‘_/ gw
S(T) OF (p,Ro) or

= / |Vwl.
(T)
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Isso prova que w € constante, que € uma contradicdo. O caso quando w vem de dois fins

nao-parabdlicos € similar. Isso prova o teorema.
O

Agora abordamos 0 mesmo problema para variedades parabdlicas. Usando (4.6), pode-
mos desenvolver resultados semelhantes aos dos Teoremas 5.2 e 5.3. O seguinte € paralelo ao

Teorema 5.2.

Teorema 5.5 Seja M uma variedade completa, ndo-compacta e parabdlica. Assuma que 1 é

uma funcdo harmonica definida em M \ B(p, Ry), que é suave até a fronteira de B(p, Ry).

9
/ /)
9B(p,Re) OT

Entdo existe uma funcdo harmonica w definida em M e uma constante positiva C' > 0 tal que

Assuma adicionalmente que

w—n|(z) < Cem M\ B(p, Ry). (5.33)

Além disso, w — 1 tem energia de Dirichlet finita.

Prova. Seja ¢ uma fungdo suave ndo-negativa tal que ¢ = 0 em B(p, Ry) e ¢ = 1 em
M \ B(p,2Ry) e defina a funcdo

w(a) = o(@h(e) + [ Glay)Aeon()dy
M
Procedendo como no Teorema 5.2, segue-se que
Aw = 0em M.

Agora mostramos a desigualdade em (5.33). Note que como An = 0em M \ B(p, Ry), obtemos
que

0
/ an = 0 para todo R > R,.
oB(p,R) O

Paraxz € M \ B(p,3Ry) temos que ¢(x)n(x) = n(z) e, consequentemente
o=l =| [ Glanaen ]
B(p,3Ro)

<|/ (Gl =Gl y>>A<¢n><y>dy' F1G. )]

/B e A(on)(y)dy

-/ (Gl =Gl y))A(qu)(y)dy‘ .
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Com isso, obtemos que

w—nl < sup  |G(z,y) — G(p,y) |A(on)|(y)dy
y€B(p,3Ro) B(p,3Ro)
)l

<C sup |G(x,y)—G(p,y
y€B(p,3Ro)

para todo z € M \ B(p,3R,). De acordo com (4.6) o lado direito é uniformemente limitado

sempre que = € M \ B(p,6Ry), o que prova (5.33).
0

Usando este resultado, podemos construir fun¢des harmdnicas que contam o nimero de

fins das variedades parabdlicas.

Teorema 5.6 Seja M uma variedade completa, ndo-compacta e parabolica. Assuma que M tem
mais que um fim. Entdo existe um espago de fun¢oes harmonicas V tal que dimV é igual ao
niimero de fins de M. As funcoes em V sdo limitadas ou superiormente ou inferiormente quando

restritas a um fim.

Prova. Fixe {E1, Fs, ...} fins de M com respeito a B(p, Ry). Como M ¢é parabdlica,
entdo F; sdo todos parabdlicos. Consequentemente, pela Proposicdo 5.1 existe uma fungdo

harmoénica positiva 1; em E;. Podemos normalizar 7; tal que

/ o _ . (5.34)
9B(p.Ro)nE; OT

Defina
m(z) parax € F;

n(x) = ne(x) parax € Es
0 paraxz € M\ (EyUE3).

9
/ /)
9B(p,Re) OT

Consequentemente, o Teorema 5.5 implica a existéncia de uma fun¢ao harmonica w em
M tal que

Por (5.34) temos que

|lw —n|(x) < Cem M\ B(p, Ro).

Note que w € ilimitada em M \ (E; U E,) e € limitada por um lado em FE; e em
L. Consequentemente, as funcdes construidas desta maneira, variando Fjs, Fs, ..., s@o todas

linearmente independentes. Isso prova o resultado.
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6 RESULTADOS DE RIGIDEZ

Neste capitulo utilizamos os resultados anteriores para compreender a estrutura no infinito
de variedades completas e ndo-compactas. Para contar o nimero de fins de uma variedade usamos
um resultado de (LI, 1980).

Teorema 6.1 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional, e suponha que H é um
espago de fungcdes harmoénicas definidas em B(p, Ry) C M com dimensdo finita. Entdo existe f
€ H tal que

(dimH—l)/ VP <nV(p,Ro) sup |V

B(p,Ro) B(p,Ro)
Prova. Considere
H={X el (TM): X =Vfparaalguma f € H}
e estimamos a dim 7{. Para algum 2 € B(p, R,) fixo considere o subespago vetorial
H,={X eH:X(z)=0}.

Note que
dimH < dimH, + n. 6.1)

De fato, suponha que existem X1, ..., X,, € H tal que X;(x) # 0 paratodo i = 1,...,n. Entdo

para algum X,,,; € H existem ay, ..., a4 tal que
a1 X1(z) + ... + app1 Xpnsa(z) =0,
pois dim7; M = n. Consequentemente,
a1 X1+ .. + an1 Xpp1 € Ha,

que prova (6.1). Agora, seja N = dim#. Definimos o produto interno em H por
(yy=[ @y
B(p,Ro)

IX11* = (X, X)).

Para x € B(p, Ry), considere uma base ortonormal {X;}; de (H., ((,))) e defina

N

u(x) =Y X’ (x). (6.2)

i=1
Note que u em (6.2) estd bem definida e independe da base ortonormal {X;},. Na verdade, u
¢ simplesmente o trago da forma bilinear ((,)) com respeito a g. Consequentemente, podemos
assumir que os primeiros k vetores X1, ..., X € H,, onde k > N — n. Notemos que

N

u() = > |1Xi*(2). (6.3)

i=k+1
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Note que paracadai =k +1,..., N, como ||.X;|| =1,

[ Xil*(2) < sup |Xi[* < sup sup | X2

B(p,Ro) XeH,,|| X||=1 B(p,Ro)
Portanto, (6.3) fornece
u(z) < (N —Fk) sup sup |[X[*<n sup sup | X2 (6.4)
X€eH,,||X|=1 B(p,Ro) X€eH.,|| X ||=1 B(p,Ro)

Integrando sobre B(p, Ry) € usando (6.2) e que {X;}; é uma base ortonormal de (H,, ({,)))

N
u= 1X;))> = N.
/B(PRO) Zz;

obtemos

Agora, (6.4) implica que

N <nV(p,Ry) sup sup | X2
X€H,,||X||=1 B(p,Ro)

Consequentemente existe f € H tal que

N IVf? <nV(p, Ry) sup |Vf[>
B(p,Ro) B(p.Ro)

Lembremos que
N =dimH = dim{X € I'(TM) : X = Vf para alguma f € H}

Note que se uma combinagdo linear de fun¢des harmonicas tem gradiente zero, entdo deve ser

constante. Consequentemente,
dimH < dimH + 1.

Isso prova o resultado, pois segue que

(dimH — 1) /

B(p,Ro)

Vi< N / V2 < nV(p, Ro) sup V.
B(p,Ro)

B(p,Ro)

O

Corolario 6.1 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional com curvatura de Ricci
limitada inferiormente por Ric > —(n — 1)K, e suponha que H é um espaco de funcdes

harménicas definidas em B(p,2Ry) C M. Assuma que existe A > 0 tal que

/ |Vf|2§A/ VP,
B(p,2Ro) B(p,Ro)

para toda | € H. Entdo H tem dimensdo finita e dimH é limitada superiormente por uma

constante que depende apenas de Ry, A, K e n.
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Prova. Seja H algum subespaco de dimensao finita de . De acordo com o Teorema 6.1
existe f € H tal que

(dim — 1) / V<V (p, Ro) sup [VFI 6.5)

B(p,Ro) B(p,Ro)

Pela Observacgido 3.1 temos
AIVf| > —(n—1)K|V f|em M.

Consequentemente, a desigualdade do valor médio do Teorema 4.4 implica que

C(n, K) / 9
— VI,
V(z, Ro) B(x,Ro) | |

para todo = € B(p, Ry). Consequentemente, isso fornece

C(n, K) 9
sup |V f 2 < —/ Vfl°.
B(ZLRO)‘ | V(z, Ro) JBp2ro) v

A comparacdo de volume implica que

VfF(z) <

V(.T, QRO) sinh”_l (\/E2Ro>

Viw:Fo) = sinnt (VER, )
. 1 < C(n, K, Ro)
CV(x, Ro) T Vi(p, Ro)

Consequentemente, concluimos que

V(p, Ro)

< (n—1)VKRo _ C K. R
V(z, Ro) =© (n, K, o)

<

C(n, K7 RO) 2
sup |[Vf]* < —/ Vf (6.6)
B(p,Ro) ’ | V(p7 RO) B(p,2Ryp) | ’

/ IVfIQSA/ VP
B(p,2Ro) B(p,Ro)

Colocando isso em (6.6) obtemos

Por hipétese,

C(n, K, Ry)A
sup [V f[* < u/ V£
B(pvRO) V(p7 RO) B(p,Ro)

Por (6.5) temos

(dimF — 1) / VP <nV(p,Ro) sup |V

B(p,Ro) B(p,Ro)
C(n,K, RO)A/ 9
<V (p, Ry S f0) A v
< nV(p, Ro) V(p, Ro) B(p,Ro)’ 7l

< nC(n, K,RO)A/ i
B(p,Ro)

Isso prova que dimH < 1+ C(n, K, Ry)A. Como H é um subespaco arbitrdrio de
dimenso finita de H, isso prova que dimH < 1 + C'(n, K, Ry)A.
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O

Agora apresentamos um resultado de rigidez para variedades com curvatura de Ricci
ndo-negativa, provado por (LI; TAM, 1992).

Teorema 6.2 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci ndo-negativa
em M\ B(p, Ry). Entdo M tem uma quantidade finita de fins, dependendo apenas de n, R e
a limitagcdo inferior da curvatura de Ricci em B(p, Ry). Se, além disso, a curvatura de Ricci
€ ndo-negativa em toda parte, entdo ou M tem um fim ou se divide isometricamente como

M =R x P, para alguma variedade compacta P com curvatura de Ricci ndo-negativa.

Prova. Seja N o nimero de fins de M. Pelo Teorema 5.3 e Teorema 5.6, podemos
associar um espaco H de funcdes harmodnicas com comportamento assintotico prescrito no
infinito de cada fim de M. Se o fim for ndo-parabdlico, essas func¢des sao limitadas nesse fim.
Caso contrario, se o fim for parabdlico, as funcdes harmonicas sao unilateralmente limitadas
nesse fim. Em ambos os casos, uma fun¢do harmdnica neste espaco € limitada ou superiormente

ou inferiormente em qualquer fim dado.

Seja f € H uma funcdo harmodnica e £ um fim fixo. Adicionando uma constante e

alterando o sinal de f se necessario, podemos assumir que f > 0 em FE. A estimativa do gradiente

r(z)
4

em B(x, =) implica que

IVf] < mf em E, (6.7)

para todo x € E \ B(p,2Ry). De acordo com a Férmula de Bochner (vide Teorema 2.1) e a

Co
xz

Observagao 3.1,
A|IVfl|>0em E \ E(p,2Ry).

O fato que |V f| é sub-harmonica significa que seu supremo € atingido ou no infinito ou na
OE(p,2Ry). Afirmamos que
sup |Vfl= max [|Vf|. (6.8)
E\E(p,2Ro) V1 OE(p,2Ro) Vil
Se E' é um fim nao-parabdlico, a equacdo acima € valida, pois f é limitada e (6.7) implica que
|V f| — 0 no infinito de £. Quando E é parabdlico, o argumento é mais complicado. A ideia é

usar f para construir uma fung@o barreira para |V f|. Como f é harmonica, temos que
Co
A (1971221 ) = 0em B(p. B)\ B(p,2Ry),

onde Cj é a constante que aparece em (6.7). A funcdo G = |V f| — % f atinge seu mdximo na
fronteira de E(p, R) \ E(p,2Ry). Por (6.7), temos que G < 0 em 0F(p, R). Consequentemente,
obtemos

< FE E(p, 2 .
G < max {O,aEIa%ﬁo)G} em E(p, R) \ E(p,2Ro)
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Como f > 0 em FE, temos em particular que

Co
——f< < E E(p,2Ry).
VIl =g f <IVI< max [Vflem E(p, R)\ E(p, 2Fo)
Para x € F fixo, tomamos R suficientemente grande e obtemos

C
V) = S @) < max VS,

Fazendo R — oo isso prova (6.8).
Visto que essa conclusio independe da constante adicionada a f e também da possivel mudanga

de sinal de f, isso prova que, de fato,

sup |Vf|= max |Vf (6.9)
M\B(p,Ro) V7l 0B(p,Ro) el
Como consequéncia, temos
/ IV <V(p.4Ro) sup [Vf]* (6.10)
B(p4Ro) B(p,4Ro)

<V(p,4Ry) sup |V[|?

B(p,Ro)

Pela Observacao 3.1 temos
AV z =(n-=DK|Vf| =z =CIV[],

onde C' € a limitag@o inferior da curvatura de Ricci em B(p, Ry). Aplicando a desigualdade do

valor médio como em (6.6) temos

C(n) 2
sup |Vf]? < —/ VI~
B(p,Ro) | ’ V(p’ RO) B(p,2Ro) | |

Juntamente com (6.10) e a comparacdo de volume obtemos

C(n) /
VF?<V(p,4Ry) ——— \ik
/B(p,4RQ)| f| - (p O)V(pvRO) B(p,2R0)| f|

V<p7 RO) N

/ V2 < Cn, Ro) / VP,
B(p,4Ro) B(p,2Ro)

Pelo Corolério 6.1, isso prova a primeira parte do teorema. Além disso, a segunda parte
do teorema € uma versdo fraca do resultado de decomposi¢do de (CHEEGER; GROMOLL,
1971).

C’(n, RO)
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Agora vamos mostrar um resultado notavel obtido por (LI; WANG et al., 2002), que
pode ser considerado uma versao do teorema de decomposi¢do de Cheeger-Gromoll, onde este
ultimo garante que uma variedade Riemanniana completa n-dimensional, com curvatura de
Ricci ndo-negativa, que possui uma linha, pode ser decomposta isometricamente num produto
Riemanniano de uma variedade (n — 1)-dimensional com o conjunto dos reais. Algo similar foi

tratado na Proposi¢do 3.1.

Teorema 6.3 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci limitada inferior-
mente por
Ric > —(n—1)

Entdo o espectro inferior do Laplaciano satisfaz

M) < =7

< 6.11)

Se
(n—1)

4 Y
e M tem mais que um fim, entdo M se divide como um warped product de uma reta real com uma

)\1(A) =

variedade compacta M = R x P.

Prova. Vamos provar primeiramente a limitag¢do superior, que € chamada estimativa de
Cheng. Podemos assumir que A;(A) > 0. A Proposig¢do 4.2 implica que (M, g) é ndo-parabdlica
e, consequentemente admite uma fungdo de Green positiva G. A seguir, o ponto base nao é
importante, entdo denotaremos por G(z) = G(p,x). A fun¢do G € positiva e harmdnica em
M\ B(p,1). Pela defini¢do do A (A), dada em (4.39), temos

n@) [ o6ip < [ veehy

para alguma fun¢do ¢ com suporte compacto em M \ B(p, 1) talque p = lem B(p,R)e ¢ =0
em M \ B(p,2R), com |V¢| < £. Consequentemente, como

) ) 1 . 1 1
IV(¢G?)|* = G2V + §¢G‘§VG!2 = |[Vo[’G + ZG”WGI%Q + §<VG7 V)
obtemos
) 1 1
@) [ eehr < [ vopa g [ avepet g [ (va e
1
:/ |V¢|QG+—/ G‘1|VG|2¢2—/ #*AG (6.12)
M 4 M M
1
:/ \V¢\2G+—/ GVG
M 4 M

onde usamos que GG é¢ harmodnica no suporte da ¢. A estimativa do gradiente do Teorema 3.1
implica que
IVInG|(y) < (n— 1) + Cre~@®
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onde 7(y) = r(p, y). Visto que

VG
o) —

VinGl(z) = S () = G VG| (@),

isso implica que
G2|VGP(z) < (n—1)* 4 ¢ @),

Por conseguinte, temos
GYVGP(z) < (n—1)*G(x) + e “"@G(x) (6.13)

O Teorema 4.6 implica que

D:JIQ

2
/ Vol G<—/ G< S (CERY1) —CR+1) =
Bp2R\Bp.R)

Por outro lado,

/ e~ r@G(z) < C.
M

Consequentemente por (6.12) e (6.13), temos

@) [ etz < [ vere g [ oveps
<G +7 ) 0= 176G + e UG
g (Tl _ 1)2 2 —Cr(z 2
< R+ 1 /MG¢ +4/M G

Por conseguinte, temos

<>\1<A) o (n;1)2> /]\/IG¢2 S %_I_i/]we—c’r(x)ngQ

/ G>1n,
B(p.R) C
iSso prova que
A (a) - U - D° o,
provando (6.11). Vamos assumir agora que // tem o maximo espectro inferior,
M(A) = (n—41)2

e pelo menos dois fins. Como A\ (A) > 0, sabemos que M é ndo-parabdlica. Seja £ um fim

ndo-parabdlico de M e seja F' = M \ E. Temos as seguintes situa¢des. Primeiro, iremos assumir
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que F' € também um fim nao-parabdlico. Neste caso, pela Proposi¢cdo 5.3 e pelo Teorema 5.3,

existe uma fun¢do harmonica w em M com energia finita tal que
limsupw =1
F

liminfw =0
E
Pela Observacao 3.1 sabemos que para
h=|Vw| i,

vale o seguinte

n—2 n—2 n2 n—2(n—2 n-—2 —n
Ah = A|Vw|»—1 > —(n—l)gn_ 1;|Vw\nl+n_ 1 <n— Ty 1) IV|Vwl||?|Vw|==T.

Note que a segunda parcela da expressdo acima se anula, e a primeira parcela pode ser escrita
em funcdo de / na forma
Ah > —(n — 2)h. (6.14)

Agora aplicamos a definicdo de A\;(A) (4.39) a h¢, onde ¢ é uma fungdo-corte com suporte
compacto tal que ¢ = 1 em B(p, R), ¢ = 0em M \ B(p,2R) e |[V¢| < <. Isso implica que

(n—1)2 2 2
\n—2)° h V(oh
. /M(¢)§/M| (oh)|
o 2 2 2 2 1 2 2
_/Mhlvcbl +/M¢|Vh| +2/M<Vh,v¢>
_/Mh\v¢\+/M¢|Vhy 2/M¢Ah

= [ K3Vo|? 2Vh2—1 2(9hAh + 2|Vh|?
/|¢\+/¢|r /M¢< T 2|Vh)

< [ #wop+ -2 [ o

onde usamos (6.14). Isso implica

(n—1)2_ o ) )2 B2 2 c? B2
("5 o) [ones [evors g [ e 6

Usando o Teorema 5.4 sabemos que

2 2
0_2/ h2zc—2/ ]Vw|2<n —2) Sg
R? Jpp.r)\B(p,B) R? Jpp.r)\B(p, B R

% > 1e|Vw| < ¢ pelo Teorema 3.1. Se n > 3 isso produz

Na dltima linha usamos que

uma contradi¢do a (6.15) fazendo R — oo. Se n = 3, entdo

(n—1)%

1 —(n—-2)=0



75

e (6.15) implica que todas as desigualdades usadas em (6.14) devem ser igualdades. Logo, pela

Proposicao 3.1, M se divide isometricamente como um warped product.

Isso resolve o caso quando M admite pelo menos dois fins ndo-parabdlicos. O caso
remanescente é quando M tem um fim ndo-parabdlico E e F' = M \ E é um fim parabdlico.

Neste caso, existe uma func¢do harmonica positiva w > 0 tal que
liminfw =0
E

limsupw = oo
F

Para uma funcio-corte ¢ como acima temos, procedendo como em (6.12), que

w/ w2¢ / ‘v w2¢ (6.16)

-/ (¢2 Vo + 1<w,v¢2>)
.y 2

1
:1/ ¢2w1]Vw|2+/ w|Ve|>.
M M

C
Vo|? < =. 6.17
/Mwl o < 7 6.17)

De fato, por (5.24) em E e (5.32) em F' obtemos

2 2 C
w|Ve|* < / w —l—/ w| < —(CR+CR)=—.
/ B2\ Jug.m\m0.2) Fp.R)\F(p, ) R? R

Pela estimativa do gradiente (vide Teorema 3.1) sabemos que

1
Vw2

Afirmamos que

[Vl
w

VInw| = =w V| < (n—1) = w?Vuw)* < (n — 1)

Logo,
w V> < (n —1)w. (6.18)

Colocando (6.18) e (6.17) em (6.16) e fazendo R — oo concluimos que a igualdade deve

valer na estimativa do gradiente. Com efeito, temos

(n;1)2/M<w§¢>2§}L/J\4¢2w_l|vw|2+/ﬂ4w|v¢|2'

Substituindo as estimativas dos termos a direita da desigualdade,

Pela Proposicao 3.1, segue o resultado que M se divide como um produto warped.
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7 CONCLUSAO

Ao término desse estudo em variedades completas e ndo-compactas foi possivel observar
e mostrar relagdes entre a topologia e a geometria da variedade. Partindo da funcao de Green,
caracterizamos analiticamente a parabolicidade em uma variedade completa. E conhecido que
nao € possivel caracterizar apenas geometricamente essa definicao. Por outro lado, usando
determinadas hipéteses geométricas, como a limitacao inferior da curvatura de Ricci e hipéteses
sobre a limita¢do do espectro inferior da variedade, foi possivel obter um bom retrato da relacdo

entre a geometria e a parabolicidade de uma determinada variedade.

No tocante a topologia no infinito, embora nao tenhamos uma descri¢ao geométrica geral
para quando os fins sdo parabdlicos ou nao-parabdlicos, as hipéteses de limitagdo da curvatura
de Ricci, volume finito e espectro do Laplaciano da variedade nos deram resultados parciais
importantes como o Teorema 4.5 e a Proposicdo 4.2. Além disso, gragas a esses resultados foi
possivel associar a cada um dos fins da variedade uma fun¢@o harmdnica limitada, pelo menos,
unilateralmente em cada fim. E com isso, construimos espacos de funcdes harmdnicas cuja

dimensao contava o nimero de fins parabdlicos e ndo-parabdlicos.

Por dltimo, uma versao do resultado de ‘spliting” de Cheeger-Gromoll para variedades
Riemannianas com curvatura de Ricci limitada inferiormente, onde a estimativa de Cheng, induz
a condicao da variedade com mais de um fim se dividir isometricamente como produto warped

de uma linha real com uma variedade compacta.
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