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Resumo

Neste trabalho, estudamos intersecoes estaveis e diferengas aritméticas de conjun-

tos de Cantor regulares.

Apresentamos técnicas que nos ajudam a detectar a existéncia de intersegoes esta-
veis ou extremais estaveis entre pares de conjuntos de Cantor. Iniciamos com o
Gap Lemma de Newhouse, que utiliza a espessura dos conjuntos de Cantor para
essa conclusao, o Teste da Espessura Generalizado, que estuda a intersecao dos
dominios de Markov €, por fim, a existéncia de um compacto recorrente no espago

das configuragoes relativas desses conjuntos de Cantor.

Apresentamos também alguns exemplos que mostram como tais técnicas sdo apli-
cadas. Em certos exemplos, destacamos que uma das técnicas funciona, enquanto
as demais podem falhar, mostrando assim a importancia do estudo de cada uma

delas.

Finalizamos com um breve estudo da topologia da diferenca aritmética de con-
juntos de Cantor afins, apresentando uma familia de conjuntos de Cantor cuja

diferenca aritmética é quase sempre um R-Cantorval.

Palavras-chave: Conjuntos de Cantor Regulares, Interse¢ées Estaveis de Conjun-

tos de Cantor, Diferenca Aritmética de Conjuntos de Cantor.



Abstract

In this work, we study stable intersections and arithmetic differences of regular

Cantor sets.

We present techniques that help us to detect the existence of stable intersections
or extremal stable intersections between pairs or Cantor sets. We begin with the
Newhouse Gap Lemma, which makes use of the thickness of Cantor sets to its end,
and the Generalized Thickness Test, which analizes the intersections of Markov
domains and to conclude, the existence of a recurrent compact set in the space of

relative configurations of these Cantor sets.

We also present some examples which shows how such techniques are applied. In
certain examples, we emphasize that one of the techniques works, tough the other

may fail, in this way showing the importance of each of them.

We conclude with a brief study of the topology of the arithmetic difference of
Affine Cantor sets, presenting a family of Cantor sets whose arithmetic difference

is almost always a R-Cantorval.

Keywords:Regular Cantor Sets, Stable Intersection of Cantor Sets, Arithmetic

Difference of Cantor Sets



9

SUMArio
Introducdo . . . . . . ... 9
Preliminares . . . . . . . . . . .. 13
2.1 Dimensaode Hausdorff . . . . . . . ... ... ... ... ...... 13
2.2 Conjuntos de Cantor Regulares . . . . . ... ... ... ...... 22
2.3 Dimensao de Hausdorff de Conjuntos de Cantor Regulares . . . . . 30
Espessura de Conjuntos de Cantor . . . . . . . .. ... ... ... .... 39
3.1 Definicao e Resultados Iniciais . . . . . . . .. .. ... ... .... 39
3.2 Continuidade da Espessura e Espessuras Laterais . . . . .. .. .. 46
Intersecoes Estaveis de Conjuntos de Cantor com Espessura Grande . . . . 56
4.1 O Gap Lemmade Newhouse . . . .. ... ... ........... 56
4.2 Exemplos Sobre Diferengas Aritméticas e Intersecoes Estaveis . . . 61
Teste da Espessura Generalizado . . . . . ... ... ... ... ...... 69

5.1 Teste da Espessura Generalizado Para Conjuntos de Cantor do Tipo
Afim e Afim Generalizado . . . . . ... .. ... . Lo 69

5.2 Teste da Espessura Generalizado Para Conjuntos de Cantor Regulares 76

Geometrias Limite de Conjuntos de Cantor Regulares . . . . . . . . .. .. 78
6.1 Definicao das Geometrias Limites . . . . . . . .. .. .. ... ... 78
6.2 Definicdo do Operador de Renormalizagao . . . . . .. ... .. .. 84
6.3 Configuragoes, Compactos Recorrentes e Intersecoes Estaveis . . . . 87
6.4 Transferéncia do Operador de Renormalizacao no Espago S xR . . 91
Interse¢oes Estaveis de Conjuntos de Cantor do Tipo Afim . . . . . . . .. 94
7.1 Intersegoes Estaveis de Conjuntos de Cantor do Tipo Afim . . . . . 94
A Topologia da Diferenga de Conjuntos de Cantor do Tipo Afim . . . . . . 109
8.1 Uma Condigdo Para a Nao Existéncia Intersegoes Extremais Estaveis 109
82 Cantorvals . . . . . . . L 112
8.3 Diferenga Aritmética de Conjuntos de Cantor do Tipo Afim . .. . 115
Conclusdo . . . . . . . . 119

Referéncias . . . . . . 120



1 Introducao

Os conjuntos de Cantor regulares surgem naturalmente no estudo de objetos
em Sistemas Dindmicos, Teoria dos Nuimeros e outras areas. Nesse trabalho , estu-
daremos conjuntos de Cantor que sdao dinamicamente definidos e veremos muitas
de suas propriedades topoldgicas e fractal-geométricas. Explicaremos como a soma
ou diferenga aritmética sao uteis no estudo de objetos em Sistemas Dindmicos e
Teoria dos Numeros, exemplos disso podem ser encontrados em [16],[14] e [13]. Em
[5] e [15], temos exemplos de como a intersecdo e soma aritmética de conjuntos de
Cantor regulares sao utilizados no estudo de bifurcagdes homoclinicas e no estudo

dos espectros de Markov e Lagrange.

Obtemos conjuntos de Cantor regulares como o conjunto maximal invariante
sob a iteragao de um mapa com propriedades bem determinadas. Mais precisa-
mente, dado um conjunto K, dizemos que K é um conjunto de Cantor regular se
podemos associar a ele um conjunto de intervalos compactos disjuntos Iy,..., I,
que chamaremos de particdo de Markov de K, e um mapa expansor de classe C11¢,
¥:LU...UI — Conv([;U...UI,) tal que, para cada 1 <7 <r, existe m € N com
Y™ (K NI;) =K, e podemos expressar K como

K= )¥"(hu..Ul)
n>1

Veremos neste trabalho, como a colegao de conjuntos de Cantor pode ser mu-
nida com uma topologia e, a partir desta topologia, estaremos interessados em en-
contrar condigdes suficientes para garantir intersecao estavel entre pares de conjun-
tos de Cantor. Dizemos que dois conjuntos de Cantor regulares possuem intersegao
estavel quando existe uma vizinhanca de tais conjuntos, na topologia C'*¢, onde
quaisquer pares de conjuntos de Cantor nessa vizinhanga possui intersecao nao

vazia.

A existéncia de intersegdo estavel para um par de conjuntos de Cantor (K, K)
garante a existéncia de um intervalo na diferenga aritmética desses conjuntos. Aqui,
apresentaremos alguns critérios que nos ajudarado a decidir se um par de conjuntos

de Cantor possui intersegao estavel.

Newhouse introduziu em seu artigo [14] o conceito de espessura, que denota-
remos por 7. Veremos que, na colegdo dos conjuntos de Cantor regulares (com a

topologia C17¢), a espessura varia continuamente.
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O Gap Lemma de Newhouse nos diz que para um par de conjuntos de Cantor
(K,K), se T(K)-7(K) > 1, K néo est4 contido num gap de K ou K num gap de
K, entdo KNK #0.

Supondo entao que a condigdo para a intersegao nao vazia seja satisfeita para
um par de conjuntos de Cantor (K, K) que possua um par de gaps lincados, isto é,
O e O, respectivamente tais que O contém exatamente um ponto de bordo de @ e

vice-versa, o mesmo ocorrera para conjuntos de Cantor suficientemente proximos.

Mostramos também que se um par de conjuntos de Cantor regulares (X, K )
tem intersecdo estavel garantida pelo Gap Lemma, entdo K + K = Conv(K) +
Conv(K).

O Gap Lemma de Newhouse apresenta uma condigao suficiente para a existén-
cia de intersecao estavel, mas ndo necessaria. Nesse trabalho apresentamos exem-
plos de conjuntos de Cantor cujo produto da espessura é menor que 1, mas que

possuem intersegao estavel.

Um primeiro resultado que melhora nossa conclusao é o Teste da Espessura
Generalizado (GTT). Sejam K e K conjuntos de Cantor regulares do tipo afim
(definido por mapas afins, sobrejetores e que preservam orientagdo) com dominios
de Markov (unido dos intervalos da particdo de Markov) D, D, respectivamente.
Dizemos que (K, K) satisfaz o GTT se, para cada t € R e A € R* ou AD + ¢t esta
contido num gap de D ou D est4 contido num gap de AD +¢ ou (AD+t)N D#0.

Em nosso trabalho, mostramos que se um par de conjuntos de Cantor do
tipo afim (KX, K ) satisfazem um GT'T e ndo estdo contidos um num gap do outro,
entdo (K K ) possui intersecdo estavel. Mostramos ainda o GT'T é uma condigao
determinada pela existéncia de intervalos em D — AD. Quando tais intervalos séo
determinados por desigualdades estritas dizemos que (K, K ) satisfaz o GT'T estri-

tamente e, neste caso, temos a existéncia de intersegao estavel.

Em alguns casos, o GT'T também pode caracterizar a existéncia de intersecao
estavel. Apresentamos um exemplo onde o GTT é satisfeito se, e somente se, o
produto das espessuras € maior que 1. Contudo, o GTT nao € uma generalizacao do
Gap Lemma. Apresentamos exemplos de conjuntos de Cantor que tém intersegao

estavel garantida pelo Gap Lemma, mas que nao satisfazem o GT'T.

Um método mais sofisticado para garantir intersecoes estaveis é a existén-
cia de compactos recorrentes nas configuragoes relativas de conjuntos de Cantor.
Para abordar esse novo conteido, fazemos uso das geometrias limite, operadores

de renormalizagao e configuragoes do conjunto de Cantor.
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Apresentaremos um exemplo de infinitos pares de conjuntos de Cantor que
ndo satisfazem o Gap Lemma ou GTT, mas que possuem intersegdo estavel, que
¢ garantida pela existéncia de um compacto recorrente para os operadores de

renormalizagao de tais conjuntos.

Em nosso texto, falaremos ainda sobre intersegoes extremais estaveis, que
ocorrem num par de conjuntos de Cantor regulares (K, K ) se o extremo direito
de K coincide com o extremo esquerdo de K e, para conjuntos de Cantor pré-
ximos cujos fechos convexos se intersectam temos a existéncia de intersegao nao
vazia. Apresentamos um teorema que, sob suas hipdteses, caracteriza a existéncia

de intersegao extremal estavel.

Ainda estudaremos a topologia da diferenga aritmética de dois conjunto de
Cantor afins. Mostraremos um teorema que nos da uma familia de pares de con-
juntos de Cantor cuja diferenga aritmética é quase sempre um R-Cantorval. Um
R-Cantorval € um conjunto compacto, perfeito, com interior denso em fronteira
fractal. Tal familia de conjuntos de Cantor terdo intersegao estavel garantida pela

existéncia de compacto recorrente.
Agora, daremos um breve esbogo de como se desenvolve o nosso texto.

No capitulo 2, abordaremos alguns conteudos preliminares. Na segdo 1, tra-
taremos da dimensao de Hausdorff de subconjuntos de R", dando sua definigao,
apresentando alguns resultados e exemplos importantes que servirdao para fixar a
teoria. Na secdo 2, iniciamos o estudo dos conjuntos de Cantor regulares, daremos
sua definigao e apresentaremos resultados que decorrem imediatamente dela. Na
terceira secao, apresentaremos resultados sobre dimensao de Hausdorff para con-
juntos de Cantor regulares, que serdo uteis para a compreensao de resultados e

exemplos dos capitulos seguintes.

No capitulo 3, iniciaremos nosso estudo da espessura de um conjunto de Can-
tor. A segdo 1 traz, além da definicdo de espessura e espessura lateral, daremos
alguns resultados iniciais e desigualdades que serao uteis no calculo da espessura
de um conjunto de Cantor regular. Na secao 2 desse capitulo, trataremos da conti-
nuidade da espessura e da ndo continuidade da espessura lateral, que serd mostrada
por meio de um exemplo. Esta ultima secao traz ainda um importante teorema que
trata da existéncia de um subconjunto aberto e denso de conjuntos de Cantor re-

gulares na topologia C'*¢ onde as espessuras laterais sdo continuas.

No capitulo 4, iniciamos nosso estudo sobre interse¢oes de conjuntos de Can-
tor. Na secao 1, apresentaremos o Gap Lemma de Newhouse, mostraremos que se

um par de conjuntos de cantor tem intersegdo estavel garantida pelo Gap Lemma,
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sua soma aritmética corresponde a soma aritmética de seus fechos convexos e mos-
traremos ainda alguns resultados que envolvem espessura e dimensao de Hausdorff.
A secdo 2 desse capitulo serd dedicada a apresentar exemplos de intersegoes estaveis

de conjuntos de Cantor e um estudos sobre suas diferencas aritméticas.

No capitulo 5, falaremos do teste da espessura generalizado. Na segdo 1 desse
capitulo, falaremos do teste da espessura generalizado para conjuntos de Cantor
do tipo afim, afim e afim generalizado. Mostraremos algumas resultados que nos
ajudarao a decidir quando um par de conjuntos de Cantor regulares satisfazem o
GTT e que o GTT implica existéncia de intersecao estavel. Na segdo 2, falaremos

um pouco sobre o GT'T' para conjuntos de Cantor regulares.

No capitulo 6, falamos sobre as geometrias limite de conjuntos de Cantor.
Na secdo 1, daremos a definicdo de geometrias e exemplos praticos de como en-
contrar as fungoes envolvidas em sua definicao. Na segao 2, definiremos os ope-
radores de renormalizagao como a agao do grupo afim em elementos que mais
tarde serao chamados de configuragdes do conjunto de Cantor. Na secao 3, defi-
niremos as configuracoes de conjuntos de cantor, como classificar as intersegoes
entre configuracoes de pares de conjuntos de Cantor, daremos a definicao de um
compacto recorrente de configuragoes relativas de conjuntos de Cantor e como sua
existéncia implica intersecdo estavel. Na secdo 4, apresentaremos um teorema que
nos permite transferir o operador de renormalizagdo para o espago %~ X &~ X R* x
R e ndo mais num espaco de configuragoes. No caso em que os conjuntos de Cantor
sao do tipo afim, isso reduz nosso estudos a encontrar um compacto recorrente em

R? para os operadores de renormalizagao transferidos.

No capitulo 7, daremos o exemplo de uma familia de conjuntos de Cantor
que nao satisfazem o Gap Lemma ou o GT'T, mas que possuem intersecao estavel.
Para isso, utilizaremos seus operadores de renormalizacdao, com uma simplificagao

conveniente, para achar um compacto recorrente.

No capitulo 8, estudaremos a topologia da diferenga aritmética de conjuntos
de Cantor afins. Na secdo 1, apresentaremos um critério que serd utilizado para
decidir a existéncia de intersegdo extremal estavel em pares de conjuntos de Can-
tor, isso se dara pela existéncia ou ndo de uma vizinhanga de 0 em sua diferenca
aritmética. Na secao 2, definiremos R-Cantorval, e enunciaremos alguns resultados
que nos ajudarao a decidir se um conjunto é um R-Cantorval. Na segdo 3, apresen-
taremos uma familia de conjuntos de Cantor do tipo afim cuja diferenga aritmética

€ quase sempre um R-Cantorval.
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2 Preliminares

2.1 Dimensao de Hausdorff

Os conjuntos de Cantor regulares possuem medida de Lebesgue nula, o que a
torna pouco ttil no estudo desses e de outros conjuntos fractais. Existem medidas
mais adequadas para trabalhar com esse tipo de conjunto, como é o caso da medida

e dimensao de Hausdorff, que trataremos nessa segao.

Dado um conjunto X C R™ e § > 0, chamamos de §-cobertura de X a uma

cobertura {U;} de X onde os didmetros dos U;’s ndo excedem ¢, isto €, |U;| < 6.

Seja X C R™ e s > 0 um numero real, definimos
Hi(X) = inf{ > |U;)*%;{U;} é uma 6-cobertura de X}.
1

fazendo § — 0 obtemos uma sequéncia nao-decrescente de infimos que converge
(podendo ter limite infinito), ela nos permite definir a medida de Hausdorff s-
dimensional de X por
H(X) = lim H3(X)
§—0

que, de fato, define uma medida para subconjuntos de R”. A medida de Hausdorff é
um multiplo constante da medida de Lebesgue s-dimensional, geralmente utilizada
em R,

Usando essa definigao, provaremos alguns resultados que nos ajudam a calcu-

lar a medida de Hausdorff de alguns conjuntos.

Chamamos de homotetia uma aplicagao f : R™ — R™ tal que f(z) = Az para
algum A # 0. Nosso primeiro resultado sobre medida de Hausdorff trata do compor-

tamento dessa medida sob a acao de homotetias.
Proposicao 2.1. Seja f : R® — R™ uma homotetia por um fator escalar A >0

e X CR"™, entdo H*(f(X)) = NH(X).

Demonstragdo. Seja {U;} uma d-cobertura para X, entdo {f(U;)} é uma Aé-
cobertura para f(X), de modo que

DW= XY U
1 1
tomando o infimo sobre todas as coberturas, temos

H3s(f(X)) < A°HF(X)
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e fazendo § — 0
H(f(X)) < NPH(X)

Para a desigualdade inversa, observamos que f~! é uma homotetia com fator

escalar % e, aplicando a f(z),

H(X) = H(FHF(X))) < ;Hs(f(X)) = XH(X) <H(F(X)).
Donde H*(f(X)) = A*H*(F'), como queriamos. o

Definigao 2.1. Seja X CR™ e f: X — R™ wuma aplicagao, dizemos que f
é (C,e)-Holder, se existem constantes C,e > 0 tais que, para cada z,y € X,
|f(z)— f(z)| <C|z—yl|¢. No caso em que e =1, dizemos que f € uma aplicagdo

Lipschaitz.

Proposicao 2.2. Seja X CR" e f: X — R™ uma aplicagdo (C,e)-Hélder, entdo,
para cada s, He(f(X)) < CeHS(X).

Demonstragdo. Seja {U;} uma d-cobertura de X, como
[f(XNU)| < CIXNU[ < ClU[
{f(XNU;)} forma uma Cé*-cobertura de f(X). Assim,

YK NT)E <CE Y (UlF) = CcE 3 (Uil

1

tomando o infimo sobre todas as coberturas,
He g (F(X) < CHH3(X)
e fazendo § — 0, obtemos
He(F(X)) < CEHA(X),
como desejavamos. O

Dados X C R™ e § < 1, podemos observar que H3(X) é ndo crescente em s,
de modo que H* € ndo crescente. Mais que isso, se t > s e {U,} é uma §-cobertura
de X

DU = U RU T <0 Y U
que nos da, tomando o infimo,

H5(X) <8 HF(X)
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e fazendo § — 0 vemos que, se H*(X) < oo entdo H!(X) = 0 para todo ¢ > s. Isso
nos permite definir a Dimensdo de Hausdorff de X, que denotaremos HD(X),
por

HD(X)=1inf{s > 0;H*(X) = 0} = sup{s > 0; H*(X) = oo}

o comportamento da medida de Hausdorff e sua relagao com a dimensao de Haus-

dorff esta esbogado no grafico abaixo

H(X)

0 HD(X) n

se s = HD(X), entdo H®(X) pode ser 0, oo ou um numero real positivo.

Muitas vezes, na matematica procuramos invariantes. Por exemplo, espagos
vetoriais com dimensdo finita comportam-se como algum R"™ quando queremos
tratar de suas propriedades algébricas; isto ocorre porque existe um isomorfismo
entre o espago vetorial considerado e R". Deste modo, espagos vetoriais com mesma
dimensao (finita) sdo, sob o aspecto algébrico, essencialmente indistinguiveis. Ana-
logamente, se dois espagos vetoriais de dimensao finita sdo isomorfos, entao eles

tém a mesma dimensao.

Teriamos algum analogo para aspectos fractais-geométricos em R™? Mais pre-
cisamente, hd um invariante, mesmo que parcial, que nos permita concluir que dois
conjuntos distintos tém a mesma dimensao de Hausdorff? A resposta é sim como

veremos a seguir. Antes apresentamos a definigao de aplicagao bi-lipschitz.

Definicao 2.2. Seja X CR™ e f: X — R™, dizemos que f € bi-lipschitz se
ezistem constantes 0 < Cq < Cy < 00 tats que, para cada z,y € X, Cilz —y| <
f(z) = f(y)| < Calz—yl.

Proposigao 2.3. Seja X C R™, sdo validas:

i) Se f: X —R"™ é uma aplicagio (C,e)-Hélder, entdo HD(f(X)) < HD(X);

1) Se f: X — R™ € uma aplicagdo bi-lipschitz, entdo HD(f(X)) = HD(X).



Capitulo 2. Preliminares 16

Demonstragdao. Para o item (2), sabemos da Proposigdo 2.2 que
HE(F(X)) < CEH(X).
Assim, se s > HD(X), H*(X) =0, segue que

HD(f(X)) < HD(X).

Para provar o item (22), como f ¢ lipschitz, pelo item (2) temos
HD(f(X)) < HD(X),

Resta mostrarmos a desigualdade inversa. Para isso, observamos primeiro que toda

aplicagdo bi-lipschitz € injetiva. De fato, existe C; > 0 tal que

Cilz—y| < |f(z) - f(y)l.

Assim,
flx)=Ffy)=1f(z)-fy)|=0=|z-y|=0=z=y.
Segue que f é uma bijegio sobre sua imagem, logo, possui inversa f~: f(X) — X.

Sejam z = f(z') ey = f(¥'), 7',y € X, temos

7 @) - T = 1T EED) - D)

= |z’

1 ! /
< g HE) -1
1
= Cl\w—y\-

Assim, f~! é lipschitz com constante menor ou igual a C% Novamente pelo item (z),
HD(f~1(f(X)) < HD(f(X)) quem implica HD(X) < HD(f(X)) dai, HD(f(X)) =
HD(X). O

O proéximo resultado conecta a dimensdo de Hausdorff de um conjunto com
sua conexidade.
Lembramos que um conjunto totalmente desconexo é um conjunto onde quais-

quer dois de seus pontos pertencem a componentes conexas distintas.

Proposigao 2.4. Um conjunto X C R® com HD(X) < 1 € totalmente desco-

nexo.
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Demonstragao. Dados z,y € X com z # y, mostraremos que z e y pertencem a
componentes conexas distintas. Para isso, defina f : R™ — [0,00) por f(z) = |z —z|.

Como f ¢é lipschitz temos
HD(f(X)) < HD(X) < 1

ou seja H1(f(X)) =0, isso nos diz que f(X) nido tem medida de Lebesgue positiva,
logo, ndo pode conter intervalos ndo degenerados. Como f(X) tem interior vazio,

seu complementar R\ X é denso.

Podemos entéo escolher 0 < r < f(y) com r ¢ f(X), e definindo os conjuntos
Xi={zeX;lz—z|<r}eXy={z€ X;|z—z|>r}, temos

X =X1UX,

como X1 = f~Y(B(z,r)), Xo = f1(R™\B[z,y]) e f é continua, X; U X, forma uma
cisdo ndo trivial de X, uma vez que z € X3 ey € Xa, (f(y) = |y —z| > r) portanto,
X é totalmente desconexo. m]

O leitor pode se perguntar se HD(X) > 1 implica X conexo. A resposta é no.
O produto cartesiano de dois conjuntos de Cantor K, K é ainda desconexo, mas ve-
remos que HD(K x K) = HD(K) + HD(K), assim, basta consideramos conjuntos

de Cantor que facam tal soma ser maior que 1.

Veremos agora um exemplo do calculo da dimensao de Hausdorff. Apesar do
exemplo especifico, este calculo, em geral, envolve estimar superiormente e inferi-

ormente a medida de Hausdorff para determinados valores de s.

Exemplo 2.1. Seja K o conjunto de Cantor ternario, obtido a partir do intervalo

log?2
log3’

[0,1], ao removermos sucessivamente o terco médio dos intervalos. Se s =
entdo L <H*(K) <1, donde HD(K) =s.

Os intervalos da k-ésima etapa da construgio de X formam uma 3~*-cobertura

para K com 2* intervalos de comprimento 3~*. Observamos entido que
g—k(K) < 2k3—ks
para obtermos H3_,(K) = 0 basta que

ok log2
%——m:s>7

se s = %ggg, temos H® < ok3—ks — 1, e fazendo k — oo

Ho(K) < 1
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Para a estimativa inferior, mostraremos que
1 _
: 2

para qualquer cobertura de K.

Tomemos {U;} uma cobertura de K, que pode ser assumida aberta e finita,

uma vez que K é compacto. Para cada Uj;, seja r um inteiro tal que
3—(r+1) < |Uz| <3

como os intervalos remanescentes do nivel r tém comprimento 37" (lembre que os
intervalos omitidos nesta etapa também tém comprimento 37" e que os intervalos
omitidos anteriormente tém comprimento maior), U; pode intersectar no maximo
um deles.

Na etapa r + 1 restardo, no maximo, 2 intervalos que intersectam U; e, de

modo geral, na etapa 5 > r, U, intersecta, no maximo 277" intervalos de nivel j.

log2

Tog3’ temos

Observamos que para s =

9J=T _ 9J3=ST _ 97353~" < 2j3s|Ui|s

se escolhermos j suficientemente grande para que 3~ U+1 < |U;| para todo %, como
{U;} cobre K, os intervalos desta cobertura intersectam todos os 27 intervalos da

etapa , os quais tém comprimento 37. Temos entio
. : 1
27 <> 72730 = 5= 3TN U
i i

Como {U;} é uma cobertura finita qualquer, fazendo 7 — oo, temos § — 0, dai

S <H(K) <1

portanto, HD(K) =s= %ggg

Agora definiremos a box-counting dimension (ou capacidade limite), que sera

utilizada nos proximos resultados.

Seja X C R néo-vazio e limitado, e seja Ns(X) o menor nimero de conjuntos
de didmetro no méximo é que pode cobrir X (como X é limitado, seu fecho é

compacto, e esse numero € realmente finito).

Definimos a box-counting dimension inferior e superior, respectivamente por

. logN5(X)
dX) = HEt s
log N5(X)

A0 = P ogs
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se esses valores coincidem, a box-counting dimension de X é
d(X) = d(X) = d(X)
Nosso primeiro resultado sobre a box-counting dimension a compara com a
dimensao de Hausdorff de um conjunto de Cantor qualquer.

Definicao 2.3. Seja K C R, dizemos que K é um conjunto de Cantor se ele

for compacto, perfeito (sem pontos isolados) e totalmente desconezo.
Proposicao 2.5. Seja K C R um conjunto de Cantor, entdo d(K) > HD(K).

Demonstracdo. Fixando t > d(K), existe &y tal que § < 8o nos d& Ns(K) < 5.

Para s > ¢, temos
Hi(K) < otes =65t

fazendo § — 0, temos 6°~t — 0, donde
H(K)=0

desse modo, HD(K) < s para qualquer s > d(K), ou seja HD(K) < d(K), como

queriamos. O

Abaixo temos um exemplo onde a igualdade entre as dimensodes € valida.

Exemplo 2.2. Seja K o conjunto de Cantor ternario, entdo d(K) = HD(K).

Em cada etapa k da construcdo de K temos 2* intervalos de comprimento
37*, de modo que Ns(K) < 2%, se 37% < § < 37*+1 dai,
log N5(K) log 2% klog2  log2

d(X) =1i <1i =1 = .
(X) II?jélp —logé — lgo%plogBk—l 1}1£)S£p (k—1)log3 log3

Por outro lado, para cada § > 0 fixado, podemos tomar k tal que 3 %1 < § < 3%
de modo que intervalos de comprimento ¢ intersectam, no maximo, um intervalo
da k-ésima etapa, assim, precisamos de pelo menos 2* intervalos para cobrir X,

donde Ns(K) > 2*, nos dando
log2
d(K)> 282
log3

segue que
_log2

d(K) = log3 HD(K)

como queriamos.
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Este exemplo ndo € um caso especial, veremos no préximo capitulo que HD(K) =
d(K) para qualquer conjunto de Cantor regular, como é o caso do conjunto de Can-
tor ternario (a definigdo de conjunto de Cantor regular também serd dada mais

adiante).

Agora veremos alguns resultados que tratam da dimensao de Hausdorff do

produto cartesiano de conjuntos. Claramente, se £ = [0,1] é o intervalo unitério,
HD(E xE)=HD(E)+ HD(E)

em geral, para fractais isso nem sempre isso € verdade. Porém, para subconjuntos
X CR", Y CR™ que possuem, na sua dimensao de Hausdorff, medida de Hausdorff

nao nula e finita, temos
HD(X xY)>HD(X)+ HD(Y)
ver [9]. Abaixo, veremos alguns casos nos quais a igualdade é garantida, e um exem-
plo no qual a dimensdo de Hausdorff do cartesiano é estritamente maior que a soma
das dimensoes.
Proposicao 2.6. Sejam X, Y C R quaisquer, entdo
HD(X xY)<HD(X)+d(Y).

Demonstragdo. Fixemos s > HD(X) et > d(Y). Entdo existe &y tal que para todo
6 < g temos N5(Y) < 5L,

Tome uma §-cobertura {U;} de X por intervalos tais que > _|U;|* < 1. Usare-

i

mos tal cobertura para construir uma cobertura de X x Y.

Para isso, considere, para cada ¢ uma cobertura {U; ;} de Y por Ny, inter-
valos de comprimente |U;|. Deste modo, X x Y pode ser coberto por quadrados
{U; x U; ;}. Isso nos dé

X XY C UU(Ul X Ui’j)
ig
usando tais coberturas podemos estimar a medida de Hausdorff de X x Y por

'H?%(XXY) < ZZ’UiXUi’j
ij
_ ZZ(\/E)S+t|Ui|S+t
r g

< SNy (V)2°F [T+
7

s+t

st _
< 27 Y |UTH|TY
B

s+t

< 27,
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Fazendo 6 — 0 temos
HTHX XY) < 00

como s > HD(X) et > d(Y'), concluimos que

HD(X xY)<s+t<HD(X)+d(Y).

Disto, segue imediatamente o préximo corolario.

Corolario 2.6.1. Sejam X,Y € R™ conjuntos quaisquer. Se HD(Y) =d(Y),
entdo HD(X xY) = HD(X)+ HD(Y).

Veremos agora um exemplo onde HD(X xY) > HD(X)+ HD(Y).
Exemplo 2.3. Existem conjuntos X,Y € R com HD(X)+ HD(Y) =0 para os

quais HD(X xY) > 1.

Vamos construir conjuntos X e Y com tais propriedades. Para isso, considere

uma sequéncia de inteiros
O=mog<mi<mg<...

tais que, se jp, = (M2 —m1)+ (ma—m3)+ ...+ (Mmp — Mp_1) temos

log 1077 ‘
o8 — lim "

im ———— = = 0.
n=00 —logl0~Mett  nS0O My

Seja X o conjunto dos nimeros no intervalo [0, 1] que possuem um digito zero
na k-ésima casa decimal sempre que my, +1 < k <my,1 quando n é par.E seja ¥
o conjunto dos nimeros em [0,1] que possuem um digito zero na k-ésima posigao

sempre que My, +1 <k <my,41 e n é impar.

Vamos primeiro calcular a dimensao de Hausdorff de X, para isso acharemos,
para cada n uma cobertura conveniente de X . Para cada n > 2 par podemos cobrir

X por 10" intervalos de comprimento 10~ ™n»+1,
Usaremos tal cobertura para calcular a box-counting dimension inferior de

X, que pelo modo como os m;, ¢ =0, 1,... foram tomados é 0. Deste modo,

HD(X)<d(X)=0= HD(X)=0.

Por um caminho similar, para cada n > 1 impar podemos cobrir Y por 10/~
intervalos de comprimento 10~ ™»+1 e pelos mesmos argumentos utilizados anteri-
ormente, HD(Y) = 0.
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Agora, dado w € (0,1), podemos escrevé-lo como w =z + 7y, onde z € X e
y € Y, para isso, basta construirmos tal z a partir de w colocando 0 no k-ésimo
digito decimal se m,+1>k > my,,1 se n é par e y a partir de w pondo 0 na

k-ésima casa decimal se m,, +1 >k > m,, e n é impar.

Considerando a aplicagdo f : R? — R definida por f(z,y) = z +v, que é lips-
chitz, temos
HD(X xY)>HD(f(XxY))> HD((0,1)) = 1.

Portanto,
HD(X xY)>HD(X)+ HD(Y)

que € o resultado desejado.

2.2 Conjuntos de Cantor Regulares

Nesta segao, definimos conjuntos de Cantor regulares e mostramos algumas
propriedades desses conjuntos que seguem imediatamente de sua definicdo, desde
sua conjugagao com um shift até propriedades menos diretas, como é o caso da
distorgao limitada, que serad extremamente importante para o desenvolvimento do

nosso texto.

Definicao 2.4. Seja X C R uma uniao de intervalos, dizemos que uma aplicacao
f: X — R € expansora se pode ser estendida para uma fungdo derivdvel numa

vizinhanga de X e existe A tal que |f'(z)| > A > 1 para todo z € X.

Definicao 2.5. Seja X C R"™, chamamos de fecho convezro de X, denotado por

Conv(X), o menor conjunto fechado e convexo que o contém.

Definicao 2.6. Seja X C R, dizemos que uma aplicacdo f: X — R € de classe
Ct¢ se sua derivada é Holder com expoente ¢.

Definicao 2.7. Dizemos que K C R é um conjunto de Cantor Regular (ou

dinamicamente definido) se:

1) Ezistem intervalos compactos disjuntos {I1,Is,...,I,} tais que K C I; U
LUu.. .Ul ed(;)CK, paral<i<r,

i1) Eziste um mapa expansor ¥ de classe C1T¢ definido numa vizinhanga de
LUIU...UI, tal que ¥(I;) € o fecho convezo de uma unido de intervalos

I; satisfazendo:
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e Para cada 1 <1 <7, existe k suficientemente grande tal que \Ifk(Kﬂ
L)=K;
o0
e K= () ¥"™(LHUuLU...UL).
m=1
Dizemos que P ={I1,1s,...,I} € a particdo de Markov de K, e que D =
r

U I, € o dominio de Markov de K.
1=1

o0
Na defini¢do acima, K = (| ¥"™(J;UIU...UI,), no entanto, poderiamos
m=1
estudar esta intersegdo em momentos finitos, isto é

n
K'= (| ¥"™(LULU...UL).
m=1

Deste modo, K! C K2C...C K™ C ...C K, K™ é o que chamamos de n-ésima etapa
da construcao de K, e com esta notagao,
(o]
K= ﬂ K™
n=1
Nossa primeira observacdo é de que a cadeia descrita acima é uma sequéncia

encaixada de compactos, logo, desde que cada um dos K™ seja nao vazio, o conjunto

de Cantor K sera ndo vazio e compacto.
Podemos também definir a partigdo de Markov da n-ésima etapa da construgao

de K e seu dominio de Markov associado como segue.

Definicao 2.8. Seja K um conjunto de Cantor regular com partigao de Markov
R={N,...,I;} e mapa expansor associado ¥. Definimos a partigio de Markov

da n-éstma etapa da construgdo de K por
R™:= {I";I" é uma componente coneza de ¥~ "~(L), I, e R}.
O dominio de Markov nessa etapa € definido por

D= | I™
I"eRn
Agora, buscaremos dar uma representacdo simbdlica para os pontos de um

conjunto de Cantor regular. Para isso, iniciamos definindo a matriz de transicao.

Definicao 2.9. Seja K um conjunto de Cantor regular com particao de Markov
R ={lh,...,I;} e ¥ seu mapa expansor associado. Dados I;,I; € R, fazemos
1, se N¥YI)+0

mey; =
0, se ,N¥YI;)=0
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a Matriz A= (my;), 1,J =1,...,r € chamada Matriz de Transi¢do (ou de ad-
jacéncia) do conjunto de Cantor K. Quando temos na matriz de transi¢do
m;; = 1, dizemos que 1j é uma sequéncia de simbolos permitida em {1, T2

Definimos o Shift de Markov associado a K por

Ya:={a=(a1,a2,as,...);,onde a; € {1,...,r} e (a;,a;+1) € permitida V ¢ > 1}

Observe que %4 C {1,...,7‘}Z, assim, se ¢ € o shift em r simbolos, pode-se
provar que existe uma conjugacao entre o restrito a ¥4 e o mapa ¥ que define
K, isto é, (¥4,0) e (K,¥) sdo topologicamente conjugados, ou seja, existe um
homeomorfismo h: ¥4 — K tal que Yoh =hoo.

Nossa afirmagdo pode ser vista da seguinte forma. Seja a = (a1,as,...,a,) uma
sequéncia na qual (a;,a;+1) € permitida, para todoz=1,...,m — 1, temos entéo, pelo
modo como definimos a matriz de transicio que se a € I,,, ¥(a) € I,,,... , " 1(a) €
I,,, isso permite a identificagdo de elementos de K com elementos de X4 pela

seguinte relacao
z=(a1,02,..,8n,...) © T € I;, N¥(I,)N...n T~ =11, )

que induz a conjugacao desejada.
Definimos

Ial,ag = {:U S R;.’IJ € Ial N \P_I(Iaz)}

e, indutivamente,

Lnvayan ={2 ER;z € Ly N Y(I,,)N...n @~ (=1(1, V).

Nessa notagdo, a particao de Markov da n-ésima etapa da construgao de K se

torna

R"™ ={Is;a = (a1,a2,...,an),(ai,a;+1) é permitida para ,2=1,..,n —1}.

Uma importante propriedade dos conjuntos de Cantor regulares € a distorgao
limitada. Antes de enunciarmos a proposigao que trata desta propriedade provare-

mos alguns lemas.

Lema 2.1. Seja [a,b] CR, AC R aberto com [a,b] C A e f: A— R uma fungdo
de classe C' numa vizinhanga de [a,b] com |f'(z)| > ¢ > 0 para todo = nessa
wizinhanga. Entdo existe o > 0 tal que |f(z) — f(y)| > olz — y| para cada z,y €
[a,b].
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Demonstragcdo. Como f é de classe C! numa vizinhanga de [a,b], pelo Teorema
do Valor Médio, dados z,y € [a,b] existe £ € (z,y) tal que

f@)=f) = E)z—y) = |f@) - FW) = £ ()llz -yl

pela continuidade de f' e compacidade de [a,b], |f'(£)| atinge nesse intervalo um

valor minimo o, que é positivo, uma vez que |f'(z)| > ¢ > 0. Temos entdo

f(z)— f(y)| = olz —y]
onde o > 0, como desejado. O

Lema 2.2. Seja X CR e f: X — R uma aplicagdo (Ci,e)-Hélder tal que | f(z)| >
o >0 para todo ¢ € X. Entdo a fungdo g(z)=1log(f(z)) é (C,e)-Holder.

Demonstragdo. Primeiro, observamos que h : [0, +00) — R dada por h(z) = log(z)
é lipschitz. De fato, log(z) é derivével longe no 0, e (log(z))' = 1, como z > o, temos
|h'(z)| < 1. Dados z,y € [0,400) o Teorema do Valor médio nos garante que existe

¢ € (z,y) para o qual

h(@) ~ ()| = 7@l 9] < |z -]

donde h(z) é Lipschitz com constante C; < 1

Agora, como f é Holder, temos

|log(f(z)) —log(f(y))| < C1lf(z) — f(y)| < C1Calz —yI®
fazendo C = C1C5, temos que g é (C,¢)-Holder. O

Proposicao 2.7 (Distorgdo Limitada). Seja K C R um conjunto de Cantor re-
gular com func¢do expansora ¥. Entdo, dado é > 0, existe c(d) > 0 tal que para

todo q,G en >1 com

1) [¥7(g) - ¥™(g)| <9,

ii) o intervalo [¥*(q),¥*(§)] estd contido no dominio de ¥ para todo 0 < i <
n—1,

temos |log|(¥™) (q)| — log|(T™)(§)|| < ¢(8). Além disso, ¢(§) converge para 0O
quando § — 0.
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Demonstragcao. Como ¥ é expansora, o Lema 2.1 nos garante a existénciade ¢ > 1

tal que

MORG]

VAN

o T (g) — T(§))|
o g

IN

para 7z < n.
E como ¥'(z) > A > 1, pelo Lema 2.2, log|¥/(z)| é Holder para alguma cons-
tante de Holder C > 0. Assim,

n—1

[1og [(2")'(9)] ~1og [(¥™ (DIl = | 3 [log|¥'(¥*(9)| - log |¥'(¥*(9))|
1=0

Y Cl¥ (g - T (@)F
1=0

IN

[\

n—1 ]
Z C(éo_z—n)e
1=0

0.—6
1—0—¢

< C6°

O-—E

. m|
1—0—¢

Entédo basta tomarmos c¢(§) = C6°

Este resultado possui uma importante interpretacao geométrica que sera bas-

tante utilizada posteriormente.

A proposigao acima nos diz que

Log|(L(@)I| gy = g—et8) < LI _ ot0
og|(wr(@)]| =47 = e =

Dados z,y,z € K suficientemente préximos para que os intervalos (¥*(z), ¥*(y)),
(¥*(y), ¥*(z)) estejam contidos na partigido de Markov de K paratodo0<i<n—1.
Aplicando o Teorema do Valor Médio, existem c¢; € (z,y) € c2 € (y,2) tais que
(7 (z) — ¥ (y)| = [(¥") (cr)llz -yl e [¥"(y) —¥"(2)| = |(¥")'(c2)|ly — z|. Donde

_clz—y < Y™ (z) — ¥"(y)| Seclw—y!
ly—z| — [¥"(y) —¥"(2)| ly — 2|

e ¢ ndo depende de n ou dos pontos z,y e z, mas apenas da distancia d.

Essa propriedade nos diz que partes pequenas do conjunto de Cantor sao
semelhantes a partes maiores, a menos de um multiplo constante uniforme. Observe
que como ¢(d) — 0, a distorgdo é nula a partir de certa etapa da construgéo,
basta que o comprimento maximo dos intervalos remanescentes nesta etapa seja

suficientemente pequeno.
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No desenho abaixo, ilustramos uma escolha particularmente util de pontos

que satisfazem essa propriedade.

R ()
() ; T(y) T(2)

—~~
N

RE e () ..

Essa configuragao nos diz que a particao de Markov de qualquer etapa da construgao
de K tem seus intervalos com comprimentos que correspondem a uma contragao
das etapas anteriores por uma constante uniformemente limitada e dependendo
apenas de K. (Nesse desenho, supomos que ¥ preserva orientagdo, caso isso ndo

seja satisfeito podemos fazer uma andlise similar.)

Definicdo 2.10. Dizemos que dois conjuntos de Cantor requlares K e K
estdo prézimos ma topologia C'*¢ se existem n e # tais que R™ = {Iy,..., I}
e R = {J1,....,Jr} tém os intervalos correspondentes com extremos préozimos,
as funcées ¥ € C1*¢ e @ﬁ € C'*¢, definidas nesta etapa, estio C'-prézimas,
0s ezpoentes € e & estdo prézimos e as constantes de Hélder, C e C, estdo

proximas.

Observacao. Na demonstragao da propriedade da distorgao limitada, a constante
¢ nao depende do conjunto de Cantor, apenas da distdncia entre os pontos, da
constante e expoente de Holder e da derivada da aplicagao expansora. Como dois
conjuntos de Cantor préximos na topologia C17¢ tém constantes e expoentes de
Holder préximas e estdo Cl-préximas, concluimos que a distorgido depende conti-
nuamente do conjunto de Cantor K, no sentido de que se dois conjuntos de Cantor

estao suficientemente préximos nessa topologia suas distorgoes também estarao.

Proposicao 2.8. Sejam K e K conjuntos de Cantor regulares suficientemente
prézimos na topologia C11¢, eziste um homeomorfismo h: K — K Hélder com
mversa também Holder proximo da identidade que conjuga os mapas ¥ e T

que determinam K e K, respectivamente.

Demonstragdo. Iniciaremos construindo uma h : K — K e, em seguida, mostrare-
mos que ela satisfaz tal propriedade.
Sejam R = {I1,...I,} e R = {Ji,...,J,} as partigées de Markov de K e K,

respectivamente.
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Fixamos 0 > 0 tal que os extremos de I; e J; distam no maximo §,:=1,...,7,
sev# 7, d(I;, I;) > 30 e d(J;, J;) > 34.

Suponhamos que, para algum % # j tenhamos ¥(I;) N I; # @, como ¥(I;) é
o fecho convexo de uma uniao de intervalos da particio de Markov de K, temos
I; C ¥(I;). Escrevendo I; = [a;,b;], temos J; C [a; — ,a; +6]. Por continuidade e su-
pondo, sem perda de generalidade, que ¥ preserva orientagdo (se inverter podemos
usar um argumento anélogo) temos ¥ (I;) = [¥(a;), ¥(b;)]. Como ¥ e ¥ sio conti-
nuas ambas continuas, podemos supor que estdo suficientemente proximas para
que, ¥(J;) C [¥(a;) — 28, T(b;) + 26].

Se I; = [a;,b;] C ¥(I;) = [¥(a;), ¥(b;)], temos J; C [a; —6,b;+8] C ¥(J;), logo,
\TI(JZ) NJ; # 0. Repetindo esse argumento para cada n > 1, temos que dado z € K,
existe & € K tal que

v (z) e L & @n(:f) e J;,
afirmamos que existe um unico £ com tal propriedade. De fato, se existisse § # &,
[&™(2) — ¥™(§)] C J;, mas como ¥ é expansora, para n suficientemente grande, o
comprimento desse intervalo deve superar o comprimento de J;, o que seria um

absurdo.

Definimos entdo h : K — K por h(z) = %, onde % é o ponto construido acima.
Argumento de modo similar, podemos construir A~! : K — K com h=Y(%) =z, que

€ a inversa de h.

Para mostrar que h conjuga ¥ e ¥, observe que
¥(h(z)) = ¥(2))
essa igualdade implica que \Tf(i;) = h(y), e pela definicdo de h,
T(a(y)) = ¥ (E(2) = ¥"H(E) € J; & TV (2) = T (¥ (2)) € I;
para todo n .Pela unicidade da definigdo, temos y = ¥(z), dai,

Y(n(z)) = ¥(2) = h(¥(2)).

Para vermos que h estd proxima da identidade, lembramos que, pela definigao
de h, z e h(z) pertencem a intervalos correspondente na partigdo de Markov R™
e R" da n-ésima etapa de K e K, respectivamente. Dado &; > 0, supondo que K
e K estdo suficientemente préximos e que n é suficientemente grande, I; € R" e
Jj € R" tém comprimento menor que ¢, de modo que

€1 €1 €1
h(z)—z|< =+ =+ - =¢€1,
A -al < S+5+5 =
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assim, h estd proxima da identidade.

Agora, mostraremos que h é Holder, logo, continua. Sejam z,y € K tais que
lz—y| <den=n(z,y)>0tal que
[ (z) - ' (y)| < 26

e o intervalo [¥*(z), ¥*(y)] esta contido na partigido de Markov de K para 0 < i <
n—1le

" (@) — U™ (y)| > 28
tal n existe, uma vez que ¥ é expansora.

Agora, tomando K e K suficientemente préximos para que |h(z) —z| < g,
como ¥*(%) = h(¥¥(z)), temos |F* (&) — T (z)| < & e [T} () — ¥(y)| < &, de modo
que

9(&) - ¥ (§)] <36

segue que, para cada 0 < i <n—1, [¥*(%),¥*(§)] estd contido em algum intervalo

da particdo de Markov de K.
Pelo Teorema do Valor Médio, existe &; € [¥*(z), ¥*(y)] tal que

n—1
|z —y| IOT [¥'(&)] = [¥"(z) — " (y)]
e §; € [¥'(&), ¥*(9)] tal que
n—1
& —g| [T ()| = [¥™(&) - ¥"(9)|
0

tomando 0 < a < 1 tal que [¥/(&)|* < [¥/(£;)|, temos

E—g] _ [$(E) - ()]
|z —y[* = [Tn(z) — Tn(y)

< (diamK)-67%.

Segue que h é Holder, logo, continua. Um argumento analogo pode ser utilizado

para h~ L.

O

Observe que se K e K estdo suficientemente préximos, como ¥ e ¥ estdo
C'-préximas, |¥'(£)| é quase igual a [¥'(£;)|, de modo que o pode ser escolhido

proximo de 1.

Além disso, como ¥ e ¥ sdo mono6tonas nos intervalos da particdo de Markov,

h também é mondtona.
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2.3 Dimensao de Hausdorff de Conjuntos de Cantor Regula-

res

Esta segdo serd dedicada a explorar resultados para a dimensao de Hausdorff

que sao validos em conjuntos de Cantor regulares.

Nosso primeiro resultado trata da continuidade da dimensao de Hausdorff
para tais conjuntos. Em sua demonstragao, utilizaremos o homeomorfismo que
conjuga mapas de conjuntos de Cantor regulares suficientemente proximos, que

construimos na Proposigao 2.8.

Proposicao 2.9. A dimensao de Hausdorff de um conjunto de Cantor regular

K depende continuamente de K.

Demonstracdo. Seja K um conjunto de Cantor regular suficientemente préximo
de K, e seja h: K — K o homeomorfismo que conjuga as aplicacées expansoras ¥

e ¥ associadas a K e K, respectivamente.

Como h e h~! sdo Holder, digamos com expoente de Holder o, entéo
aHD(K) < HD(h(K))= HD(K) < o 'HD(K)
como « esta préximo de 1, HD(K) esté préximo de HD(K). o

O préximo teorema nos garante a igualdade entre a box-counting dimen-
sion e dimensdo de Hausdorff de conjuntos de Cantor regulares. O corolario de
sua demonstragao € particularmente 1til e nos ajudara no calculo da dimensédo de

Hausdorff de alguns conjuntos.

Teorema 2.1. Seja K C R um conjunto de Cantor regular. Entdo d(K) =
HD(K).

Demonstragdo. Seja R™ a n-ésima particdo de Markov de K. Para I € R" fazendo
A1 =inf|(€")']1] € An=sup|(¥")']s|
podemos definir ay,, 8, > 0 por

S oFole YAy —C
IeR™ IeR"

onde C' é uma constante apropriada que especificaremos mais tarde. Dividiremos a

demonstracao nos seguintes passos
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1. d(K) < By, para todo n;
2. HD(K) > ay para todo n;

3. (Bn— an) — 0 quando n — oo.

Para (1), tome n > 1. Fixado B > d(K), existe §p tal que, para § < §p temos
Ns(K) < 6P, assim, existe uma cobertura & = {U;}™,, com m < =P e |U;| < 4.

Podemos obter, para cada [ € R", uma (5A;’11)-cobertura de KNI, formada

pelas pré-imagens por ¥"|; dos U;, 1 = 1,...,m que cobrem K, isso nos da
NM;}I(KQ <eé”’
e temos, para todo I € R™ e 0\, 1 < do,

Ns(K 1) < (6An1) P

definindo
An = sup )‘n,l
IeR™
observando que Ns(AUB) < Ns(A)+ Ns(B),eque | J (KNI)=K,

IeR™

Ns(K)<67P 3 A%
IeR™

para § < doA,; L.

Similarmente, para k > 1 e 6 < do A, *

Ns(K)< 4§~ /3< 3 ,\n,>k.

IeR™

Segue que, como A, k5o — 0 quando k — oo

wfeo( )

. IeR™
<
dK) = [lim log 61
k
10%(( > A;’?) )
_ 1 IER™
ﬂ+k££>lo logd—1!

k
w(( 5))
< B+ lim TER™

koo log(Akdy )
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k10g< 3 A,‘ﬁ)

+ lm IeR™ .
k=00 klog(An) — log(8; )

log< > )‘1_1,1>

IeR"
log(An)

= B+

fazendo B — d(K),

log< S g )

IeR™
log(An)

como A, > 1,

1< 3 A0
IeR?

e, pelo modo como fB,, foi tomado, temos d(K) < B,. Isso prova (1).
Antes de mostrar (2), especificaremos a constante C' utilizada na definigdo
dos ay,.

Tomando fBe € [0,1] tal que B > B, para todo n > 1 e ng tal que T™ (KN
I) = K para todo I € R", definimos

C :=sup|(T™)/ [P > 1.

Para provar (2), suponhamos, por absurdo, que HD(K) < a, e tome HD(K) <
a < aq, entao
HY(K) =0,

como K é compacto, isso nos diz que existem coberturas com didmetro arbitrari-
amente pequenos para os quais a medida de Hausdorff é arbitrariamente pequena.

Dado € > 0, seja C® = {C’E} iy ) uma cobertura tal que

m(e)

S jcE <e
i=1
seja

2ko := min{d(L;,I;); ;,I; E R™, i # 5}

1
fazendo €9 = k§, na cobertura C = C®, cada C;° intersecta no maximo um dos

intervalos I € R™. Podemos definir

Cr={C®*ecC;C;°NI+0}
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segue que, para qualquer I, C; tem menos elementos que C. Além disso, como
Yo+l (K NI) = K, temos que C; := (¥™+7|;)(C;) é uma cobertura de K tal que

> [VI* < (sup|(®™)Y NN AR X0 G0N
Vel cio¢ecy

como a < ap < B < B, 1850 nos da

> IVIF<CAg - Y ICP”
vel; cioecy

usaremos isso para mostrar que

Yo V" <eq
VGéIO

(2.1)

para algum Iy € R™. Suponhamos que nao exista Iy com tal propriedade, entao

temos, para todo I € R"

Y VI* > e
vel;

dai,

ek =2 > el

c;ec IER™ c0¢cy
-1 —a a
> 3 CThALT S [V
IeRrn VEéIO
-1 —a
>C Z An,] "€0
IeR™

lembrando que, pelo modo como C foi escolhida
> G <eo
c;eC

e que como a < o, temos
Y, AG>C
IeRr"
a desigualdade em 2.2 ndo pode ser satisfeita, logo, 2.1 esta provada.

(2.2)

Isso mostra que supondo HD(K) < ap, e considerando uma cobertura finita

C, construimos uma nova cobertura Cy, com menos elementos que C para a qual

>~ |V]* < eo. Repetindo esse argumento um nimero finito de vezes encontramos

velr,
uma cobertura de K sem elementos, que é um absurdo. Portanto,

an < HD(K)
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como queriamos.

Finalmente, vamos mostrar (3). Pela distor¢do limitada, existe a = a(K) > 0

para a qual A, s <al,;paratodon>1elcR™

Sendo A = inf|¥'| > 1, temos A" < A, ;. Encontraremos §,, para o qual

aan+5n . )\_nén .C=1

isto €,
1 — aan+5n . )\—n5n . C <:> 1 — aan . a5n . )\—'n5n A C
& g%\ —gon .o
& log(a™t-A™) &, = log(a® - C)
log(a®" - C)
S dp=—r—
" log(a~l. An)
1 logC
tomamos entao 4, := anl0ga -t 08 , temos
—loga+nlogA
IeRr IeR™
S a(a + ))\ n Z A'TL,?

IeR™
glantén) y\—nén o~ _ 1
isso implica B, < ap + 95, que nos da

< anloga+logC < HD(K)loga+logC
"= _loga+nlogh = —loga+nlog\

Brn—a

fazendo n — oo temos que B, — a, — 0. Logo, d(K) = HD(K), como desejado.

O

Corolario 2.1.1 (da demonstragdo). Seja K um conjunto de Cantor com partigdo
de Markov R ={I1,..,I,} e mapa afim, crescente e sobrejetor em cada um dos

intervalos desta particdo, entdo a dimensdo de Hausdorff s = HD(K) de K é

o unico s € R que satisfaz
T
YoAi=1
1=1
onde \; = |¢¥'|1,], t=1,...,7.
A préxima proposigao nos da uma informacgao topoldgica da diferenca aritmé-

tica de pares de conjuntos de Cantor levando em conta a soma das suas dimensoes
de Hausdorff.
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Proposigio 2.10. Se K, K sdo conjuntos de Cantor tais que HD(K)+ HD(K) <

1, entao K — K tem interior vazio.

Demonstracdo. Consideramos em R o mapa f : R? — R dado por f(z,y) =z —y,
que € Lipschitz. Usando o Teorema 2.1 juntamente com o Corolario 2.6.1 temos que
HD(K x K)=HD(K)+ HD(K) < 1. Segue que f(K x K) = K — K tem dimensio
de Hausdorff menor que 1, pela proposicao 2.3, noutras palavras, este conjunto

possui medida de Lebesgue nula, em particular, interior vazio. O

No entanto, a seguir, mostraremos um teorema que nos diz que dados dois
conjuntos de Cantor XK e K com dimensio de Hausdorff s e §, respectivamente, se
s+35>1, entdo K — AK tem medida de Lebesgue positiva para quase todo A € R.

Para enuncia-lo, precisaremos de algumas notagoes.

Dado X € R, tome 8 € (5, 7) tal que A = —tané. E seja Lg a reta em R? com
vetor diretor vg = (cos#,sind). Podemos entdo definir uma correspondéncia entre
LyeR, f:R— Ly pondo f(z)=z-vs. Com esta notagdo, podemos definir 7wy como

a projecao ortogonal de R? sobre a reta Lg.

Dados dois conjuntos de Cantor K e K, temos
79(K x K) = (K,K) - (cosf,sinf) = K cosf + K sin 8
colocando cosf em evidéncia e lembrando que —tanf = A, temos
79(K x K) =cosf(K — \K)
(observe que cosf # 0).

Teorema 2.2. Sejam Ki,K, C R conjuntos de Cantor e K = K1 x Ky C R? tal
que HD(K) > 1, entdo mp(K) tem medida de Lebesgue positiva para quase todo
0e(-%,%5)

Isso é consequéncia de um importante resultado devido a Marstrand trata da

projecao de conjuntos de cantor regulares.
Teorema 2.3 (Teorema de Marstrand). Seja X C R? um conjunto de Borel:
a) Se HD(X) <1, entdo HD(me(X)) = HD(X) para quase todo 8 € (5", 7);

b) Se HD(X) > 1, entdo mp tem medida positiva, e assim, dimensdo 1 para

quase todo 6 € (5, 7).
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Demonstragao. Iniciamos a demonstracdo enunciando algumas afirmagoes que
serdo uteis na demonstracdo dos itens (a) e (b) e cujas demonstracdes podem ser

encontradas em [9].

1) Como 7y(X) C Ly, HD(mp(X)) <1, e lembrando que 7y € lipschitz, HD(mp(X)) <
HD(X), donde
HD(me(X)) < min{HD(X),1}.

17) Se existe uma medida com suporte limitado 1 em X para a qual

/ / du(u)du(v) _

vl
entdo H°(X) = 00, logo, HD(X) > s.

11) Se H*(X) > 0, entdo existe uma medida com suporte limitado x em X com

I(w) = / / dp(w)dp(v

lu— v\t
para todo 0 <t < s.
1v) Se p é uma medida com suporte limitado em R tal que
o<ém¢ﬁ<w
entao o suporte de p tem medida de Lebesgue positiva.

a) Sejas=HD(X), por (z), HD(mg(X)) < HD(X).Set < s <1, por (211), existe

uma medida com suporte limitado y tal que

/ / dp(u)du(v)
u— v\t
segue do Teorema da Representacao de Riez, existe uma medida com suporte

limitado em R para a qual

[ F@)ds(a) = [ F(z-vs)du(w)
para f continua.

Para cada 8, projetamos a medida u sobre a reta Ly para obter a medida ug

em 7y, assim, ug € definida por
pe([a,b]) = u({z;a < T-vp < b})

para cada intervalo [a,b], onde Z é o vetor unitario na direcdo de z.



Capitulo 2. Preliminares 37

b)

Temos entao

due(z)d uw)du(v)
// #6|:r :|f //]R| (Z— y’u'ug|t
du(u)du(v
//R|u’u(v|)|7/'£ '03|t

onde T € o vetor unitario na diregdo u — v.

(2.3)

Pelo Teorema de Fubinni,
/ / / dus(z)dpe(y) , / / / _du(w)du(v)
o lz—ylt R [u—vf|7 velt
du(w)dpu(v)

= 2.4
/ |7 vgyt// ]u Cu—vft (24)

/ / du(u)du(v

u— U\t

_/ / dg <o
|7 vg\t |cos(T —6)]t

uma vez que ¢t < 1 essa integral independe de 7. Donde

e

onde

< 00

para quase todo 6.

Logo, para todo t < s, HD(ms(X)) > t, pela afirmagédo (12) HD(mg(X)) = s

para quase todo 6.
Seja HD(X) = s > 1, pela afirmagdo (i:t), existe u tal que

LR <

Concluiremos o resultado utilizando a afirmacéo (zv).

Para isso, como no item anterior, podemos obter uma medida com suporte

limitado ug para a qual

[ f@)dus(z) = [ F(@-vo)du(w)

estudaremos a Transformada de Fourier fiyp da medida ug assim definida. Te-

mos
B (@) = o [ *Papa(z) [ e Paply)
_ 217T /R /R P79 4 (z)dpa(y) (2.5)
= ;A@/}Reip(“_”)'“f’du(u)du(v)
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entao

|86 (P)|? + | Bo-+ (p) [ / / cos (p(u — v) - ve)dp(w)du(v) (2.6)

como Lg = Lg.., isso nos da
[ asw)Pas = o [ [ [ con (o) vo)aw)diu(v)as
= [ [ cos(o(u o) ve)dbdp(uidnt)  (27)
_ 217r /R /R /0 7 cos (p(u— v) cos ) dd(u)du(v)

como a integral em 8 independe de u — v, podemos usar a fungao de Bessel

1 2w
dada por Jy = 2—/ cos(zcosf)df e obtermos
T Jo

/027r|ﬂ9(p)|2d9:/R/RJO(p|u—v|)du(u)du(v). (2.8)

Se 0 < m < 00, o Teorema de Fubini nos da

/" /OMlﬂe(p)Fd@dp: L L] so(olu—ol)dpdu(u)du(v)
L ) deuu)dut

onde z = p|u — v|. Como /R Jo(z)dz converge, existe M, ndo dependendo de

(2.9)

m, tal que
m|u—v|
/ Jo(z)dz < M.

—m|u—v|
Usando isso, temos

/ / |26 (p)| d9dp<M//d” w)dulv) (2.10)

|u— |

fazendo m — oo e usando novamente o Teorema de Fubini,
fo L natwPae = [ ia) [, [ H) < o (211)
dai,
. 186(p) Pdp < oo
para quase todo 6. Pela afirmacédo (iv), ug tem suporte com medida de Lebesgue
positiva, como o suporte de ug, mas o suporte de ug é a projegdo do suporte de u,
que deverd estar contido na projegdo de X, segue que, para quase todo 8, mp(X)

tem medida positiva, como queriamos.
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3 Espessura de Conjuntos de Cantor

No capitulo anterior, tratamos da dimensdo de Hausdorff que, comparando

com a de Lebesgue, é mais adequada para trabalhar com alguns conjuntos fractais.

Uma outra forma de “medir” conjuntos bastante util para conjuntos de Can-
tor é a sua espessura. A espessura de um conjunto de Cantor é util para estudar
desde propriedades desse conjunto e até sua intersegdo com outros conjuntos de
Cantor. Esse capitulo sera dedicado a definir e desenvolver resultados que tratam
da espessura dos conjuntos de Cantor regulares.

3.1 Definicdo e Resultados Iniciais

Dado um gap limitado O de um conjunto de Cantor K, ou seja, O é uma
componente conexa limitada do complementar de K, associamos os intervalos Fp
e Do como os intervalos a esquerda e a direita que os separam dos gaps mais
préximos de tamanho, pelo menos |O|, esses intervalos sdo chamados de pontes a

esquerda e a direita de O, respectivamente.

ol 0? 03
—— T T ——

Definigao 3.1. Seja K um conjunto de Cantor, e O um de seus gaps limitados.

Definimos a espessura a esquerda de O por Tg(O) = ’\OO\" e a espessura a
o _ |Do| o :
direita de O por 7p(0O) = o] Definimos ainda

T5(K) = inf{1g(0); O é gap limitado de K}
como a espessura a esquerda de K, e
Tp(K) = inf{7p(0); O é gap limitado de K}
como a espessura a direita de K. Por fim,
7(K) =min(7g(K),7p(K))

€ a espessura de K.
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Uma outra forma de definirmos a espessura de um conjunto de Cantor K,
e que sera util na demonstragdo de alguns resultados, é através das apresentagoes
desse conjunto de Cantor. Chamamos de apresentagao de um conjunto de Cantor

K uma enumeragdo O = {O"} de seus gaps limitados.
Para z € 00", definimos a O-componente conexa de K em z, denotada por
n

C; como sendo a componente conexa de I\ U O" que contém z, onde I é o fecho
1=1
convexo de K, com essa notagao podemos dar uma nova definicao de espessura.

Definicao 3.2. Seja K um conjunto de Cantor, O uma apresentagao de K e

z um extremo de um gap limitado de K. Fazendo 7(K,0O,z) := ||Oz|| definimos
a espessura T(K) por

T(K) =supinf7(X, O, z)
o) z

onde o infimo é tomado sobre todos os extremos dos gaps limitados e o su-

premo sobre todas as apresentacoes.

A Definigao 3.1 é contemplada no comentdrio acima ao considerarmos as
apresentagées dos gaps em ordem nio crescente de tamanho, isto é, O = {O"} com
|O™| > |O™| se n < m. Apresentagdes com tal propriedade realizam o supremo, de

modo que as definigoes estao bem estabelecidas.

Uma importante observagéo é que, se K e K sdo conjuntos de Cantor regu-
lares suficientemente proximos e h é o homeomorfismo que conjuga os mapas ¥ e
¥ que definem K e K, respectivamente, entdo se O = {O™} é uma apresentagao
de K, h(O) = {O™} é uma apresentagéo de K (onde h se aplica nos extremos dos
gaps, onde ela estd bem definida). E, similarmente, dada uma apresentagéo O de
K, obtemos uma apresentagéo de X tomando h~1(0).

Podemos também definir a densidade de um conjunto de Cantor K como

segue.

Definigao 3.3. Seja K um conjunto de Cantor, O uma apresentacao de K e

z um extremo de um gap limitado de K. Definimos a densidade 68(K) por
6(K) =infsup7(K,O,z)
O =z

onde o supremo € tomado sobre todos os extremos dos gaps limitados e o

infimo sobre todas as apresentacdes.
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Observe que, dado um conjunto de Cantor K, para quaisquer duas apresentagoes
0={0"} e O={O™} de K, temos

sup7(K,0O,z) > i%fT(K, (3,3:)
U

donde
T(K) < 8(K).

Definicao 3.4. Definimos a espessura local de K num ponto z € K como

Tioe( K, z) = limsup7(K N(z —¢,z+¢))

e—0

stmilarmente, definimos as espessuras locais a esquerda e a direita, res-

pectivamente por (Tg)ioc(K,z) = limsuptg(KN(z—¢e,z+¢€)) e (TD)iwc(K,z) =
e—0

limsup7p(K N(z—e,z+¢€)).
e—0
Do mesmo modo, podemos definir a espessura local de um conjunto de Can-
tor.

Utilizando a propriedade da distorgao limitada, pode-se mostrar que para um

conjunto de Cantor regular, a espessura local nao depende da escolha do ponto.

A seguir, provamos algumas proposigoes que relacionam a dimensao de Haus-

dorff com a espessura e densidade de um conjunto de Cantor.

Proposicao 3.1. Seja K C R um conjunto de Cantor, a dimensao de Hausdorff

log 2
de K satisfaz HD(K) > Ll.

log2
log(2+ 1)

T

Demonstragao. Seja a= , e U = {U;} uma cobertura aberta finita para

K, mostraremos que
> |U;|* > diam(K)°.

1

Podemos supor, sem perda de generalidade, ¢ disjunta. De fato, se & nao
é disjunta, existem dois elementos que se intersectam, entdo consideramos a co-
bertura U formada a partir de U ao substituirmos tais elementos por sua uniao, e

como
ST < U™
7 7
nosso resultado nio serd afetado.

Como U é uma cobertura aberta, ela cobre tudo, exceto uma quantidade

finita k de gaps de K. Seja O = (z,y) um dos gaps ndo cobertos por K e sejam
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C: e Cy as componentes conexas de z e y, respectivamente. Entao existem abertos
Ag e Ay (possivelmente, unido de U;’s) que cobrem C; e Cy, respectivamente. Seja

A= A;UAy e ConvA o fecho convexo de 4, temos entao

|Az| 2 [Co| 2 T(K)|O| = T(K)(|A| = |Az| — [Ay])

|Ay| > |Cy| = T(K)|O] > T(K)(| Al - |Az| — |Ay])

uma vez queT(K) é o infimo da razdo entre comprimentos de pontes e seus respec-

tivos gaps. E temos entao
| Az|* +[Ay[* > A

e substituindo A, e 4, por A em U, obtemos uma nova cobertura U = {Ujl} tal

aue U} [° < YU
7 )

Repetindo esse argumento para todos os gaps nao cobertos por U, obtemos
uma cobertura U* = {U*} com >~ |UF* < S |U; >
s i

Agora, como U* é uma cobertura de KX,
YOG > 3 UF1 > K|
i s

e a proposigao estd provada.

O

Podemos provar um resultado similar para densidade de um conjunto de Can-
tor K.

Proposicao 3.2. Seja K C R um conjunto de Cantor, a dimensao de Hausdorff
: log2

de K satisfaz HD(K) < Ll.

Demonstragdo. Dado 6; > 6(K). Podemos tomar uma apresentagdo O = {O,} de

K tal que
SupT(K701$) < 91
T

Usaremos essa apresentagao para formar uma sequéncia de coberturas para K. Para
isso, iniciamos com o fecho convexo de K, denotado por I, entdo para cada n > 1,
sejam O1,...,0, 0s n primeiros gaps dessa apresentagdo, U, = {U*} é a cobertura

n
de K formada pelos intervalos de I\ | | O;.
7=1
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log 2

Sej =
eja b 10g(2—|—%)

Mostraremos que a sequéncia

Sn= 3 Jorf?
U7 €ltn

¢ limitada. Para isso, observamos primeiro que a diferenga entre as coberturas U, 1
e Uy, é o intervalo U™~ ! que contém o gap O = (Tn,¥yn), que seré substituido pelos

intervalos C;,, e Cy,,, isto €, a O-componente convexa de z e y, de modo que

UM = 3 U = Ce P+ (Cy P - U
U €ln Ul eln—1

Por outro lado, |Cy, | < 601|Or| € |Cy, | < 61O, temos entdo
[CanlP +|CyalP < Un-1)?

o que nos da

> urP < X o

U €ln Ul el
segue que S, é limitada e nao-crescente.

Uma vez que o didmetro dessas coberturas tendem para 0 quando n — oo,
temos
HP(K) < o0

e da definigdo de medida de Hausdorff, segue que HD(K) < S.
Como 61 > 6 é arbitrario, a proposicao estad provada.

O

A préxima proposicao nos diz que a espessura e densidade de um conjunto de
Cantor regular nao pode ser nula ou infinita, noutras palavras, que a razao entre

comprimentos de gaps e componentes conexas sao sempre bem controladas.

Proposicao 3.3. Se K C R € um conjunto de Cantor regular, entdo 0 < 7(K) <
f(K) < oo.

Demonstragao. Construiremos uma apresentagao O de K para a qual

0 <inf7(K,U,z) <sup7(K,U,z) < oo (3.1)
T

Seja R = {Iy, I>,...,I,} a partigdo de Markov de K e O,...,O"~! os gaps entre

os intervalos dessa particdo. Para qualquer gap O, tome s(O) > 0 o menor inteiro



Capitulo 3. Espessura de Conjuntos de Cantor 44

tal que ¥5(©) n3o estd contido em nenhum dos I € R. Como o tamanho dos gaps,
bem como intervalos de uma etapa avangada sempre diminuem o comprimento com
relagdo a etapas anteriores, para cada 3, o conjunto dos O para os quais s(Q) <35 é
finito.
Podemos entdo construir uma apresentagdo O = {Ox} dos gaps de K de modo
que
1< j=5(0;) <s5(05)

mostraremos que a apresentagao assim obtida satisfaz 3.1.

Seja z € 00; e C; a O-componente de K em z. Afirmamos que ¥"(C;) esta
contido em algum I;, € R para todo 0 < n < s(O;) — 1. De fato, se assim ndo fosse,
C; conteria um gap O; para o qual, pela definigdo de s(O;), temos s(O;) < s(O;),
e pela construgdo de O isso nos da j < 2, o que é um absurdo pela definicao de

O-componente.

Segue da distorcao limitada que existe uma constante a > 0, dependendo

apenas de K e ¥ para a qual

1 (Co| _ [ O(Cy)| _ |Gl

a a
O] = [ws(O)(0;)] — |0

ou mais precisamente,

O (Cy)| wO)(C,)|
-~ "< 7K <qg———=2°
@) (o, = THEUD S0 gm0

19592 (Cy )|

Mostraremos que os valores de 5@ (0,)

sdo limitados por 0 e co.

Para isso, observamos primeiro que, pela definigdo de s(®;), ¥5(%) ¢ {01, ...,
O"1}, de modo que os possiveis valores |¥*(9)(©,)| séo limitados.

Agora, para ¥*(%)(C;). Por um lado, se C; = [z,y] e y € 8O, entdo @ é um
gap ilimitado de K ou O = O; para algum j < % e temos s(O) < s(O;). Por ser
extremo de um gap, \Ifs(oi)(y) deve ser extremo de algum I € R, de modo que
I c ¥5(%) de modo que

0<m < [¥O)(C,)].

Por outro lado, diam(¥°(®)(C,)) < diam(K), logo,

1w5(O)(C)| < M < 0.

Segue que
0<01<7(K,0,z) <0,
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e isso vale para todo extremo de gap em O, logo
0<o; < iI%f‘T(K,O,:IJ) <sup7(K,0,z) <0y <0
T
de modo que

0<o1 < iI%f‘T(K,O,:B) < supi:%fT(K,O,m) =7(K)
(o)

0(K)= igfsng(K,L{,m) < sng(K,U,m) <oy <00
onde O é uma apresentacao de K
Por fim, lembrando que 7(K) < (K ), temos
0<T(K)<8(K)<oo
como queriamos.

O

Para encerrar esta segao, mostraremos que conjuntos de Cantor regulares sao
pequenos para a medida de Lebesgue, de modo que a dimensao e medida de Haus-

dorff se tornam essenciais para seus estudos.

Proposigao 3.4. Se K C R € um conjunto de Cantor regular, entdo a dimensao

de Hausdorff e a boz-counting dimension de K satisfazem
0<d(K)=HD(K)<1.
Consequentemente, K possui medida de Lebesgue nula.

Demonstragao. Como a igualdade entre as dimensoes foi provada no Teorema 2.1,
mostraremos que 0 < HD(K) < 1.

Combinando as Proposigoes 3.1 e 3.2, temos

log21 < HD(K) < 10g21
log(2+ T(K)) log(2+ G(K))
pela Proposigao 3.3, temos
log 2 < log 2 HD(K) < log2 log 2 <1

log(2+ ;) ~ log(2+ 7xy) ~

Uma vez provada essa desigualdade, o fato de K possuir medida de Lebesgue

nula segue da definigdo de dimensdo de Hausdorff.
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3.2 Continuidade da Espessura e Espessuras Laterais

Nesta segao, estudaremos a continuidade das espessuras e espessuras laterais
de um conjunto de Cantor Regular. Iniciaremos com o caso das espessuras, mos-
trando que se K um conjunto de Cantor regular e K esta suficientemente préximo

de K na topologia C'*¢, suas espessuras também estdo préximas.

Para isso, mostraremos que se K esta préximo de K, 7(K,h(U),h(z)) esta
préximo de 7(K,U, z) para toda apresentagdo U e todo ponto z. A ideia € que, para
quaisquer z e U, se fizermos h suficientemente proxima da identidade as espessuras

estdao também préximas.

Teorema 3.1. A espessura e densidade de um conjunto de Cantor reqular K

depende continuamente de K.

Demonstragdo. Fixados a,d > 0, suponhamos que K estd suficientemente pré-
ximo de K para que |h(z) —z| < ad para todo z € K, onde h: K — K é o homeo-
morfismo que conjuga os mapas expansores ¥ e ¥ que definem K e K, respectiva-

mente. (Ver Proposicdo 2.8)

Vamos mostrar que se € > 0, o e § sdo suficientemente pequenos,
(14€)720(K)—e(1+€) 1 <9(K) <(1+¢)%0(K)+e(1+¢) (3.2)
(14+e)27(K)—e(1+e) 1 <7(K) <(1+¢)*7(K)+e(1+¢) (3.3)

Fazendo A :=sup|¥’'| e B := 26(K)+ 8. Se «a é suficientemente pequeno, a
2ABa-vizinhanga de K e K estdo contidas no dominio de ¥ e ¥, respectivamente.
No que segue, ¥, ¥ e h estdo sendo aplicadas apenas nos pontos de seus respectivos

dominios.

Sejam O = {O"} uma apresentagdo de K e z € O™ para algum n, e seja Cy a
O-componente de £ em K. Tome k > 0 o menor inteiro tal que |¥*(OUC,)| > Ba,
entao

[TF(OUC,)| < |¥|[¥*H(OUC,)| < ABa.

Dai, se § < %, temos que

[F¥(R(O)UA(C:)| = [FF(h(OUCL))

ABa+2ad

IANIA

AB
2ABa.
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A distorcao limitada nos da

|\1f"’k(cz)|
e—C(ABa) < % < gf(ABa) (3.4)
|O]

I‘I’k( (Cz))|
—c¢(24Ba) - |¥*(h(0))] c(2ABa)
< TG <ef (3.5)
|h(O)]

Se o é suficientemente proximo de 0 os limites inferiores e superiores de ambas as

equagoes ficam préximos de 1, de modo que podemos escrevé-las, respectivamente

como
[¥*(Ca)]|

(1—|—€) 1< |\I’|(O|

|5 (h(Ca))
' @
(1+¢)” 1<W<(1+s). (3.7)
[R(O)]

<(1+e) (3.6)

Agora, separaremos nossos argumentos em dois casos, de acordo com o cres-
cimento de ¥.

No primeiro caso, suponhamos que |¥*(0)| > a, entdo
[TF(Ca)l  [R(T*(Cr)) I‘ ‘I‘If’“ (Ca)|[R(T*(0))] — [h(T*(Ca))[Z*(0))]
[¥E(0)]  |h(¥H(O [W*(0)|[h(+(0))]

:‘I‘P’“ (Co)lIR(F*(O)] - [¥*(Ca) || Z*(O)|
[+ (0)|[R(¥H(0))]
[Z5(Co)I[Z*F(O)] — |h(FH(Ce)) [ Z*(0))]
[E(O)[|R(E*(0))]

‘ (3.8)

[ &5 (Ca)[[|R(T*(O))| — [Z*(O)]]

- [ (O)]|h(¥*(0))]
[ EO)||R(F*(C2))| — [F*(Ca) |

[ (O)]|h(¥*(0))]

ABa2aé+ABo2ad  4AB6

- a(a—2ad) 126

. Se § > 0 é suficientemente pequeno, temos que
[T*(Ca)|  [R(F*(Co)) (3.9)

TEO)]  [h(F*(0))|
Multiplicando por —1 a equagdo (3.7) e somando a (3.6) obtemos

R(Co)| @ [W*(Co)| _ [WF(R(C2))| @)

NN
R(0)] = [2F0)  [TEm())] = T o)~

A |
(1+e) i —(1+e)

R (C
RO

z)|
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De () e (3.9), temos que

_11Ce] [P(Ca)|
+e) o ~ ey <&
o que nos da
(1+6) " e+ (1+6) " (K,0,z)) < 7(K,h(O), h(z)). (3.10)

Combinando (22) € (3.9), chegamos na seguinte expressdo

Gl k()]
=0+ o ) o)
donde
7(K,h(0),h(z)) < (1+€)((1+€)7(K,0,z) +¢). (3.11)

Agora estudaremos o caso em que |¥*(0)| < a. Como [¥*(OUC,)| > Ba,
devemos ter
[¥*(Cs)| > Ba—a

usando isso e lembrando do modo como A foi tomada, temos
¥ (h(0))| > a+2ad

o que nos da
1WF(h(Cp))| > Ba—a—2aé.

Usando isso e a segunda desigualdade em (3.4), temos

= = —(B-1)e<(4Ba), (3.12)
Similarmente, com a segunda desigualdade em (3.5), obtemos

|7(Ca)|

c(24Ba) Ba—0a—2a8 (B-1-20) _.oapa)
|h(O)]

a+208 0 1426

>e

(3.13)

Agora, como B = 20(K) + 8, supondo « e ¢ suficientemente pequenos, as desigual-

dades (3.12) e (3.13) nos dao, respectivamente

T(K,0,z) > 6(K)+3 (3.14)

7(K,h(0),h(z)) > 6(K) +3. (3.15)

Estamos prontos para provar (3.2) e (3.3).
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Dada qualquer apresentacao O de K, podemos construir, como se segue, uma

apresentacio O de K tal que

sup7(K,0,%) < (1+¢)%sup7(K,0,z)+&(1+¢).
7 z

z

Pelas propriedades de supremo e infimo, podemos supor, sem perda de generali-
dade
sup7(K,0,z) <6(K)+1.
T

Isso vale, em particular, tomando 0= h(O), e nesse caso, temos
T(K,0,z) <§(K)+1

para todo z, de modo que (3.14) ndo pode valer. Isso nos diz que estamos no caso
¥k (0)| > a, que nos da

7(K,h(0),h(z)) < (1+€)((1+€)7(K,0,z) +¢)

para todo z. Lembrando que A é uma bijegdo, isso vale para todos os extremos
de gaps de K, agora como dada uma apresentacao de K associamos uma de K que
satisfaz a desigualdade, essa relagdo se segue para o infimo sobre todas as partigoes,

de modo que
6(K) < (1+¢€)*0(K)+(1+¢)e. (3.16)

Agora, dada uma apresentacdo O de K, construiremos uma apresentacio O
de K tal que

(1+&) e+ (1+¢) 'sup7(K,0,2)) < sup7(K,0,%)
z &
supondo, sem perda de generalidade

squ(K',(),ﬁ':) <O(K)+1

Z

e se K esta suficientemente préximo de K, usando (3.16),

squ(K',(),:i) <O(K)+2

z

isso vale, em particular, para O = h(O), e temos, de modo similar ao anterior,
7(K,0,%) <(K)+2
para todo #, de modo que (3.15) ndo pode valer, assim

(1+€)" e+ (1+€)~ (K, 0,2)) < 7(K,h(O), h(z)).
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como h € uma bijegdo, isso vale para todos os extremos de gaps em K, logo, para o
supremo sobre todos os #. E como dada uma apresentacio de K conseguimos uma
em K para a qual a desigualdade é satisfeita (aplicando h~! a essa apresentagéo),
temos

e(1+e) +(1+6)%9(K) < (K). (3.17)
Finalmente, (3.16) juntamente com (3.17) prova (3.2).

Dada uma apresentacio O de K, podemos construir uma apresentacio O de
K tal que
infr(K,0,%) < (1+e¢)((1 +e)iI%f7'(K,O,:z:) +e).
T

Supondo, sem perda de generalidade
7(K,0,z) < iI%fT(K,O,:E)—F 1
Tomando o supremos sobre todas as apresentagdes, temos
7(K,0,z) < 7(K)+1.
Isso vale, em particular para O = h~1(0O). Além disso
T(K,0,z) <1(K)+1<8(K)+1

onde a segunda desigualdade é vélida porque 7(K) < 8( K) para qualquer conjunto

de Cantor regular. Disto temos, novamente, que (3.14) ndo pode valer, dai
T(K’, (~),§:) <(1+4+e&)((1+e)7(K, h_l(f)), h_l(:i)) +e¢)

para todo #. Lembrando que h~! é uma bijecdo, a desigualdade vale para todos
os extremos de gaps de K, logo, para o infimo entre tais extremos. Ademais, a
cada apresentacio de K podemos associar uma apresentacio de K que satisfaz a
desigualdade, logo, esta propriedade vale para o supremo entre as partigoes. Isso
prova que

T7(K) < (1+¢€)*r(K)+ (1 +e¢)e. (3.18)

Finalmente, dada uma apresentagao O de K, vamos construir uma apresentacao

O de K para a qual
(1+e) (1 +e)? inf7(K,0,z)+¢) < infr(K,0,%).
T
Suponha, sem perda de generalidade

7(K,0,%) <infr(K,0,%) +1.

z
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Tomando o supremo sobre todas as apresentacoes, temos que
7(K,0,%) < 1(K)+1.

Se K e K estdo suficientemente préximos, usando (3.18), temos
7(K,0,%) < 1(K)+2

que por sua vez nos da

8

7(K,0,%) < 7(K)+2<8(K)+2.

Isso vale, em particular, quando O = h_l(C)) e, neste caso, (3.15) ndo pode ser

satisfeita. Logo
(1+e) 7 ((1+e)'7(K,h7Y(O),h7H(Z)) +e) < 7(K,0,%).

Como h~! é uma bijegdo, essa desigualdade vale para todos os extremos de gaps de
K, logo, continuara valida ao tomarmos o infimo sobre todos os extremos. Como
dada uma apresentacdo de K conseguimos uma apresentagao de K para a qual a

desigualdade ¢é satisfeita (aplicando h a essa apresentagédo), temos
(1+e) N1 +e) ' 7(K)+e)) < T(K) (3.19)

Finalmente, de (3.18) e (3.18) temos provada (3.3).

Como € > 0 é arbitrario, temos provado que a espessura e a densidade de um

conjunto de Cantor regular K dependem continuamente de K, como queriamos.

O

Um resultado similar é valido para a espessura local de conjuntos de Cantor

regulares.

No exemplo abaixo veremos que, ao contrario da espessura, as espessuras
laterais nem sempre sdao continuas. Antes disso, daremos a definicao de conjunto

de cantor afim.

Definicao 3.5. Chamaremos de conjunto de Cantor afim com particao de
Markov {I1, I, ..., I} ao conjunto de Cantor reqular K com esta parti¢do de
Markov e o mapa ¥; definido em cada um dos I; € afim e sobrejetor. No caso

em que ¥; € afim mas nao sobrejetor dizemos que K € afim generalizado.

Chamamos de Conjunto de Cantor afim do tipo
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|

I o1 Ir I,

ao conjunto de Cantor afim com essa particio de Markov e cujo mapa ¥; €

crescente em cada um dos intervalos dessa partigao.

Exemplo 3.1. Considere o conjunto de Cantor afim K do tipo

OOI
N
(& ="
~J

(
\
0 2

Sejam O! = (2,3) e O? = (4,5) os gaps da primeira etapa de K, como |0O}| = |0?|,
temos 7g(K) =T1p(K) =1.
Modificamos rapidamente esta construgao para obter o conjunto de Cantor

afim K do tipo

%I
(& ="
~J

(
{
0 2 3—¢

Fazendo O = (2,3 —¢), ©? = (4,5), temos |O!| < |®?|, temos T5(K) = = —2

quando e — 0 e 7p(K) = 1+ 51 quando e — 0.

Agora, seja K o conjunto de Cantor afim do tipo

|

\
)
5—¢ 7

(
\
0 2

w
=

Fazendo O = (2,3) e O% = (4,5 —¢), entdo |O > |®?|, de modo que 75(K) =

__ 2+4¢

é%lquandosHOeTD(R)—ﬁ

— 2 quando € — 0.

Segue que as espessuras laterais ndo sdo continuas.

No entanto, em [5], C. G. Moreira mostrou encontrar um subconjunto aberto
e denso na topologia C1*¢ de conjuntos de Cantor regulares cujos elementos tém

essas espessuras variando continuamente.

Para mostrar isso, faremos uso do lema a seguir.

Lema 3.1. Os conjuntos de Cantor afim generalizados sao densos na topologia
C'™t¢. Ou seja, dado um conjunto de Cantor K, podemos aprozimd-lo por um
conjunto K que coincide como subconjunto da reta com um conjunto de Can-

tor afim generalizado (que ndo precisa ser definido pela mesma aplicagdo).
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Demonstragao. Seja K um conjunto de Cantor regular, definido por uma aplicagao
¥ cuja derivada ¥’ é (C,¢)-Holder, e com particdo de Markov Iy, I, ..., I, construi-
remos um conjunto de Cantor K que coincide como subconjunto da reta com um

conjunto de Cantor afim generalizado.

Para isso, consideramos K com a mesma particao de Markov de K, mas defi-

nido por uma nova aplicagao ¥ que construiremos a seguir.

Considere uma etapa avangada da construgao de K, digamos uma etapa n,
para n suficientemente grande. Nesta etapa construimos ¥ como uma aplicacao
afim em cada um dos intervalos desta etapa, coincidindo com ¥ nos extremos dos
intervalos. Tomando dois intervalos consecutivos desta etapa I;,;1, (ambos con-
tidos num mesmo intervalo da partigdo de Markov original), completaremos ¥ no

gap O; que os separa, faremos isso estendendo a derivada de T

Primeiro, observamos que, pela propriedade da distorgao limitada, existe uma
constante A, dependendo apenas de n tal que |O| > A|l;|, 1 =7,7+ 1.

Ao aplicarmos o Teorema do Valor Médio a aplicagdo ¥ nos extremos dos
intervalos I;, obtemos ¥'(c;) = A; para algum ¢; € I;, 1 = 7,7 + 1. Como ¥ & linear
em I;,I;11 e coincide com ¥ nos extremos desses intervalos, temos U= )\ em I;,
i=17,j+ 1. Para completarmos ¥ em O; = (a,b) continuamente (de modo que T
seja de classe C!), denotamos por ¢ o ponto médio de (a,b), e fazemos ' afim em

(a,c) e (c,b) assumindo valor A em ¢, onde A satisfaz a condigdo abaixo

/b Yt = T(b)— ¥(a)

() () - oo

— 2\1,1(5) i \Pl(c]) +2\I'I(Cj+1)

para algum ¢ € (a,b). Mostraremos que ' é Holder. Dados z,y, temos algumas

possibilidades para as posigoes de z € y.
® Z,yc Ii)i :.77]+ L

¥ (2) -4/ (y)| =0 < Clz —y*;
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ezcljycljg:
[¥'(z) =¥ ()] = =Kl
= |[¥'(cj) — ¥'(cj+1)l
= Clej—¢jl”

Agora, se |z —y| < |¢j — ¢j11|, temos que |¥'(z) — ¥'(y)| < C|z — y|°. Caso

|z —y| < |c; —¢j41], como |z —y| > |a—b] = |U|, temos

lcj—ciy1| < Jz—al+|z—y|+|y—ca

< L[+ U+ L]
lz -y lz —y]
< U
24 A
= |z—y 1

onde a ultima desigualdade vale porque @ > |I]. De modo que

" . 2+ A\°
¥~ Tl <o(P1) ool

€
diminuindo €, se necessario, podemos fazer <A> préximo de 1, de modo
que
¥()—¥'(y)] < Clo -y

com (C, ) préximo de (C,¢).

Abordando os demais casos com técnicas similares temos que a aplicagdo assim
construida é (C,&)-Holder com constante de Holder préxima de C' e expoente de

Holder préximo de €, os detalhes ndo serdo apresentados aqui.

O

Teorema 3.2. Seja K a colecao dos conjuntos de Cantor regulares. Existe
U C K aberto e denso na topologia C1*¢ tal que a restricdo de Ty e Tp sdo

continuas.

Demonstrag¢do. Dado um conjunto de Cantor K € K, tomamos K como o con-
junto de Cantor afim generalizado préximo a K garantido pelo lema 3.1. K assim
escolhido € definido por fungdes afins, ndo necessariamente sobrejetivas, os gaps da
n-ésima etapa da construgéo de K sdo da forma O™ = (¥(z), ¥ (w)) e os gaps
da primeira etapa sdo da forma Ol = (z,y), isso nos da

O mima..mn|z —y|

On) jw — 2|
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onde m; > 1,4 =1,..,n sio as derivadas de ¥ restrita aos intervalos da partigao de
Markov correspondentes. Segue que o conjunto das razoes limitadas entre gaps do

conjunto de Cantor é finito.

Agora, consideramos o conjunto W dos gaps O e Oy de K tais que nio existe
um gap &’ entre O; e O, tal que |@'| > 2max{|O1],|O.|}. Pela observagio anterior,
basta analisarmos estas razoes entre os gaps das primeiras etapas da construgao
de K, de modo que este conjunto de gaps também é finito. Entdo, modificando
rapidamente, se necessario, o comprimento dos gaps de W, temos que para algum
0 >0,

104 |04
~— ou -—
O] O]

De fato, para cada dois gaps com o mesmo comprimento, basta modificarmos o

1+6 < <1-6.

comprimento de um deles de modo que a razao entre tais gaps seja diferente de 1,
obtendo um conjunto de Cantor X', que estd préximo de K. Como existe apenas
uma qualidade finita de possibilidades, tomamos o menor ¢ obtido ao analisarmos
cada par e a afirmagdo acima sera verdadeira. Agora, podemos utilizar argumentos
similares aos da demonstracao do teorema 3.1, para mostrar que os conjuntos de

Cantor K’ assim construidos sdo pontos de continuidade para as espessuras laterais.

O
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4 Intersecoes Estaveis de Conjuntos de

Cantor com Espessura Grande

Neste capitulo, veremos como a espessura pode nos ajudar no estudo de
intersegoes estaveis e diferengas aritméticas de conjuntos de Cantor regulares. Va-
mos provar o Gap Lemma, mostrar como a intersegdo nao vazia nos d4 informagdes
sobre a diferenca aritmética de conjuntos de Cantor e daremos alguns exemplos de

situagoes nos quais estes resultados podem ser utilizados.

4.1 O Gap Lemma de Newhouse

Veremos agora o primeiro resultado dessa segao, que usa a espessura de con-
juntos de Cantor regulares para estabelecer condigoes sob as quais sua intersecao é
ndo vazia. Esse teorema, que pode ser encontrado em [5], é uma versdo mais forte
do Gap Lemma de Newhouse, de fato, o obtemos o Gap Lemma de Newhouse como

seu corolario.

Teorema 4.1. Dados K1 e Ky conjuntos de Cantor. Se Tg(K1) -Tp(K2) >1
e Tp(K1) - Te(K2) > 1, entdo ou K; estd contido num gap de Ko ou K, estd
contido num gap de K1 ou K1N Ky # 0.

Demonstragao. Suponha que K; nao estd contido num gap de K> e que K> nao
estd contido num gap de K, mostraremos que K1 N Ky # 0.

Como nenhum deles esta contido num gap do outro, existe um par de gaps
(01,0,), com O; € K7 e Oy € K, se intersectando, podemos supor, sem perda de
generalidade a configuracao abaixo.

o
K !

—~~
~—

o
K, 2

—~~
~—

Como, por hipétese, 75(K1)-7p(K2) > 1, temos

|Eo, | ) | Do, |
|01] |02

>1=|Ep,| > |02] ou |Do,| > |O].
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Logo, Ep, N80; # 0 ou Do, N0O; # 0. Uma andlise similar pode ser feita para
TD(Kl) . TE’(K2) > 1.

Tomando, sem perda de generalidade, u € Ep, N 00, (os demais casos sdo
anélogos), se u € K1, temos K1 N Ky # 0, uma vez que 00, C Ks. Se u ¢ K1, entdo
existe um novo gap O} tal que u € O}, neste caso repetimos a construgéo para
(01,09).

Fazendo isso sucessivas vezes construimos uma sequéncia de gaps (O}, OF")
convergindo para um ponto de acumulacdo de K; N K>, como este ponto estd na
fronteira de uma sequéncia de gaps, ele deverd pertencer a ambos os conjuntos de
Cantor logo, K1 N Ky # 0.

O

Corolario 4.1.1 (Gap Lemma). Sejam K1, Ky conjuntos de Cantor. Se 7(K1)-
T(K3) > 1, entdo ou K; estd contido num gap de Ky ou Ks estd contido num
gap de K1 ou K1NKy #0.

O seguinte corolario nos da condigoes suficientes para que a soma aritmética

de dois conjuntos de Cantor contenha intervalo.

Corolario 4.1.2. Sejam K; e Ky conjuntos de Cantor tais que 7(K1)7(Kz) > 1
e I,I os fechos convezos de K1 e K,, respectivamente. Suponhamos que, I
tem comprimento maior que qualquer gap de Ky e que I, tem comprimento

maior que qualquer gap de K, entao K1+ Ko =11+ 1.

Demonstragao. Consideramos os Conjuntos de Cantor Kj e K3, cujos fechos con-

vexos correspondem a I e Iy, respectivamente.

Tome k € I; + I, entdo k — K; ainda é um conjunto de Cantor e sua espes-
sura é preservada, uma vez que comprimentos de intervalos sdo invariantes por

translagao e esta propriedade seguira para seu infimo.

Como 7(K1)-7(K2) > 1, temos 7(k — K1) - 7(K2) > 1. Além disso, os gaps de
K; e k— K possuem o mesmo comprimento, segue que k£ — K1 nao esta contido em
qualquer gap de K, e Ky ndo esta contido em qualquer gap de k£ — K.

Usando o Gap Lemma, temos (k— K1) N Ky # 0, dai k € K; + K>. Como k é
arbitrario em I + I, temos K1+ Ko = I1 + I». O

Uma situagao particularmente tutil de intersegdo nao vazia entre conjuntos de
Cantor é quando esta propriedade segue sendo valida para conjuntos de Cantor

suficientemente préximos, isso € o que chamamos de intersegao estavel.
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Definigao 4.1. Dizemos que dois conjuntos de Cantor K; e Ky tém intersegao
estdavel se houver uma vizinhang¢a do par (K1,K,) numa topologia adequada,
aqui consideraremos a C11¢, tal que para (K’l,K'g) nesta vizinhancga, temos
K’lﬂkz #0. (K1,K3) tém intersegdo extremal estduel se o extremo direito
de K1 coincide com o extremo esquerdo de Ky e, para conjuntos de Can-
tor (K1,K>), numa vizinhanca de (K1,Ks), tais que seus fechos converos se

intersectam temos K1N Ky # 0.

Dado um par de conjuntos de Cantor regulares (X K ) cujo produto das es-
pessuras é maior que 1, segue do Teorema 3.1 que esta propriedade é valida para
pares de conjuntos de Cantor regulares suficientemente préximos. Se K e K pos-
suem um par de gaps lincados, isto é, existe um gap © em K e @ em K tais que
O contém exatamente um ponto de bordo de O e vice-versa, entdo (K, K) possui
intersecdo estavel, uma vez que o Gap Lemma garante intersegdo ndo vazia para

todo conjunto de Cantor regular suficientemente préximo.

Estudaremos agora um exemplo simples de intersecdo estavel, utilizando con-
juntos de Cantor do tipo afim com dois intervalos em sua particio de Markov,
ou seja, a situagdo mais simples possivel. Neste contexto, é mostrado em [5], que
existem muitos pares de conjuntos de Cantor desse tipo com intersegdo estavel
garantida pelo Gap Lemma.

Tomemos o conjunto de Cantor afim K do tipo

K

—~~
N

I @ I

onde |I;| =a, |Iz| =ce |O| = b temos que 7Tg(K) = 7 e Tp(K) = ;. E o conjunto de
Cantor afim K do tipo

K

—~~
N’

~

I

G
o

onde |I1| =&, || =¢e|O| =b.
. ac ., ca )
Desde que 7g(K)-7p(K) = W >letp(K) 15(K)= s > 1, os conjuntos K

e K tém intersecdo estdvel sempre que um ndo estiver contido num gap do outro.
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Além disso, se a+b+c=1, entdo HD(K) = A, onde A € o Unico nimero real

tal que a* +c* = 1. Segue que, S =r=c=ar,dal

A +cr=1 = ot +(ar)=1

= a1+ =1

1
= a=——+
(T+72)2
e ainda
c A 1
<> +c)‘ = c)‘< >\+1>:1
r r
1 r
= = T — 1
(1+5)% (P +1)5

e finalmente,
1
(1+rM)5 —1—7

b=1l-a—-c=0b= i
(1+7rH)A

Segue da Proposicdo 3.1 que se 7(K) > 1,

log2 S log2

1
log <2+> <log3= > .
log(2+ —T&{)) log3

7(K)

de modo que

log2 log2
HD(K)> — 282 > %8
10g(2+m) log 3

Sejam K e K' conjuntos de Cantor tais que HD(K),HD(K') < 0,6 temos, pela

observagdo acima, 7(K)-7(K') < 1 e ndo podemos utilizar o Gap Lemma para

> 0,6.

garantir que K7 e K, tém intersecdo estavel.

Temos, no entanto, o resultado abaixo.

Teorema 4.2. Dados A1, € (0,1), com A1+ A2 > 1, existem conjuntos de Can-
tor K e K com dimensdo de Hausdorff A1 e A2, respectivamente, e intersegao
estdvel. Além disso, podemos obter (K,K) e (K,K +1) com intersecdo extre-

mal estdvel.

Demonstragao. Mostraremos este resultado exibindo conjuntos de Cantor que sa-

tisfazem as propriedades solicitadas.

Tomemos conjuntos de Cantor afim K e K com partigées de Markov {I1, >}
e {I1,I,} e gaps O e O, respectivamente. Sejam |I1| = a, || =¢, |O| = b, |I;| = &,
|I;] = & e |©| = b, entdo, por observagdes anteriores, desde que a—f, cg >1, KeK

tém intersegao estavel, supondo que um nao esteja contido num gap do outro.
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Se tais conjuntos estao na posicao onde seus extremos se tocam, temos que
K e K tém intersecio extremal estivel. Se o extremo esquerdo de K coincide com
o extremo esquerdo de K, K +1 e K tém intersecdo extremal estavel, desde que
a+b+é=1.

Continuaremos supondoa+b+c=a+ b+é=1. Suporemos ainda que

¢
—=—-=r=ac—ac
a @
de modo que
ac ac
—>1& =
bb bb > 1
queremos entdo que acé > bb (e consequentemente, ac > bB), ou seja, queremos 7
satisfazendo
1 1
1 r >(1+r>‘1)h—1—r (1+7r2)%2 —1—7r
1 1 1 ’ 1
(1+r>‘1)ﬁ (1+r>‘2)5 (1+r>‘1)ﬁ (1+r>‘2)E

0 que ocorre se, e somente se
r>14+r)n —1—7r)-(147r2)%2 —1—7)
por outro lado,

(1473 —1—7 La+r)iT a1

lim = lim
r—0+ rA r0+ A A—1
1—
T Ch
r—0t A r—0+ ArA—1
1
= 5
Dai,
(147M)PT —1-7). (147%)% —1—7)
lim
r—0t r
L 1
L gy R 1) (1) — 1) (r )
o r—0t fr(fr>\1+>\2)
1 1 . pALHA2
= ' lim
rAopre L0+ 7
1
= i, 050
r 1+A2

de modo que a desigualdade € satisfeita para r suficientemente pequeno.

Logo, os exemplos acima podem ser tomado de modo que tais propriedades

sejam satisfeitas.
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4.2  Exemplos Sobre Diferencas Aritméticas e Intersecoes Esta-
vels

Nesta segao, veremos alguns exemplos interessantes de conjuntos de Cantor

afins, explorando algumas de suas propriedades.

Exemplo 4.1. Consideramos o Conjunto de Cantor K = { > 9—:; 0; € {0,4,6,8}},
1=1
que € o conjunto de Cantor afim do tipo

— — — ——
0 4 5 6 7 8 1

©|—=
©

9 9

©

Mostraremos que Tjoc(K) = 1 mas int(K + K) = 0.

Para construirmos K dinamicamente, consideramos a aplicagdo ¥ : [0, 3] U

9
[5,3]U[S, L1u[§,1] — [0,1] definida por

oz, z€0,5]
9z -4, z€§,3]
¥(z) = 6 7
9z -6, =z¢€ [g,g]
9z -8, z€[8,1]

Sejam Iop = [0,3],1a = [§,3], 16 = [, %],1s = [8,1], temos que ¥(z) satisfaz todas

o0

as condigbes da Definigdo 2.7 e que K = ﬂ v"(IyUI4UlgUlg), donde K é um
n=1

conjunto de Cantor regular e {ly, I4, I, Is} sua partigdo de Markov.

Denotaremos por Oé,@% e (98 os gaps da primeira etapa da construgao. Os
intervalos da n-ésima etapa da construgao serado denotados por I,, onde a =a;...an,
a; € {0,4,6,8} é uma palavra de quatro simbolos. Entdo, a (n + 1)-ésima etapa serd
formada por intervalos do tipo I,;, 1 =0,4,6,8 e OF, 7 = 1,2,3.

Calcularemos agora a espessura de K. Para isso, observamos que os compri-

mentos dos intervalos da (n + 1)-ésima etapa sdo dados por |I4;| = Qn%. De modo

similar, podemos estimar o comprimentos dos gaps dessa etapa por |O2| = |03| =
1 3 a a
gni1) pata O}, temos |O}| = o

Segue que |Of| > |O2] = |O3]. Além disso, se |Oy; é o maior gap da (n+ 2)-
ésima etapa, entdo |Oy,| = |O3| =|O}|. Com essas informagbes, podemos identificar

as pontes de cada gap.

Note que
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EO& = IQO DO& = IQ4UOQQUIQ6U093 UIQS
Eos = I DOS = Ig8

a = a =

de modo que
1y
TE(OQ) =

TD(O;) =

w|lotw]| —

; , : 1
e, claramemte, 75(0}) = 7p(O}) =1, 4 = 2,3. Logo, 7(K) = 3 <1
Agora calcularemos a espessura local de K. Como K é um conjunto de Cantor

regular, a espessura local ndo depende do ponto na qual é calculada. Calcularemos

1 1 1
TlOC<K,9> = limsgp7'<Kﬂ (9 —6,9—|—€>>.
E—

. 1 .
Dado € > 0, podemos considerar m tal que gm < €. Deste modo, os intervalos e gaps

entaoem p = % :

em torno de % para qualquer etapa n > m estdo contidos em K N (é —€, % + 5> . Por

1
Tloc <K, 9) = 1

Podemos observar ainda que

nossas contas anteriores, temos

oo
5.
K+K = {$€[0x2]) mzzgi) 516{014)6’8}+{0)4)6)8}}
1=1
= {eel02z=) ¢, 5, €{0,4,6,810,12,14,16}}

1=1

T e 51'
= {zc [0,2];5 = Z@ 6; €40,1,3,4,5,6,7,8}}.
1=1

Observe que o digito 1 ndo é permitido na expansdo de 5 na base 9, logo, K + K
forma um conjunto de Cantor regular com medida nula, logo, com interior vazio, e

dimensao de Hausdorff A = igggg; < 1, que € o unico nimero tal que 8- (é))‘ =1.
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Finalmente,

o0

K-K = {z€[-1,1]; a::Zgiﬁ 6: €{0,4,6,8} —{0,4,6,8}}

1=1
(o)

6.
= {ze[-1,1];z= Zg{, 6, €{-8,-6,—4,-2,0,2,4,6,8}}

1=1

z+1
= {ee[-1,1——

Temos entdo K — K = [—1,1], que é um intervalo.

— z:la’ 61' € {01112,3741516’7’8}}'
1=

Seja K um conjunto de Cantor regular, o conjunto K — K corresponde a

projecao de K x K a 45° sobre o eixo x, mais que isso, ao projetarmos o retangulo

[a,b] X [c,d] a 45°, obtemos o intervalo [a — d,b— c|. Essa relagdo serd explorada nos

exemplos abaixo.

Nos dois préximos exemplos, K, sera o conjunto de Cantor do tipo afim com

a particao de Markov abaixo.

—~~
N

0 1-a a 1—a
2 2

Exemplo 4.2. Vamos estudar K, para a € (0,3)U(3,1).

Iniciamos observando que, para A # 0

l-«o

T()\Ka) - T(Ka) = TE(KQ) = TD(Ka) = —.

2a

Deste modo, se a < %, T(Kq) > 1 e segue que, para todo A € R*, (Kqu,AKy) tem

intersecgao estavel e K, — AK4 contém intervalo.

Além disso, a dimensdo de Hausdorff de K, é dada por

log2

HD(Kg) = “log(LE)

O que nos da HD(K,) < % quando o > % Temos ainda que MK, € a imagem de

K, por uma aplicagao Lipschitz, logo
HD(AKy) < HD(K,).
Como K4 é um conjunto de Cantor regular,

HD(Kq x AKy) = HD(K,) + HD(AKy)
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por fim, como a projecado ¢é lipschitz, temos
HD(Ky—AKy) <1

isso nos diz que K, — AK, tem medida nula para todo A € R.

11
312
mas existe um intervalo de valores de A para os quais K, — AK, tem medida de

Exemplo 4.3. Para a € (3,3), mostraremos que K, — K, tem medida nula,

Lebesgue positiva.

Para o primeiro resultado, estudaremos o conjunto X = K, x K4. Na primeira
etapa da construgao teremos 4 quadrados de lados I_To‘, ao projetarmos K num
angulo de 45°, a fim de calcular K, — K4, o quadrado superior direito se projeta
sobre o quadrado do canto inferior esquerdo, de modo que podem ser vistos como o
mesmo conjunto no calculo de K, — K, dai, a projegao do primeiro estagio consiste

da uniao de intervalos
a—1 1—«

~1-a|U| %5 5% U e

Se o > %, temos —a < O‘T_l e o> 1_To‘, de modo que esta uniao consiste de trés

Componentes conexas.

N AR L N200555000077007
000002222222777 200022222272777
s 100000277777777 s 700007277777777
. 000022222272777 . 200022222272777
100000777277777 100007777777777
’ 202022222272777 s 202022222272777
. 100007777277777 . 100007777777777
202222222272777 202222222277777
s 100000 277277777 s 100000777277777
s 222222222272777 s 222222227277777
4 100000222272777 4 100002222272777
70727272777777 700000277277777
s 1 a sr777 72777 s 77 7277777
s + z 22277 s 277 222227
4 2 4 4 4

’ ’ ’ ’

s s s s
’ ’ ’ ’
s s s s
v v v v
’ ’ ’ ’
s s s s
’ ’ ’ ’
s s s s
s s s
’ ’ ’ ’
s s s s
’ ’ ’ ’
’ ’ ’ ’
s s s s
’ ’ ’ ’
s s s
v s 1— v v
’ ’ (o3 ’
, , 2 7200077 , L,

, , L, 0N222222222222777 , 700000277777777

000022222222777 s N22222225777777

s s s 100000777777777 s , 20000070777777
y y y 000022222272777 y 202022222272777
1177777777 77777 4 7177777777 77777
s s s 202222222272777 s ’ 202222227272777
s s s 100000 077777777 s . 100007777777777
, , , 202222222272777 , 222222227277777
1000 00227272777 s 100022227277777
o s s 700000077277777 s s 222222227277777
s s s A , 100022222272777
100000077777777 700000227277777
e e e /777777777 777778 7 7/ VIIIIIIIIIIII77

I I I LLLLLLLLLLLL k z
T T T T

Pela autossemelhanga de K, a autodiferenca de K, é construida como um

conjunto de Cantor afim do tipo

e T

p—
v |~
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que, pela Proposicao 3.4, tem medida nula.

Para o segundo resultado do exemplo, vamos considerar A € [0,1]. E suficiente
mostrar que existem A tais que a projegao do primeiro estagio de K = K, X AKy
seja sobrejetiva, isto €, cubra o intervalo [—A, 1] e, pela autossemelhanga de K, isso
também ocorreria nos demais estdgios da construgdo, o que nos da K, — AKy =

[— A, 1]. Desenvolveremos condigbes sob as quais isso acontece.

Calculando a diferenga da primeira etapa da construgao de K, e de AK,, isto

e Vel S e U el

obtemos como resultado

[_A’l—a )\(1+a)]U[1+a_)\’l_)\(1+a)]

2 2 2 2

U[_A(l;a)’lgalu[1—12—01_)\(12—01),1],

e para que seja igual ao intervalo [—A, 1], precisamos que

(OB

1—-a M1+a) 14+a 2a
7 T 2 A= g2 A

1— A(l;-a) > _)\(12—a) - é > A

1—a 14a _ AMl-a) 2a
2 2 2 2 = l-a Z )\’

ou

Quando a > %, 12_—"& >1,como A<1,a 12_—"‘& > A nunca pode ocorrer. Logo, o
primeiro conjunto de desigualdades nao pode ser satisfeito.

Agora, como a < %, temos que [e, 12_70‘] € ndo vazio. Este intervalo corresponde

a valores de A para os quais K4 — AK, = [—A, 1], logo, contém intervalo.

Exemplo 4.4. Construiremos exemplos de conjuntos de Cantor afins cuja di-
mensdo de Hausdorff é muito préxima de 1 e a autodiferenga aritmética tem medida

nula.

Consideramos K™ o conjunto de Cantor afim com a particio de Markov

abaixo
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0 _1 _4 5 8 9 4n 1
4an+1 4in+1 4n+1 4n+1 4n+1 4n+1

denotando por E} a k-ésima etapa da construgdo de K, temos

n 47 4741 " 47 45+1
sx = Ut 28]« U o]

iZ0 in+1 4n+1 20 dn+1 4n+1
ao projetarmos a 45°, obtemos
BT _ED - LnJ [4(7’—3)—1’4(7’—5)4—1]
r 520 in+1 dn+1

B L’j [4]'—1 4j+1]
jm—n dn+1"4n+1
Além disso,

47 +1 < 4(74+1)+1

dn+1 dn+1
Logo, os intervalos desta unido sao disjuntos. Pela similaridade das demais etapas

da construgdo de K™ x K", K™ — K™ é um conjunto de Cantor afim cuja partigao
de Markov € formada pelos intervalos que compée ET' — E7' e sua dimensdo de

Hausdorff e dada por
B log(2n +1)
~ log2—log(4n+1)

A
2
que € o Unico numero tal que (2n + 1)<4n+1> = 1. Segue que K™ — K" tem

medida nula.

Temos ainda que a dimensao de Hausdorff de K™ é dada por

_ log(n+1)
 log(4n +1)

A
que € o unico numero para o qual (n -+ 1)< > = 1. Como

in+1

i log(n+1) _
n—oo log(4n + 1)

temos o requerido.

Uma conjectura proposta por Palis e provada por Moreira e Yoccoz em [11],
nos diz que, genericamente, a diferenga aritmética de dois conjuntos de Cantor
contém um intervalo ou tem medida nula. O exemplo abaixo, apresentado por
Sanammi em [1] e Bamén-Plaza-Vera em [12], mostra que, de fato, isto ndo é valido

para todo par de conjuntos de Cantor.
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Exemplo 4.5. Construiremos exemplos de conjuntos de Cantor regulares cuja

autodiferenca aritmética tem medida positiva.

Para esse resultado, consideraremos o exemplo de Sannami e Bamén-Plaza-

Vera, dos chamados conjuntos de Cantor centrais.

Para sua construgdo, consideramos que seja dada uma sequéncia a = (a1, o, ...)
de nimeros reais tal que lim o; =% e a; < =.
1—00 3 3
Iniciando com o intervalo [0, 1], remova um intervalo aberto central de proporgéo
a1, isto é, o intervalo (1_%, 1“;&) Isso gera dois intervalos, um a direita e outro a

esquerda, que denotaremos por [ 11 e I21.

Na segunda etapa, removemos o intervalo aberto central de proporcao a;
de cada um dos intervalos restantes. Para acharmos precisamente os intervalos

removidos nesta etapa, o intervalo O} = (z,y) removido de I{, tem seus extremos

=i e (7))
o= () () e () = () (F5)

Por simetria, o gap O3 removido de I} é obtido ao transladarmos por H% Apds
a remogcao desses gaps, restam quatro intervalos de comprimento (1_%)(1_2"‘2 ), 08

sao dados por

quais denotaremos por IZ, I2, I2 e I2.

Continuamos o processo removendo do centro cada um dos 2F intervalos da
k-ésima etapa intervalos abertos de proporgio ay, e isso gera 2F intervalos que

denotaremos If, 1=1,..,2".

Ao continuarmos esse processo indefinidamente obtemos o conjunto de Can-

tor central K.

O conjunto K, assim obtido € um conjunto de Cantor regular, e sua regula-
ridade esta relacionada com a convergéncia da sequéncia ;. O leitor interessado

pode consultar a prova desse fato em [12].

Agora, observe que, como a, < % para todo n € N, se chamarmos K, o con-
junto formado pela unido dos 2" intervalos da n-ésima etapa da construgdo de Ky,

temos

Ko—Ko= () (Kn—Kn).
n>1
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n
Além disso, K, é formado pela unido de 3" intervalos e comprimento 2 H a;, donde
i=1
K, — K4 tem medida de Lebesgue positiva.
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b Teste da Espessura Generalizado

No capitulo anterior, estudamos exemplos pares de conjuntos de cantor cujos
produto das espessuras é maior que 1, deste modo, podemos usar o Gap Lemma

para garantir que possuem intersecao estavel.

Esse critério é suficiente, mas existem pares de conjuntos de Cantor cujo
produto da espessura € menor que 1, mas que possuem intersecao estavel. A seguir

veremos um exemplo disso.

Exemplo 5.1. Considere os conjuntos de Cantor afins do tipo

K ( ) ( ) ( N

\ ] \ ] \ ]
0 0,35 0,4 0,42 0,58 0,6 0,65 1
K { )
0 0,35 0,65 1

como T(K ) = % > 1, segue do Gap Lemma que K possui autointersegdo esta-
vel. Observando que K C K temos que K possui autointeresecao estavel. Porém,
T(K) = % < 1, de modo que o Gap Lemma ndao poderia ser utilizado para garantir

tal intersegao.

Esse exemplo mostra que existem conjuntos de Cantor com intersegao estavel
cujo produto da espessura € menor que 1, e além disso, mostra que podemos ter
K C K com 7(K) > 7(K).

Neste capitulo, desenvolveremos critérios apresentados em (5], que sdo mais
gerais e podem ser utilizados para garantir a existéncia de intersecoes estaveis e
extremais estaveis. Iniciaremos abordando os conjuntos de Cantor afins, neste caso
serd possivel testar critérios para intersegao estavel por meio de um algoritmo fi-

nito. Em seguida estudaremos conjuntos de Cantor regulares mais gerais.

5.1 Teste da Espessura Generalizado Para Conjuntos de Can-

tor do Tipo Afim e Afim Generalizado

Nesta secao, consideraremos conjuntos de Cantor do tipo afim com as partigoes

de Markov abaixo
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K —H — e G
ai by az by as b3 an bn
ai by az by as bs am b,

n m
cujos dominios de Markov sdo, respectivamente, D = | | [aj,b;] e D = ] [@;,b;].

1=1 71=1

Definigao 5.1 (Teste da Espessura Generalizado Para Conjuntos de Cantor
do Tipo Afim). Dados dots conjuntos de Cantor afins como actma, com
dominios de Markov D e D. Dizemos que (K K ) satisfaz o Teste da Espessura
Generalizado (GTT), se para cada t € R e A € RY quaisquer, ou XD+t esta
contido num gap de D ouD estd contido num gap de A\D+t ou (AD+t)ND #0.

Basicamente, esta definigao trata de conjuntos de Cantor do tipo afim para
os quais qualquer dilatagdo ou translagdo nos da uma conclusdo similar ao Gap
Lemma, mas desta vez para o dominio de Markov destes conjuntos. Observe ainda

que nao falamos sobre as espessuras destes conjuntos de Cantor.

Sejam R’ a particido de Markov da i-ésima etapa de X e D' o dominio de
Markov associado a essa etapa e sejam R’ a particdo de Markov da j-ésima etapa

de K e DI o dominio de Markov associado a essa etapa, vale a seguinte proposigao.

Proposicao 5.1. Sejam K e K conjuntos de Cantor do tipo afim, se (K,f{)
satisfaz o GTT com respeito aos dominios de Markov D D, entdo também

satisfaz com respeito aos dominios D e D’, para quaisquer 1,7 > 1.

Demonstragao. Iniciamos supondo que algum A e ¢, temos AD + ¢ contido num
gap de D, entdo AD* +t C AD +t também estard contido num gap de D, logo, num
gap de DI,

Agora, suponhamos que AD+t e D se intersectam, digamos, A\ +tNJ # 0
para ] € R e J € R, entdo

(AL +t)NDYN(JTNDI) £ 0

ou (AT +t)NJ estd contida em algum gap duma etapa k < 2 de AK +t, logo, num
gap de AD*+¢ ou M +¢N J esta contida em algum gap duma etapa anterior k < j

de K, logo, de D’. Isso encerra nossa demonstragao.



Capitulo 5. Teste da Espessura Generalizado 71

Isso nos diz que o GT'T' nao depende da partigao de Markov escolhida, assim,

considerar quaisquer uma delas nao representa restricao nos resultados obtidos.

Para continuar nosso estudo, buscaremos entender o conjunto dos t’s que
satisfazem essa definigdo. A préxima proposicao € nosso primeiro resultado neste

sentido.

Proposicao 5.2. Dados dois conjuntos de Cantor do tipo afim K e K, com
dominios de Markov D e D, respectivamente. O par (K,K) ou (D,D) satisfaz
o GTT se, e somente se, D— XD contém o conjunto dost tais que D ndo estd
contido num gap de A\D+t ou AD+t ndo estd contido num gap de D para

qualquer A € R .

Demonstragdo. Iniciaremos supondo que (K, K) satisfazem o GT'T. Entdo, fixa-
dos t e A, suponhamos que AD +t nio esteja contido num gap de D e D néo esta
contido num gap de AD + ¢, entdo (AD +t)ND # 0.

Segue que existe y € (AD +1) ND, dai, existem z € AD +t e & € D tais que

y=At+t=F=t=F-Az=tcD-AD

Reciprocamente, suponha que se D nio estd contido num gap de A\D+te
AD +t nao esta contido num gap de D, entdo t € D — A\D, dai existem 2 € Dez €D
tais que
t=F-Az=> Az +t=%= (AD+t)ND #0

e a proposigao esta provada. O

Com esse resultado, podemos buscar uma interpretagdo geométrica para tais
valores de ¢. Para cada A,t fixados, obtemos uma reta Az +t quando z varia em D.
A Definigao 5.1 nos diz que tais retas devem estar contidas num retédngulo do tipo
(bi,a;41) X [G1, Em] ou [a1,by] X (5¢,&¢+1) ou intersecta D x D (duas dessas condigoes
ndo podem ser satisfeitas simultaneamente). Observamos ainda que como A € R%,
tais retas formam o conjunto das retas que cortam o eixo horizontal num angulo de

0 a 5 e satisfazem as condigdes citadas.
Algebricamente, o conjunto dos ¢ para os quais AD +t esta contido em algum
gap da forma (Ei, a;+1) de Dé

m—1 m—1

U {t € R; a1 +¢,Abyp + 8] C (biydir1)} = U (B — Aag,8iv1 — Aby) (5.1)
=1 =1
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e o conjunto dos ¢ para os quais D est4 contido em algum gap de (Ab; +1,Aa;+1 +t)
de AD +t e dado por

n—1 n—1
U {t € R;[d1,bm] C (Abi +t, 20501+ )} = | (bn — Aair1,81 —Ab;)  (5.2)
=1 1=1

Como a diferenga aritmética D — AD é igual a

m n .

U U [fii — )\bj, bl' — )\a]']

i=1j=1
temos pela Proposigdo 5.2 que (X, K ) satisfaz o GTT se, e somente se, para qual-
quer A € Ri e cadat € R temos que D — AD nio contém os t satisfazendo as equagoes
(5.1) e (5.2), isto €,

U U@ — Abj,bi — Aaj] C [@1 — Abp,bm — Aa1]\AU B (5.3)
i=1j=1

onde A = mUI(Bi —Aa1,d;41— \bp) e B= U(z}m —Aaiy1,d1 — Ab;).
1=1 1=1
A condigdo dada em (5.3) é dada por um nimero finito de intervalos, existem
finitas possibilidades para as posigoes relativas de seus extremos. Como os extremos
sao da forma z — Ay, para cada possibilidade de posigao existe um intervalo de
valores de A que a mantém, e tais valores sdao determinados por desigualdades do
tipo 1 — Ay1 < 5 — Ays ou 1 — Ay1 < Ty — Ays. Esses intervalos de valores de A

deverao ter seus extremos dados em fungao de a;,b;,4; € bj,1=1,...,n,7=1,...,m.

Neste ponto de vista, um conjunto de Cantor regular satisfaz o GT'T se e
somente se, as posigbes relativas de intervalos tais que (5.3) néo vale correspondem
a intervalos de valores de A vazios. E podem ser obtidos por um nimero finito de

~

desigualdades envolvendo a;,b;,d;,b;.

Se as desigualdades acima sdo estritas, dizemos que (X, K ) satisfaz o teste da
espessura generalizado estritamente. As condigoes do GTT sao fechadas, enquanto

as do teste da espessura generalizado estrito sao abertas.

Observe que se (K, K) satisfaz o teste da espessura generalizado, entdo (AK +
t, K ) também satisfaz o teste da espessura generalizado para quaisquer ¢t € R e
AeRY.

Proposicao 5.3. Sejam (K,K’ )} conjuntos de Cantor regulares satisfazendo o
GTT, e sejam I um intervalo da 1-ésima etapa da construcdo de K e J um
intervalo da j-ésima etapa da construcdo de K, entdo (KﬂI,Rﬂ J) satisfaz o
GTT.
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Demonstracdo. Sejam D* o dominio de Markov da i-ésima etapa da construcgéo
de K e D? o dominio de Markov da j-ésima etapa da construcio de K, entdo I N D"
e JNDJ formam um dominio de Markov para INK e JN K, respectivamente.
Pela proposicio 5.1, D* e D7 satisfazem o GT'T, segue que I ND* e JND? também

satisfazem. m|

Este resultado nos ajudara a provar a préxima proposigao.

Proposigao 5.4. Se (K,R’) satisfaz o GT'T, entdo ou K estd contido num gap
de K, ou K estd contido num gap de K ou KNK #0.

Demonstragao. Suponhamos que um nao esteja contido num gap do outro. Entao
existe um par de gaps O da i-ésima etapa de K e @ da j-ésima etapa de K se

intercalando, como na figura abaixo

K g

N

K

—~~
~—

1, J

considerando, sem perda de generalidade o extremo u, que pertence a K, se u € K

a intersegdo é nao vazia.

Caso contrério, (K, K N J) satisfaz o GTT. Como K N J nio esta contido num
gap da particdo de Markov R* de K nesta etapa, existe um gap de KnJ, digamos,
4, que contém wu, se intercalando com @ e podemos repetir o argumento para
(O,@l), como os comprimentos dos intervalos da particao e Markov tende a O,
os comprimentos dos gaps envolvidos nao devem diminuir em algum momento, e
argumentando como feito no Gap Lemma, obtemos um ponto na intersegao de K
e K.

O

Se (K, K) satisfazem o teste da espessura generalizado estritamente e existe
um par de gaps se intercalando, (K K ) tem intersecdo estdvel, e se o extremo di-
reito de K coincide com o extremo esquerdo de K, (K, K ) tem intersegdo extremal

estavel.

Defini¢ao 5.2 (Teste da Espessura Generalizado Para Conjuntos de Can-
tor Afins Generalizados sem Mapas Decrescentes). Sejam K e K conjun-
tos de Cantor afins generalizados com partigées de Markov R ={I1,...,I,} e

R={J1,...,dm}, mapas expansores ¥ e ¥ gque ndo sGo decrescente em qualquer
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intervalo da particio de Markov e dominios de Markov D e 15, respectiva-
mente. (K,K) satisfazem o Teste da Espessura Generalizado (GTT) se cada
par (¥(I,)ND,¥(J;)ND) satisfaz o GTT para conjuntos de Cantor do tipo

afim.

Abaixo veremos um exemplo que ilustra como podemos aplicar o GT'T em
dois conjuntos de Cantor do tipo afim com dois intervalos em suas partigoes de
Markov.

Apesar de simples, esse exemplo é bem geral, € nos mostra como o GTT
pode ser utilizado para caracterizar intersegoes estaveis. Neste exemplo, satisfazer
o Teste da Espessura Generalizado € equivalente ao produto das espessuras direita
e esquerda dos conjuntos de Cantor ser maior que 1, que é uma condigao similar
a que temos no Gap Lemma. No entanto, enquanto o Gap Lemma nos da uma
condigao suficiente para que a intersecdo entre dois conjuntos de Cantor seja nao
vazia o GTT nos da uma equivaléncia, desde que um nao esteja contido num gap

do outro.

Exemplo 5.2. Considere os conjuntos de Cantor afins do tipo

( )
K { )
ai bl a2 b2

\
K \ )
a bl a

Definindo os intervalos

I = [a1,b1] — [Aag,Aby] = [G1 — Aba, by — Aag]
Iy = [d1,b1] = [Aa1,Ab1] = [G1— Aby, by — Aaq]
I3 = [dg,bs] —[Aag,Aba] = [dg — Abg, by — Aay]
Iy = [dg,bs]—[Aa1,Ab1] = [dg — Aby, by — Aaq]

observando que
(by — Aa1,dz — Ab) U (by — Aag, @1 — Aby) = Conv(Io U T\ (I U I3)

onde Conv(I; U I3) denota o fecho convexo de I, U I3. Temos, pela equagdo 5.3 que

(K, K) satisfazem o GT'T se, e somente se,

LUul,ulIz3Uly D [&1 — )\bg,gg — )\al]\(COHV(Ig U Ig)\(Ig Ufg)).
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18s0 ocorre S€, € somente se
Ilﬂ(fofg) 0 e I4ﬂ(I2U.[3) # 0.

o desenho abaixo ilustra uma disposigao particular da situagao descrita, que podera

ajudar o leitor na compreensao dos argumentos

I I I3 Iy

| | | | | | | |
T T T

d1—Aby  @1—Ab1 by —Aag by — Aajla—Aby G2 —Ab1 by —Aay by — Aag

Buscaremos agora condicoes para que tais intersecoes sejam nao vazias.

IHNnh+#0 < 51—5,1 > )\(ag—bl)
Ilﬂ.[gi@ 5,2—51 < )\(bg—ag)

=
LNnh+0 < 5,2—51 S)\(bl—al)
= 52—&2 > )\(az—bl)

INaVEE

Noutras palavras,

by —ay a2 — by
ILHiN(Lul & A
1 (2 3);&@ as—b; — by —ay

52—5,2 &2_51
LN(LUl)+0 < > >

ag—bl bl_al

Assim, o GT'T vai ser satisfeito se, e somente se,

~ ~

do — by by — a1 by—d; by—as )
~ ° >1 = T K T K >1
bo—a2 T ax—b; Go—b; a2—by ~ B(K) mp(K) >
62_51 52_&2 52_&2 b1—a1 "
~ >1 = T K T K > 1.
bi—a1 T ax—b Go—b; ax—by ~ p(K) T8(K) >

Podemos concluir ainda que (X, K ) satisfaz o GT'T estritamente se, e somente se,
TE(k)-TD(K) >1le TD(K)-TE(K) > 1.

Generalizando o exemplo acima, podemos desenvolver um algoritmo finito
para decidir se dois conjuntos de Cantor do tipo afim ou afim generalizado sem

mapas decrescentes satisfazem o GTT.

Lembre que, um par de conjuntos de Cantor do tipo afim (X, K ) satisfaz o
GTT se, e somente se, ()\K,S\R') satisfaz, para todos A\, A € R%.

Deste modo, ndo ha perda de generalidade em supor que o fecho convexo da

partigio de Markov de K e K sdo ambos o intervalo [0, 1].

Assim, K e K séo conjuntos de Cantor afins do tipo
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K ——( —

C1 dq 6] Cn—1 dn_1 Cn
kK —H — — —
¢1 di é2 Cm-1  dp_q Cm

comec;+di+...tenq1+dp1+cn=1eé +di+...+En1+dm_1+En = 1. Entdo

definindo

= (c1,¢2,..-1Cn)
d = (di,ds,...,dn—1)
¢ = (é1,82,..,6m)
d = (di,dz,....,dm_1)

chamaremos este processo de normalizagao dos conjuntos de Cantor K e K.

Concluimos entao que testar o GT'T no par (X, K ) consiste em verificar um
numero finito de desigualdades do tipo fi(g,d,é,d) > 0. Pode-se verificar que, no-
vamente, (K, K) satisfaz o GT'T se, e somente se, (K NI, K NJ) satisfaz o GT'T,

para quaisquer intervalos / e J na construgao de K e K, respectivamente.

5.2 Teste da Espessura Generalizado Para Conjuntos de Can-

tor Regulares

Agora, trataremos do caso em que os conjuntos de Cantor nao sao necessari-
amente do tipo afim ou afim generalizado sem mapas decrescentes. Comecaremos
tratando de conjuntos de Cantor regulares que nao possuem mapas decrescentes

em qualquer intervalo de sua particao de Markov.

Sejam (K, K ) conjuntos de Cantor regulares, pelos comentarios feitos no final
da secdo anterior, podemos, sem perda de generalidade, supor que tais conjuntos de
Cantor estao renormalizados e escolhermos intervalos I numa etapa 7 da construgao
de K e J numa etapa j da construcio K, respectivamente. De modo similar ao feito
para conjuntos de Cantor do tipo afim, aplicamos o GT'T em (¥*(D)NI, ¥ (D)NJ).

Neste caso, o GT'T serd dado por desigualdades do tipo
fie(F(D)N1),d(¥H(D)N 1), c(¥ (D) N J),d(¥ (D) J)) > 0

e nao depende dos intervalos I e J quando os conjuntos de Cantor envolvidos sao

afins.
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No caso geral, dizemos que (X, K ) satisfaz o GT'T se, e somente se
Ai(K,K) = inf File(F(DYN D), d(¥ (D)NI),c(F (D) J),d(F (D) J)) > 0.

(K, R’) satisfaz o GTT estritamente se Ai(K,K') > 0 para cada 7 e, neste caso,

também temos intersegao estavel.

Se qualquer das fungoes que definem K ou K sdo decrescente, o teste deve ser

feito para A € R*, e ndo apenas para A positivo.
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6 Geometrias Limite de Conjuntos de

Cantor Regulares

6.1 Definicdo das Geometrias Limites

Iniciaremos esta capitulo com um exemplo que motivara as definigdes seguin-

tes.

Exemplo 6.1. Seja K; o conjunto de Cantor regular com partigdo de Markov

{3 )

€ mapa expansor

5z, z€[0,1]
f(@)=1q3z-¢, z el i
—3z+%, zelf ]

Chamando Iy =[0,3], I, = [2,2], s = [§,1] e I = [yUI, U 4, temos

[S2{] V]

f(Ip) = Conv(I)
f(I;) = Conv(IpUIy) = f2(Iy) = Conv(I)
f(Is) = Conv(I,Ul) = f(I4) = Conv(I)

de modo que f determina o conjunto de Cantor regular K. Podemos associar a

K o alfabeto A = {0,2,4} e o conjunto de transigées permitidas

B ={(0,0),(0,2),(0,4),(2,0),(2,2),(4,2), (4,4)}-

Definindo os intervalos

I(0) := Iy, I(2) := I, I(4) := I4
I(0,0) := I, 1(0,2) := Ipo, I(0,4) = Ipga,
1(2,0) = Iy, 1(2,2) := Iy,
1(4,2) = Iip, 1(4,4) = Isa4

e uma fungdo g(z) dada por
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5z,z € 1(0,0)UI1(0,2)UI(0,4)
9(z) = {3z -8,z € I(2,0)UI(2,2)
—3z+ 1z € 1(4,2)UI(4,4)

temos

9(1(0,0)) = g(I(2,0)) = I(0)
9(1(0,2)) = g(I1(2,2)) = 9(I(4,2)) = I(2)
9(1(0,4)) = g(I(4,4)) = I(4).

Observe que, g define o conjunto de Cantor
o0
Ko=(19" <Ul(a,b)>
n=0 B

que coincide com K, uma vez que apenas iniciamos sua construgdo a partir da

segunda etapa.

O mapa ¢ construido acima é dito um mapa expansor do tipo Xp. Essa

definicdo serd formalizada a seguir.

Seja A um alfabeto finito, B um subconjunto de A? determinando as sequén-
cias de dois simbolos permitidas que formam o subshift do tipo finito g C A%, o
qual assumiremos topologicamente misturador. Assumiremos ainda que toda letra

de A ocorre em Y.

Definigao 6.1. Com a notagdo acima, dizemos que g € um mapa expansor do

tipo X se:
i) O dominio de g € a unido disjunta| JI(a,b), onde, para cada (a,b), I(a,b)
B
€ um subintervalo compacto de I(a), onde I(a) =[0,1] x {a};

i) Para cada (a,b) € B, temos que g|rap) € um difeomorfismo suave para
I(b) satisfazendo |¢'(t)| > 1 para todo t.

A definigao acima generaliza a nogao de conjunto de Cantor regular.

Definicao 6.2. O conjunto de Cantor reqular associado a um mapa g do tipo

Y5 € 0 mazimal invariante

K= g—n@z(a,b)).

n>0
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Observe que nossa definicao anterior de conjunto de Cantor regular esta con-
templada nesta nova definicdo. De fato, dado um conjunto de Cantor K com
particdo de Markov R = {I,...,I,} e mapa expansor ¥, basta considerarmos os
intervalos I(a) = I, I(a,b) = I, 5, onde (a,b) é uma transigdo permitida e conside-
rando g = f |U I(a,b) Os conjuntos de Cantor obtidos sdo os mesmos, uma vez que

B
apenas iniciamos a construgao do conjunto de Cantor a partir da segunda etapa.

Seja 7 € (1,+00], o subespago dos mapas C"-expansores do tipo ¥z munido

com a topologia C" é denotado por Q5. A unido Qyy, = U Q%B € munida da

r>1
topologia do limite indutivo.

Definimos agora o shift dual
Y5 :={(0n)n<0;(6i,0i4+1) € B para i < 0}
para 8 = (64,6, ...) £0= (51,52,...) em Y, e definimos
ONG:=(0_p,0_pni1,...,600)

sef_; = é_j paraj=0,...nef_, 1+ é_n_l.

Dados Q,é € X, fazemos

1, 6o ¢9~0

d(8,0) = ) o
[ 1(6N0)], 6o =60

Isso define uma distdncia ultramétrica em X, ou seja, uma distancia tal que
d(8,8) < max{d(8,7)+d(7,8)} para todo 8,8, € T5. De fato,

e d(6,0)=0
Temos 6N G =(...,0_2,0_1,6)), dai,

d(8,0) = [I(6 A )| = |1(8)| =0
observe que I(0) = I(...,0_n,...,0_1,680) € um intervalo degenerado.

e d(6,6) =d(6,9)
Se d(Q,é) =1 isso é imediado. Caso contrario,

d(8,6) = |I(0 AG)| = |1(8 A 8)| = d(6,6).

e Se Y= (~--,’)’—2,7—1,’)’0) € EE: entao d(Q,é) < d(Q;ﬁ) +d(1,é)
Dividiremos em trés casos:
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i) 6o FY F éo:
d(8,7)+d(7,0) = 1+1> 1=d(8,8);

i) 6o # 7o = bo:
d(8,7) +d(7,6) = 1+ |I,54l > 1 = d(6,6);
iii) 6o =0 = bq:
digamos que @ e  diferem numa posigao m1, € e ¥ numa posigao n
eye § numa posigdo m3. Suponhamos, sem perda de generalidade (os

demais casos sdo analogos), n1 < ny < n3, temos entéo, 1(8,6) C 1(08,v),
1(6,6) C 1(7,6) e I(8,7) C I(7,8) que nos d&

d(8,7) +d(7,8) = [1(86,7)| +1(1,6)| < |1(6,6)]-
Mais que isso, em virtude das continéncias, temos
11(6,8)| < max{|1(8,7)1,1(7,9)I}
Donde a distancia € ultramétrica.
Agora, para (a,b) € B definimos a contragéo f,p: I(b) — I(a,b) por

fa,b = [g|1(a,b)]_1

Fixando uma palavra a = (ao,...,an) onde (a;,a;+1) € B para 2 =0,...,n— 1.

para fa, 1,a, : I(an) = I(an—1), definimos

I(an—1,aq) 1= Im(fan—l,an)

para
fan_2,an_1,0n = fan_2,0n_1° fan_1,0n
definimos
I(an—2; an—l,an) = Im(fanf%anfl,an)
indutivamente,
fa = fao,a1© fa1,a2 00 fan_1,an
e

I(ag,a1,...,an) = I(a) := Im(fa)

Dado 6 € Xy, para cada n > 1, fazendo 8" = (0_4,...,0_1,6p) temos o mapa
for : I(6p) — I(8™) dado por

for = fo_n0_ns10 fo_pi1,6-n+20...0 fo_; .60
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e definimos também B(6") : I(68™) — I(6p) como um mapa afim tal que o difeomor-
fismo
k= B(6")o for

preserva orientagao.

k2 assim definida é um difeomorfismo de I (6p) em I(6p) e a imagem de KN

I(6y) por k2 ¢ uma cépia ampliada de K N I(6™).

Observe que, quanto estamos tratando de conjuntos de Cantor do tipo afim,
B(§8") = fe_nl, de modo que kfn» =TI dr(6), €m particular, k% converge quando n —
00. Uma convergéncia similar também ocorre para conjuntos de Cantor em geral,
isso é garantido pela préxima proposigdo, que pode ser encontrada em [3]. Antes
de enuncia-la, definimos um conjunto de Cantor K é de classe C" como um con-
junto de Cantor regular tal que o mapa expansor ¥ que o define é de classe C”
nos intervalos de sua particdo de Markov (considere derivadas laterais onde for

conveniente).

Proposicao 6.1. Ser € (1,400) e K é um conjunto de Cantor de classe CT,

entao:

1) Para cada 0 € Xy existe um difeomorfismo de classe C" que preserva
orientagdo k2 Ig, — Ig, tal que k:% converge para k& na topologia C* para

todo a < r. A convergéncia € uniforme numa vizinhanga de ¥;

1) Ser >2 é um inteiro positivo, entdo k% converge para k% em Diff", (I5,)
(onde Diff, é o conjunto dos difeomorfismo de classe C" que preservam

orientagdo). Além disso, existe C > 0 tal que Hk:% — k8 |cr1 < C|Ign|.

Entdo, para § € 5, definimos o conjunto de Cantor K¢ := k%(K). Tais con-
juntos sdo chamados Geometrias Limites de K, e sdo tdo diferencidveis quanto
K.

Para facilitar a compreensao das definigoes dadas nesta segao, a encerraremos

com um exemplo no qual encontraremos explicitamente cada uma dessas funcoes.

Exemplo 6.2. O conjunto C(N), com N > 2 inteiro, é o conjunto dos nimeros re-
ais cujos quocientes parciais de sua expansao em fragoes continuas nao ultrapassam

N, isto é,
C(N)={z =[0;z1,22,...] € (0,1);1<z; <N, 1 =1,2....}

onde [0;z1,Z2,...] € a expansdo em fragdes continuas de z.
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Usando a Transformagdo de Gauss, podemos mostrar que C(N) é um con-
junto de Cantor, isso é feito com detalhes em [13], onde sdo apresentados também
outros resultados interessantes, como o Teorema de Hall, que nos diz que R =

Z 4+ C(4)+ C(4). Aqui nos restringiremos ao caso em que N = 2.

Destacamos que C(2) tem como partigdo de Markov

P ={[[0;1,1,2],[0;1,2,1]},[[0;2,1,2],[0;2,2,1]]}

€ mapa expansor

1,2],(0;1,2,1]]

1
¥(z)=1]
-2, z€l0;2,1,2],(0;2,2,1]]

Podemos associar a C(2) o alfabeto A = {1,2}, o conjunto das transigbes
permitidas é dado por B = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, € os intervalos

I =[[0;1,1,2],[0;1,2,1]], I(2)=1[[0;2,1,2],[0;2,2,1]]

fazendo
I(l,l) = [[O,l,l,ﬂ [O,l,l,ﬂ],
I(1,2) = [[0,1,2,ﬂ,[0,1,2,ﬂ],
Ii [ ]
Ii [ ]

1(2,1) = [[0;2,1,2,1],[0;2,1,1,2]
1(2,2) = [[0;2,2,2,1],[0;2,2,1,2]

)

podemos definir
1 1,zecr1(1,1)uI(1,2)

z

9(z) = 1_2,ze1(2,1)UI(2,2)

de modo que podemos obter C(2) como

c(2) = Fjog_"(_f(l,1)ﬂI(1,2)ﬂI(2,1)ﬂI(2,2))

e temos entao

z€I(1,1)UI(1,2)

fa,b(m): :v+1’
z € I(2,1)UI(2,2)

a:—|—2’

Observe que fq5(z) tem derivada negativa para quaisquer (a,b) € B. Segue

que, fixado 6 € ¥, temos que fyn preserva orientagdo se n € par e inverte se n €
impar. De modo que, para n par, queremos que B(8") preserve orientagio, e inverta

se n for impar.
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No caso em que 7 é par, B(8") é dada por

Para n impar, B(8") é dada por
1

B = - 17

(z—[0;6",1,2]) + L.

Segue que, uma vez fixado 8, k% também estad totalmente determinada.

6.2 Definicdo do Operador de Renormalizacao

Recordaremos brevemente a agao de um grupo num conjunto.

Definigao 6.3. Seja (G,-) um grupo, e S um conjunto. Dizemos que G age em

S se existe uma aplicacao a: G xS — S tal que
Ol(].,S):S, Ol(g'h,S):Ol(g,Ol(h,S))
para quaisquer g,h € G, s € S, onde 1 € o elemento neutro de G.

Um exemplo de acdo de um grupo sobre um conjunto muito util em sistemas

dindmicos € a iteragao de um mapa.

Exemplo 6.3. Seja X C R e (Z,+) o grupo dos inteiros com a adigdo usual. Dada
qualquer funcao invertivel f: X — X, temos que f define uma agao de Z sobre X.
De fato, se a: Z x X — X € definida por

a(n,z) = [*(2)
Como 0 é o elemento neutro de Z, temos que
a(0,z) = f(z) = Idx(z) = z.
E para m,n € Z quaisquer, vale
a(mn,z) = f""(z) = f*(f™(2)) = a(n, B(m,z))

e isto vale para qualquer z € X.

Seja G um grupo agindo num conjunto S. Fixando g € G, temos que G define

um conjunto de fungdes, o : S — S, dadas por a(g, s), que tem por inversa a(g !, s).
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De outro modo, fixando s € S, podemos definir a 6rbita de s como sendo

O(s) :={alg,s);9 € G}

isso nos da uma classe de equivaléncia em S, a qual denotaremos por [s] := O(s),

de modo que podemos considerar o conjunto quociente
S/G={[s];s € S}.

Com esses conceitos, podemos definir o operador de renormalizacdo como

segue.

Para cada r € (1,400] e a € A, definimos
P"(a);= {h;h é um C"-mergulho de I(a) em R}.

Isto é, cada h € P"(a) é um difeomorfismo de classe C” sobre sua imagem.

Seja (Aff(R),0) o grupo das fungdes afins em R com a composigdo usual. A
aplicagdo a : Aff(R) x P"(a) — P"(a) dada por a(t,h) =toh define uma agdo de
Aff(R) sobre P"(a). De fato, sejam t1,t2 € Aff(R), Idg a fungdo identidade em R e
h € P"(a),

a(z’dR, h) = ’LdR oh= h, Ol(tl Otg, h) = tl Otg oh= a(tl,a(tg, h))
Denotaremos por fr(a) 0 espago quociente gerado por esta agdo. Definimos também

P(a) = | P"(a)

r>1

Pla)=J P'(a)

r>1
e munimos cada um deles com a topologia do limite indutivo.

Definicao 6.4. Para (ag,a1)€EB egé€ Q%B, definimos o operador de renormalizag¢ao

T(fl,ao:’P"(ao) — P"(a1)
h — hofaa-

Sea=1(ao,a1,...,a,) € uma palavra com transi¢ées permitidas em B, definimos
Tz : P"(ag) — P"(an) por

Té’:Tg oTY o..0TY

an,an—1 an—1,an—2 ai,aop*
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Segue da definicao acima que
g —T9  oT9

Tao,al,ag as,a; al,ao(h') = ng,al(ho fao,al) =ho fao,a1 o fa1,a2 =ho fao,a1,a2

e indutivamente,
ng(h) =ho f,.

Observe que
a(t,Tj(h)) =toTg(h)=tohof,

por outro lado,
Tg(a(t,h)) =a(t,h)o fag=tohof,

ou seja, a(t,Tg (h)) = T (a(t, h)), noutras palavras, o seguinte diagrama comuta

(Idasi(r), Ta )

AFf(R) x P (ao) AFf(R) x P (ay,)

P’(ao) ’Pr(an)

a

o operador de renormalizacdo comuta com a agdo de Aff(R) em P"(a), de modo

que ela estd bem definida no espago quociente fr(a).

Neste caso, temos

Tgo’al:f(ao) — P(ay)
[h'] = [h'ofao,al]'

Agora, estudaremos o conjunto limite dos operadores de renormalizagao. Seja
A:={(6,A);0 € £z e A é um mergulho afim de I(fy) em R}

fazendo P" = | JP"(a), definimos o mapa canénico
A

g: A — P
(6,A) — Aok?

observe que Aok? € PT(6y).
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Definimos também F? : I(8y) — I(6—1,60) como um mapa afim com a mesma

orientagao de fg_, g,

Podemos elevar a acao dos operadores de renormalizagao para A fazendo,
para (90:01) eEB
T, 05(8, A) = (661, Ao F**).

Os Tp, 5, assim definidos sao os ramos inversos dos mapas S definidos por
S(8,A) = (c71(8), Ao (F®)™)

onde o € o shift definido em Y.
Se fixarmos 8 € X, Aff(R) ainda age por composigio a esquerda em \A.

Para uso posterior, serd util considerarmos, para 6y € A,
Tso(8,4) := (8, Ao F?)

onde § = (...,60y) € L.

6.3 Configuracoes, Compactos Recorrentes e Intersecoes Esta-
vels
Fixemos dois conjuntos de Cantor regulares K e K determinados, respecti-
vamente por (A,B,X5,9) e (A,B,X3,§). Definimos K(a) := K NI(a) e K(&) :=
KnI(a).
Considerando os conjuntos P(a) e P(&), dizemos que h € P(a) é uma configuragao

suave para K(a) e h € P(d) uma configuragio suave para K (&)

Definigio 6.5. Dado um par (h,h) com h € P(a) e h € P(&) de configuracies

suaves para K(a) e K(&), respectivamente, dizemos que elas:
i) Estdo ligadas, se h(I(a))Nh(I(d))#0;
i) Tém intersecdo, se h(K(a))Nh(K(a)) #0;

11) Tém intersecdo estavel, se a interseg¢do mdo vazia é mantida ao pertur-
barmos (h,h) € P x P ou (g,§) € Qxy ¥ Qs

onde, P =|JP(a) e P = P(a).
A A
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Considerando o subgrupo H C Aff(R) x Aff(R), dado por
H={(t,t);t € Aff(R)}

com a operagao de composigdo em cada entrada, entdo H age em P(a) x P(&) com
a aplicagao
a((t,t),(h,h)) = (toh,toh)

Claramente, se (h,h) estdo ligadas, tem intersecio ou intersegio estavel, o
mesmo ocorre para (toh,to 71). Por outro lado, se (toh,to 77,) estao ligados, tem
intersegdo ou intersegio estavel, o mesmo ocorre para (t"lotoh,t loto 71,) =
(h, 7:1,) Lembrando que essa acdo pode ser estendida para P e P, temos a seguinte

definicao.

Definicao 6.6. Chamamos de Configura¢des Suaves Relativas para K(a),
K () aos elementos do conjunto Q = (P x P)/H.

Lembrando que I(a,b) C I(a) e, para a; # ap temos I(a1)NI(az) =0, podemos
escrever

K(ao) = (g "(JI(a,0))N1(ao)

n>0 (B

= (197U I(ao,b:))

n>0 B

= N U fe(l(a))

n>06"€xx;(ao)™

onde Z%(ag)~ € o conjunto das palavras do tipo " = (6_n, ...,6_1,a0) com transicées

permitidas em B.
Assim, duas configuracoes suaves relativas se intersectam se, e somente se,

N[t U swt)ob( U )

n20L \gexrf(ao)- 8" exy(ao)-

+ 0.

Tal intersecao pode ser reescrita como

N[ U meeu@m)o( U fetuen)] o

n>0 L\ grenz(ao)- g emn(ao)-

Em particular, esta intersecido é ndo vazia para cada n, isto nos da uma sequéncia

em 7, formada por conjuntos compactos que é pré-compacta (tem fecho compacto).

Noutras palavras, duas configuragoes suaves relativas se intersectam se, e
somente se, podemos construir uma sequéncia relativamente compacta onde o
(n+ 1)-ésimo termo é obtido a partir do n-ésimo pela aplicagdo de um operador de

renormalizacao.
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Definicao 6.7. Chamamos de Configuracoes Suaves Relativas das Geometrias
Limites de K e K, determinadas por 8,8, aos elementos de C = (Ax A)/H.

Os elementos de C sdo da forma

[c] =[((8,4), (6, 4))) = {((8,0 A), (6, t0 A)); t € Aff(R)}.

Com essa nova definicao, podemos utilizar o mapa candnico

y:AXA — PxP
C — @

esse mapa se comporta como uma projegao do espago C no espago ). Ele nos per-
mite definir, de modo natural, configuragoes ligadas, com intersegao e intersecao

estavel em A x A ou C.
Definicao 6.8. Um conjunto compacto L € C é recorrente se, para cada

u=((6,4),8,4)eL

~

el,{>0 com{+{>0, podemos escolher palavras a = (ag,...,ar), & = (do,...,4;),

Yp e 23”; com ag = 8, o = o tais que
(Ta(8,A),T5(8,4)) = v € int(L).

Dizemos que L é imediatamente recorrente se, além disso, £+ £ =1 para qual-

quer u € L.

Considerando a;,d; palavras da forma (ay,...,a;), € (do,...,d;) (onde, para
cada z uma das palavras tem, pelo menos uma das palavras tendo mais de uma le-
tra), podemos obter os conjuntos compactos Li,..., Ly formados por £ e suas ima-
gens pelos operadores de renormalizagdo determinados por (as,...,as),(ds,...,d;).

Temos entao
i) L= U[,;, onde £ é uma vizinhanga de £;, € uma vizinhanga de L;
i
ii) Tp:T,i estd definido em £; e o envia em L.
Disto temos

1. L= U['i € um compacto imediatamente recorrente que contém L;
)
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2. Qualquer conjunto compacto recorrente para g¢,§ é também recorrente para

(¢9',§') numa vizinhanga de (g,§) € Qny X Qz,;

3. Qualquer configuragao relativa contida num compacto recorrente tem intersecao.
De fato, elas formam uma sequéncia pela aplicagao sucessiva de operadores de
renormalizagdo que esta contida num compacto (imediatamente recorrente),
logo, € relativamente compacta, o que implica que tais configuragdes possui

intersecao nao vazia.

Podemos entao apresentar o seguinte teorema, demonstrado por Moreira e

Yoccoz em [11], que utiliza compactos recorrentes para garantir intersegio estavel.

Teorema 6.1. Qualquer configuragdo relativa (de geometrias limites) contidas

num compacto recorrente L tem intersecdo estavel.

Demonstragao. Pelo item 1 das observagoes acima, podemos supor, sem perda de

generalidade, que £ esta contido num compacto imediatamente recorrente.

Dado u = ((6, A),(8, A)) em £, vamos associé-lo ao elemento v = f(u) = (Ao
ke, Ao l::é) em P(6p) x P(fp). Como u pertence a um compacto recorrente, pelo
item 3 acima, ela tem intersegdo nao vazia, e como tal propriedade é mantida ao
aplicarmos 8, v tem intersecdo nao vazia. Pelo item 2, a intersegdo assim obtida é

mantida ao perturbarmos (g, §).

Para concluir a intersecao estavel, basta mostrarmos que ao perturbarmos v,
ainda obtemos configuragdes suaves com intersecdo nao vazia. HEssa perturbagao
pode ser escrita na forma

(hvokQ,ﬁvoEQ)

onde h e h estio CT-préximos da identidade para algum r > 1. Como tais composigoes
ainda estdo em P x P, podemos aplicar operadores de renormalizagio adequados.
Se separamos a imagem de numa parte com translagao e uma parte sem translacao,
e considerarmos apenas a parte livre de translagéo (h'o A'o k% Rh'oAlo E’QI), ob-
temos elementos que estdao na mesma classe de equivaléncia em (), pois diferem
por um mapa afim. &' e A’ deverdo estar mais préximos da identidade que h e h
segue, por continuidade, que [(8', 4), (8, A")] estéo préximos em C. Isso nos dd uma
sequéncia onde os termos sao obtidos a partir do anterior pela aplicacao de ope-
radores de renormalizagdo, e, por estarem se aproximando (em @), possuem uma
subsequéncia convergente, segue que as configuragoes assim obtidas se intersectam,

como queriamos.
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6.4 Transferéncia do Operador de Renormalizacao no Espaco

S xR

Nesta segdo, apresentaremos um resultado demonstrado em [11] por Moreira
e Yoccoz, que nos ajudard a estudar os conjuntos compactos recorrentes das geo-
metrias limites de conjuntos de Cantor regulares. Mais precisamente, mostraremos

um teorema que nos permite transferir esse operador para um espago mais familiar.

Fixamos o alfabeto A = {1,2,..., N}, o conjunto de transi¢ées permitidas B =
{(n,m);n,m € A}, o shift ¥z e 0o mapa expansor ¢ do tipo Xp, definido, em cada
I(n,m), (n,m) € B por

2(2)1(m,n)(Z) = P(n,m)Z + 4(m,n)

temos entao definido um conjunto de Cantor regular do tipo afim K.

Escrevendo I(n) = [ay,,a2] e I(n,m) = [a, ;,, a2 ], temos &(I(n,m)) = I(m).

Desse modo, p e g sao dados explicitamente por
2 1 2 1
ap —ap _ (a’n B a’n) 1 1

Pnm)= 5 1 € dnm) Qpm T 0m

2 _nal T a2 _ gl
an,m an,m a’n,m a’n,m

se & preserva orientagao, e

12 12
al —a al —a
_ n n _ n n 1 2
Pnm) = 5 7 € dinm)= 3 1 GnmTan
Anm — Onm Cnm — Onm

se ® inverte orientagao.

Podemos entio achar o mapa F% : I(6,) — I(6,6:), que, por definigdo, é a
funcdo afim com a mesma orientagdo de [P 1(90’91)]_1. Como 9, e, portanto, sua

inversa sdo fungoes afins, F%%1 coincide com [| 1(90,91)]_1.

Se pgy .6, > 0, F91 preserva orientacéo, e sera dada por

ag, 6, — A 0

Qe]_ - 0,V1 0,V1 1 1

FE (5) = =050 "08 (5 gl )+ a .
ael —a91

No caso em que pg, 9, <0, F% inverte orientacéo, e neste caso,

05,0, — A30.6
Qe]_ - 0,01 0,V1 1 2
F (x) - 2 1 (.’E - a’91) + a’eo,el .
ag, — g,
Em ambos os casos, obtemos
1 4(60,6
F%1(z) = z — 2(60,61)

DP(60,61) D(60,61)

Agora, definindo S := Xz x Lz x R*, temos o teorema abaixo.
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b—b
" a

€ um homeomorfismo entre o espago de configuracdes C e S X R.

Teorema 6.2. O mapa L:C — S xR, dado por

(8,02 +b), (3,32 +5)] (e,é,

Q| o

Demonstracdo. Iniciaremos mostrando que L esta bem definida. Para isso, toma-

mos dois representantes de uma mesma classe em C, digamos
[(Q’ a1+ bl)) (é) a1z + 51)] = [(Q) azT + b2)) (é) a2z + 52)]
Entéo existe um mapa afim ¢(z) = az + b tal que

axz+b: = a(aiz+b1)+0b
5,211:-1-52 = a(&liE—l-El)—l—b

isso nos da

Bz—bz _ a51—l—b—ab1—b_ El—bl
as N ad N 5,1 ’

de modo que suas imagens devem coincidir.

Para mostrarmos que L € sobrejetiva, tomamos (6, 8, a,b) € S x R arbitrario,
e entdo tomando [(8,z), (9,az + b)] € C, temos

L([(Q,.’I)), (é7 aw—"b)]) = (Q7é7a’1b)'

Para a injetividade, suponha que existam [(8,a12+b1), (8, 3124 b1)] e [(8, asz +

by), (8, dsz + by)] para os quais
L[(6, a1z + b1), (8,812 + b1)] = L[(6, a2 + b2), (8, G2z + b2)],

pela boa definicdo de L, podemos considerar representantes particulares destas
duas classes. Aplicando t1(z) = & — % em [(8,a12 + b1), (8,412 + b1)] e ta(z) =

al al

b - 7 .
o o em [(8,a2z +b2), (8,422 + by)] podemos supor, sem perda de generalidade,

que a condigao acima pode ser expressa como
L[(Q; $), (é; E]_.’E + Jl)] — L[(Q; $), (é) 62"1: + JZ)]

mas isso nos da ¢; = é; e di = dy, de modo que determinam a mesma classe.

Assim, L' estd bem definida e I e L ™! sdo ambas continuas, uma vez que

suas fungoes coordenadas o sdo.
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Usando essa aplicacao, podemos transferir o operador de renormalizagao das

configuracoes relativas C para o espago S x R.

Iniciamos tomando (6, 6,a, b) € S xR, e temos
L_l(Q’é’a’ b) = [(8,2), (é’ az +b)].

Agora, tomando ((61,6p), (él,éo)) € B x B, temos determinado o par de operadores
de renormalizagao (Tglygo,'f'g"l 9"0)’ e aplicamos ao que obtemos no passo anterior,

que nos da

(To,,60: T3, 5,)((6,2), (B,az +b)) = ((681,[z]0 FE% (), (861, [az + b o FE%))
S ((eel, 1 x—q("“m),
P(60,61) p(eo,el)

- dis s
<991, - * .- ~(9°’91)a+b>>.
Pgo,61) P(go,61)

1 - 46, 6
Além disso, L envia ((991, z— q(9°’€1)>, <991, _ T - ~(90’91)a+b>> em
P(60,61) D(60,61) P(éy,61) D(gy,61)
<5 D(6o, 0 (4o, 6,)P(80.61)
<991, 86:, 7% g pg,. 91)b_wa+q(9o,91)>
p(90,91) p(eo,el)

que nos da a transferéncia desejada. Denotamos

= -1._
Lo (T91,90’T9"1,9~o) oL = T((91,90),(§0,§1))

e finalizamos definindo os seguintes casos particulares quando aplicamos o operador

de renormalizagao em apenas um dos conjuntos de Cantor:

T((gl:go)rid))(g’é’a’b) = (théa ap(eo,el))bp(eo,el) +q(90,91))
5 - a 4(6,,61)
Tid 61,6¢ (Q’Q’a’b) = <9)991) ~ ,b_ a-— .
(2d,(61,60)) D (6y,61) Dé, 61)
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7 Intersecoes Estaveis de Conjuntos de
Cantor do Tipo Afim

7.1 Intersecoes Estaveis de Conjuntos de Cantor do Tipo
Afim

Vimos em capitulos anteriores critérios suficientes para garantir a intersegao
estavel entre pares de conjuntos de Cantor, além de alguns exemplos que satisfazem

tais condigoes.

Nesta segdo, apresentamos um resultado demonstrado em [2] por Honary,
Moreira e Pourbarat, que apresenta uma familia de conjuntos de Cantor do tipo
afim, definidos por mapas expansores afins e com dois elementos em sua particao
de Markov, que é o caso mais simples possivel, que possuem intersegdo estavel em
muitas posigoes relativas, mas que nao satisfazem o teste da espessura generalizado

nem o Gap Lemma.

Considere os conjuntos de Cantor afins do tipo

0 1 3 n—+3

definido por

+3)(z—3
(n L(m ), ze[3,n+3]
e
K ( )
0 3 5 8
definido por
8z
o 3 Tc [013]
®(z)= 8(z—5)
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Para ver que tais conjuntos nao satisfazem o GTT, tome A = % et= —%,
assim
3 3 19<0<1<3 5 19<3 8 19<3
5 10 5 10 5 10 '

De modo que, considerando os respectivos dominios de Markov, %D — % e D nao
. . 3R 19 _
estdo contidos um num gap do outro, e (;D — 15)ND = 0, para qualquer valor de

n.
Observe ainda que, paran > 1

. 1 3
r(K)-T(K) = -2 <1,

de modo que o Gap Lemma nao pode ser utilizado para garantir intersegdo estavel.

Uma vez que os conjuntos de Cantor acima sao do tipo afim, logo, com
mapas sobrejetores, vamos considerar apernas o alfabeto de simbolos, uma vez
que todas as transigoes sao permitidas, e considerando os devidos operadores de
renormalizacao, podemos associar a esse par de conjuntos de Cantor os seguintes

mapas, definidos em R* x R — R* x R

Ty := T(07id)(a,b) = ((n_|-3)a’ (n+3)b)
Ti = Tpaa)(a,b)= <(n;l|—3)a, (nZB)b_ 3(n?j3)>

3
Ty = T(id,O)(a’b):<8a:b>

3
T = T(id,l)(a,b):<8a,b+5a>.

Temos entao o seguinte teorema.

Teorema 7.1. Se K e K sao os conjuntos de Cantor definidos acima, entdo
para n > 130, existe um compacto recorrente nao vazio de configuracoes rela-

tivas.

Demonstragao. Mostraremos que o conjunto compacto £ dado por
3(n+3)
L=<(a,b);1<a< g 8a+b>Teb<n+2

€ um compacto recorrente. Na figura abaixo apresentamos a partigdo desse con-
junto que serd utilizada na demonstracdo. Em cada um dos casos destacados, acha-
remos composigoes adequadas dos operadores de renormalizacao que resultardao em

pontos de seu interior.
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n+2

caso 4
\

3
—8a+ 104

d

caso b

—3n—2

Caso 1: Se1<a<"+3e3§b§n+2.

Observe que 1 < a < 243 < ("+3) e 8a+b>11> 7, logo, os pares (a,b) que

satisfazem essas de31gua1dades estao em L. Aplicando T1, temos

Ty(a,b) = ((n+3)a (n+3)b_ 3(n+3)>'

)

n n n
Agora,
2
n+3 < (n+3)a< (n+3) < 3(n+3)

n n 3n 8

1<
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onde a ultima desigualdade é valida para n > 24. Além disso,

3). 3(n+3 3 3
o< (n+3), 30+ )g(n+2—3)<"+>:n+2—<n+2
n n n
© 3 3 3). 3(n+3
7<8(n+ )§8(n+ )a+(n+ )b— (n+3)
n n n n

onde a primeira desigualdade vale para n > —3.

Como as desigualdades sdo validas estritamente, T1(a,b) € int(L).

Caso 2: Se”TH<a§3("8+3) e3<b<n+2.

Quandon > 1, temos 1 < ng-s e7< 8”;33 < 8a+b, de modo que os pares (a,b)

que satisfazem essas desigualdades estdao em L. Aplicando T3 o Ty, temos

Ty 0To(a,b) = T <2a,b> - (3(7;: 3 (n:‘g)b— 3(”J 3)>.

Entao temos

3(n+3)? _ 3(n+3)a< 9(n+3)? _ 3(n+3)

1<
24n 8n - 64n 8

onde a ultima desigualdade é valida paran > 1,. Além disso,

3(n+3)238.3(n+3)a+(n+3)b_3(n+3)

7T<8-
< 24n 8&n n n

e b < n+2 é andlogo ao caso anterior.

Como as desigualdades valem estritamente, T} o T (a,b) € int(L).

Caso 3: Se3§a§w,b<3,3a—l—b2&

Neste caso, se n > 1 temos n+ 2 > 3, de modo que (a,b) satisfazendo essas

desigualdades estd em L. Aplicando Ty, temos
~ 3
To(a,b) = <8a,b>.

Entao, temos
9

1
< 64

3
<-a<-—(n+3)< g(n+3).

ool ©
Co| W

Agora,
3
8-§a+b:3a+b28>7

e, por nossa hipdtese inicial, b < n+ 2, de modo que todas as desigualdades

sdo satisfeitas estritamente. Assim, Ty(a,b) € int(L).
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Caso 4:

Caso 5:

Sel<a<3,b<3e8a+b>10.

(a,b) € L se n > 5. Como

Ty(a,b) = <(n+3)a (n+3)b_3(n+3)>

n " on n

temos 3 3 3 3
L (8 _(n43)  (n+3) _(n+3)
n n n 8
onde ultima desigualdade vale para n > 8. Além disso,
3 3
(n+ )b—3(nJr )<0<(n+2)
n n
paran > —1. &
3 3 3 3
gn+8), (n48), (n+3) g5 7y
n n n n

como todas as desigualdades valem estritamente, T (a,b) € int(L).

Sel<a<3e7<8a+b<10.

Observando que 1 < a <3< 3(”;3),

se n > 8, temos que os pares (a,b) que satisfazem essas desigualdades estéo

em L.
Denotaremos
256 ;
7,(0,) - 2, 1<a< 135 ’ c(a) — L@)a’ — n
3, ®oga<3 gi(a)-1 n+3

como 1 < a < 3, temos

9 81
— a J—
8~ <cfa) < 64
e podemos supor, em particular, que
4 9 81 32
el < oz
5 <5 =¥ <g <735

Precisaremos de algumas desigualdades, listadas abaixo:

3
1. 10— 3—3m—3m? —c(a) < "2 vélida para n > 42;

(n+3)% 7
2. 4—3m > (n+3)2, valida para todo n ;
n®(n+2) :
3. 3m? 48 s c(a) <z (n3)? » paran > 0;

4. 4— %c(a) > m, para todo n;
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5. 2 < (Z:Lg)mz, para n > 95;

6. 3+3m_ (17n—|—143)m < n+l para n> 8

3(n+3) n+3’
7. 3+ ”+§m— 5(22156 +3) > n+3, para n > 25.

Se tomarmos entdo n > 130 todas essas desigualdades sdo vélidas.

No que segue, encontraremos algumas composigoes apropriadas dos operado-
res de renormalizagao que associamos a K e K, escreveremos cada composigao

de um modo particularmente 1til que serd argumentado.

L 7@ omyoTd = <(”+3 (3)i@ "+§’)4(8a+t—3—3m—3m2—c(a))>

Para mostrar que tal composigao tem essa forma, iniciamos supondo

t(a) = 2, e nesse caso, temos

. ) 3 3 3
T o Tyo T (a,b) = Tf(“)oT"((n:?)) “’(nﬂ ”‘3<n+3>

T,f(a)<(n+3)4a (n+3)4(b_3)_3(n:3)3 3(n+3)>

_ (( 2 ) ? (nn£33)4 a (nn—; 3)? ((n ;3)2 ® 23) "

A R PR PRSI

_ <<3>2(n+3)4a’(n+3)4<(b 3 3 "

8 n?3 n3 n+3
2 4 4
n (n+3) 3(n+3)
3|45 gy 5. 2T
(77,4—3)2>+ atS g @
2 4 4
3 3 3
= = (n+3) a,(n+ ) b—3—3m—3m?
8 n3 n3

3
+5a+5-8a>>

_ <<3>2(”+3)4a, (n+3)° <b—3—3m—3m2

8 n3 n3

3
+8a+ 5a§ — 3a> >

n3 )

_ ((2)1@) (n+3) (n +33)4 <8a+b— 3-3m

)
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fazendo uma conta similar para ¢(a) = 3 temos o resultado desejado.
11 749 o TyoT? = <("+3 (3)i@a, ™3 (8a 1t —3—3m— c(a ))>

Também iniciaremos supondo que i(a) = 2

. . 2
@) o Ty 0 T2(a,b) = T;(”)OTO<<”+3> a,<”+3> (b—3)— 3(”23’))

_ T'(><(n+3)3n,( :3)3;3)3(7123)2)
_ (( ) n+3 (nzs)@ 3 Jniéy
(71;;3)3Jr5 <8>(nz23)3>
_ <<2>2(n;3)3a’(n23)2<(n+3)(b 3 3)
150" ;;3)3 +5a <8> (n ;;3)3>
- <<2>2 (n;;‘g)sa, (n ;;3)3 <b— 3—3m+5a+5a2>>

<<z>i(a) (n ;;3)3(1’ (n ;3)3 <8a+b_ 3 am C(a)>>

o caso em que %(a) = 3 é mostrado de modo similar.
~ ~ _ . 3
11 TyoTH ™ o TyoT2(a,b) = (”:3) (2)@q, 2t (8 1 b3 - gc(a))>

Agora, tomando i(a) = 3, temos
2 2
. mila)— 3 3
TooTH D oo T?(a,b) = TooTt @2 T0<<”:> a, <nz> (b—3)
_3<n+3>>
n
(6-3)
_3(n+3)2>

_ TO<<3>2(n+3) (n+3) (b-3) '

8 n2 n?
3)2 3)3 3 3)3
(n+3)° p,(n+3)7° . 3(n+ )>

. TR 3 3 3 3
= Toole(a) 1<(n:;2) a, (n;;)

-3
n n? 8 n?

_ <<2>3(n+3)3a’(n+3)3(b_3)

n? n?
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_3(n+f’>)2+5a(n+3)‘°’+5a,3(n+3)3>

n n? 8 n?

n? n

3)3 3 3
T Gt A Gt
n2 8 n?

_ ((z)s(n;S)?’a’(n—i—S) (b3 3m)

_ <<2>3(n+3)3a’(n+3)2<(n;§3)(b_3)_3>

n2

n+3)3 3(n+3)3
(n+3)° 5,3 2))
n 8 n

- <<Z> (n :23)30,, (n :23)3 <b —3-—3m+5a+ 5a2>>

. <<3>¢(a) (n+3)3a, (n;;fi)s <8a+b—3—3m— ic(a)>>

8 n?

+5a

para i(a) = 2 o resultado ¢ obtido de modo similar.
~ ~7 — . 2
IV. TooTHD ™ o TyoTi(a,b) = ( "tf’) (3)4@)a, "3V (80 4 p—3— gc(a))>

Novamente, suporemos i(a) = 3, € o caso ¢(a) = 2 serd obtido de modo

similar.

'f’o 9] 'f'li(a)_

1OT00T1(a,b)

o, <(n:3)a,(n:3)(b—3)>

i ~i(a)_1<(n+3)2a (’n+3)2(b—3)>

— TO OT]. y
n n

" 3(n+3)2>

5,
+8n

- <<> (n+3) (n;3)2<b—3+5a+5a2>>

B <<3>z(a)(n+3)2 (n;3)2 <8a+b—3—§c(a)>>

ool w

oo

Por simplicidade, denotaremos por ( ) as imagens de (a,b) pelos operadores

acima obtidos.

Iniciamos observando que

(n+3)>2 (3)““)& _ (3 oy

n 8 &n
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e o mesmo pode ser feito com os demais valores de @. Como % <c(a) < %,

temos ( ) ( )
n+3)° 4 n+3
129 2 NPT
< en 55 8n @
e
4 3
(n+3) ()<(n+3) 32 (n+3) .¥.3(n+3)<3(n+3)
15 nd 45 8 8
como (";3) < (n+23) < ("“Lf) , isso nos da
n n
3
1 <a<3™td)

Para as demais desigualdades necessarias para mostrar que £ é um compacto
recorrente, dividiremos em alguns casos.
i) 8a4+b>3+3m+3m?+ 8. m3
= n+3

Aplicando o operador I, entao

o (),

a="3 (8a+b—3—3m—3m?—c(a))

assim,

. 3)4
ga 5 = ("t3) <8-C(a)+8a+b>
n 8

4
- (nnﬂ(s +b—3—3m—3m?)

n+43)4 8m
> (+3)<3—|—3m+3m2+
n n+3

3

—3—3m—3m2>

(n+3)* 8m?
nd  (n+3)

(n+3)?° 8nd
nd  (n+3)3

> 7

além disso, pela desigualdade 1, temos

4
(n:;?))(? 3m —3m? —c(a)) < n+2
usando isso,
4
b = (nn—l—?:)(s +b—3—3m—3m? —c(a))
(n+3)4

(7 —3m —3m? —c(a))
< n+2
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+1
ii) 8a+b<3+3m+ (Z+3) m?+c(a)

Neste caso, aplicamos o operador II, e temos

n “a) - (n
a= ( 123) <8> a e b= ( 13) (8a+b—3—3m—c(a))

e usando a desigualdade 2, temos

i+b = (nz23)3<8-c(:)+8a+b—3—3m—c(a)>
. ("23)3(8 +b—3—3m)
> (”:3)3(7 3 3m)
— (”23)3(4 3m)
(n+3)3 n
U R P
= 8(n+3)
> 7
- (”Z?’)S(s +b—3—3m—c(a))
< (n;3)3<3+3 +( j: )m2+c(a)—3—3m—c(a)
(n+3)° (n+1) n?
N n?  (n+3) (n+3)2
= n+1
< n+2

iii) 8a+b>3+3m+ m? + 2c(a) e ndo estamos no caso (i)

(n+3)
Aplicaremos o operador III, neste caso,

Y(a) 3
. (n+3)3 y  (n+3) a8
a= T 3 a e b= o 8a+b—3—-3m gc(a)
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1v.

entao temos

—_ (n+3)3 5
8a+b = ————|8a+b—-3-3m——c(a
3)3 8 5 5
> (n:z)<3+3m+n+3m2+3c(a)—3—3m—3c(a)>
_ (n+3)* 8 n?
n? (n+3) (n+3)2
= 8
> 7

e, similarmente, usando a desigualdade 3, temos b<n+2

+1 8
8a+b< 3+ (Z+3)m+§c(a)

Aplicaremos o operador IV, assim,

2 Y(a) 2
n 8 n 3

donde, pela desigualdade 4,

8i+b = (n;:3)2<8c(8a)+8a+b—3—2c(a)>
_ W(Sa—l—b—f&—gc(a))

n

M (4 _ 2c(a)>

(n+3)? g P

n  (n+3)?
= 8
> 7
e para I;, temos
. 3)? 8
b = (n;)<8a+b—3—3c(a)>
3)? 1 8 8
< (n+)<3+(Zj:3)m+3c(a)—3—3c(a)>

(n+3)® (n+1) n
n (n+3) (n+3)
= n+1

< n+2

Agora, analisaremos duas possibilidades, de acordo com o intervalo onde a se

encontra.
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e 1(a)=3
Neste caso, a € (222,3) e, entéo c(a) < 2%-3 = & como
2 81 27
3 64 32

temos, pela desigualdade 5,

2 8127 ,(n—7) 8m? (n+1)m? 5
36432 ™ ni3 “nis  nis @ 3eld

isso nos da

8 , 5 n+l
3+3 _ — 3+3 —_
+ m+n+3m +3c(a)< + m+n+3m +c(a)

e, temos, pelos itens ii e iii,

8 5 n+1
3+3m+——m?+ ~cla) <8a+b<3+3m+ im2+c(a)
n+3 3 n+3
de modo que a imagem de (a,b) por composigdes adequadas dos opera-

dores de renormalizagdo estdo em int(L).

) — 256

[ ] 'L(a) = 2, ac [1,@]
Neste caso nao conseguimos garantir a desigualdade acima. Caso ela con-
tinue valida, retornamos a ele, de modo que composigoes adequadas dos

operadores de renormalizacao estao no interior de L.

Observe que, para n > 4,

8 n+1 8
3+3m+3m? 4 ——m? >3+wm3+—c(a)
n+3 n+3 3

e os pares (a,b) tais que

n+l , n+1 8
ax{3+3 — 3+ —— - 8a+b
max{3+ m+n+3m +c(a), +n+3m+3c(a)}< a+

8 5 8
8a+b < min{3+3m+ ——m2+ =c(a),3+3m+3m? + ——m?®
a+b<min{3+ m+n+3m +3c(a) +3m+3m +n+3m}

nao estao contemplados nos casos anteriores. Suponhamos entao que tais
desigualdades sejam validas.

De

n+1 8 5
3+3m+ im2—|—c(a) <8a+b<3+3m+——m?+ =c(a)
n—+3 n—+3 3



Capitulo 7. Intersecéoes Estdveis de Conjuntos de Cantor do Tipo Afim 106

temos

(n+1) 8m?

3m2(n—17
m? +c(a) < Sm(n—17)
n+3

2(n+3)

n—+3

5
+ gc(a) &

< c(a) (7.2)
além disso, como

8 2 8 3
3+ ——m+-cla)<8a+b<3+3m+3m°+——m
n—+3 3 n+3

3/(2n+38) 9 8 9 3(2n+16
| — 3 — = 3 7.3
<8< n+3 mom +n+3m <8 n+3 * (7:3)

Aplicando a esses pares (a,b) o operador
'f'l o] Tb o] To(a, b) = 'f'l O'fb((’n, + 3)&, (TL + 3)b)

= T (2(71 +3)a, (n+ 3)b>

2)2(n+3)a,(n+3) b+5~2a )

Il
N
N

[N

(n+3)a,(n+3)

)

N—— ~— " S~~~

AM

3

—+

w

o

“Q

~—~

3

—+

w

N
/\/&;/\/\

Q

—+

(=)

|

ool w 0ol w 0o w

Il
TN TN N
TN TN N

temos entao

(n+3) 3 256 _ (n+3)
8 8 135 8

1< (Z)g(n+3) < <2>Z(n+3)a< 3

usando que 8a+b < 3+3m+ %%m2 + 2¢(a) e as desigualdades (7.2) e
6, temos

(n+3) <8a+ b— 499c(a)> = (n+3)(8a+b— Zc(a) — ?c(a))

(
( T h¥3 9 2(n+ta)
( )
(

8m2 34 3(n—7T
m- (n )m2>

8m? 17 (n—7

m2
n+3 3 (n+3) )

= (nr3)(srame ™ (s_”(n—7)>>

n+3 3
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(n+3)(3+3m+ m® (17n+143
n+3 3

(n+1
(n+3

~—

< (n+3)

~—

< n+2

(n+1)

e usando que 8a+b >3+ 3

m+ 8c(a) e as inequagdes 7.3 € 7,

(n+3)<8<2>2a+8a+b—4§c(a)> _ (n+3)< ()+8 +b—c(a)>
_ (n+3)<8a+b—9c(a)>

8 16
= 8a+b— gc(a) - c(a)>

(n+1)
n+3

16 3(2n+16
— o +3
9 8\ n+3

(n+1)
n+s

2 2n—i—16+3
3\ n+3

> (n+3)——
(+)+3

> (n+3)<3+

- (n+3)<3+

como as desigualdades sio estritas, 75 0Ty 0 To(a,b) € int(L). Isso finaliza
0 caso 5.

Caso 6: Se3<a <33 84 4p>7e3a+b<38.

Como b<3a+b<8<n+2sen>6, temos que (a,b) € L. E neste caso,

usando
~ 3
Ti(a,b) = <8a,b+ 5a>

obtemos, para a primeira entrada

n+3) <3(n+3)

a< 3.3l
3 3 8

Co| W
00\00

1<>.3<

para a segunda entrada,

(n+3)
8

b+5a=0b+3a+2a<8+2a<8+2-3 <n+2
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onde a ultima desigualdade vale para n > 33. Além disso,
3
8~§a+b—|—5a:8a+b2 7

quando essa desigualdade vale estritamente, junto com as outras, temos Tl(a, b) €

int(L). O caso onde a igualdade ocorre esta contemplado no caso 5.

Isso encerra a demonstragao do teorema.
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8 A Topologia da Diferenca de Conjun-
tos de Cantor do Tipo Afim

8.1 Uma Condicao Para a Nao Existéncia Intersecoes Extre-

mais Estaveis

No exemplo 5.1, construimos, a partir de um conjunto de Cantor K C K
com 7(K) > 7(K), e isso foi feito omitindo intervalos da partigio de Markov R =
{h,...,I+} de K e considerando o mesmo mapa ¥ que o define restrito a tais inter-

valos.

No exemplo citado, os intervalos omitidos nao estao nos extremos do fecho
convexo de K, isto é, I; e I, ndo foram omitidos. Veremos como proceder para
obter uma construgao similar caso um desses intervalos tivessem sido escolhidos (é
claro que s6 obtemos um conjunto de Cantor caso existam 2 intervalos da particao
de Markov que ndo tenham sido omitidos, e assumiremos que isso é satisfeito).
Observe que esse caso € mais delicado, uma vez que o fecho convexo de K € alterado.

Seja K um conjunto de Cantor regular com partigdo de Markov R ={I,...,I,}
e fungdo expansora ¥ tal que ¥|;, € crescente e sobrejetora e que 0 é o extremo
esquerdo de I;. Omitiremos o intervalo I,. Se ¥|I,_; € crescente e sobrejetora, to-
mamos b como sendo o unico ponto fixo de ¥ em I,_1, se ¥|; _, é decrescente
e sobrejetora, tomamos b como sendo o extremo direito de I,._;. Obtemos entao
um conjunto de Cantor K C K, com particao de Markov R = {fl,...,fr_l}, onde
I; = ¥~1([0,b]) N I;, e mapa expansor ¥ definido como a restricio de ¥ aos inter-
valos de R. Observe que algum dos I; podem ser vazios. Caso isso ocorra, nossa
particdo de Markov deverd ter menos que r — 1 elementos. Isso ndo é um problema,

uma vez que a quantidade de intervalos remanescentes devera ser, no minimo 2.

Daremos um exemplo particular dessa construgao, que, juntamente com nosso
proximo teorema, mostrara que a existéncia de intersecao extremal estavel depende

da ordem dos conjuntos de Cantor.

Exemplo 8.1. Considere o conjunto de Cantor do tipo afim

K

( )7
(
11 13 14

[62 7N
O

0
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construimos a partir de KX um conjunto de Cantor K seguindo o caminho descrito

acima.

Como \I’\ 6 11] é sobrejetiva e crescente, tomamos b = <2, que é o Unico ponto
fixo de ¥|(g 11 5 dr— % Entdo K tera particio de Markov R ={[0, 10] 6, 28]} e

sera dado por
. 10 28
K= ﬂ\I'_" 0,—|uU|6,—|].
3 3

n>1

Entao, se considerarmos o conjunto de Cantor

entdo (K, K) nao satisfaz o GT'T. Para mostrar isso, basta considerarmos A = %,
t=114¢,0<e< %, entdo considerando os respectivos dominios de Markov, temos
que D nao esta contido num gap de %5—}— 11+¢, %5—}— 11+ € nao esta contido num
gapdeDe (3D+11+e)ND=0.

Porém, 7(K) = 2, de modo que, 7(K)-7(K) = 5-1> 1, assim, (K,K) tem
intersecdo estavel garantida pelo Gap Lemma, como K C K, temos que (K,K)
tém intersegio estavel. Além disso, (K +3,K), e assim, (K + 3,K) tém intersegio

14
extremal estavel. Porém, como loli(gg) ¢ Q e para A = % et=114¢, temos KN
(3K +14) = 0, pelo teorema 8.1 K — K ndo contém intervalo, ou seja, (K, K + 14)

nao tem intersecdo extremal estavel.

Definicao 8.1. Dados dois conjuntos compactos C1 e Cy com fechos convezxos
[a,b] e [c,d], respectivamente, diremos que C; — Cy se, e somente se, a <
¢, b<dec<b.

O teorema abaixo, que foi demonstrado em [5], caracteriza quando a diferenga
aritmética de dois conjuntos de Cantor regulares X — K tais que o extremo direito
de K coincide com o extremo esquerdo de K contém um intervalo do tipo [0, 6],
0> 0.

Teorema 8.1. Seja (K, R’) um par de conjuntos de Cantor regulares com
particées de Markov R = {I1,...,. I}, R ={Ji,...,Js} e mapas expansores ¥
e U, respectivamente, tais que o extremo direito de K coincide com o extremo
esquerdo de K e, além disso, V|, e 4 |7, sdo afins, crescentes, sobrejetoras

IIZ:E:;P) ¢ Q. Entdo K — K 7 [0,0] para todo & >0 se, e somente se, existem
A>0etcR tais que AK +t) — K e AK +t)NK = 0.
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Demonstracdo. Iniciaremos supondo que K — K 2 [0,6] para todo § > 0. Como
os extremos direito e esquerdo de K e K, respectivamente, coincidem, temos que
0 € K — K. Noutras palavras, K e K se intersectam. Mas como K — K 7 [0,0] para
todo 0 > 0, essa intersegdo ndo pode ser estavel, isso nos diz que, para qualquer
€ > 0, existe ¢ > 0 para o qual (K +t) — K, mas (K +t)NnK = 0.

~ A\
Para a volta, fazemos A\; = ¥'|;, e Ay = ¥'|;,, como o = % ¢ Q, entdo &
1

para (m,n) pares de nimeros inteiros, é denso em R*. De fato, tomando o log, que
€ um homeomorfismo, temos que este conjunto é denso se, e somente se,
A = {nlog)\g —mlogAi;n,me Z}
log A1
= <logh(n—m inm,meZ
{ g A2 < ].Og )\2> 1 1oy € }

log A
= log)\g{n—mog 1;n,m€Z}

log A2
€ denso, o que de fato é verdade.

Definimos uma aplicagao
f:R — P(R)
v o= K- YK

onde P(R) é o conjunto das partes de R. Mostraremos que f é continua conside-

rando em P(R) a métrica de Hausdorff, definida por

d(X,)Y) = max{ supd(z,Y),supd(X, y)}
zeX yey
Entéo, dado § > 0, temos, para y; € R tal que |y; — 7| < 4,

d(f(vl),f(v))zmaX{ sup d(t, K —mK), sup d(v,ff—'yK)}-
teK—vK veEK-m K

Note que sup deve ser alcangado nos extremos, que devem ter a forma § —yy e § —

v1y de modo que a distancia entre eles é menor que §, o que mostra a continuidade
de f.

Pelo exposto acima, dado é > 0, existem infinitos pares de inteiros (m,n) tais
que
A ‘
—= — )| <.
‘ AT

Entéo, para & suficientemente pequeno, tomando ¢t ¢ K — AK, temos que

. AR .
teg K — ﬁK =\ "tE N "K -\ "K.
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Para tais valores, temos
(AT™K +X"t) — A "K

Agora, como A, Ay > 1, se £ € KN (K + Ayt), entdo z = y+ A; "t para algum
y € K, isso nos da
z=A]TAT Y+ "= A7+
pois y € K que é invariante por ¥. Temos ainda, pela ¥-invaridncia de K, ¢ = A"

para algum % € K. Isso mostra que z € A\;"K N(A]™K + A;"t). Noutras palavras,
KN(K+Xt) CA"EN(A™K +A;")

Assim, se \;"t ¢ \;"K — A\{™K, temos que A\;"t ¢ K — K, como A; "t pode ser
arbitrariamente pequeno, isso implica que, para todo § >0, K — K 3 [0,46].

8.2 Cantorvals

Nesta segao, vamos definir um Cantorval, um tipo de conjunto perfeito, com-
pacto, com interior denso e fronteira fractal. Tais conjuntos serdo uteis para estu-
dar a estrutura topoldgica da diferenga aritmética de conjuntos de Cantor afins.
Diferengas aritméticas que sdo topologicamente um Cantorval contrastam com
aquelas onde as intersecoes sdo garantidas pela espessura, nas quais a diferenga

aritmética € uma unido de intervalos.

No que segue, consideramos apenas os gaps limitados do conjunto, que sera
qualquer componente conexa limitada do seu complementar. Um intervalo é en-
tendido como um intervalo ndo trivial, e um ponto é entendido como um intervalo
trivial. Além disso, usaremos R para indicar elementos a direita e L para indi-
car elementos a esquerda. Isso destoa de capitulos anteriores, onde utilizamos, por
exemplo, Tp para espessura direita e 7z para espessura esquerda. Essa modificagao
sera feita para seguirmos o padrao ja consolidado na teoria.

Definigao 8.2. Seja C C R um conjunto compacto e perfeito tal que qualquer
gap € acumulado em cada lado por infinitos intervalos e gaps é chamado de

M -Cantorval. Tal conjunto € formado por pontos, intervalos e gaps.

Um subconjunto C C R compacto e perfeito no qual todo gap tem um in-
tervalo adjacente a sua esquerda (direita) e é acumulado a direita (esquerda)

por infinitos intervalos e gaps é chamado de R-Cantorval (L-Cantorval).
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Podemos obter exemplos de um R-Cantorval (L-Cantorval) a partir de um
conjunto de Cantor expandindo todos os pontos finais a esquerda (direita) de gaps
em intervalos cuja soma dos comprimentos é finita. A construgdo de exemplos é
analoga para M-Cantorvals, mas dessa vez utilizamos um subconjunto denso enu-

meravel do conjunto de Cantor.

Exemplo 8.2. Construiremos, a partir do conjunto de Cantor Ternario, K, um

R-Cantorval.

Para isso, iniciamos com o intervalo [0, 1] e removemos seu terco médio, Op =

12

1,2), restando os intervalos I; = [0,3] e I, = [3,1].

3
Na segunda etapa removemos de [5 seu terco médio, O, restando trés inter-
valos: I1, I21, I22. Na terceira etapa, removemos de I» se tergo médio Oss, restando

os intervalos .[1,]21,.[221 € I222.

De modo geral, na i-ésima etapa, removemos o tergo médio de I, 5, onde a
palavra tem tamanho i-1, removemos o intervalo O », também com palavra de
tamanho i-1, restando os intervalos I3, I»1,...,12. 21,...,I22, onde as palavras tém

tamanho 1,2,...,72 — 1,1, respectivamente.
O conjunto obtido ao fim da construgdo é um R-Cantorval.
Antes de prosseguirmos, daremos uma classificagao para os gaps que apare-

cem na soma aritmética de conjuntos de Cantor regulares.

Definicao 8.3. Dado um gap O ma soma aritmética de dois conjuntos de

Cantor regulares, dizemos que O é um:

e RL-gap: Se © € um gap entre intervalos;

e R-gap: Se O é um gap com apenas um intervalo em seu extremo es-

querdo;
e L-gap: Se O é um gap com um unico intervalo em seu extremo direito;

e C-gap: Se O € um gap do tipo Cantor, ou seja, ndo contém intervalo em

seus extremos.

Observe que todos os gaps de um M-Cantorval sao C-gaps, enquanto num

R-Cantorval(L-Cantorval) temos R-gaps (L-gaps).

A seguir, mostremos uma proposigao que apresenta um conjunto aberto ¢/ de
conjuntos de Cantor regulares, no qual para pares genéricos (K K YEU, K+ Ké

um M-Cantorval.
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Dado um conjunto de Cantor X, com partigdo de Markov R ={Iy, ..., I, }, com

fecho convexo I e mapa expansor ¥ tal que ¥y, := ¥ () & crescente e sobrejetora.

Se ¥ é de classe C? e p € K um ponto fixo para T(®) com p € I; (este ponto
existe pela sobrejetividade de ‘If(i)), segue do Teorema de Linearizagdo de Poincaré
que existe um difeomorfismo ¢(;) de K tal que ¥’ := ¢;) 0 ¥* o¢&)1 é afim em h=1(I;)

com inclinagao A;.

Definicao 8.4. Dado um conjunto de Cantor K com mapa expansor ¥, com
as notagoes acima e as restrigoes de ¥ aos intervalos adequados, conside-
ramos ¥ .= ¢, 0¥ o gt e UL .= ¢ o ¥ o g7 t. Definimos o Conjunto de
Cantor Generalizado & Direita de K por K := ¢,.(K) e o Conjunto de Cantor
Generalizado a Esquerda por K1 := ¢1(K).

A préxima definigao sera bastante utilizada em nossos préximos resultados.

Definicao 8.5. Dados dois conjuntos de Cantor regulares K e K, dizemos
que o par (K, K’) satisfaz a Propriedade xL se existem A >0 et € R tais que
KE— DKl +t) e KEN(AKL +1) =0.

Dizemos que (K,R’) satisfaz a propriedade *R de (f{,K) satisfaz a pro-
priedade *L.

A demonstragdo da préxima proposigdo, apresentada em [4], nos da uma es-
tratégia para concluir quando um conjunto € um M-Cantorval. Essa ideia sera util

em nosso ultimo resultado. Para ela, faremos uso do seguinte lema.

Lema 8.1. Se dois conjuntos de Cantor requlares K, K possuem gaps O =(a,b)
deK eO= (c,d) de K tais que a+c=b+d, entdo podemos perturbar um deles
de modo a obter um par de conjuntos de Cantor tal que a'+c # b +d para

qualquer conjunto de Cantor numa vizinhanca deste par.

Pelo lema acima, o conjunto dos pares de conjuntos de Cantor regulares tais
que (K,R’) possui um par de gaps tais que a+ ¢ # b+ d tem interior denso, logo,
o conjunto dos conjuntos de Cantor onde essa propriedade nao é satisfeita é enu-

meravel.

Em particular, este argumento mostra que dado um par de conjuntos de Can-
tor regulares (K, K ) existe apenas uma quantidade enumeravel de A para os quais
o par (K,)\_fi') nao possui gaps tais que a + c # b+ d. Donde, para pares genéricos
de conjuntos de Cantor regulares (X K ) existem gaps em K com extremos a,b e

em K com extremos c,d tais que a +c¢ # b+ d.
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No que segue, considere Q = {(K,K); HD(K)+ HD(K) > 1}.

Proposicao 8.1. Sejald = {(K,K)} o conjunto dos pares de conjuntos de Can-
tor regqulares definidos por fungées crescentes tais que (K,—K) e (K,—K)
satisfazem a propriedade xL, e HD(K)+ HD(K) > 1. Entdo, para pares no
subconjunto residual U de , K+ K é um M-Cantorval.

Demonstracdo. Tomando (K, K) € U, temos que K + K = int(K + K). Vamos su-

por que existem gaps O = (a,b) de K e o= (c,d) de Ktalquea+c#b+de que
log(‘f’qus(zl))' log(‘}’qub(zr))' ¢Q
log(‘I’L|4§(J1))/ ’ log(‘I’R|q§(JS))' '

Mostraremos que, sob tais hipoteses, K + K é um M-Cantorval. De fato, os

extremos de gaps de K + K sdo da forma a+conde a € K e c € K. Se considerarmos
os extremos esquerdos dos gaps, entao a e c sao extremos esquerdos de gaps de K
e K, respectivamente. Segue que existe um gap de alguma etapa da construgao
de K cujo extremo esquerdo € a, logo, existe um intervalo U desta etapa tal que
U = [z,a] e, similarmente um intervalo de alguma etapa da construcdo de K da
forma V = [y,c|. Fazendo K' = KNU e K' = R'OV, temos que os conjuntos de
Cantor linearizados de K’ e K' sio similares aos conjuntos de Cantor linearizados
de K e K. Segue do teorema 8.1 que K + K ndo contém intervalos adjacentes a
a -+ c, assim, a + ¢ é acumulado por intervalos e gaps. Um argumento analogo vale

para o extremo direito, de modo que K + K é um M-Cantorval.

Com argumentos similares podemos mostrar a seguinte proposigao.

Proposicao 8.2. Seja UF = {(K,K)} um conjunto de pares de conjuntos de
Cantor regulares definidos por fungdes crescentes tais que (K,—fi’) satis-
faz a propriedade xL e (K,—K) tem intersecdo extremal estdvel e HD(K)+
HD(K)> 1. Entdo, para pares genéricos (K, K) e U, K+ K é um R-Cantorval.
Vale o resultado andlogo quando (R’,—K) satisfaz a propriedade xL, neste

caso, K+ K € genericamente um L-Cantorval.

8.3 Diferenca Aritmética de Conjuntos de Cantor do Tipo
Afim

Nesta secao, usaremos os resultados das secoes 8.1 e 8.2 e os conjuntos de
Cantor definidos no capitulo 7 para estudar a topologia da diferenca aritmética

desses conjuntos de Cantor. Usaremos as notagbes das segoes e capitulo citados.
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Antes de enunciarmos nosso ultimo teorema, demonstrado por Honary, Mo-
reira e Pourbarat em [2], provaremos alguns lemas que juntos nos daréo a concluséo

desejada.

Lema 8.2. Paran € suficientemente grande e qualquer A >0, K e A\K + (n+3)

tém intersecao extremal estavel.

Demonstragdo. Para provar o lema, é suficiente mostrar que, dado A > 0, existe
€ > 0 tal que se
n+3—-e<b<n+3

entdo K e AK + b tém intersecio estével.

Para tal, observe que

iy 3
TloTk = T4 <<n+ )

3
w w
\_/\_/\_/\_/
b b
G“ G“
C.O

-3

() e em)
E o)

S

N
G"
OJ

e )
L)

> (- n—3+b)+n+3>

_ (( J(”:f”) an+3—<n::3>k(n—l—3—b)>.

Entao, tomando &

3
w

3
w

/\/\/\3/\/\
:+:+:+3+3+
w

€ N tal que
—k —k+1
3 3
2<n+ ) <(n+3- b)<2<n+ > ,
n n
temos
3 3
2<<”+ )( 43 b)<2<”+ >
n n
Se € > 0 for tomado suficientemente pequeno, temos 0 < (n+3—b) < e <2 ou

ainda, para a fixado e € pequeno, 0 < (n+3 —b)a < € < 2. Temos entdo

2§<”Z3>Qn+3 ®a<2< Z3>
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Multiplicando por (%)j

{0 <02 (e 02)

e reorganizando,

2 3\ [n+3\¥/3)’ 2 3\ /n+3
2 2) <[ (2 e —2(2) (22,
n+3—-56\8 n 8 n+3—-56\8 n

Da primeira desigualdade, considerando 7 o maior inteiro tal que %3_" < (%)j,

o2 3\ /n+3 ’“a
n+3—-5b\8 n '

Agora, pela segunda desigualdade, observamos que, se n € suficientemente grande,

() 6
(2 sl 023

Para esses valores de k e 7, temos

1< 3 : n+3 ka<8
8 n 3

também pelas desigualdades anteriores,

temos

e isso nos da

k
3
n+3— <n:> (n+3-b)<n+3-2=n+1l<n+2

j k k
3\’ 3 3 2 3
8<> (n—l—) a—l—n—|—3—<n+> (n+3-b) > 8—|—n—|—3—M
8 n n n

6
= 10+n——

n
> 7.

Como as desigualdades séo satisfeitas estritamente, temos que TyoTF(a,b) € int(L).

O

Teorema 8.2. Se ng € sufictentemente grande, existe um subconjunto residual
de medida total R C (ng,+00) x (0,+00) tal que se (\,n) € R, entdo K —AK =
K(n)— MK é um R-Cantorval.
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Demonstragao. Iniciamos observando que

—

0,n+ 3] e [0, 8] sdo os fechos convexos

de K e K, respectivamente, e tomando A =

3 19 3 19
mas como §-3— 35 <0<1<g-5— 75, temos

3~ 19
—K—-——)NK=
(5 10) 0

de modo que (K, K) satisfazem a propriedade *R.

Além disso, pelo Lema 8.1, o conjunto dos A tais que A # d =, para cada a,b

extremo de gaps em K e ¢,d extremos de gaps em K, é um conJunto genérico,

donde, para pares genéricos (A, n), temos lolg(g?-'-)s ¢Qer#? a—c- Chamaremos de R
3

este conjunto e mostraremos que ele é o conjunto de medida total que procuramos.

Para isso, precisamos mostrar que, para (\,n) € R, K — AK é um R-Cantorval.

Fixando A, temos que o extremo direito de um gap limitado de K — K é
sempre da forma a — Ac, onde a € K e ¢ € K sdo extremos de gaps. Deste modo,
existem intervalos I' e J' da constrigdo de K e K, respectivamente, tais que a é o

extremo direito de I' e ¢ é o extremo direito de J'.

Consideramos os conjuntos de Cantor XK' = KNI' e K' = KN J'. Entdo, assim

como (K, K), (K', K') satisfaz a propriedade *R e lc’li(g’z';)?’ ) ¢ Q. Segue, do Teorema
3

8.1, que K1 — MK nio contém intervalos em torno de a — Ac.

Por outro lado, o extremo esquerdo de um gap limitado de K — AKX é da forma
a—Ac,onde a € K e c € K sdo extremos de gaps. Entao existem intervalos, digamos,
I" e J" tais que a é o extremo esquerdo de I" e ¢ o extremo esquerdo de J”. Fazendo
K'=KnI"e K"=KnJ", temos que K" e K" sio conjuntos de Cantor similares
a K e K, de modo que, como K — AK contém um intervalo a direita, K" — AK"

deverdo ter um intervalo anexado a direita também. Isso completa nossa prova.

O

Com uma demonstragdo similar, podemos mostrar que, para pares genéricos
(K',K') de conjuntos de Cantor regulares préximos de (K, K), o mesmo resultado

vale para ) € (0,+00)\C, onde C é enumeravel, K’ — AK’ é um R-Cantorval.
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9 (Conclusao

No trabalho apresentado, estudamos conjuntos de Cantor regulares e apre-
sentamos alguns conceitos basicos para o estudo de tais conjuntos, como medida e

dimensao de Hausdorff, espessura, densidade, geometrias limite e outros conceitos.

Estudamos a existéncia de intersegao estavel entre pares de conjuntos de Can-
tor, apresentando algumas técnicas que podem ser utilizadas para decidir sobre
sua existéncia. Dentre as técnicas apresentadas, podemos destacar a que utiliza a
existéncia de compactos recorrentes no espago das configuragoes de geometrias li-
mite de pares de conjuntos de Cantor. Este método foi apresentado em [11], neste

artigo, Moreira e Yoccoz provaram que existe um aberto denso U C 2°°, onde
Q%* ={(K1, Kz2), K1 e K3 conjuntos de Cantor C"-regulares; HD(K1)+ HD(K2) > 1}
tal que se (K1, K2) € U, entdo I;(K1,K2) é denso em K7 — Ks €

HD((K;1— Ko)\I;(K1,K2)) < 1,

onde Is(K1,K3) :={t € R;K; e K5+t tem intersecdo estavel}. Isso dd uma res-
posta positiva para uma conjectura proposta por Palis, que nos diz que, para pares
genéricos de conjuntos de Cantor regulares da reta (K1, K2), K1 — Ko tem medida

de nula ou contém intervalo.

Aqui, apresentamos também exemplos onde o Gap Lemma, teste da espessura
generalizados € o método de compactos recorrentes foram utilizados para decidir

sobre a existéncia de intersegdo estavel.

Fizemos ainda um breve estudo da topologia da diferenga aritmética de con-

juntos de Cantor, apresentando exemplos onde essa diferenga € um R-Cantorval.
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