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RESUMO

Nesta tese obtemos alguns resultados de inexisténcia e rigidez de subvariedades imersas no
espaco Euclidiano R™"P. Na primeira parte, motivados pelas ideias apresentadas em (CAVAL-
CANTE; ESPINAR, 2016), no qual os autores estendem teoremas do tipo semiespago para
self-shrinkers , mostramos que nao existem hipersuperficies minimas propriamente imersas em
qualquer regido do R™™! limitada por cones minimos instdveis. Na segunda parte, mostramos
dois resultados de rigidez que caracterizam as esferas redondas como as unicas subvariedades
self-shrinkers fechadas do espaco Euclidiano, assumindo uma certa desigualdade geométrica ou
na hipétese de uma curvatura média superior ser constante. Além disso, estabelecemos alguns

resultados correlatos no contexto de A-hipersuperficies fechadas.

Palavras-chave: Hipersuperficies minimas. Cones instaveis. Self-shrinkers. Esferas redondas.

A-Hipersuperficies.



ABSTRACT

In this thesis we obtained some results of the inexistence and rigidity of submanifolds immersed in
the Euclidean space R™*?. In the first part, motivated by the ideas presented in (CAVALCANTE;
ESPINAR, 2016), in which the authors extend halfspace type theorems to self-shrinkers, we show
that there are no minimal hypersurfaces properly immersed in any region of R"™! limited by
minimal unstable cones. In the second part, we show two results of rigidity that characterize the
round spheres as the only closed self-shrinking submanifolds of the Euclidean space, assuming
a certain geometric inequality or in the hypothesis that a higher mean curvature is constant. In
addition, we have established some correlated results in the context of closed A-hypersurfaces.

Keywords: Minimal hypersurfaces. Unstable cones. Self-shrinkers. Round spheres. A-Hypersur-
faces.
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1 INTRODUCAO

Um problema classico em Geometria Diferencial € determinar a existéncia ou ndo
existéncia de hipersuperficies imersas em certas regides de uma variedade Riemanniana dada.
Nesse contexto, trabalhos fundamentais foram obtidos na classe de imersdes minimas, motivado
principalmente pela conjectura de Calabi-Yau (CALABI, 1966; CHERN, 1966; YAU, 1982), a
qual afirma que uma hipersuperficie minima completa em R"*! ndio é limitada. Muitos resultados
importantes foram feitos a respeito dessa conjectura, incluindo contraexemplos em sua forma
geral (veja (ALARCON; CASTRO-INFANTES, 2018), (COLDING; MINICOZZI II, 2008),
(JORGE; XAVIER, 1980), (LOPEZ et al., 2002), (N; MORALES, 2004), (NADIRASHVILI,
1996)).

Relacionado a esse problema, temos o célebre teorema do semiespaco de Hoffman e
Meeks (HOFFMAN; MEEKS III, 1990) no espago Euclidiano tridimensional. Esse teorema
afirma que ndo existe superficie minima propria, possivelmente ramificada, ndo planar contida
em um semiespaco de R3. Essa é uma aplicacdo do Principio do Maximo para superficies
minimas utilizando o comportamento do catenoide em R®. E surpreendente que esse teorema
ndo seja valido em dimensdes altas e que os catenoides C" sdo eles proprios contraexemplos,
visto que estdo contidos em uma regido dada por dois hiperplanos paralelos de R"*!, quando
n > 3.

E natural entdo investigar algum teorema do tipo semiespaco em dimensdes altas, ou
em outros contextos. De fato, existe uma pesquisa ativa sobre esse tépico e muitos resultados
foram obtidos. Veja por exemplo (ALBANESE et al., 2013; ATSUJI, 1999; BESSA et al., 2001;
BOMBIERI et al., 1969; CAVALCANTE; ESPINAR, 2016; DANIEL et al., 2011; IMPERA
et al., 2018; LOPEZ, 2001; MARI; RIGOLIL, 2010; MAZET; WANDERLEY, 2015; MAZET,
2013; MAZET, 2015; OMORI, 1967; RODRIGUEZ; ROSENBERG, 1998; ROSENBERG et
al., 2013).

Nesse sentido o primeiro trabalho sobre a ndo existéncia de imersdes minimas em cones
foi feito por Omori em (OMORI, 1967), onde ele considera cones estritamente contidos no
semiespaco. Uma extensdo desse resultado foi obtida posteriormente por Atsuji em (ATSUJI,
1999) usando Geometria Estocdstica. Também chamamos a atencdo para dois teoremas interes-
santes sobre hipersuperficies minimas e propriamente imersas no espago Euclidiano R"™!, Em
(LOPEZ, 2001), Lépez demonstrou um resultado de ndo imersibilidade considerando cones sobre

dominios convexos e em (MARI; RIGOLI, 2010) Mari e Rigoli consideraram esse problema
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para cones nao degenerados (ver também (RANJBAR-MOTLAGH, 2009)). Estes teoremas
foram estendidos para hipersuperficies no contexto das curvaturas médias de ordem maior em
(ALBANESE et al., 2013).

Na primeira parte dessa tese provamos que um resultado do tipo semiespacgo € valido
quando consideramos cones minimos instaveis como barreiras. Antes de estabelecermos nosso
teorema de forma precisa, precisamos recordar algumas defini¢des. Seja M"~! C S™ uma
hipersuperficie compacta, orientdvel e mergulhada na esfera redonda unitaria. Vamos denotar
por Cy; C R™! o cone sobre M, isto €, a imagem de M x [0, 00) pela aplicagdo dada por
(p,t) — tp. E simples ver que C%, = Cy; \ {0} é uma hipersuperficie minima se, e somente se,
M C S™ € minima. Em (SIMONS, 1968), Simons verificou que se M/ C S™ nao € totalmente
geodésicae 3 < n < 6, entdo C); C R™*! é uma hipersuperficie minima instavel (veja também
(SCHOEN et al., 1975)). Lembramos que uma hipersuperficie orientada e minima ¢ dita estdvel
se a segunda variacdo de sua drea € nao negativa para qualquer deformacido normal de M
com suporte compacto. Caso contrario, ela é chamada instdvel. Tendo em vista que a segunda
variacao do funcional drea de uma hipersuperficie minima M € dada pelo operador de Jacobi

J=A+|A|

2 onde Aéa segunda forma fundamental de M, concluimos que M € instavel se,
e somente se, J tem algum autovalor negativo para algum dominio relativamente compacto de

M. Nosso teorema principal € o seguinte.

Teorema 1.0.1 Seja Cy; C R™™ um cone minimo instdvel, n > 3. Entdo ndo existe hipersuper-

ficie minima X" propriamente imersa em R\ Cy,.

A demonstracdo € inspirada nos argumentos da prova do teorema do semiespago para self-
shrinkers contidos no trabalho (CAVALCANTE; ESPINAR, 2016), ¢ a ideia € usar a instabilidade
de C'y; e a estrutura de cone para criar uma perturbagao de C'y; que levam a uma contradi¢io
com o Principio do Méximo.

Ressaltamos que, se C'j; € um cone minimizante de drea, em particular C'y; € uma
hipersuperficie minima estdvel, entdo ele pode ser aproximado por hipersuperficies minimizantes
de 4rea e suaves, isto €, a propriedade de semiespaco ndo é valida neste caso. Esse resultado foi
estabelecido por Hardt e Simons em (HARDT; SIMON, 1985) (ver também o trabalho recente
de Lohkamp (JOACHIM, 2018)). Por outro lado, o Teorema 1.0.1 garante que este caso nao
acontece se (s é instavel.

No que segue, denotamos por M"*! a forma espacial de curvatura seccional constante

¢, que por simplicidade, assumimos ser —1,0 ou 1. Lembramos que, dado r € {1,...,n},
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uma hipersuperficie M™ C M"*+! ¢ dita ser r-minima se a fungio simétrica S, das curvaturas
principais de M € identicamente zero. Essa € uma generaliza¢do natural de hipersuperficies
minimas (r = 1) e também de hipersuperficies de curvatura escalar zero (r = 2) no espaco
Euclidiano. Em (REILLY, 1973), Reilly verifica que tais hipersuperficies sdo pontos criticos de
um certo funcional r-drea A, e calcula a férmula da segunda variagao. Esta varia¢do é dada por
uma forma quadratica expressa em termos de um operador diferencial linear de segunda ordem,
cuja condi¢do de elipticidade € importante na anélise dos autovalores do operador de Jacobi
correspondente. Dizemos que uma hipersuperficie r-minima é r-estdvel se a segunda variacao
de A, é ndo negativa, caso contrario ela € dita r-instdvel (veja também (BARBOSA; COLARES,
1997; ALENCAR et al., 2003)).

Assim como no caso minimo, um cdlculo direto mostra que M™~! é uma hipersuperficie
r-minima de S” se, e somente se, o cone Cj; é uma hipersuperficie r-minima em R**'. E um
fato notdvel que um teorema do tipo Simons ainda seja valido para cones r-minimos. Isso foi
demonstrado em dimensdes apropriadas por Barbosa e do Carmo em (BARBOSA; CARMO,
2005) para cones com curvatura escalar zero e S3 # 0, como também por Barros e Sousa em
(BARROS; SOUSA, 2008) para cones r-minimos, assumindo que S, ; € uma constante nao

nula. Nesse cendrio temos o seguinte teorema.

Teorema 1.0.2 Seja Cy; C R™™, n > 3, um cone r-minimo instdvel para algumr € {2,... n—
1}. Suponha que S; > 0, j = 1,...,r — 1. Entdo ndo existe hipersuperficie r-minima X" pro-

priamente imersa em R"™ \ Cy tal que S,1 # 0.

A demonstracdo segue os mesmos passos que no caso de hipersuperficies minimas. De
fato, sob as hipdteses que estamos assumindo, o operador linearizado associado ao funcional
da segunda variacao da r-area € eliptico e vale o Principio do Maximo (ver (HOUNIE; LEITE,
1995; HOUNIE; LEITE, 1999)).

Para a segunda parte dessa tese, consideramos x : M" — R™"? uma subvariedade conexa
de dimensdo n > 2 imersa em R"*?. Dizemos que M é uma self-shrinker se satisfaz a equacdo

H=-"
2

onde H é o vetor curvatura média de M, x € o vetor posi¢do e L denota a projecdo ortogonal de
x no fibrado normal de M.
Self-shrinkers sao uma importante classe de solu¢des para o fluxo da curvatura média

de M e destacam-se no estudo de certas singularidades do fluxo. Com razdo, diz-se que uma
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familia M; = x,(M) de subvariedades satisfaz a equagdo do fluxo pela curvatura média, com
condicdo inicial xy = X, se

0
ax(pa t) - H<p7 t)7

onde x; = x(+,t) : M x I — R™*? s3o imersdes e H(p, t) é o vetor curvatura média de M; em
p e M.

Isto posto, verifica-se que M é uma self-shrinker se, e somente se, M, = /—tM C R"*?,
t € (—00,0), flui pela curvatura média. E conhecido também que, se M é uma self-shrinker em
R™*? entdo M é uma subvariedade minima da variedade ponderada (R"?, 6_% g),onde g é a

métrica Euclidiana. Mais ainda, as variedades self-shrinkers sdo precisamente os pontos criticos

do funcional
|x2

F(M) = (47r)3/ .

M

Estas caracterizacdes estdo apresentadas em (COLDING; MINICOZZI 11, 2012b).
Alguns exemplos de self-shrinkers (ver por exemplo (CAO; LI, 2013), (CAVALCANTE;
ESPINAR, 2016)) sdo

(a) Hiperplanos passando pela origem em R™*1;

(b) Esferas redondas S™(v/2n) em R";

(c) Cilindros S*(v/2k) x R"* em R parak = 1,--- ,n — L;

(d) S¥(v2k1) x - x St (\/2k,) C R™™P, paraky, -+, k, € Z, tais que ky +- - -+ k, = n;

(e) SF(V2k1) x - x S*(y/2k,) x R¥ C R"™P paraky,--- , ky, k € Z, taisque ky + -+ +
k, + k =n.

Em (HUISKEN, 1990) o autor mostra que a unica hipersuperficie self-shrinker fechada
e mergulhada com H > 0 € a esfera redonda. Usando este fato, Colding e Minicozzi (COL-
DING; MINICOZZI 11, 2012a) verificam que as esferas sdo as unicas self-shrinkers fechadas e
mergulhadas F-estaveis, no sentido que F”" > 0 para toda varia¢ao normal de M.

Por oportuno, enunciamos a seguinte recente conjectura proposta por Qing-Ming Cheng

em (CHENG, 2016),

Conjectura 1.0.1 Seja x : M™ — R uma self-shrinker mergulhada e homeomorfa i esfera.

Entdao M ¢ a esfera redonda.
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Essa conjectura foi confirmada por U. Abresch e J. Langer (ABRESCH; LANGER, 1986)
paran = 1 e por S. Brendle (BRENDLE, 2016) para n = 2. Existem exemplos devidos a S.
Angenent (ANGENENT, 1992) e G. Drugan (DRUGAN, 2015) que mostram a necessidade das
hipéteses na conjectura acima.

Outros teoremas de classificacdo e rigidez de self-shrinkers foram obtidos nos ultimos
anos dentro dos mais variados contextos topolégicos e geométricos associados a subvariedade
M. Ver (CAO; LI, 2013), (LI; WEIL, 2014), (CASTRO; LERMA, 2014) e (CHENG; PENG,
2015).

Em (VASQUEZ, 2015) a autora estabelece uma equacao tipo Simons generalizada para

hipersuperficies e faz a seguinte aplicagao:

Proposicao 1.0.1 Seja M"™ uma self-shrinker em R""!, entdo

AJAJZ

1 I - . .
SAIAR +3(VIAR [V 2); = e (VAP + 9]AF),

onde ~ denota a correlata quantidade na variedade M relativa a métrica conforme § = e*/ g, A
é a segunda forma fundamental sem traco, f = —|x|*/(4n) e ¥ é dado por

n+2
4n?

2
= 1- I SHP - (AP

Como consequéncia dessa proposic@o a autora obtém o seguinte:

Teorema 1.0.3 Seja x : M™ — R uma self-shrinker mergulhada e fechada. Se U > 0 sobre
M, entdo M é a esfera redonda S™(\/2n).

Nessa tese apresentamos uma extensao do resultado acima para self-shrinkers apenas

imersas e em codimensdo qualquer. A saber:

Teorema 1.0.4 Seja M™ uma self-shrinker imersa e fechada em R"P. Se

n—+ 2

1—
4n?

2

x|* + S [H]* — [A]* > 0, (1)
n

em M, entdo M é a esfera redonda de raio r = /2n.

Em (GUO, 2018) o autor consegue teoremas do tipo gap para self-shrinkes fechadas
e conclui que tais hipersuperficies com curvatura escalar constante sdo isométricas a esfera
S™(v/2n). Nesse trabalho mostramos o seguinte resultado, no qual a r-ésima curvatura média

H, da imersdo x é dada por
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Teorema 1.0.5 Seja x : M™ — R"™! uma self-shrinker fechada com H,., constante para

algum r tal que v + 2 < n. Entdo M = S™(+/2n).
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2 Teorema do semiespaco para regioes limitadas por cones minimos

Nesta secdo mostramos que nao existem hipersuperficies minimas propriamente imersas
em qualquer regido do espaco Euclidiano limitada por cones minimos instaveis. Os resultados

aqui apresentados estdo publicados no artigo (CAVALCANTE; COSTA-FILHO, 2019).

2.1 PRELIMINARES

Sejax : M"™ — R™"! uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana conexa e
orientdvel do espaco Euclidiano R

Podemos escolher um campo vetorial normal unitario N globalmente definido sobre M
e designar a segunda forma fundamental da imersao x associada a esse campo como sendo a

aplicacdo linear A : T, M — T,,M dada por
A(X)(p) = = (VxN) (p),

para cada p € M, onde V é a conexio Riemanniana de R"*!. Essa aplicacdo, também chamada

operador de forma, é autoadjunta e seus autovalores ky, - - - , k,, s@o ditos as curvaturas principais
de x em p.
Consideremos as fungdes simétricas elementares de k1, --- , &, :
So = 1,
ST - E kzl kira 1<r<n,
i< <dp
S, = 0 r>n

A r-ésima curvatura média H, da imersdo x em p € M & definida por
1
n

(")

Relacionadas a essas curvaturas, introduzimos a r-ésima transformacao de Newton

H, = Sy

P, : T,M — T,M dadas indutivamente por

PO - I,
P, = STI_APrfla

onde I € o operador identidade em 7, M. Verifica-se que cada P, € um operador autoadjunto e

possui 0s mesmos autovetores de A.
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2.2 r-ESTABILIDADE

Um dominio D C M é um subconjunto aberto conexo com fecho D compacto e fronteira
0D diferenciavel.

Uma variagdo de D é uma aplicagdo diferencidvel F': (—¢,¢) x D — R"*! ¢ > 0, tal
que para cada t € (—¢,¢) a aplicagdo F} : {t} x D — R"*! definida por F}(p) = F(t,p) é uma
imersdo com F' |sp = X |sp € Fy = X.

Sejam

oF

E(t,p) = E(tap) € ft = <Et7Nt>7

onde N, é o campo vetorial normal unitdrio sobre F;(D). Dizemos que F é o campo variacional
da variacdo F' e f, é a componente normal de F;.

O volume associado a variagdo F' é a fun¢do V' : (—¢,¢) — R dada por

V(t) = / F*dv,
[0,t]xD

onde F*dv é o pull-back do elemento de volume candnico dv de R™ ",

Dizemos que a varia¢do F preserva volume se V (t) = V(0), Vt € (—¢,¢).

E bem conhecido (ver (BARBOSA; COLARES, 1997) e (REILLY, 1973)) que as imer-
sdes com H,,, constante sdo pontos criticos do problema variacional de minimizar a r-drea da

hipersuperficie dada pela integral

Ar(t) — /F(D) S’I‘ th

para variacdes que preservam volume e cuja componente normal possui suporte compacto em D,
onde dM, é o elemento de volume na métrica induzida sobre M por F}. E importante destacar
que, no caso H,; = 0, tais imersdes sdo pontos criticos do funcional A, para toda variagdo com
suporte compacto em D.

Nesse contexto, a Férmula da Segunda Variagdo de A, em ¢ = 0 avaliada na componente

normal f do campo variacional é expressa por (ver (BARBOSA; COLARES, 1997)):

A =~0+1) [ f(5)am.
onde J, = L, + (515,41 — (r + 2)S,12) € L, = trago(P,V2f) sdo operadores diferenciais
lineares de segunda ordem. Na dltima igualdade V2 f denota a matriz Hessiana de f. O operador
J, € chamado de operador da r-estabilidade ou operador de Jacobi.
Sabe-se que (ver (ROSENBERG, 1993)) se M é fechada ou se M € ndo compactae f, g

sdo fungdes de suporte compacto em M, entdo

L.(f) = div(BV) )
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Aﬂmade: AfwAﬂdM,

onde V f € o gradiente de f e div é o operador divergéncia. E mais, o operador L, € eliptico se, e
somente se, P, € positivo definido. Para garantir esta tltima condi¢do, a seguinte proposi¢cao é

util.
Proposicao 2.2.1 Sejam x : M™ — R"™! uma imersdo isométrica, 1 <r <n—1ep € M.
(a) Se S, (p) =0e S,11(p) # 0, entdo P,_, é definido em p.

(b) Se S,11 > 0,r > 1 e existe um ponto em M onde todas as curvaturas principais de X sdo

positivas, entdo P, é positivo definido.

Demonstracao: Ver (HOUNIE; LEITE, 1995) e (BARBOSA; COLARES, 1997) para os itens

(a) e (b), respectivamente.

Associada ao operador de Jacobi J,., definimos uma forma bilinear simétrica I, por

Mﬁm:—AﬂLUMM,

agindo no conjunto das fungdes reais diferencidveis C°(D) com suporte compacto em um

fixado dominio compacto D C M.

Defini¢iio 2.2.1 Sejam x : M" — R"™! uma imersdo isométrica com S, | constante e D um
dominio. Dizemos que D é r-estdvel se I,.(f, f) > 0 para toda funcdo f € C°(D). Definimos
que M é r-estdavel quando for r-estdavel para todo dominio D C M. Caso contrdrio, dizemos

que M é r-instavel.
Para concluir, enunciamos um importante lema, o qual é demonstrado no apéndice.

Lema 2.2.1 Seja x : M™ — R""! uma hipersuperficie conexa e orientdvel. Se F : (—¢,¢) X

M — R"™ é uma variacdo de x, entdo emt = 0 :

95,41 OF\"
8—; = L (f) +tr(A*P) f + <(§> ,VS,«+1> :
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2.3 O PRINCIPIO DA TANGENCIA

Nesta subsec¢do recordamos os Principios da Tangéncia para hipersuperficies em suas
versoes geométricas associadas a r-€sima curvatura média. Ressaltamos que o principio do
maximo para operadores elipticos € a ferramenta analitica principal usada na demonstra¢do dos
resultados.

Sejam M, e M, hipersuperficies de R"*!. Dizemos que p € M; N M, é um ponto de
tangéncia se T, M; = T,,M,. Sejam V' C T}, M, uma vizinhanca de p € u;, us : V — R funcOes
diferencidveis cujos gréficos s@o vizinhancas de M; e Ms, respectivamente. Se u; < us em V),

dizemos que M, estd acima de M; em V.

Teorema 2.3.1 (Principio da Tangéncia)

(a) Sejam M, e M, hipersuperficies orientadas de R" ™' com curvaturas médias H, e Ho,
respectivamente, tais que H, < 0 < Hy. Se My e My tém o mesmo vetor normal em um
ponto de tangéncia p, entdo M, ndo pode permanecer acima de My em uma vizinhanga

de p, exceto se My = M, localmente.

(b) Sejam M, e M, hipersuperficies orientadas de R"*! tais que H,.(M,) < 0 < H, (M)
para algum r, 0 < r < n. Assuma que M, e My tém o mesmo vetor normal em um ponto
de tangénciap e H;(Ms) > 0, paratodo i,1 < i <r — 1. Se M, estd acima de M, em
uma vizinhanca de p e H,,1(My) # 0 ou H, 1 (Ms) # 0, entdo My = M localmente.

Demonstracao: Ver (LEITE, 2000) e (HOUNIE; LEITE, 1999) para os itens (a) e (b), respecti-

vamente. ]

2.4 CONES 7-MINIMOS INSTAVEIS

Estudamos agora a geometria de cones minimos seguindo a exposicdo apresentada em
(LIRA; SORET, 2009). Para uma outra abordagem com as técnicas dos referenciais moveis, ver
(BARBOSA; CARMO, 2005).

Considere M ™! uma hipersuperficie orientdvel e compacta, imersa na esfera Euclidiana
unitdria S*. O cone C; C R""! sobre M € a unido dos segmentos de reta iniciando na
origem e passando pelos pontos de M. Descrevemos C;\{0} como a hipersuperficie em R™ !

parametrizada pela aplicacdo Y : M x (0,+o00) — R"* dada por Y(p,t) = tp. O cone
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truncado C5; é a imagem de M X [e, 1] pela mesma aplicagdo para ¢ > 0. Se N é um vetor
normal unitdrio de M em p, entdo N(p,t) = N(p) é um vetor normal unitédrio a C; em (p, t).
Sejam py, - - - , pn_1 coordenadas locais em M, com os campos vetoriais coordenados
associados denotados por 0y, - - - , J,,_1. Adicionando o campo vetorial J; a esse referencial, a
primeira forma fundamental I = (dY,dY") e a segunda forma fundamental /7 = (—dN,dY") do

cone C'y; sdo, respectivamente, descritas pelas matrizes

_ o t2pz’j 0 - - tbm 0
(guv) - < 0 1) ) (buv) - < 0 0,)

onde p;; = (0;,0;) e b;j = —(0; N, 0;) sdo as componentes das correspondentes formas quadra-
ticas da imersao M C S".
O operador de forma A do cone C);, com componentes locais a,, = G by, é expresso

por

onde a;; = p**by; sdo as componentes do operador de forma A da hipersuperficie M.

Assim, se kq, - - - , k,_1 sdo as curvaturas principais de A, entdo as curvaturas principais
de A sdo
kl knfl
07 P )
t t

Com isso, vale o seguinte fato:

Proposicdo 2.4.1 Sejam S, e P, a funcdo simétrica elementar e o operador de Newton de ordem

r, respectivamente, do cone Cy;. Entdo
- 1
(@) |A] = S1A];

_ 1 _
(b) ST:t—TST,lgrgn—l,eSn:();

_ 1 (5. O
c) P.=— .
(c) tr (O PT)
Demonstracao: Ver (BARBOSA; CARMO, 2005). O

Motivado pela relacdo com o problema de Bernstein sobre a possibilidade de solu¢do da
equagio de uma hipersuperficie minima em R"*!, cujo gréfico ndo € um hiperplano, o estudo da
estabilidade de cones minimos se desenvolveu. A esse respeito, os seguintes trabalhos garantem,

sob certas condicdes, a existéncia de cones r-minimos C; C R™! instdveis:
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e No importante artigo (SIMONS, 1968) o autor obteve:

Teorema 2.4.1 Seja M C S"™ uma hipersuperficie orientdvel, compacta, minima e ndo
totalmente geodésica. Se n < 6, entdo existe € € (0, 1) tal que o cone truncado C5; ndo é

estdvel.

e No trabalho (BARBOSA; CARMO, 2005) os autores estenderam esse resultado nos

seguintes termos:

Teorema 2.4.2 Seja M C S™, 4 < n < 7, uma hipersuperficie orientdvel e compacta. Se
Hy = 0e Hs # 0 em todo ponto, entdo existe € € (0,1) tal que o cone truncado C5; néo

¢é l-estdvel.
e Uma generalizacdo desse ultimo teorema foi obtida em (BARROS; SOUSA, 2008):

Teorema 2.4.3 Seja M C S™ uma hipersuperficie orientdvel e compacta. Se H, = 0 e
H, € constante e ndo nula, comr + 2 < n < r + 5, entdo existe ¢ € (0,1) tal que o

cone truncado C5; ndo é (r — 1)-estdvel.

2.5 DEMONSTRACAO DOS TEOREMAS

Ao longo desta subsec@o assumimos que M"~! C S™ é uma hipersuperficie orientada,

compacta, ndo totalmente geodésica e minimamente mergulhada em S™.

Teorema 2.5.1 Seja Cy; C R™ um cone minimo instdvel, n > 3. Entdo ndo existe hipersuper-

ficie minima X" propriamente imersa em R\ Cy,.

Demonstracdo: Para tanto, suponhamos que X exista e seja ¢ = dist(3, C)y) a distdncia
Euclidiana entre > e (.

Observamos primeiro que a distdncia nao pode ser atingida em pontos de > e ;. De
fato, assuma que existem p € X e ¢ € () tais que ¢ = dist(p, q). Se ¢ # 0, podemos transladar
Y viaV = p — q até tocar C); em um primeiro ponto de contato interior e isso contradiz o
Principo da Tangéncia (Teorema 2.3.1 (a)).

Agora assuma que ¢ = 0. Nesse caso, argumentamos como em (MARQUES; NEVES,
2016, Teorema 5.2). Considere v : [0,¢] — R"*! o segmento de reta ligando v(0) = p € &

ey(¢) =0 € Cy.Dador € (0,£/2), temos que a bola aberta B(y(l — r),r) ndo intersecta
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C'y. De fato, caso contrdrio, se existisse qo € B(v(I — r),r) N Cyy, entdo o caminho 4 dado
pela unido de ([0, ¢ — r]) com o segmento ligando (¢ — ) e gy € um caminho conectando ¥
e C'y cujo comprimento é menor do que ¢. Entdo, como B(y(¢ — r),r) N Cy; = ) para todo
r € (0,¢/2), temos que (), estd contido em um semiespago, obrigando M estar contida em
um hemisfério fechado de S™. Mas neste caso a Unica possibilidade é que M seja totalmente
geodésica, o que € uma contradicao.

Portanto, a distancia entre X e C); € atingida em uma sequéncia de pontos. Sejam
{pi} € ¥ e{q} C Cy sequéncias tais que ¢ = lim dist(p;, g;). Note que {p;} e {¢;} divergem
para infinito. Vamos denotar por

Pi — q;

=————c§"
||pi _QiH

Ui

a sequéncia de dire¢des normalizadas. Entdo, a menos de uma subsequéncia, temos que U; —
Uy € S™. Transladando ¥ por —¢Uy, podemos assumir que dist(X2, Cys) = 0. Observamos
que Uy pode ndo ser tnico e qualquer ponto aderente de {U;} fornece uma dire¢éo para a qual
podemos transladar 3 a fim de obter dist(X, Cys) = 0.

Agora, escolha ¢ € (0, 1) tal que o cone e-truncado C5, = M x [g, 1] € instdvel (ver
(SIMONS, 1968, Lema 6.1.1)). Lembramos que estamos identificando C5, = M X [e, 1] com sua
imagem pela aplicac@o (p, t) — tp. Dai, existem \ < 0 e uma funcdo suave ¢ : M X [e,1] - R
tais que

~Jo=X\p em C5,
p(,e) =¢(,1) =0,

onde J = A + || A||? é o operador de Jacobi do cone C};.

3)

Escolhendo A = );, o primeiro autovalor de J, podemos assumir que ¢ > 0 em
M x (g,1). Usamos ¢ para construir uma perturbagdo de C);. Com efeito, dados 7 > 0

suficientemente pequeno e s € (—7, 7), definimos

D(s) = {p+sp(p)N(p) : p € Ci},

onde N € o vetor normal unitario sobre C); apontando para o interior de C}, (a componente
conexa de R"*1 \ C; que contém ), pois dado que M estd mergulhada, temos que R\ Oy,
tem duas componentes conexas. Como X estd propriamente imersa, existe 7o < 7 tal que
D(s)NY =0, para todo s € (—79, 7).

Fixamos s € (—7y, 7o), s # 0, tal que D(s) estd contido em C5;, e vamos denotar por

H (s) a fung¢do curvatura média de D(s) com respeito ao vetor normal unitério N (s) apontando
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para o interior de C'};. Dado que ¢ é uma solugio ndo trivial do problema (3), temos que

H'(0)=~Jp=—\p >0,

S|

pelo Lema 2.2.1 no caso r = 0. Dai, H(s) > 0 para s suficientemente pequeno.

Considere o cone perturbado C v definido como

G, — D(s), ses € (e,1)

C), caso contrario.

Visto que X € assintdtica ao cone C, se aplicarmos uma familia de homotetias R, a X,
podemos encontrar a € (0, 1) tal que 3, = R,(X) é tangencial ao cone Cy em algum ponto

de D(s). Como as homotetias preservam a minimalidade, chegamos a uma contradi¢io pelo

Principio da Tangéncia 2.3.1 (a). 0
Teorema 2.5.2 Seja Cy; C R™, n > 3, um cone r-minimo instdvel para algumr € {2, ... n—
1}. Suponha que S; > 0, j = 1,...,r — 1. Entdo ndo existe hipersuperficie r-minima ¥." pro-

priamente imersa em R" 1\ Cy tal que S, # 0.

Demonstracao: A prova segue as mesmas etapas da demonstragao acima. De fato, homotetias
preservam r-minimalidade e podemos escolher perturbacdes do cone suficientemente pequenas
tal que as condicOes sobre a positividade de S; sdo preservadas e portanto o Principio da

Tangéncia (Teorema 2.3.1 (b)) se aplica. ]
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3 Caracterizacao de esferas como self-shrinkers

Mostramos nesta se¢do que as esferas redondas sdo as tnicas self-shrinkers compactas
imersas no espaco Euclidiano em codimensdo arbitrdria que satisfazem uma desigualdade
geométrica. Apresentamos também um resultado de rigidez sobre self-shrinkers com r-ésima

curvatura média constante.

3.1 PRELIMINARES

Seja x : M™ — R™? uma subvariedade conexa e imersa no espaco Euclidiano. Se V
e V sdo as conexdes Riemannianas em M™ e R"*? respectivamente, entéo a segunda forma

fundamental B e o operador de forma A s@o definidos por
B(X,Y)=VxY —-VxY e

Ae(X) = —Vx&+ VyE,

onde X, Y sdo campos de vetores tangentes sobre M, £ um campo normal a M e V+ a conexio
normal associada a x.
Da decomposi¢do do vetor posicdo x nos fibrados tangente e normal de M dada por

x = x! 4 x*, obtemos da segunda igualdade acima que
Ap X = =X + Vyx'. (4)

Com razio, utilizando que V xx = X para todo campo de vetor X tangente sobre M,

temos

A X = —Vxxt + Vixt = —Vy(x—x") + (Vxx)©
— X+ (Vax 4 (Vax) )
= X+ (VT + (Van) = (Vi) )
= X+ (Vxx)"

= —X+ VXxT.

Escolhemos um referencial local ortonormal {ey, - - - , €,,4,} em R"*? localmente adap-
tado a imersdo X tal que ey, - - - , e, sdo tangentes a M € €41, - - , €y4, S0 normais a M. Para

cadaa,n+1 < a < n+p, temos que

(A X,Y) = (B(X,Y),eq).
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A norma ao quadrado |A|? da segunda forma fundamental e o vetor curvatura média H

(ndo normalizado) da imersdo sdo definidos respectivamente por

AP =) (A2 =) (h)? e

o 1,7

H= ZH“ea = ZZh%ea,

onde hf; = (Ane;, e5), paral < i, j < n.

Para cada «, defina a aplicagao linear ¢, : T, M — T, M por
(6X,Y) = (X, V) H ~ (AX.Y),
e a aplicacdo bilinear ¢ : T, M x T, M — T, M~ por
SX,Y) = (daX,Y)ea,

«

esta dltima conhecida como a segunda forma fundamental sem traco. Tem-se

1
o =D _tr(02) = |A]* - ~[H[". (5)

o =0

Para demonstrarmos o teorema principal dessa secdo vamos precisar do seguinte resul-

Segue-se que x € totalmente umbilica se, e somente se,

tado, chamado férmula integral de Minkowski, o qual pode ser encontrado em (AL-ODAN;
DESHMUKH, 2002).

Proposicao 3.1.1 Seja x : M™ — R™"P uma subvariedade orientada e fechada. Entéo

/ (n+ (H,x))dM = 0.

Demonstracdo: Com razio, se {eq, - - , e, } é um referencial ortonormal local sobre M, entdo

por definicao do operador divergente vale

div XT = Z(VeiXT, 62’) = Z<€Z + AXLGZ', €i> = Z <<€Z‘, 62‘> + <B(6i7 67;), XL>>
=1 i=1 i=1
= n+ (Hx'), (6)

onde na segunda igualdade usamos a identidade (4). Integrando em M a expressdo acima,

segue-se o resultado pelo teorema da divergéncia. 0

Lembramos que uma subvariedade M™ em R"*? é uma self-shrinker se satisfaz a equagio

H=——.
2
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Em (SMOCZYK, 2005), K. Smoczyk obtém uma extensao do resultado apresentado
por Huisken (ver (HUISKEN, 1990)), agora em codimensdo qualquer, a0 mostrar que uma
self-shrinker fechada M™ em R"*? para a qual H # 0 e o campo vetorial H/|H| é paralelo no
fibrado normal de M, entio M" = S$"(y/2n) em R"!.

A préxima caracterizacdo de self-shrinkers foi estabelecida em (AREZZO; SUN, 2013).

Apresentamos uma demonstracao alternativa para fins de completude do texto.

Proposic¢do 3.1.2 Seja x : M™ — S""P(\/2n) uma imersdo isométrica. Entdo, M é uma

subvariedade minima de S (\/2n) se, e somente se, ela é uma self-shrinker em R"P+1,

Demonstracdo: Considere x : M"™ — S"*P(r) uma imersdo isométrica de uma variedade
Riemanniana M na esfera Euclidiana de raio . DefinaX = i o x : M"™ — R*"™*! onde i :
S™*P(r) — R™P*1 & a aplicagdo inclusdo. Se B e B denotam as segundas formas fundamentais

de X e x, respectivamente, ¢ bem conhecido que

_ 1

B(X.Y) = B(X,Y) = 5{X.Y)x,

onde X e Y sdo campos de vetores tangentes sobre M.

No nosso caso, obtemos que

_ 1
H=-H - —x.
2
Como X = X+, pois X estd imersa em uma esfera, reescrevemos
_ 1.
H=H- —x*.
2
Dai, segue o resultado. U

A seguinte identidade € titil para os nossos propdsitos.
Proposi¢io 3.1.3 Se x : M — R"™P é uma self-shrinker, entdo A|x|*> = 2n — 4|H|*.

Demonstra¢io: Considere a fungio f : M — R dada por f(p) = |x(p)|?, para cadap € M.
Dado X € T,,M, o gradiente V f de f em p é dado por

(X, V) =X(f)=2(Vxx,x), = (X,2x), = (X, 2x"),,
ou seja, V|x|? = 2x”. Logo,
Alx]? = div(V|x|?) = 2div(x") = 2(n + (H,x")) = 2(n + (H, —2H)) = 2n — 4|H|?,

onde na terceira e quarta igualdades usamos (6) e a equacao de uma self-shrinker, respectiva-

mente.
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3.2 RIGIDEZ DE SELF-SHRINKERS
Demonstramos agora o principal resultado desta sec¢ao.

Teorema 3.2.1 Seja M™ uma self-shrinker imersa e fechada em R"*P. Se

n+2
4n?

2

X" + —[H* — |A]* >0, (7)
n

em M, entdo M é a esfera redonda de raio r = /2n.

Demonstracao: Pela equacdo de uma self-shrinker

1

H=——x',
2

temos que 4[H|? < |x|?. Usando esse fato na hipétese (7), obtemos

2 2
aAP —n < —0ED e 2
4n n
2 2
< —(TL—H4\H]2+—]H\2
4n, n
= —|HP

Assim,

n|A|? — [H]? < n - 2H].

Integrando (5) e a desigualdade acima, tem-se

og/ n|¢]2dM:/ (n|A]* — [H]?) dMg/ (n —2|H[?) dM.
M M M

Pela formula de Minkowski (Proposi¢ao 3.1.1)

0 :/ (n+ (x,H)) dM,

e novamente pela equacio de uma self-shrinker, temos

0 :/ (n—2 H?) dM.

Isso implica que |¢|? = 0 e, portanto M € totalmente umbilica. E sendo M compacta em R" "7
entdo M = S"(r) para algum r positivo. Por fim, como M € uma self-shrinker, o raio r é

determinado por

r=x?=x"P=4H*=2n = r=+V2n

Portanto, M = S"(v/2n). O
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3.3 SELF-SHRINKERS E A r-ESIMA CURVATURA MEDIA

Nesta parte caracterizamos as esferas redondas como self-shrinkers com curvatura média
superior constante, conforme o préximo teorema. Utilizamos algumas defini¢des encontradas nas

Subsecdes 2.1 e 2.2. Antes, precisamos do seguinte fato (ver por exemplo (SILVA et al., 2016)):

Lema 3.3.1 Seja x : M™ — R uma hipersuperficie fechada. Se H,.., é positivo sobre M™,

temos que, para cada i, 1 <1 < r, valem:
(a) Cada i-ésima curvatura média H; é positiva;
(b) HHi 1 — Hi2 > 0.

E mais, a igualdade em (b) ocorre para algum 1 se, e somente se, as curvaturas principais de X

sdo iguais.

Demonstracao: Para o item (a) ver (BARBOSA; COLARES, 1997). Para (b), utilizaremos a
bem conhecida desigualdade de Newton (ver (HARDY et al., 1988)):

Hf —H, 1H;11 >0, paraqualquer 1<7¢<mn—1. (8)

A igualdade ocorre para algum ¢ se, e somente se, as curvaturas principais de x sao iguais. Como

H; > Oparatodo 1 <: <r+ 1, podemos escrever (8) da seguinte maneira:

H; > Hz'+1.
Hiy~ H;
Logo, temos as desigualdades
T P ©)
1 Ho i+l

paratodo 1 < ¢ < r, e ocorre a igualdade para algum ¢ se, e somente se, as curvaturas principais

de x sdo iguais. Portanto, de (9) concluimos o item (b). [
Utilizamos também o resultado abaixo.
Proposicao 3.3.1 Sejam x : M™ — R uma hipersuperficie orientada do espaco Euclidiano

e N um campo normal unitdrio de vetores sobre M. Se p : M — R é a fun¢do suporte de X,

definida por p = (x, N), entdo

(@) Ly(p) = —(r+1)S,1 — (S1Sr41 — (r +2)Sri2)p — (VSrp1, XT);
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(b) (Formula de Minkowski) Para M fechada e cada 0 <r <n — 1,
/ (H, + Hyo1p) dM = 0.
M

Demonstracao: Ver Apéndice B. 0

Corolario 3.3.1 Seja x : M™ — R uma self-shrinker. Entdo
1
AH = S (H + (x, N)|AP? + (VH,x")). (10)

Demonstracao: Basta fazer » = 0 no item (a) da Proposi¢do 3.3.1, usar a equagdo de uma
self-shrinker e a igualdade

Podemos agora enunciar o fato principal dessa parte do trabalho.

Teorema 3.3.1 Seja x : M™ — R""! uma self-shrinker imersa e fechada com H,., constante

para algum r tal que r + 2 < n. Entdo M = S™(v/2n).

Demonstracao: Do item (a) da Proposicao 3.3.1, obtemos

0 = —(r+1)(ril>/MHr+1dM
n

Dai,
0 = —(r+ 1)/ Hyyy dM — / (nHH,+1 —nH,2)p+ (r+ 1)H,12p] dM
M M
= —(r+ 1)/ (Hyy1 + Hpyop) dM — n/ (HH, 1 — H,.5)p dM.
M

M

Logo, pela Férmula de Minkowski do item (b) da Proposi¢do 3.3.1

/ (HH, .1 — H,.2)p dM = 0. (11)
M

Pela equacdo de uma self-shrinker, reescrevemos

/ (HH,y41 — Hoyo)H dM = 0.
M
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Escolhendo a orientacdo tal que H,,1 > 0, concluimos pelo item (b) do lema anterior que M é

totalmente umbilica. Segue que M = S™(+v/2n). O
Observacdo 3.3.1 Nas condi¢des do Lema 3.3.1, se existe r € {1,--- ,n} tal que H, > 0 sobre
M, entdo
1 1
H>H;>--->H, (12)

e ocorre a igualdade somente em pontos umbilicos (ver (HARDY et al., 1988)). Assim, se H,,

for constante no Teorema 3.3.1, temos por (12) e as formulas de Minkowski que
1
/ (Hi — H)pdM = 0.
M
Portanto, M é totalmente umbilica e o teorema acima vale para qualquer r. O

Uma natural generalizagdo do conceito de self-shrinker é dada a seguir.

Definicdo 3.3.1 Sejax : M™ — R uma imersdo isométrica de uma hipersuperficie orientada
M no espago Euclidiano R". Dizemos que M é uma \-hipersuperficie se satisfaz a equagdo

{x, N)
2

H=- + A,

onde )\ é uma constante.

Por exemplo, a esfera S™(r) com raio 7 > 0 é uma \-hipersuperficie compacta em R"*?
com\=n/r—r/2.

Essa ideia foi introduzida por (CHENG; WEI, 2018) a partir da no¢do de fluxo da
curvatura média que preserva volume ponderado. Nesse trabalho os autores mostram, dentre
outros resultados, que M é uma A-hipersuperficie se, e somente se, a curvatura média com
respeito a métrica 6_% g é constante e igual a \. Para mais detalhes ver (ROSS, 2015).

Usando a equacdo da A-hipersuperficie em (11), obtemos a seguinte versao do resultado

anterior.

Escolio 3.3.1 Seja x : M"™ — R uma \-hipersuperficie fechada com H,., constante para

algumrtal quer +2 <n.Se H— X > 0ou H — \ <0, entdo M ¢é uma esfera redonda.

Estabelecemos agora uma nova demonstrag@o para o caso da curvatura escalar do Teorema

3.3.1 (ver também (GUQ, 2018)).
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Proposicao 3.3.2 Seja x : M"™ — R"™! uma self-shrinker fechada com curvatura escalar S

constante, entdo M" = S™(v/2n).
Demonstracao: Integrando a equacao (10) obtemos
1
0 = —/ HdM—I—/ 2H|A|2dM——/ <VH,V|X|2> dM
M M 2 Jm
1
= —/ Hd]\/[—l—/ 2H|A\2dM—|——/ HA|x|* dM
M M 2 Ju
= —/ HdM+/ 2H|A|2dM+/ H(n —2H?) dM
M M M
= / (=1+n+2(A> — H*)H dM.
M
Como S = H? — | A|? é constante, segue-se
(25—(n—1))/ HdM = 0.
M

Considere a orientagdo de M tal que S > 0. Logo, da ultima igualdade temos que

n—1
S = )
2
Por outro lado,
—1 H?
ST oH =" AP <0, (13)
n

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Integrando (13) e usando a férmula de Minkowski
/ ndM = | 2H?dM,
M M

resulta que |A|*> = H?/n. Portanto, M € totalmente umbilica. O

Com a mesma abordagem realizada acima, obtemos o seguinte resultado (ver (ROSS,

2015)).

Proposi¢iio 3.3.3 Seja x : M™ — R™"! uma \-hipersuperficie fechada com H > X\ > 0. Se

|A|? < 1/2, entdo M é uma esfera redonda.
Demonstracao: Pelo Corolério 3.3.1 e da Proposicdo 3.1.3, verificamos que
0= / HdM +/ 2(\ — H)|A]> dM — / H(n+2(\— H)H) dM,
M M M

donde
0 :/ [(n—1)H +2(H — A\)(|A]? — H?)] dM. (14)
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Com as hipéteses, tem-se

(n—1DH+2(H - N (A?* - H* > (n—1)H +2(H — \)(1—n)|A]?

H —2(H — \)(n — 1)|AJ?

S
|
—

(n—1)

= (n-1)
(n—1DH —(n—1)(H =)
(n = 1A,

S
|
—_

onde usamos o fato de |A|? > H?/n na primeira desigualdade acima. Logo, por (14) concluimos

que M € totalmente umbilica. U
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APENDICE A - Férmula da Primeira Variaciio de H,

Neste apéndice demonstramos o Lema 2.2.1 em um contexto mais geral seguindo (LIMA;
VELASQUEZ, 2011). A saber, considere uma imersio isométrica x : M™ — M c"“ de uma
variedade Riemanniana conexa e orientdvel M numa variedade Riemanniana orientdvel e sim-
plesmente conexa M, com curvatura seccional constante ¢, com conexdes Riemannianas V e V,
respectivamente. Seja N um campo normal unitdrio globalmente definido sobre M.

Uma variagdo de x é uma aplicagdo diferencidvel F': (—¢, ) x M™ — M™*! tal que para
t € (—¢,¢), aaplicagdo F; : M"™ — M"*! dada por Fy(p) = F(t,p) é uma imersdo, Fy = x e

Fi lom =X |om-

oF
O campo variacional associado a F' € o campo de vetores Eris Escrevendo f =
t=0
oF
<§, Nt> , temos
OF oF\"
Z— — fN. - 15

onde /N; é o campo normal unitdrio sobre F;.

Sejamp € M e{ey,- -, e,} um referencial ortonormal numa vizinhanga de p, geodésico
em p e que diagonaliza o operador de forma A : T,M — T},M. Denotando por A; a restricdo de
A ao subespago {ger(e;)}*, sabe-se que P, (e;) = S,.(A;)e;, onde

Se(A) = D Ay

1<ji<-<gr<n
Iy

Mais ainda, vale a seguinte identidade
tr(Pr(vXA)) = X(Sr+1)7 (16)

para todo campo de vetor tangente X sobre M, na qual tr(-) indica o trago do operador linear

correspondente. Ver (CAMINHA, 2006).
Lema A.0.1 O operador P, tem divergente nulo.

Demonstracao: Por definicao

divP, = Z(VeiPT)ei = (Ve (ST = AP y))er = > (Ve (Si]) = Ve, (AP,y))es.

% %

Como o referencial € geodésico,

(vei(STU)ei = ei(Sr>eia
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isto €,

> (Ve (S,D))e; = VS,

Por outro lado,
Ve, (AP _1)e; = Ve (AP _1(e;)) — AP, 1V e,ei = (Ve, A)(Proi(e)) + AV, (Proi(e:)).
Usando que V., A é autoadjunto e a equacdo de Codazzi, segue que

<Z(VeiA)Pr71(€i)a ej) = > (Peoa(er), (Ve,Aer) = Y ((Ve, A)(Pri(es)), e:)

7 7

= (Ve A)P1).

Por (16), vale que
> (Ve A)Pi(e;) = VS,

7

Entao,
divP, = VS, = VS, =Y AV (Pri(e;) = =Y AV, (Pri(er))
= =) A((VePy)ei+ PoiVee) = =AY (Ve Pry)e; = —AdivE,_y.

Por inducio sobre 7, concluimos que divF,. = 0. UJ

Nas notacgdes acima, temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicio A.0.1 Seja x : M™ — M uma hipersuperficie da variedade Riemanniana
orientdvel e simplesmente conexa M de curvatura seccional constante c. Dada F uma
variagdo de X, tem-se emt = 0 :

aSr—i—l

i L.(f) +ctr(P)f +tr(A*P)f + <(8—F) ,VS,,+1> :

ot

Demonstracdo: Por conveni€ncia omitimos tomar ¢ = 0 nos célculos abaixo. De (16) segue

, DA
ST.Jrl = tr (EPT)

que

= =) Se(AR)(Var Ve, N, er) — ; S, (Ag) <Avek (%—f) , €k> :
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onde na tltima igualdade usamos [0F/0t, e;,] = 0. Denotando por R o tensor curvatura de M.,

temos

R(ek,ﬁF/at) VTF ek ? ?TF v[ E)F]N

€k 5t

Assim, usando (15),

Sl = — Zs Ak[ (ex, OF JO1N, ex) + (Ve, Vor N, >]

Zsk (A (Ve (N + (OF/0t)T), Aey).
Como M, tem curvatura seccional constante c, segue que
Spp1 = — ZST(Ak)c{(ek,N)@F/@t, ex) — (ex, ex)(OF/0t, N)}
k
— Z S (A ?eﬁwg Nex) = > S:(Ap){Aex, Ve, fN)
—ZS (A (V. (OF/ot)T ,Aek;
= CZS (Ap)f - Zs (Ax)er(Var N, e +ZS (Ax)(Var N, Ve, ex)
- ZST (Ap){Aex, fV,N) = S, (Ap)ex(Aey, (OF /ot)")
k k

+ 3 S (A) (Ve Aeg, (OF /0)T).
Escrevendo %—ZZ =fN + ; aye;, obtemos

Zs (AR)(Var N, Veer) = D S(A)(Var N, \byN)
k

ot

= Z Sr(Ak)Ak<?fN+Zl alele N>
k

= ZST(AIC)M;{ f(VNN,N) — ZO‘Z Aey, N }

= 0.



Portanto,
S, = ctu(P)f+ ZPrek(N, Varer) + f Z Sr(Ax){Aex, Aey)
_Zpek Aey,, (OF/0t)T) + ZS (Ap)(Ve, Aey, (OF/0t)T)
= ctu(P)f+ Y Per(N, Ve, OF/0t) + f > (APrey, Acy)
k k
— Z Pey(Aey, OF/0t) + Z<VPrekA€k7 (OF/ot)")
k k

= ctr(P.)f + Z (Prekek(f) — Pep(Ve, N, 8F/6t>)

+(A*P,) f = ) Prep(Aey, 0F/0t) + (> Vp,e, Aer, (0F/0t)").
k k

Pela equacdo de Codazzi, chegamos em

> Vrader = Y (Ve APey+ AlPey, er])
k

k
- Zvek Sriil — Pry)eg + ZA Vieer — Ve, Prey)

= Z ek: 7"+1 ekz + Z Vekpr—i-lek Z Avekprek
= VSTH + d1V(PT+1) A(divP,)
= VSr-i—l,

pelo Lema A.0.1. Logo,

Slor = t(P)f + Lof + w(A2B)f + (VSyi, (0F/01)"),

40
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APENDICE B - Férmulas relacionadas i funciio suporte

Neste apéndice demonstramos a Proposi¢do 3.3.1 contida no texto. Seguimos a leitura do

artigo (ALENCAR; COLARES, 1998).

Proposicio B.0.1 Sejam x : M™ — R""! uma hipersuperficie orientada do espago Euclidiano
e N um campo normal unitdrio de vetores sobre M. Se p : M — R definida por p = (x, N) é a

fungdo suporte de X, entdo
(@) Ly(p) = —(r+1)Sp1 = (S1Sr41 — (r +2)Sri2)p — (VSrp1, XT);

(b) (Formula de Minkowski) Para M fechada e cada 0 <r <n — 1,

/ (HT + Hr+1p) dM = 0.
M

Demonstracao: Iniciamos mostrando o item (a). Considere um referencial ortonormal local

{e1, -+ ,e,} geodésico em M. Temos,

veivP = Vei

Z €k<X, N>€k] = Z [(Veivek <X, N))ek -+ €k<X, N>veiek] .

k

Como

veivej <X7 N> = _hij o Z(velhij><x7 €l> - h?j<xv N>7
!
onde h;; sdo as componentes da segunda forma fundamental A, tem-se

(Ve VX N), Poles)) = =) haler Pley)) = (%, N) Y hilew, Pr(e;))
k k
- Z(VEzhik)<X> €l><ek’v Pr(ej»'
k,l
Segue da defini¢dao do operador L, que

Lp) = —tr(APT)—tr(AZPT)p—tr(Z(PTvelhikﬂx,el))
l

= —tr(AP,) — tr(A*P,)p — tr( Z(Prv<x,el)elhik>)
= —tr(AP,) — w(A2P,)p — tw((P,Vshy))

= _(T + 1)Sr+1 - (S].ST"F]. - (T + 2)ST+2)p - <VST+17X>7

onde os tragos estdo calculados em (REILLY, 1973).
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Agora passamos ao item (b). Considere a funcdo f : M"™ — R definida por f =
(1/2)|x|?. Temos que V f = x”, onde

x' =x— (x, N)N

representa a componente tangente da imersao x. Logo, para cada campo tangente X sobre M
resulta que

Vx(Vf) =X + (x, N)A(X).

Portanto,
L.(f) =tw(P,) 4+ (x, N)tr(AP.) = ¢,H, + (X, NY¢, H, 11 = ¢.(H, + H.11p).
Aplicando o teorema da divergéncia nesta igualdade, concluimos que
/A4(Hr+Hr+lp) dM =0, r=0,---,n—1.

Com isso encerramos a demonstracao. 0
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