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RESUMO

Este trabalho trata, de modo geral, de uma abordagem sobre intersecoes de hipersu-
perficies em variedades Riemannianas. Inicialmente falaremos sobre o Teorema de Frankel
que trata de condigoes suficientes para que duas subvariedades se intersectem. Em se-
guida abordaremos o Teorema de Hoffman-Meeks que estabelece condigoes para que uma
superficie minima nao possa ser limitada por um plano. Por fim daremos uma versao do
teorema de Hoffman-Meeks para hipersuperficies self-shrinkers.

Palavras-chave: Variedade Riemannianas; intersecao; variacao; auto-contraidas; minimas;

curvatura.



ABSTRACT

In this work, this is a general approach to intersections. First, we will talk about Frankel’s
Theorem, which deals with conditions sufficient for two sub-manifolds to intersect, then
Hoffman-Meeks’s Theorem, which talks about conditions so that a minimal surface can
not be bounded by a plane and, finally, we will give a version of the theorem of Hoffman-
Meeks for self-shrinker surfaces.

Keywords: Riemannian manifolds; intersection; variation; self-contracted; minimum;

curvature.
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1 INTRODUCAO

No Capitulo 1 faremos uma breve revisao de alguns conceitos em Geometira Di-
ferencial de que nos auiliarao na prova do Teorema de Frankel: Em uma variedade
Riemanniana M de dimensao n, conexa, completa e com curvatura seccional positiva
duas subvariedades fechadas e totalmente geodésicas de dimensao n; e ny se intersectam
sempre que ni + ng > N.

No Capitulo 2 comegaremos introduzindo o Principio da Tangéncia para superficies
minimas que sera necessario para podermos chegar ao Teorema de Hoffman-Meeks
que diz que uma superficie minima em R? conexa, prépria, nao-planar e possivelmente
ramificada, nao estda contida em um semiespaco.

No Capitulo 3 apresentaremos o Teorema do semiespaco para self-shrinkers..
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2 O TEOREMA DE FRANKEL

Neste trabalho trataremos sempre de M como uma variedade Riemanniana, (, ),
sua métrica Riemanniana em um ponto p € M, omitindo o indice p sempre que esteja
claro o ponto em que estamos trabalhando, denotaremos o espago tangente a > em um
ponto p por T,M. Denotaremos por V e K, respectivamente, sua conexao Riemanniana
e a curvatura seccional de M. Uma subvariedade > de M que tenha codimensao 1 serd
chamada de hipersuperficie e o campo normal a ¥ sera denotado por N.

Os objetos principais deste capitulo sao variedades com curvatura seccional positiva
como, por exemplo, sdo os casos de S™, elipsoides (visto com a imagem de uma aplicagao
T:S" — R"™ com T((zy,...,2,)) = (@174, ...a,1,) onde a; € R), ovaloides e o RP".
Um famoso resultado devido a Hadamard cujo demonstracao pode ser encontrada em [2,

Teorema 2.4] diz que:

Teorema 1 (Hadamard) Se M ¢é uma hipersuperficie compacta do R"™' com curvatura
seccional positiva, entao, a aplicacao normal de Gauss N : M — S™ é um difeomorfismo

e M ¢é estritamente conveza.

Ou seja em R™! uma superficie compacta com curvatura seccional positiva é

difeomorfa a esfera.

2.1 Preliminares

Faremos aqui, uma introdugao a algumas nocoes bésicas em geometria Riemanni-
ana que serao necessarias ao longo deste trabalho, tendo como principais referéncias os
livros [3] e [8].

Uma das defini¢oes que serao necessarias para o entendimento do teorema de Fran-

kel é a de variacao de uma curva em uma variedade.

Defini¢ao 1 Seja ¢ : [0,a] — M wma curva diferencidvel por partes em uma variedade

M. Uma variacao de ¢ é uma aplicacao continua
F:(—€6) x[0,a] > M

Tal que
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o F(0,t) =c(t), t € [0,a]

e cxiste uma particio P = {0 =ty <t; < ... < tr41 = a} do intervalo [0,a] de modo

que a restrigao de F a cada (—e€, €) X [t;, tiv1], comi=0,1,... k, € diferencidvel.

Uma variacao diz-se propria se
F(s,0) =c¢(0) e F(s,a) = c(a),

para todo s € (—¢,€). Se F é diferencidvel, a variacao diz-se diferencidvel.

Para cada s € (—e¢,¢€), a curva parametrizada Fs : [0,a] — M dada por Fy(t) =
F(s,t) sera chamada curva da variagdo.

Para cada t € [0,al, a curva parametrizada F; : (—¢,¢) — M dada por Fy(t) =
F(s,t) é chamada de curva transversal da varia¢dao. O vetor velocidade de uma curva
transversal em s = 0, ou seja, V(t) = a—(O,t) é um campo vetorial ao longo de ¢(t) e

0s

sera chamado de campo variacional de F.

Proposicao 1 Dado um campo V (t), diferencidavel por partes, ao longo de uma curva
diferencidvel por partes c : [0,a] — M, existe uma varia¢io F : (—e,€) x [0,a] — M de
¢, tal que V(t) € o campo variacional de F, além disso, se V(0) = 0 = V(a) é possivel

escolher ' como uma variagao propria.
Demonstracao 1 FEste resultado pode ser encontrada em [3, Proposi¢ao 2.2].

Definicao 2 Sejam ¢ : [0,a] — M wma curva diferencidvel por partes e F : (—¢,€) X

[0,a] = M uma variagio de c. Definimos as fungoes

e comprimento de arco:

L:(—€¢e)—R
“l|oF
L(s) = L(Fy) = /o %(s,t)H dt.
e enerqgia:
E:(—€€) =R
*||oF 2
E(s) —/0 E(S’t) dt.
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Observacao 1 Notemos que para s = 0 temos os sequintes valores para o comprimento

de arco e energia para c

LO) = L(R) = 1(e) = [ || 0] a

E(0) = E(Fy) = E(c) = /0 S %(t) dt

d
Observagao 2 Tomando f =1 e g = ol da desigualdade de Schwarz
ds

(/Oafgdt)Qg/Oandt-/oadet

deste modo,

de . ||?
£(t) dt = aF(c)

(L(0))? = </0a %(t)Hdt)2§/;12dt./®a

F a igualdade acontece se, e somente se, g for um maltiplo de f, ou seja, se g € constante,

e portanto, se t € proporcional ao comprimento de arco.

Definicao 3 Seja N C M uma subvariedade. Denotando por VY a conezdo de N, indu-
zida pela métrica Riemanniana de M, definimos a sequnda forma fundamental de N em
M por

I1(X,Y)=VxY - VYY

Diremos também que uma subvariedade é totalmente geodésica quando II for identica-
mente nula.

E um exercicio cldssico verificar que isto é equivalente a mostrar que as geodésicas
de N sao geodésicas de M também.

Lembremos também das nogoes de paralelismo e ortogonalidade para campos de

vetores ao longo de uma curva.

Definicao 4 Um campo vetorial V ao longo de uma curva c: I C R — M é dito paralelo

quando

DV
" (t) =
() =0,

para todo t € I.
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Definicao 5 Um campo vetorial V ao longo de uma curva c: I C R — M é dito normal

(v, 50) =0

ao longo de ¢ quando

para todo t € I.

O teorema a seguir é conhecido como a férmula da segunda variacao de comprimento, este
resultado foi demonstrado originalmente por Synge em [10] no ano de 1961 e serd muito

importante na demonstracao do Teorema de Frankel.

Teorema 2 (Férmula da segunda variacao de comprimento) Seja v : [0,a] - M

uma uma geodésica e F': (—e,€) x [0,a] — M uma variagao de y com seu campo variaci-

onal 8_(O’t) = V(t) normal, unitdrio e paralelo ao longo de v. Entdo para o funcional
s

comprimento de F temos

dL

OF dvy\ "
K(V. gt
ds2 / dt <V%s s’ dt>

Demonstragao 2 Como

W(Sv )

L= [

derivando sob o sinal da integral e depois usando a simetria da conerao Riemanniana

F
)] ar

obtemos

dL @F
E<S) = — (s,t) Hdt
= / 8F s t Hdt
0
SINOF D oOF oF
= /0 E(SJ) <%E($,t)7a($,t)>dt
|| OF 1 /DOF OF
- W(Sﬂf) <£g<8,t>,g<8,t)>dt




De modo que quando aplicarmos em s = 0, teremos

U %—fm,t)]1<%%—f<o,t>7%—f<oyt>>dt
_ /0 Z—Z(O,t)‘_1<DZt<t>,Z—Z(t)>dt

Como V' é um campo paralelo ao longo de v obtemos

dL

Derivando mais uma vez e omitindo as varidveis temos que

PL, . d [*||oF| " /DOF OF
dt ds’ Ot

=S = o e

_ A [U||OF| T (4 /DOF OFN _ JOF DOF\Y
-~ ds ), || ot dt \dt Os’ Ot ds ' dt Ot

_ [*d||oF|| " (d /DOF OF OF DOF\Y
-~ Jo ds|| ot dt \dt s’ Ot ds’ dt Ot

Agora, como
DDOF DDOF R(@F aF)aF

dsdt 9t — dtds ot ot ds ) ot

Quando aplicarmos em s = 0, teremos

DDOF DV R(ch

D DoF v
dsdt Ot  dt dt’ dt’

« WoF| ™ /DAOF OF\ [(d /DOF OF OF DOF
/0 ot <£E’E>(%<E£’E>_<$’Eﬁ
+/“ OF 1(d<<DD8F 8F>+<D6F D8F>>dt

o || Ot dt \\dsdt ds’ 0Ot dt 0s’ ds Ot

/a OF || " (<D(9F DaF> <8F DD8F>>dt

o |l ot ds Os’ dt Ot ds’ dsdt Ot

)

15



16

Sabemos também que —=0ce H H =1 donde

wO - /a— al GG ) - (vag)
il G (o )

al (

| ( <<Ddf ) ((vr(Gv) )

= - [ o (v ),

2.2 O Teorema de Frankel

d
dv DV d dy D D dv dry dry
< dtdt> <th£dt+R(dt’V a))

I
_|_

\\c\

Depois de ter abordado as definigbes necessérias para o teorema desejado, podemos

entao enuncia-lo.

Teorema 3 (Frankel) Em uma variedade Riemanniana M de dimensao n, conezxa, com-
pleta e com curvatura seccional positiva duas subvariedades fechadas e totalmente geodésicas

de dimensao ny e ny se intersectam sempre que nq + ng > N.

Demonstracao 3 Sejam N (de dimensao ny) e Ny (de dimensao ny) duas subvariedades
fechadas e totalmente geodésicas de M tais que ny + ny > n e suponhamos por absurdo
que N1 e Ny nao se intersectam. Sejam p = ¢(0) € Ny e ¢ = ¢(l) € Ny pontos extremos da
geodésica unitdria ¢ : [0,a] — M que minimiza a distincia entre Ny e No, isto €, l(c) =
inf{l(7);y tem ponto inicial em Ny e final em Ny}. Como ¢ minimiza a distincia, ela
intersecta Ny e Ny ortogonalmente, ver [8, capitulo 5, exercicio 10].

Dados {vi,va,..., v, } elementos de uma base ortonormal de T,N; podemos con-
sequir, usando o transporte paralelo, um subespagco W de T,M gerado pelas imagens do

transporte paralelo de cada v; ao longo da geodésica c. Contudo temos que (W +T,Ny) #
de

de
T,M, visto que T ¢ (W+T,Ns), pois se existissem w em W e v em T,Ny com w+v = 7

_dcdc_dc N _dc +dc _0
“Navar/  \Na ) T Nae” aw’)

teriamos
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Consequentemente dim(W + T,Ny) < dim(T,M) = n, logo

dim(W NT,Ny) = dim(W)+ dim(T,;N2) — dim(W + T, N,)

v

n1+n2—(n—1)

v

1.

Assim existe xg em W NT,Ny, com (xg,z0) =1 . Seja X o campo do transporte paralelo

de xg ao longo de c. Notemos que

d de DX dec D de
5<Xa> = <Wa> * <Xaa> =0

de
T dt

d DX
—( X, X )=2(—,X ) =0.
(% x) =2 Grx) =

De modo que (X, X) é constante e como (X (0), X(0)) = (xg,z0) = 1, disto temos que X

d
logo <X, d_ch> ¢ constante e como <X(0) (0)> = 0, temos que X é normal ao longo

de c. Notemos também que

¢ unitdrio ao longo de c. Concluimos que X é normal e unitdrio ao longo de c. Outra
observagdo € que como X (0) € tangente a N1 em p e X(a) € tangente a Ny em q, com
Ny e Ny totalmente geodésicas e podemos enzergar X (0) e X (a) como vetores tangentes

a geodésicas de M, teremos:

OF OF
Vor G (0) = VxX(0) = VaX(a) = V gp 5 -(a) = 0.

0s O0s

Pela formula da sequnda variagao do comprimento temos

a

d’L a de de
20 = - | KX, = X, =
d82 (O) /0 ( ) dt)dt+ <VX ) dt>

“ de
= — K(X,—)dt
0

<

0

Contradizendo o fato de ¢ ser minimizante.

Daremos a seguir um exemplo onde o teorema falha caso retire a hipétese de positividade
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da curvatura.

Exemplo 2.2.1 (curvatura seccional ndo-negativa) Tomemos como exemplo S* x S?
munido da métrica produto. Temos que a curvatura secional € nao-negativa, pois identifi-
cando Ty ) (S* x S?) =~ T,§* x T,S* ou seja, cada vetor v € T(, ,(S* x S?) poderd ser visto
da forma v = (vy,v9) com vy € TpS2 evy € TqSQ. Desta forma, um vetor vy € Tp82 poderd
ser visto como (v1,0) e vy € T,S* poderd ser visto como (0,v3). Calculemos a curvatura
de S* x S*. Sejam u,v € T(, 4 (S* x S?) linearmente independente. Denotando por V' a
conezdo em T,S* por V* a conezao em T,S* e temos que a conexao V em T, o (S* x S?)

se compor?ﬁa da segumte maneira
VU= Vl vy + V2 v
u uq V2 ug V2-

E evidente que se tomarmos u,v tangentes a mesma coordenada, se reduz a conexdo de S?
portanto terd a mesma curvatura que S* que é 1. No caso em que u = (u,0) e v = (0,v),
teremos

V. =Vi0+ Viv =0,

De modo que a curvatura se anula.

Agora que se fizados dois pontos distintos p e q em S?, consideremos as subvariedades
Ny = {p} xS? e Ny = {q} x S* e pelos comentdrios anteriores temos V = V' ¢ V = V?
portanto Ny e Ny sao totalmente geodésicas. De modo que sao exemplos subvariedades

totalmente geodésicas que claramente nao se intersectam.

No préximo teorema enfraqueceremos a hipdtese do teorema de Frankel fundamental
sobre a curvatura e sobre a segunda forma (em Frankel pedimos que a segunda forma
seja identicamente nula. A seguir pediremos apenas que seu traco se anule.), mas serd

necessario exigir mais sobre a dimensao das subvariedades.

Teorema 4 Em uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci positiva

duas hipersuperficies minimas se intersectam.

Demonstracao 4 Sejam Ny, Ny C M hipersuperficies minimas e sejam p; € Np e
p2 € Ny 0s pontos destas hipersuperficies mais prozimos um do outro, ou seja . Se py # po

escolhemos como na demonstracao do teorema de Frankel, uma geodésica unitdria c :
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[0,1] = M de py para py. Feito isso, escolhemos uma base ortonormal de campos paralelos
Vi,...,V, ao longo de c com V,, = ‘j—f. De modo que os pontos finais de Vi, ..., V,_1 sdo
tangentes a hipersuperficie. Agora considere as variagoes Fy, ..., F,_1 com a propriedade
F;(s,0) € Ny, F;(s,l) € Ny para s pequeno e %(O,t) = V,. Assim, somando todas as

variagoes

d2L = ! de OF; dc
d52 = Z(-/O K(vj,dt <vap —L £>(0 t))dt
! OF; dc
- /OK s dt+Z<VaF E>(O,t)

l

0

Agora observe que

j=1
ol OF. dc
J
5 N0
j:1 <vaalzﬂ 88 ) dt>(07 )

sao as curvaturas de N1 em py e de Ny e po, respectivamente. Essas contribuicoes sao

nulas e obtemos o sequinte

-1 -1
~ d°L < ! de
= — K dt
0 PR
Jj=1 Jj=1
n—1 l
d
= —/ Ric(V;, —)dt
— 0 d
7=1
< 0

Contradizendo novamente o fato da curva ser minimizante.

Na verdade Petersen e Wilhelm também provaram em [9, Teorema 4] que se a
curvatura de Ricci é nao-negativa e duas hipersuperficies minimas nao se intersectam
entao elas devem ser totalmente geodésicas.

Tomando como base o exemplo que demos apds o teorema de Frankel, verificaremos
que S x S™ é um exemplo onde Ric > 0 e existe minimas que nao se intersectam. Fixados
p1 e qp em St temos Ny = {p1} X S™ e Ny = {1} X S™ sao totalmente geodésica, portanto

hipersuperficies minimas que nao se intersectam. Verifiquemos que Ric(v) > 0. Fixado
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u € T,(S' x S™) unitério, tomemos {u, ey, ...,e,} base ortonormal do espago tangente

T,(S* x S™) assim,
Ric(u) = Z K(u,e;) = n.
i=1
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3 O TEOREMA DE HOFFMAN-MEEKS

3.1 Principio da Tangéncia

Grosso modo, o principio da tangéncia nos diz que se duas hipersuperficies minimas
se tangenciam num ponto de forma que uma esté localmente acima de outra (como gréfico,
por exemplo) entao coincidem. Dito de outro modo, toda tangéncia de duas hipersu-
perficies minimas (distintas) tem intersegdo num conjunto maior que um ponto.

Este principio segue de um resultado geral para equacoes diferenciais elipticas
conforme definimos a seguir.

Uma expressao do tipo

" d*u " Ou
L(U) = Z aij 8@81:] + Zbla_xz + cu,

i,j=1 i=1

onde a;;,b;,c : U C R" = R,4,5 = 1,...,n, sao fun¢oes definidas em um subconjunto
aberto U de R", sera chamado de operador diferencial de ordem dois.

Quando A(z) = (a;j(x)) for simétrica e positiva definida para todo ponto x € U,
isto é,

i ai]’)\i}\j > O,

ij=1
para todo z € U e todo A = (Ay,...,\,) € R"—{0}. A expressao Lu = 0 é chamada uma

equacao eliptica linear de sequnda ordem.

Proposicao 2 Sejam u : U C R®™ — R uma funcao duas vezes diferencidavel e ¢ < 0. Se

L(u) > 0 em U, entdo u ndo possui mdzimo local nao negativo em U.

Demonstracao 5 Ver referéncia [5].

A seguir apresentaremos resultados que nos auxiliarao a enunciar o Principio da

Tangeéncia.

Definicao 6 Dada a funcao

(b(lb) = (b(T(l,l)? s Tan=1) TG TlEn—1) -+ T(n—1,n—1), P15+ - - s Pny Uy L1y - -« 7$n>

de k = @ + 2n — 1 waridveis, n > 3, definida em um dominio de R*. Se ¢ possui
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derivadas parciais de primeira ordem continuas, dizemos que ¢(u) = 0 é uma equagdo

diferencial parcial de sequnda ordem na fungao “incognita”, uw = u(xy,...,x,), onde p; =

ou 9%u
— er

oz, (i,j)zm,pamtodoz’,j:1,...,n—1,i§j.

Considere a forma quadrética

Q) = (AN ),

onde A = (A, ...\,_1) € R" ! e A ¢é a matriz cujos elementos sao

1 0¢
Gij = 4ji = 55,
ij
sei#£je
0
Qi = ?
87%
se 1 < 7.

Diremos que a funcao ¢ é eliptica em um dominio U de R* se a forma quadratica

@ for positiva definida em todo ponto de U.

Teorema 5 (Principio do maximo geral) Sejam z1, 2z, : U — R fungdes diferencidveis
definidas em um conjunto U, aberto e conexo de R"™, ou do semiespago {(x1,...,2);Tn >
0}, tal que 0 € U. Se z; e z9 sdo solugoes de uma mesma equagdo parcial eliptica ¢ = 0,

... 0z 0z
21(0) = 22(0), 21 < 25 em U, e além disto (996711 (0) = 3xi

Sabemos que uma hipersuperficie M é dada localmente como grafico de uma funcgao

(0) entdo z; =z em U.

suave, isto é, para cada ponto p € M existe U C R*! uma funcao suave

f:U—=R

tal que Graf(f) = {(x, f(z));z € R"'} é uma vizinhanca de p em M.

Lema 1 Se M € uma hipersuperficie em R™, n > 3, com curvatura média constante Hy,
entdo a funcao f acima € solu¢ao de uma equagao diferencial parcial eliptica nao-linear,

que envolve apenas Hy, [ e as derivadas de f até a sequnda ordem.

Demonstracao 6 Ver referéncia [5, Lema 2.1].

O principio do méximo geral se aplica para um principio da tangéncia bem geométrico

que enunciaremos a seguir. Para isto precisamos introduzir algumas notagoes. Sejam M; e
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M5 duas hipersuperficies de M que sao tangentes em p € M; N Ms, ou seja T,M, = T,,M,.
Sejam U C T,,M; uma vizinhanga da origem e fi, fo : U — R funcoes diferencidveis cujos
graficos sao vizinhancas de M, e My, respectivamente. Se f; < fo em U, dizemos que M,

estd acima de M;, em U.

Teorema 6 (Principio da tangéncia para hipersuperficies com curvatura média constan
Sejam My e My hipersuperficies em R™ com curvatura média Hy constante, e p € MMMy
um ponto de tangéncia. Se My e My possuem a mesma orientac¢ao em p, e My estd acima

de My em uma vizinhanga conexa, V, de p, entao My e My coincidem em V.

Demonstragao 7 Basta notar que se My, e My sao localmente o grdfico de fi e fs,
respectivamente, o Lema 1 nos diz que fi e fy satisfazem a mesma equagdo diferencial
parcial eliptica. Como My estd acima de M, temos que f1 < fo em uma vizinhanca U.

Assim, pelo Principio do Mdzimo temos que f1 = fo e portanto My = Ms.

O caso particular em que temos a variedade ambiente como o R3, M; e M, su-
perficies minimas, ou seja, Hy = 0 é o caso que mais nos interessa e é o que usaremos na

proxima secao.

Corolario 3.1.1 (Principio da tangéncia para superficies minimas) Sejam M; e
M, superficies minimas em R® e p € My N My um ponto de tangéncia. Se M estd em

um lado de My em uma vizinhanc¢a conexa de V' de p, entao My e My coincidem em V.

3.2 O Teorema de Hoffman-Meeks

Todos os comentdrios até aqui sao validos para hipersuperficies em R"*!. Mas
nosso principal objetivo, neste capitulo, é demonstrar o Teorema de Hoffman-Meeks sobre
superficies minimas em R3, estudadas em um curso classico de Geometria Diferencial.

Enunciaremos a seguir o Principio da continuidade para hipersuperficies minimas.

Lema 2 (Principio da Continuidade) Se M; e My sao hipersuperficies minimas que

cotncidem em uma vizinhanca, entao My = M.

Teorema 7 (Hoffman-Meeks) Uma superficie minima em R® conera, prépria, ndo-

planar e possivelmente ramificada, nao estd contida em um semiespaco.
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Demonstracao 8 Suponhamos, por absurdo, que o teorema é falso. Ou seja, que existe
M C R? superficie minima, conexa, prépria, nio planar e possivelmente ramificada, de
modo que M esteja totalmente contida em um semiespaco.

Sem perda de generalidade, consideraremos que a superficie M esta contida no
semiespaco H = {(z,y,2) € R3 2z > 0}, mas que M nao estd contida em nenhum se-
miespaco que seja subconjunto proprio de H (isto €, a fronteira do semiespago H é o
iinico plano abaizo de M, o que significa que se P = OH = {(z,y,2) € R} 2 =0}), M
¢ assintotica ao plano P, pois se M intercepta um plano tangencialmente, pelo Principio
do Mdzimo para Superficies, M coincidiria com este plano, mas por hipotese, M ¢é nao
planar.

Considerando P temos M N P = (), pois como M estd acima de P se existisse
p € M N P, pelo Principio do Mdzximo, teriamos M = P, mas por hipotese M nao €
plana. Mas, para € > 0 suficientemente pequeno, consequimos uma transla¢ao para bairo
de M, digamos M., tal que M. N P # ().

Considere C = Cy o semicatendide {(z,y,z) € R* 2? + y* = cosh?(z)|z < 0}.
Escolhendo € > 0 pequeno o suficiente, podemos assequrar que M, N C, = 0 e, sendo D,
o disco unitdrio em P, como z < 0 implica que cosh(z) > 1 temos que M. N Dy = 0.

Mais especificamente, seja d > 0 a distancia de M ao disco Dg C P, de raio
R = cosh(1) > 1. Do lado de fora do cilindro Dg, C} estd abaizo do plano z = —1.
Escolheremos entio € < tmin(1,d) e pequeno suficiente para que M. N P % 0.

Seja Cy a contragdo homotética de Cy por t, para 0 < t < 1. Como na figura

abaizo.

Figura 1

Observe que Cy converge suavemente e distante de 0 para P — 0. Do que foi visto
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anteriormente, podemos concluir que:
1. M. N Cy encontra-se fora do cilindro sobre Dy para todo t;
2. M.NCy # 0 para t suficientemente pequeno;
3. M. NCy =0 para t prézimo de 1.

Agora seja S = {t € (0,1); M. NCy # 0} e T =supS. Claramente T < 1. Afirmamos
que T € S, isto é, Cr NS # (. De fato, podemos encontrar uma sequéncia crescente
t, — T em S, com ty > %, tal que existe um ponto p, € Cy onde t,p, € C;, N M..

_Te. Isto

Se pp = (T, Yn, 2n), devemos ter que t,z, > —€, o que implica que z, > t_—; >
¢, {pn} se encontra em um subconjunto limitado {(x1,x2,x3) € Ci|lxs > —%} e portanto
deve possuir uma subsequéncia convergente.

Seja {p;} esta subsequéncia. Como o catenoide € completo, temos que p; — po €
Ch, entao tjp; € Cy; N M. Por continuidade, Tpy € Cr N M. Assim, T € S.

Como a fronteira de Cr se encontra dentro do disco D1 C P, e DiNM, = (), entao

Tpo tem que ser um ponto interior de Cp. Mais ainda, dos fatos:
1. T<1;
2.Vt>T=C,NM, =0,

temos que Cr encontra M. em T'py, mas estd localmente situado de um lado de M, perto
de T'py. Pelo Principio do Mdximo para minimas, Cr coincide com M, proximo de T'pg
e portanto, M, tem que ser um catenoide. No entanto, o catenoide nao pode estar intei-

ramente contido em um semiespaco. O que nos dd a contradi¢ao desejada.

Vale notar que para n > 3 temos que o teorema acima nao é verdadeiro, pois
temos o catenoide (n—1)—dimensional em R™ como contra-exemplo, é uma hipersuperficie
minima, completa de rotacao, mas que estd contido entre dois hiperplanos paralelos.

Enunciaremos a seguir dois resultados, que pode ser encontrado em [7, Corolério

1] , que serd fundamental na demonstracao do Teorema do Semiespago (versao forte).

Teorema 8 Seja My e My superficies minimas, completas, proprias e imersas no espago

tridimensional euclidiano R3, entao acontece um dos casos:

1. ou My ou My € um plano;
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2. Existe um plano P em R3 disjunto de M, e M, tal que M, e M, estio em compo-

nentes distintas de R® — P.

3. M e My se intersectam nao trivialmente.

Teorema 9 (Versao forte do Teorema de Hoffman-Meeks) Duas superficies minimas
R3 pTi el t ficad d it t
em R?, proprias, possivelmente ramificadas e coneras devem se intersectar, a menos que

sejam planos paralelos.

Demonstragao 9 Suponhamos que existam superficies My e My, com as condi¢oes do
enunciado, nao se intersectando. Do coroldrio acima, temos que ou uma delas € um
plano, deizando a outra em um semiespaco, ou existe um plano entre elas, colocando cada
uma delas num semiespago distinto. Do Teorema de Hoffman-Meeks, vemos que isto so
¢ possivel se ambas forem planos e, como nao se intersectam, estes planos devem ser

paralelos.

Em [6] Jorge e Xavier provaram o seguinte resultado sobre existéncia de minimas limita-

das.

Teorema 10 FExistem superficies minimas, completas, nao planar, que estao totalmente

contidas numa faiza.
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4 SELF-SHRINKERS

Denotando por A, a segunda forma fundamental de uma hipersuperficie ¥ no ponto

p, onde sabemos que A,(v) = —dN,(v). E sendo H a curvatura média de ¥, dada por
" tr(A)
n

. Podemos definir também o vetor curvatura média como
H=-H N

Note que a definicao é bem colocada, isto é, o vetor curvatura média nao depende da
escolha da orientagao, pois trocando a orientacao mudamos o sinal do vetor normal e
consequentemente trocamos o sinal da curvatura média, mantendo assim o mesmo vetor

curvatura média.

Exemplo 4.0.1 Seja S*(R) a esfera de raio R em R™ sabemos que para todo p € S"
temos N(p) = % - p, de modo que

1 1
Ayfo) = ~d(£D)y(0) = — (),
assim H = —% de modo que o vetor curvatura média da esfera de raio R é dado por

ﬁ(p)ZHN(p):—%(}%-p) z—%m-

Definicao 7 Diremos que ¥ C R™™! € uma hipersuperficie self-shrinker quando satisfaz
a sequinte equacgao

1
H = —=(z,N),
2
onde x € o vetor posicao e N o vetor unitdrio normal a X em x.

Em uma variedade Riemanniana temos uma maneira de associar uma unidade de
volume, isto é, dv, = dv. Mais geralmente, nés consideraremos espacos Riemannianos
mensuraveis, ou seja, uma tripla (M, g, m), onde m é uma medida suave em M. E usando
o teorema de Radon-Nikodym consideraremos a tripla (M, g, ¢), onde ¢ € C*°(M) é uma
funcao suave tal que dm = e®dv. Chamaremos (M, g, ¢) de uma variedade com densidade
0.

Aqui generalizaremos o conceito de curvatura de uma hipersuperficie ¥ C (M, g, ¢),
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definindo a curvatura média ponderada. por
Hy=H — g(N,Vy)

Definicao 8 Seja > C (M, g, ¢) uma hipersuperficie orientdvel. Diremos que ¥ é p—minima

se e somente se a curvatura média ponderada é nula, ou seja Hy(X) = 0.

Deste modo temos que uma hipersuperficie self-shrinker é uma hipersuperficie o —minima

em (R" (), ¢), onde ¢ = —%. Denotaremos (R™*, (,), ¢) por R}*.

Definicao 9 Diremos que ¥ C R é uma \—hipersuperficie em R" se satisfaz a
equagao

1
Note que uma A—hipersuperficie tem curvatura ponderada constante Hg = A.
4.1 Exemplos

Nesta secao noés apresentaremos algumas propriedades importantes de hipersu-

perficies em Rg“ que usaremos mais tarde. Notando que

1
H¢:H+§<x7N>

E como ja observamos uma ¢—minima em RZH corresponde a uma hipersuperficie self-

shrinker em (R™™1, ().
4.1.1 Esferas

Como ja verificamos no inicio temos H = —% de modo que

1 1 1
H¢:H+§<I,N>:—2—|——<JI,—I>: —

L
RT2\"R"/ "2

==

Assim,

e S"(R) tem curvatura ponderada constante Hy, = —% + & > 0 para R > v/2n.
e S"(v/2n) ¢ self-shrinker.

e S"(R) tem curvatura ponderada constante Hy = —% + % < 0 para R < v/2n.
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4.1.1.1 Hiperplanos

Seja P;, t € R, o hiperplano dado por

Pt = {xn—i-l = t}

e consideremos o vetor normal orientado para cima N; = e,,;. Como N; é constante é
imediato que a segunda forma é nula, portanto teremos H = 0. Agora sabemos que um
vetor x em P, pode ser escrito como © = X + te, 1, onde X é ortogonal a e,,,. Deste

modo

<$, Nt> = <X +tenta, 6n+l> = <X> €n+l> + <t6n+1, en+1> =1,

para qualquer ¢ € R. Desta forma

e P, tem curvatura ponderada constante Hy = 5 > 0 para t > 0.

I

e P, é auto-contraida.

e P, tem curvatura ponderada constante H, = 5 < 0 para t < 0.

DN |+

4.1.1.2 Cilindros

Consideremos o cilindro centrado na origem dado por
Cr=S"R)xR" ™" 1<k<n.

Notemos que H(C%) = %, e considerando Ny r o normal que ponta para fora temos que

(x, Ny r) = R. Portanto

R
Hy(Ch) = 5

) o=

Disto tiramos que
e H,(C%) tem curvatura ponderada constante Hy = % — % para R > v/2k.
. H¢(C’\k/g) ¢ uma self-shrinker.

e Hy(C%) tem curvatura ponderada constante H, = % — % < 0 para R < v2k.



30

Agora observemos que na demonstracao do principio da tangéncia para minimas o argu-

mento é baseado em hipdteses das derivadas até a segunda ordem, e como a expressao
H = cla, N),

sO relacionara as derivadas de primeira ordem podemos enunciar o seguinte principio do

maximo para superficies self-shrinkers.

Teorema 11 (Principio do maximo para hipersuperficies self-shrinkers) Sejam M;
e My hipersuperficies self-shrinkers em R"™ e p € M;N M, um ponto de tangéncia, Se M,
esta em um lado de My em uma vizinhanc¢a conexa de V de p, entao My e My coincidem

em V.

Agora cabe notar o seguinte resultado.
Proposicao 3 A unica self-shrinker limitada por uma esfera é S™(\/2n).

Demonstragao 10 Note que se ¥ estd contida em B"™'(R) = {z € R""};|z| < R}

temos que X € compacta. Em particular, existe p € ¥ tal que
d(p,S"(R)) = dist(%, S"(R)).

Portanto, podemos escolherr < R tal que ¥ e S*(r) sao tangentes em p. Como a curvatura

média ponderada de S"(r) é dada por

o principio da tangéncia nos diz que X = S™(r) e pelos comentdrios se S"(r) é uma

self-shrinker entao r = v/2n, chegando que % = S™(1/2n).
4.1.2 Semicatenoides

Dada uma fungao uy : [0, +00) — R satisfazendo

o up(t) > 0t e ug(0) < /2(n—1),

t
o u%”—)@eué(t)%&quandot—)oo,
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e 1y é estritamente convexa e 0 < uy < 6 .

Counsideremos

Yp 1 [0,+00) x S"F - R"™ =R" x R
(t,w) — (ugp(t)w, —t)

Entdo consideremos o semicatenoide como Cy = 15([0, +00) x S™1) Observemos que

Hy(Cy) = 0.

n—1

N
\/2(n—1)
{r,11 = 0}. De forma que quando § — 0 temos que Cy — C" 2 — N{z,41 = 0} e

v 2(n

Vale notar que Cy estd na regiao limitada pelo plano F, e o semi-cilindro C'

quanto 6 — oo teremos que Cy — F,.

4.2 O Teorema do Semi-espaco para self-shrinkers

Demonstraremos a seguir um resultado que foi demonstrado em [1], e que no con-
texto das superficies self-shrinkers, faz um paralelo ao Teorema de Hoffman-Meeks para

superficies minimas.

Teorema 12 (Cavalcante, Espinar) Seja P um hiperplano passando pela origem. A
unica hipersuperficie self-shrinker propriamente imersa contida em um dos semiespagos

fechados determinados por P € ¥ = P.

Demonstragao 11 Demonstraremos por contradi¢ao. Assumindo que ¥ C RZH € uma
hipersuperficie self-shrinker propriamente imersa contida em um semiespaco determinado
por Py = {x = (z1,...,2p41)|xns1 = 0} € ¥ nao é Py. Sem perca de generalidade,
assumiremos que ¥ C {41 > 0}.

Notemos que a fungio h : ¥ — R, dada por h(p) = (p,eni1), nao pode ter um
minimo. Caso contrdrio, existiria um ponto py tal que hg = h(po) < h(p). Implicando
que ¥ e Py, tem um ponto de contato em py. X estd abaizo de Py, (com respeito a
orientacdo para cima) e Hy(X) < Hy(Pp,). Contradizendo o Principio do Mdzimo.

Portanto, assumiremos que Y € assintotica a algum hiperplano Py, t > 0.

Como X € propria, existe um € > 0 tal que D(\/2(n —1)) x [0,t + € UX = 0,

onde D(y/2(n —1)) C Py € a bola euclidiana (n — 1)—dimensional centrada na origem e
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de raio \/2(n —1).

Agora transladaremos para cima a familia de semicatenoides Cy. Denotaremos
09,8 = 00 + Seént1

para s > t. Sendo Ny o normal ao logo de Cy s satisfazendo que (Nys,en11) > 0 € que

/
Sty

1 >0,
(1+ (wp))?

Hy(Cos) =
seja positiva ao longo de Cy .
Assim, tomando s € (t,t+¢€), entdo 0Cy s nao toca ¥ para todo 6 € (0,+00). Note

que Cp s — C — N{z"™! < s} quando 0 — 0 e Cpy — Py quando  — +o0. Notemos

n—1
\2(n
também que Cy s nao € assintotico a todo hiperplano Py, t < s. De fato, Cy s € assintdtico
ao cone para todo 6 > 0.

Portanto, como X se aproxima de Py, existe 6y tal que Cy s tem um primeiro ponto

de contato finito com X com 0 decrescendo para 0. Claramente, ambos normais para cima

de 3 sobre Cy s, mas Hy(Cys) > Hy(X) = 0.



[1]

[7]

[10]

33

REFERENCIAS

M. Cavalcante and J. Espinar. Halfspace type theorems for self-shrinkers. Bulletin

of the London Mathematical Society, 48, 12 2014.

M. Dajczer, M. Antonucci, G. Oliveira, P. Lima-Filho, and R. Tojeiro. Submanifolds

and isometric immersions, publish or perish. Inc., Houston, 1990.

M. P. do Carmo. Geometria riemanniana. Instituto de Matemética Pura e Aplicada,

1988.

T. Frankel et al. Manifolds with positive curvature. Pacific Journal of Mathematics,

11(1):165-174, 1961.

K. R. L. Frensel. O principio da tangéncia e aplicacoes. Dissertacao de Mestrado,

1983.

L. Jorge and F. Xavier. A complete minimal surface in r 3 between two parallel

planes. Annals of Mathematics, 112:203-206, 07 1980.

W. Meeks III, L. Simon, and S.-T. Yau. Embedded minimal surfaces, exotic spheres,
and manifolds with positive ricci curvature. Annals of Mathematics, pages 621-659,

1982.

P. Petersen, S. Axler, and K. Ribet. Riemannian geometry, volume 171. Springer,

2006.

P. Petersen and F. Wilhelm. On frankel’s theorem. Canadian Mathematical Bulletin,
46(1):130-139, 2003.

J. L. Synge. The first and second variations of the length-integral in riemannian

space. Proceedings of the London Mathematical Society, 2(1):247-264, 1926.



