UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS-UFAL
INSTITUTO DE MATEMATICA

RAPHAEL DE OMENA MARINHO

FROBENIUS COM SINGULARIDADES: ALGEBRA HOMOLOGICA NUMA
APLICACAO COM FORMAS DIFERENCIAIS

MACEIO
2019



RAPHAEL DE OMENA MARINHO

FROBENIUS COM SINGULARIDADES: ALGEBRA HOMOLOGICA NUMA
APLICACAO COM FORMAS DIFERENCIAIS

Dissertacdo apresentada como requisito parcial para
obtencdo do grau de Mestre em Matemadtica da
Universidade Federal de Alagoas - UFAL, Instituto
de Matemadtica.

Orientador: Prof. Dr. Luis Guillermo Marti-
nez Maza

Maceid
2019



Catalogacéo na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisao de Tratamento Técnico
Bibliotecario: Marcelino de Carvalho

M338f Marinho, Raphael de Omena.

Frobenius com singularidades : algebra homéloga numa aplicacdo com formas

diferenciais / Raphael de Omena Marinho. - 2019.
44 1,

Orientador: Luis Guillermo Martinez Maza.

Dissertacdo (mestrado em Matematica) — Universidade Federal de Alagoas.

Instituto de Matematica. Maceid, 2019.

Bibliografia: f. 44.

1. Formas diferenciais. 2. Singularidades (Matemética). 3. Algebra homoldgica.

I. Titulo.

CDU: 517.9




Raphacl de Omena Marinho

Frobenius com Singularidades: algebra homolégica numa aplicagio com formas diferenciais

Dissertagio na édrea de Dinamica Complexa.
submetida & banca examinuadora, designada pelo
Programa de Pos-Graduacdo em Matemdtica da
Universidade Federal de Alagozs, como parte cos
requisitos necessdrios para obtengdo do grau de
Mestre em Matematica.

Data de Aprovacio: 22/02/2019

Banca Examinadora

Prof. Dr. Luis Guillermo Martinez Kddza

Universidade Federal de Alagoas
Instituto de Matemdtica
Orientador

ot

Prof. Dr. Arturo Ulises Fernandez Perez.
Umversidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas
Exdminador

Prof. Dr. Rogério Santos Mol
Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas
Examinador

Scanned by CamScanner




AGRADECIMENTOS

Certo vez um grande amigo disse que “quando um atleta sobe ao pddio ele carrega
toda uma equipe consigo". Neste espaco, que é propicio, apresentarei minha equipe e deixarei
registrada minha gratiddo.

Comeco, entdo, pelos integrantes mais antigos da equipe: minha familia, a qual sempre
esteve disposta em apoiar as decisdes que tomei, mesmo que muitas vezes ndo entendessem a
vida académica. Em especial, destaco trés nomes que diariamente se fizeram presentes; a minha
mae Joelia de Omena, a meu pai Alberto Marinho e a minha irma Ingrid Marinho, registro minha
gratiddo e felicidade em té-los a meu lado.

Sdo tantos os nomes que gostaria de registrar, tios e tias, avos e avls, primos e primas.
Todos, com carinho, estdo presentes e compdem a equipe. Mas, ndo poderia deixar aqui de
agradecer Yasmine Omena e Pedro Marinho, os quais sinto grande afei¢do e irmandade, por
todos bons momentos e conversas que, certamente, facilitaram estes dltimos anos.

Outra parte da equipe é composta por amigos. Primeiro, deixo meus agradecimentos aos
meus amigos de longa data, por todas risadas e a amizade que se mostra inabaldvel; sem estes, o
final seria ainda mais dificil.

Aos meus amigos da turma do mestrado, Davis Magalhdes, Wagner Xavier e Yanderson
de Lima, meus sinceros agradecimentos por todos dias de estudo, companheirismo € apoio.
Vocés sao grandes responsaveis pela chegada ao pédio.

Ainda escrevo sobre amigos de turma, mas agora os que me acompanham desde a
graduacdo. Fui felizardo em comecar minha vida académica na mesma turma que Jairo de Melo
e Krisleen da Silva; agradeco por tantos dias de aprendizado, boas conversas e toda experiéncia
que adquiri com voces.

Essa parte da equipe é grande, e escrever sobre todos me renderia tantas linhas quanto
a da dissertacdo. Durante seis anos, encontrei grandes amizades no Instituto de Matematica e,
aqui, deixo minha gratiddo por tornarem a vida académica mais leve. Registro alguns nomes
como forma de enfatizar minha amizade: Alyson Santos, Arthur Wayne, Beatriz Neves, Deiviana
Nogueira, Jandir Gomes, José Ranilson e Raquel Paes.

Dentre estes, minhas palavras de gratiddo a Maria Ranilze da Silva, a qual tem sido para
todos que a conhecem uma grande amiga e conselheira. Mostra-nos como a vida académica pode
ser alegre, mesmo com dedicacdo; sim, isso € possivel.

Registro também meus agradecimentos a Gilmar Batista, um grande amigo que sempre
disposto, tirou-me ddvidas sobre o ISIEX e, entdo, foi possivel digitar este trabalho.

Mesmo com tantas amizades, sé foi possivel chegar até aqui devido a formag¢ao mate-
mdtica que tive. Meu respeito e agradecimento aos professores Abradgo Mendes, Cicero Tiarlos,
Juliana de Lima, Marcos Ranieri e Wagner Ranter, com os quais pude aprender a admirar alguns

dos encantos matematicos.



Agradeco ao meu orientador, professor Luis Guillermo, o qual disse sim quando nenhum
outro podia. Por acreditar desde o comecgo que seria possivel, por tantas conversas que me
permitiram enxergar a matemdtica e por todo conhecimento que obtive, deixo minha gratidao
registrada aqui.

Aos professores Arturo Fernandez e Rogério Mol, que aceitaram o convite em participar
das correcoes desse trabalho, agradeco pelas sugestdes e criticas que acrescentam de maneira
singular nesta ultima etapa.

Ainda na equipe de mestres e doutores que contribuiram, e contribuem, na minha vida
académica, agradego a mais dois que, para mim, tornam-se bons amigos. Ao professor Isnaldo
Isaac, agradecgo por todas xicaras de café acompanhadas de uma boa conversa. Ao professor
André Flores, por todos conselhos que me fizeram aprender a jogar e a ganhar o jogo, minha
gratiddo.

Porém, em minha formacao académica ndo foram apenas matematicos que me ensinaram.
Aproveito para externar minha gratidao e verdadeira admiracdo aos servidores do Instituto de
Matemadtica. Em especial, Ana de Mendonga, Fatima Cavalcante e Karenn de Melo, que tenho
como amigas.

Uma grande equipe, formada por grandes pessoas. Ndo esqueco de manifestar meu
reconhecimento e agradecer a Marileide da Fonseca e ao Lucinvaldo. Sempre “tia" Marileide,
com seu café acucarado e sua melodia afinada, lembra-nos o quanto a vida pode ser doce e
agraddvel; entramos todos no ritmo até chegar ao pddio.

Agradeco também as agéncias de fomento e desenvolvimento para a pds-graduagdo
brasileira, especialmente a Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CNPQ), a qual financiou este trabalho.

De forma cliché, os que creem, comecgariam agradecendo a Deus por toda essa equipe.
Contudo, falta-me palavras para escrever minha gratiddo em viver ao lado destes que citei. Ao
fim digo que Nele creio, confio e espero.



RESUMO

Apresentamos o Teorema de Frobenius para formas diferenciais, admitindo que o conjunto
de singularidades ¢ ndo vazio. Para tanto precisaremos de ferramentas da dlgebra homoldgica,
que serd estuda nos capitulos iniciais. Em seguida veremos defini¢des, exemplos e operacdes
no espago de formas diferenciais. Feito isso, demonstramos o teorema principal, devido a B.

Malgrange.

Palavras-chave: formas diferenciais; singularidades; dlgebra homolégica.



ABSTRACT

We show the Forbenius Theorem for differencial forms, assuming that the set of singularities
is non-empty. For this, we will need tools of the homological algebra, which will be studied
in the initial chapters. Next, we will see definitions, examples and operations in the space of
differential forms. Having done this, we will proof the main theorem, owing to B. Malgrange.

Keywords: differential forms; singularities; homological algebra.
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INTRODUCAO

J4 no fim do século XIX, Paul Painlevé (1863-1933) inicia o estudo das Equacdes

Diferenciais Complexas, buscando a classificacdo de equagdes do tipo

dy _ F(z,y)

dr  G(z,y)’
a partir do comportamento de suas solugdes, onde F' e GG sdo polindmios complexos. Atualmente,
o estudo desse tipo de equacao diferencial tem contribuido para a compreensao e desenvolvimento
nas dreas de Matematica e Fisica-Matemdtica, como por exemplo, os Circuitos Elétricos que sdao
regidos por equacdes diferenciais complexas, ou a busca de Fungdes Transcendentes.

Um importante problema na teoria dessas equacdes € determinar quais tipos de equacdes
racionais, como a citada acima, pode ser integrada utilizando apenas funcdes elementares do
Cdlculo Diferencial e Integral e algumas operacdes algébricas como obter raizes de polindmios
complexos de duas varidveis.

O desenvolvimento deste estudo nos leva a Teoria das Folheagdes: agora, as Equacdes
Diferenciais Complexas sdo vistas como Folhea¢des Holomorfas. A Teoria das Folheacdes
abrange diversas dreas da Matemdtica, como Topologia Diferencial e Algébrica, Geometria
Algébrica, Sistemas Dindmicos e Varias Varidveis Complexas.

Uma boa introducdo na Teoria das Folheacoes ¢ feita em (NETO; SCARDUA, 2015).
Um dos importantes resultados é que folheagdes de codimensao um sdo localmente definidas por
1-formas diferenciais integraveis, diz-se ainda que a folheagao € definida pela equacgao diferencial
w = 0, onde w € uma 1-forma holomorfa.

Nesta dire¢@o, encontramos um resultado bastante conhecido, que d4 uma caracterizacao
para integrabilidade de uma forma: w € integravel se, e somente se, w A dw = 0; este ¢ o Teorema
de Frobenius. Esse resultado considera que a forma w nao tem singularidades, a grosso modo
isto quer dizer que ndo se anula em alguns pontos.

Porém, algumas equacdes complexas da forma % = X (z) t8m seu campo de vetores se
anulando em alguns pontos ou, ainda, temos que algumas variedades complexas ndo admitem
folheagdes por curvas (que s@o folheacdes de dimensdao um, sem singularidades), mas admitem
folheagdes singulares por curvas, como ocorre no importante caso do espago projetivo de
dimensao 1, CP(1).

Diante disto, essa dissertacdo tem como objetivo provar um Teorema devido a Bernard
Malgrange (1928-), apresentado pela primeira vez em 1976. O artigo intitulado “Frobenius avec
Singularités, codimension un" deixa evidente qual o resultado principal.

Como ja comentado, essa Teoria intersecta diversas dreas da Matemadtica. Aqui, precisare-
mos fortemente da Topologia Algébrica, a qual tem sua origem quando Enrico Betti (1823-1892)
e Jules Henri Poincaré (1854-1912) estudavam invariantes topoldgicos que permitem classificar
os espacos de maneira topolégica. Por um lado, E. Betti introduz o conceito de grupo funda-
mental, enquanto J.H Poincaré associa cada espaco com uma sequéncia de grupos, chamados de

grupos de homologia.
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A partir da defini¢io de homologia surge mais um ramo da matemdtica: Algebra Homo-
l6gica. J4 no primeiro capitulo dessa dissertagdo apresentamos alguns conceitos e resultados da
dlgebra homoldgica que nos auxiliardo na demonstracdo do Teorema proposto por B. Malgrange.

Na primeira sec@o do capitulo 1 apresentaremos conceitos da Teoria de Categorias e
Functores, que trata da relac@o entre objetos gerais. Exemplificaremos com functores que serdo
utilizados em todo trabalho, denotados por Mor(C, —) e Mor(—,C).

Dando continuidade ao capitulo 1, vamos expor defini¢des e argumentos bdsicos da Teoria
de Mdédulos. Um dos resultados fundamentais é o Lema de Nakayama, que serd demonstrado.

Por fim, na se¢do 3, estudaremos o Complexo de Koszul. Nesta se¢do apresentaremos
as ideias principais para a aplicacdo do dltimo capitulo, como os conceitos de homologia e
co-homologia.

Devido a importincia das formas diferenciais nesse contexto, faremos uma breve exposi-
¢do de conceitos e propriedades de formas no capitulo 2.

A secdo 1 do segundo capitulo, serd dedicada para as defini¢cdes e alguns exemplos que
complementam a teoria das formas diferenciais. Comecaremos com um caso mais simples, até
chegarmos nas generalizacgoes.

Operagoes entre formas € o foco da segunda se¢do do capitulo 2. Definiremos algumas
operacdes e mostraremos suas principais propriedades. Ao fim da se¢@o, deixaremos uma versdao
do Teorema de Frobenius.

J4 familiarizados com a defini¢do de Complexo, vista no capitulo 1, estudaremos dois
complexos particulares no espaco das formas diferenciais na se¢éio 3 do capitulo 2. O Complexo
de De Rhan vai ser apresentado apenas para exemplificagcdo, porém o segundo complexo no
espago de formas nos serd util no dltimo capitulo. Ainda nessa se¢iio encontraremos o importante
Algoritimo de Godbillon-Vey.

O terceiro e ultimo capitulo da dissertagdo, serd dedicado a demonstragdo do Teorema de
Frobenius com Singularidades, feito pela primeira vez por B. Malgrange. Apresentaremos outros
resultados da mesma natureza, que foram primordiais para as ideias de B. Malgrange. A principal
aplicagdo da dlgebra homoldgica se dd numa proposi¢do encontrada em (MALGRANGE, 1976).

Para finalizar a dissertacdo, deixamos na conclusao alguns comentdrios a respeito de
generalizacdes feitas também por B. Malgrange em um segundo artigo, publicado logo apds
(MALGRANGE, 1976).
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1 Algebra Homolégica

O ramo da matemadtica que associa estruturas algébricas com espagos topolégicos é
conhecido como Topologia Algébrica. Dentre tantos conceitos, encontramos o de homologia
e co-homologia, os quais s@o estudados na dlgebra homoldgica. Comegamos esse capitulo
definindo Categorias e Functores, que sdo conceitos mais gerais e que nos dard base para
desenvolver a teoria necessdria para os demais capitulos. Na secao 2, apresentamos defini¢des,
exemplos e alguns importantes resultados da Teoria de Mddulos. Ao fim do capitulo, serd definido
o Complexo de Koszul e algumas proposicdes que posteriormente serdo utilizadas. Podemos
encontrar essa teoria em (LANG, 2002).

1.1 CATEGORIAS E FUNCTORES

A Teoria das Categorias trata de quaisquer estruturas matematicas, as quais sdo chamadas
de objetos, e a relagdo entre estruturas da mesma natureza. A relacdo entre esses objetos €
conhecido como morfismos, enquanto uma relacdo entre categorias € chamada de functores. A
seguir apresentamos as defini¢des formais, acompanhadas de alguns exemplos que nos ajudam a
esclarecer tais defini¢des.

Definicao 1.1. Uma Categoria 4 consiste de uma colecido de objetos Ob(%’), um conjunto de
morfismos Mor(A, B), para cada par ordenado (A, B) de objetos, e uma aplicacdo
Mor(A, B) x Mor(B,C) — Mor(A, (), para cada tripla ordenada (A, B, C') de objetos, que

satisfazem os seguintes axiomas:

CAT 1. Dois conjuntos Mor(A, B) e Mor(A’, B') sdo disjuntos, ando serque A = A'e B = B/,
neste caso eles sdo iguais.

CAT 2. Para cada objeto A de % existe um morfismo id4 € Mor(A, A) o qual atua como a
identidade a esquerda para os elementos de Mor (A, B) e a direitaem Mor(B, A), para qualquer
objeto B € Ob(%).

CAT 3. A aplicacdo € associativa, isto é, dados f € Mor(A,B). g € Mor(B,C) e h €
Mor(C, D) entdo

(hog)ef=hol(gof)
para quaisquer objetos A, B, C, D de ¥ .

Exemplo 1.1. A categoria 4, cujos objetos sdo conjuntos abertos em R" e os morfismos sdo
aplicacdes continuas e a categoria 4’ °°, com mesmos objetos, mas cujos morfismos sdo aplicacdes
C*, sdo exemplos bastante utilizados e estudados em algumas dreas da matematica.

De maneira andloga, temos a categoria Hol, cujos objetos sdo abertos em C™ e morfismos

sdo as aplicacoes holomorfas.
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Exemplo 1.2. A categoria que tem como objetos os grupos e morfismos os homomorfismos de

grupos serd denotada por ¢. Quando os grupos forem abelianos, denotaremos simplesmente por
Ab.

Nos exemplos acima, os axiomas CAT 1, 2, 3 sdo facilmente verificados. Basta perceber
que a composi¢do de morfismos ainda é um morfismo na respectiva categoria, por exemplo, a
composi¢do de fun¢des holomorfas ainda € uma fun¢do holomorfa, assim como a composi¢ao de

homomorfismos de grupos ¢ um homomorfismo.

Definicao 1.2. Sejam &7 e 4 categorias. Um functor covariante £’ de .o/ em % € uma regra o
qual para cada objeto A em .« associa um objeto F'(A) em %, e para cada morfismo f : A — B
associa um morfismo F'(f) : F(A) — F(B) de modo que

FUN 1. Paratodo A em &7 temos F(ida) = id ().
FUN2. Se f: A— Beg: B — ( sao dois morfismos de </ entdao

F(go f)=F(g)o F(f).

Podemos definir o functor contravariante de .7 em % usando essencialmente a mesma
defini¢do, mas revertendo a seta em F'(f), isto é, para cada morfismo f : A — B o functor

contravariante associa um morfismo
F(f): F(B) — F(A),
tal que se
f:A—Beg:B—C
sd0 morfismos em .27, entdo
F(go f)=F(f)e F(g).

Exemplo 1.3. Seja . a categoria cujos objetos sdo conjuntos e os morfismos sdo aplicacdes
entre conjuntos. Para uma categoria 4 qualquer, ao fixarmos um objeto C' de %', obtemos um

functor covariante
Mg - C — .

fazendo Mc(A) = Mor(C, A), para qualquer objeto A de . Se ¢ : A — A’ € um morfismo,
temos a aplicacao

Mc(p) : Mor(C,A) — Mor(C, A")
dada por

g—yog
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para qualquer g € Mor(C, A). Os axiomas FUN 1 e FUN 2 sdo verificados.

Podemos obter também um functor contravariante
M. ¢ — 7
tal que M“(B) = Mor(B,C).Se v : B — B é um morfismo, entio
M) : Mor(B,C) — Mor(B',C)
¢ dado pela regra

frrfoy

para qualquer f € Mor(B, ().

Para entendermos melhor, tome Ab a categoria de grupos abelianos. Primeiro sabemos
que o conjunto dos homomorfismos, Hom(A,B), que saem de A e chegam em B ¢é também um
grupo abeliano, com a operacdo composicdo. Assim, fixando um grupo abeliano G, temos que
B — Hom(G,B) é um functor covariante de Ab em si mesmo ¢ A — Hom(A,G) é um functor

contravariante também de Ab em Ab.

Ainda neste capitulo continuaremos estudando categorias e functores especificos, relacio-

nados a estrutura de moédulos.

1.2 MODULOS: DEFINICOES BASICAS

De modo geral, médulo é a generalizacdo de espaco vetorial. Buscando estender os
conceitos da Teoria de Vetores, iremos nesta se¢do definir os que sdo geradores para um médulo
e como se constitui uma base. Ainda nesta se¢io apresentamos as sequéncias exatas, que é um

conceito fundamental na dlgebra homoldégica.

Definicao 1.3. Seja A um anel. Um médulo a esquerda, ou um A-médulo a esquerda, M é
um grupo abeliano, usualmente aditivo, junto com uma operagao e : AzM — M, tais que,

para quaisquer a,b € Aex,y € M temos
(a+b)x =ar+brea(r +y)=ax+ ay.

De maneira similar definimos um A-médulo a direita. Quando M é um mddulo a
esquerda e a direita diremos apenas que ¢ um A-médulo.

Se M € um A-mdédulo, entendemos como submédulo N de M um subgrupo aditivo tal
que AN C N, ou seja, N C M € um subgrupo que é fechado para operagdo de A em M.

Observacao 1. A partir da definicdo acima, pode-se provar que lx = z, 0z = 0 e

a(—x) = —(ax).

Exemplo 1.4. Seja [ um ideal de um anel A comutativo. O anel quociente A/I com a operag¢do

dadapor a(z + I) = ax + I, para a € A, define uma estrutura de médulo sobre A.
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Exemplo 1.5. Se S € um conjunto ndo vazio e M é um A-mddulo, entdo o conjunto das
aplicagdes Map(S, M) com a operagdo (af)(s) = a.f(s), f € Map(S, M) e a € A, é também
um A-mddulo.

Exemplo 1.6. Seja q um ideal de A e M um A-mddulo. Definimos M como o conjunto de
todos elementos ¢;my + - - - 4+ g,my,com q; € §em; € M. Este € um exemplo de submddulo
de M.

Dados n submédulos Mj, . .., M, de um A-mdédulos, temos que a soma M = > M;,
=1

definida por
M = {my +---+m,|m; € M},

¢ um A-médulo. Em geral, dada uma familia {M;};c; de A-moédulos, definimos

Yo M; = {> > m;lm; € M;, com m; = 0 exceto para um nimero finito de indices}.
el iel

Proposicao 1.1. Seja { M;};c; uma familia de submddulos de um A-mdédulo M. Sdo equivalentes:

1. m € M é escrito de maneira tinica como m =Y m;, com m; € M; e m; = 0, exceto para
i€l
um numero finito de indices.

2. M =5 M;ese> m; =0, entdo m; =0 paratodoi € I.

i€l iel
3. M=> MeMnN(> M)=0,paratodo j € I.
i€l i#j
Demonstracdo.

1. = 2. Por hipétese, para m € M temos que m = »_ m; e, portanto, M C > M,. Sendo
i€l i€l
M; (2 € I) submddulos de M, segue trivialmente que » , M; C M. Estas inclusdes mostram que
iel
M =" M,. Agora, se Y m; = 0 entdo, pela unicidade, m; = 0 para todo i € I, pois podemos
icl il
escrever y_m; =0 =>_0;.
icl icl
2.=3. Sejam € M; N (D> M;),ouseja, m =m; € Mjem =) m; € ) M, Dessaforma,
i#] i i#]
tem-se »  m; —m; = 0 e, por hipétese, para cada ¢ € I temos m; = 0. Logo, m = m; = 0.
i#]
3. = 1. Precisamos mostrar apenas a unicidade, ja que M = > M, implica que m = > m,,
i€l i€l
com m; € M; e m; = 0, exceto para um nimero finito de indices. Entdo suponha que
Y m; = m = > m,. Dai, Y. m; — > .m, = 0 e isto implica que, para cada j € I,
iel il i€l i€l
my —mf = Y m;— > m;. Como m; —mj € Mye ), m;— > m; € ) M, ahipbtese
i7#] i7#] i#] i#] i#]
garante que m; — m’; = 0. Portanto, m € escrito de forma tnica. Il

Definicao 1.4. Dizemos que um A-mddulo M € a soma direta de uma familia de submddulos
{M;};er se satisfaz qualquer das condigdes da proposi¢do 1.1. Denotaremos por M = @ M; e

iel
no caso em que / é um conjunto finito, podemos escrever simplesmente M = M; & - - - & M,.
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Defini¢io 1.5. Seja X C M um subconjunto de um A-mdédulo. Quando X # () o conjunto
gerado por X é (X) = {>_ a;x;la; € Aex; € X}, onde x; = 0 exceto para um niimero finito.
Por convengéo, se X = () definimos (X) = 0. M é um A-médulo finitamente gerado se existe

um subconjunto finito X = {xy,...,z,} tal que (X) = M.

Defini¢ao 1.6. Um A-mddulo L € dito livre se existe um conjunto de indices B C L tal que

L=@& Ay, com A, = (b) = A, paratodo b € B. Dizemos ainda que B ¢ base de L.
beB

O resultado a seguir é conhecido como Lema de Nakayama e utilizaremos como fer-
ramenta algébrica no decorrer do trabalho. Admitiremos que A é um anel comutativo, com

unidade.

Lema 1.1 (Lema de Nakayama). Sejam M um A-modulo finitamente gerado e q um ideal de A
contido em cada ideal maximal de A. Se M = M, entdo M = {0}.

A intersecdo de todos ideais maximais de A é denotado por rad(A) e chamamos de
o Radical de Jacobson. Uma caracterizac¢@o para o radical de Jacobson é: x € rad(A) se, e
somente se, 1 — zy é uma unidade em A, para todo y € A. E simples verificar essa equivaléncia,
porém requer conhecimentos na teoria de ideais, a qual ndo serd desenvolvida nesse trabalho. No

Lema de Nakayama temos que q C rad(A).

Demonstragdo (Lema de Nakayama). Suponha que M # {0} e seja {m, ..., m;} um conjunto
minimal de geradores de M. Por hipdtese, m; € M, isto é, existem ¢y, . . ., g; tais que

my=qmy+ -+ qmy.

Assim, (1 — g1)mq = gama + - -+ + @ymy. Como ¢; € q, a caracterizag¢do do radical de
Jacobson de A implicaem 1 — ¢; ser uma unidade em A.
Mas, isso contradiz a minimalidade dos geradores de M, ja que m; serd escrito como

combinacdo dos demais geradores. U

Sejam M um A-mdédulo e N um submdédulo. Podemos definir uma estrutura de médulo no
grupo quociente M /N fazendo a(x + N) = ax + N, para qualquer a € A. Com esta operagdo
de A em M/N, verifica-se que M /N é um A-médulo, chamado de médulo quociente.

Em algumas literaturas o Lema de Nakayama € encontrado como o coroldrio a seguir.

Sua demonstrag@o é uma aplicagdo do Lema 1.1 para o médulo quociente M/N.
Corolario 1.1. Se N é um submodulo de M tal que M = N + qM, entdo M = N.

Definicao 1.7. Um A-homomorfismo ¢ uma aplicagcdo f : M — M’ entre dois médulos do
mesmo anel A, tal que é um homomorfismo de grupos e vale f(ax) = af(x), para qualquer
a € Aex € M. Denotamos por Hom (M, M’) o conjuntos dos A-homomorfismo de M em
M.
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A cole¢do dos A-modulos formam uma categoria, denotada por M od 4, onde os morfis-
mos sdo os A-homomorfismos. Quando A é um anel comutativo, Hom (M, M') é um A-médulo
e, portanto, ao fixar um A-médulo M, temos também que N — Hom (M, N) é um functor
covariante e N — Hom (N, M) é um functor contravariante da categoria Mod, em Mod .

Sendo f : M — N um A-homomorfismo, temos que o nidcleo

ker(f) = {m € M|f(m) = 0}
€ um submddulo de M e que a imagem
im(f) = {f(m)|vm € M}

¢ submoddulo de N. Definimos também o co-nicleo de f como o quociente coker(f) =

Definicao 1.8. Uma sequéncia de A-homomorfismos
fn+1 fn
oo —> My — M, — M, | — ---

¢ dita uma sequéncia exata quando im(f,,+1) = ker(f,), para todo n. Chamamos de complexo
quando vale apenas a inclusio im(f,+1) C ker(fy,)

Uma sequéncia exata curta ¢ uma sequéncia exata do tipo
0— M Lo ML M — 0.
Exemplo 1.7. Temos uma sequéncia exata curta associada com um submdédulo N de um mdédulo
M, dada por
00— N—M— M/N—0,

onde a aplicagdo de N em M € a inclusdo e a préxima € a aplicagdo candnica.

Dizemos ainda que um functor F’ € exato se preserva a exatiddao da sequéncia, isto é, dada

uma sequéncia 0 — M’ — M — M" — 0 exata, entdo
0 — F(M') — F(M) — F(M") — 0

ainda é exata. Aqui, consideramos F’ covariante, mas a defini¢do é a mesma para quando F' for
contravariante.

Um A-médulo @ € dito ser injetivo se o functor M — Hom (M, Q) é exato. Um fato
interessante, que pode ser encontrado na pagina 784 de (LANG, 2002), é que cada médulo é um
submddulo de um médulo injetivo.

Por uma resolucao injetiva de )/, entendemos como uma sequéncia exata
0—M-—1"—T1"— " —,

tal que cada I™ (n > 0) € injetivo.

Passamos entdo para uma operagdo entre médulos que serd ttil para a préxima secao.
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Definicao 1.9. Sejam M e N dois A-mddulos. Por produto tensorial de M e N, entendemos
como sendo o tnico A-médulo M ®4 N e aplicacdo A-bilinear h : M x N — M ®4 N tais
que para qualquer A-médulo P e qualquer aplicagdo A-bilinear f : M x N — P, existe um
unico A-homomorfismo g : M ®4 N — P que o diagrama

MXN—>M®AN

N

é comutativo, ou seja, go h = f.

Escrevemos os elementos de M ®,4 N como x ® 4 y. Omitiremos o indice A em ®
quando estiver claro que sao A-mdédulos. Algumas propriedades do produto tensorial podem ser
verificadas. Se M, N e P sdo A-mddulos e I é ideal de A, entdo

a M ®s N=N®y M,

b. (M &4 N)®sP=Mcus(N®aP);

c.  M&N)®4P=(M®y4P)D(N®,P);
d. Axa M= M,

M ®q A/ = M/IM.

o

1.3 COMPLEXO DE KOSZUL

Um dos complexos mais importantes para dlgebra comutativa foi apresentado por Jean-
Louis Koszul. Nesta dissertagdo, sua importancia se da na estreita relagcdo com a dlgebra exterior.
Procuramos nesta sec¢do definir de forma simples e comentar resultados tteis para o trabalho.
Mas, primeiro definimos um complexo de maneira geral, apresentando dois tipos: complexos de
cadeias e de co-cadeias. Associados a esses complexos, definimos também suas homologias ou

co-homologias.

Definicao 1.10. Um médulo graduado ¢ uma familia M = (M,,),cz de A-médulos. Uma
aplicacdo graduada f : M — N, de graur (gr(f) = r), entre dois médulos graduados M e
N, é uma familia de A-homomorfismos f = (f,, : M,, — N, 1+ )nez. Dizemos que M’ é um

submédulo graduado de M se, para cada n € Z, M, é submddulo de M,,.

Se f: M — N é uma aplicac@o graduada, com gr(f) = r, entdo o nicleo e a imagem

de f sdo, respectivamente, submddulos graduados de M e N:

k’er(f) = (ker(fn))nez c Zm(f) = (im(fn—r))nez-

Definicao 1.11. Um complexo de cadeias ¢ um par (C, d), onde C' = (C},)nez € um médulo
graduado e 9 = (0 )nez € uma aplicagdo graduada, de C' em C, com gr(0) = —1 tal que
Op © 01 = 0. Chamamos a aplicac@o 0 de operador bordo e denotamos (C, 9) = C:
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871 2 an 8n 8'r7,—
C. e —+>Cn+1 —+1>CnHCn_1 —1>

Note que 9, 0 0,41 = 0 implica em im(d,, 1) C ker(d,), para todo n € Z. Como esses

conjuntos sdo subgrupos de C,,, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.12. Seja (C, J) um complexo de cadeias. A n-ésima homologia de C, é o grupo

ker (0,
H,(C.) = ﬁ
im(Op+1)
Também damos um nome especial quando a aplicagdo graduada tem grau 1:

Definicao 1.13. Um complexo de co-cadeias ¢ um par (C, §), onde C' = (C"),,cz ¢ um médulo
graduado e & = (J,)nez € uma aplicacdo graduada, de C' em C, com gr(d) = 1 tal que
dpn © 0,—1 = 0. Chamamos a aplicag@o 9 de co-bordo e denotamos (C, ) = C*:
Co .. 0 om=1 92l om Ony ot Onl
A n-ésima co-homologia de C* € o grupo
ker(d,)
H"(C*) = ——.

( ) zm(én_l)

De modo geral, quando a aplicacdo graduada d de um médulo graduado C' € tal que
d o d = 0, chamamos o par (C, d) de complexo ¢ a aplicagio d de diferencial.

Sejam C, = (C,0) e D, = (D, 0) dois complexos de cadeia. Dizemos que f : Cy —
D,, f = {fi : C; — D;}, é uma aplica¢iio entre complexos se o seguinte diagrama comuta
para todo i € Z:

0;

Oit1
> Ci ” Ci—l E—

[T

Oit1
’ > Dz > Di*l —>5 cee
i—1

d;

A partir disso, podemos definir uma aplicacdo entre os grupos de homologia desses
complexos. Se f : Cy — D, é uma aplicacdo entre complexos, entdo para cada i € Z temos
Hi(f): Hi(Cs) — H;(D,) definida por

Hi(f)(x +im(0i11)) = fi(x) + im(dira).

Uma sequéncia L, i> M, LN N, de complexos € exata se L; i> M; BN N; é exata
para cada 7 € Z. Encontra-se de forma detalhada na literatura a propriedade de “sequéncia
exata longa de homologia", que afirma: para cada sequéncia exata curta 0 — L, SN M, L5

N, — 0 de complexos de cadeias, existe uma sequéncia exata longa de homologia
s Hy (NS T (L) Y ) T B (NG 2 By (L) — -

onde os A-homomorfismos ¢; sdo conhecidos por conectantes. Para mais detalhes sugerimos
(SOUZA, 2017).
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Definicao 1.14. Sejam M = (M,,) e N = (N,) dois complexos, com diferenciais d,; e
dy respectivamente. Denotaremos apenas por d para indicar a diferencial de cada complexo.
Definimos M ® N o produto tensorial de complexos por

(M®N)p: @ My, @ Ny,

m-+n=p

com a diferencial
d(r ®y) =dn(z) ®y+ (=1)"r @ du(y).

Sejam A um anel comutativo e z € A. Definimos um complexo K (x) sendo Ky(z) = A,
Ki(z)=Ae K;(z) =0 @ #0,1). A diferencial d : K(z) — Ko(z) é a multiplicagdo por z.

Escolhendo e, tal que d(e,) = z, temos que K (z) = A., ¢ um A-mddulo livre, com base {e, }.

Para zq,...,x, € A escolheremos ey, ..., e, como acima e temos uma definicdo mais geral:
Definicao 1.15. Sejam A um anel comutativo e © = (x4, ..., 2,), com z; € A. O Complexo de
Koszul K,(x) é definido como:

1. Ko(z) = A;

2. Paral < p <n, Ky(z) = b A, ;,.onde A, . €0 A-médulo livre gerado por

1<i1<-<ip<n

{eg ®---® eip} = {eil---ip};
3. Ky(z)=0,parap ¢ {1,...,n};

4. A diferencial d : K,(x) — K,_1(x) é dada por
dl(ei) = Ty
dp(€iy.iy) = _Xp:(—l)j“xijeil Q@& ®- - ®e,, para2 < p < n;
d, =0sepgéj_{11,...,n}.
Além disso, se M € um A-mdédulo também definimos

5 Ko(z, M) = K,(r) ®4 M, com diferencial
4 )
dp(ei:l---ip & m) = Z(—l)”l(%jm)eil R ® éij R ® €i,-
j=1

O i-ésimo grupo de homologia do complexo de Koszul é dado por

Hi(x, M) = - : .
(x ) Zm(di.:,_l ®’LdM)

Quando estamos estudando apenas o complexo de Koszul K,(z), denotamos apenas por
H;(x) seu i-ésimo grupo de homologia. Destacamos dois desses grupos: Ho(xz, M) = M/xM
(lembramos que dy = 0 e, portanto, ker(dy ® idy) = A® M = M)e H,(z, M) = {m €
M|mz; =0,1 <i<n}.

Apresentaremos alguns resultados que podem ser encontrados em (GREUEL; PFISTER,
2012) e (SERRE, 2012).
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Proposicao 1.2 ((GREUEL; PFISTER, 2012), pg 414). Sejam A um anel, Cy um complexo e
x € A. Entdo,

1. A sequéncia de complexos
0—Co — K¢(z) ®Cy — Co(—1) — 0,
é exata (onde Co(—1), = Cp_1);
2. A sequéncia de homologia induzida

oo — Hy(Cy) — Hp(Ko(2) @ Cy) — H,1(CY)
(—1)r 1z Hp_l(co) . Hp_l(K.(l’) ® C.) —

¢ exata.

3. - Hy(K.(x) ® C,) =0, para todo p € Z.

O item 1. desta proposi¢ado resulta do diagrama abaixo e o 2. da propriedade de sequéncia
exata longa de homologia.

0 > C) y (Ko(2)®Cy)py —— Cpoy —— 0

ldp ldz ldp_l

0 —— Cp—l m (K.(IL‘) ®O.)p — Cp_g — 0

Perceba que a aplicagdo id & d, e a projecdo m fazem sentido pois vale que
(Ko(z) ® Cy)p = (Ko(z) ® Cp) & (Kq(2) ® Cpq) = Cp, & Cpq,jaque Ko(x) = Ky(x) = A
e A® C, = C,. A diferencial d' ¢ tal que d/,(a,b) = (dy(a) + (=1)""'xb, dp_1(D)).

Dessa sequéncia longa de homologia, chega-se na seguinte proposi¢ao:
Corolario 1.2 ((SERRE, 2012), pg 52). Para cada p > 0, temos uma sequéncia exata:
0 — Ho(z, Hy,(Cy)) — Hy(Ko(x) ® Cy) — Hy(x, Hy—1(C4)).

Aqui, o argumento principal é que a partir da sequéncia longa de homologia conseguimos

sequéncias curtas do tipo
0 — coker(z,) — Hy(K¢(x) ® Cy) — ker(zp_1),

onde x, : H,(C) — H,.(C) é dada por z,,(m) = xm. Percebendo que

H,(C) _
SL’Hp(C) - HO('T7 HP(C)) €

ker(zy,—1) ={m € H,_1(C)|zm = 0} = Hy(x, H,1(C)),

coker(z,) =

temos o resultado desejado.
A partir do complexo de Koszul, podemos obter um complexo formado de A-homomorfismos
da seguinte maneira. Considere (K,(x),d) um complexo de Koszul, com Ky(z) = A e

r = (x1,...,2,). Tomando o functor contravariante Hom 4(—, A), temos o seguinte complexo:
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-0 — Hom(K(x), 4) oy Hom(Ki(z), A) — «++ — Hom(K,_,(z), A)
iy Hom(K,(z),A) — 0 — -+,

onde hy, : Hom(K,(z), A) — Hom(K,1(x), A) é dadapor h,(f) = fod,41. Aqui, omitimos
o indice A de Homy.

) n
Sabemos que em cada K),(z) existem [ = ( ) elementos na base, a qual denotaremos

P
por B = {uq,...,u}.

n n

Percebendo que < ) = ( ) = [ e tomando B’ = {vy,...,u} base de
n—p p

K,,_,(z), temos um isomorfismo

¢+ Hom(K, ()l )
o(f) = ;f(ui)%

— Ky p(x)

Reorganizando os elementos da base, caso precise, verifica-se que o seguinte diagrama ¢é

comutativo.

s Hom(K,_1(2), A) =25 Hom(K,(z), A) —2 Hom(Ki(zx), A) — ---

I L L

¢ — Kn—p—i—l(x) dn—p+l> Kn p(x) T Kn—p—1($) _ s ...

E, a partir disso, temos que H?(Hom(K (z), A)) = H,_,(x). Encontramos na literatura
apenas H”(x) quando se trata da co-homologia de Hom (K (x), A) e também adotaremos essa
notacgao.

Finalizamos a sec@o e o capitulo com a defini¢do e um importante exemplo de functor
derivado.

Primeiro, mais algumas defini¢des tteis. Um functor F' : &/ — 28 € dito aditivo se a
aplicacdo Hom(A, A’) — Hom(F(A’"), F(A)) é aditiva. Dizemos também que F' é exato a
esquerda se para uma sequéncia 0 — M’ — M — M" — 0 exata, entdo

0 — F(M') — F(M) — F(M")

¢ também exata.
Assumiremos que F' é exato a esquerda e aditivo, a menos que especifique no texto.

Dado um médulo M, seja
0—M-—I1°"—T1"—71—
uma resolucao injetiva, onde

°:0—71°"—5J"—7—
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€ um complexo.

Definimos um functor derivado a direita k" F' por
RMF(M) = HMF(I*)),
ou seja, é a n-ésima co-homologia do complexo
0— F(I°) — F(I') — F(I?) — -+

Observacao 2. Revertendo as setas e com defini¢des bastante semelhantes, podemos definir o
functor derivado a esquerda, que nada mais € do que a homologia de um complexo, aplicado

a um functor.

Exemplo 1.8. Sejam A um anel e um A-médulo fixo Q. O functor M — Hom 4 (Q), M) é exato
a esquerda. O functor derivado a direita de Hom/(Q, —) é denotado por Ext™((Q), M), para M

variavel.

Existem técnicas de se calcular functores derivados, como no caso de Ezt. Uma das
maneiras € utilizando Teoria da Profundidade, que apesar de ser um estudo atraente, ndo apresen-
taremos aqui. Em seu artigo, B. Malgrange nos sugere (NORTHCOTT, 1968), mas por ser uma
referéncia cldssica, ainda utiliza de notagGes mais antigas; preferimos entao deixar o capitulo 18
de (EISENBUD, 2013) como sugestao para o leitor interessado nessa teoria.

Um resultado interessante que podemos obter, a partir da teoria de profundidade, € a
seguinte proposicdo, citada por (MALGRANGE, 1976).

Proposicao 1.3. Se M é um A-mddulo, finito sobre o anel A, entdo vale a igualdade:
n — dim(M) = inf{k|Ext*(M, A) # 0},
onde n é visto como a dimensdo de A.

Com notagdo adequada e resultados prévios, esta proposicao é provada em (EISENBUD,

2013), na pdgina 450. Em capitulos posteriores utilizaremos este resultado sem mais comentérios.
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2 Formas Diferenciais

As Formas Diferenciais surgem do cdlculo vetorial e sdo aplicadas em diversas dreas:
andlise, geometria, EDO, eletromagnetismo, termodindmica, relatividade. Na secdo 1, comecare-
mos definindo as formas no caso R3, com alguns importantes exemplos; em seguida passaremos
para o R™ e C™. Seguindo o capitulo, mostraremos algumas operagdes que serdo constantemente
utilizadas; as demonstracdes das propriedades dessas operacdes seguem das defini¢des e nao
apresentam dificuldades, podendo ser encontradas em (CARMO, 2012). Por fim, definiremos

alguns importantes complexos no espaco de formas, os quais utilizaremos no capitulo 3.

2.1 DEFINICOES E EXEMPLOS

Tome p € U C R3, U é um aberto do R?, e considere {e;, 5, 3} a base candnica do
R®. O espago tangente de U em p serd denotado por T,U = T,R? e identificaremos os vetores
e, €2, e3 com seus transladados, (e1),, (€2),, (€3),, a0 ponto p.

Em cada espago tangente 7,,R?, consideramos o espago dual:
(T,R*)*={f : T,R* — R| f é funcional linear}

Os funcionais lineares (dz;), : T,R* — R, i = 1,2, 3, definidos por dz;(v) = v;
(v =wvi(ey), + va(ea), + vs(es),), formam uma base do espago dual. De fato,
0,27 J .
dzi(e;) = 0;; = , € isto define a base dual.
Li=y
Definicao 2.1. Uma 1-forma em U C R3 é uma aplicagiio que associa cada p € U um elemento
w(p) € (T,R*)*. Entdo w : U C R* — (T,,R*)* pode ser escrito como

w(p) = a1(p)(dz1), + aa(p)(dza), + as(p)(dzs),.

Caso as fungdes a; : U C R® — R (i =1, 2, 3) sejam diferencias, diremos que w é uma

1-forma diferencial.

Aqui, consideramos diferencidvel como sendo de classe C'*°. Podemos também definir
formas continuas, ou diferencidvel de classe C”, mas estes casos nao serdao estudados nesse
trabalho.

Exemplo 2.1. Seja f : R® — R uma fungio diferencidvel (O-forma). Sua derivada, num ponto
p € R3, é uma transformacdo linear f'(p) : R®> — R (e, portanto, um funcional linear) que

associa cada vetor v = (vy, Vg, v3) € R? ao nimero

F'(p)v = FL(p)vr + 5L (p)vs + 5L (p)vs = (V(p), v).

Se escreve df (p) e chama-se diferencial de f a derivada f’(p). Usando a notagio tradici-
onal, se z; : R> — R indica a fun¢do que associa cada ponto p € R? sua i-ésima coordenada

pi, entdo a diferencial dz; desta fungdo é o funcional linear tal que dz;(v) = v;. Assim,
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df (p).v = 55(p)-01+ 5L (p)vs + 5L (p).vs = GE(p).dwy (V) + 5L (p)-dars(0) + 5L (p).ds(v).
3
of
dx;
=1

Isto atribui significado a expressao clédssica df = > =Ldx;. A diferencial de f é exemplo

2

de uma 1-forma.

Agora, seja A*(T,R*)* o conjunto das aplicagdes ¢ : T,R* x T,R* — R bilineares e
alternadas (¢ (v1, v2) = —p(v, v1)). Sabemos que com as operagdes usuais, A*(7,R?)* é um
espaco vetorial real.

Exemplo 2.2. Seja a aplicagdo ¢ : T,R? x T,R* — R dada por

Uy v uy v Uz V2

90((U1,U2,U3)7 (01702,1)3)) =

Uz V2 us U3 us U3

Usando as propriedades de determinante, € ficil verificar que ¢ € bilinear e alternada, ou
seja, ¢ € A*(T,R?)*.

Este exemplo nos leva a definir o produto exterior entre funcionais lineares ¢, ¢ €
(T,R®)* da seguinte maneira:

o1 Ny ¢o(v1,v9) 1= det(qbi(vj)) = ‘

Dessa forma, ¢; A, ¢o € A*(T,R?)*.

Exemplo 2.3. Sejam dx, dvs, drs os funcionais lineares que formam a base do espaco dual. A
aplicagdo bilinear definida no Exemplo 2.2 pode ser escrita como

o(u,v) = (doy Apdrg + dxy Ay das + dag Ay das)(u, v)
= dxy Ay das(u,v) + dxy Ay drs(u, v) + dre Ay drs(u, v),

pois

dxy Ay dzo(u, v) + dzy Ay das(u, v) + drg Ay des(u,v) =

dzi(u) dzi(v) dzri(u) dxi(v) N dro(u) dra(v) |
dxo(u) drs(v) drz(u) dzs(v) drs(u) drs(v) |
Uy V1 Uy M " Uy Vg
Uz U2 Uz U3 Uz U3

Pela definicdo de produto exterior, temos que

dxi /\p dxj = —dxj /\p dl‘i [
da; Npdao; = 0,Vi = 1,2, 3.

Observacao 3. Posteriormente, verificaremos que o conjunto {(dz;), A, (dx;),|i < j} forma

uma base para o espago A?(T,R?)*.
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Defini¢iio 2.2. Uma 2-forma em U C R3? € aplicagio w : U C R* — A?(TR3)*. Podemos

escrever
w(p) = ar2(p)(dzy Ay dzo) + ar3(p)(dzy Ay dxs) + ags(p)(dza Ay ds).

Quando as fung¢des a; ; : R3 — R sdo diferenciais, diremos que w é uma 2-forma

diferencial.

Vamos a generalizagio dessas definicdes. Sejam p € R", T,R" o espago tangente de
R™ em p e (T,R")* seu espago dual. Denotaremos por A*(7,R™)* o conjunto das aplicagdes
k-lineares alternadas (o qual é um espaco vetorial real, com as operagdes usuais).

Sendo ¢y, ..., ¢, funcionais lineares, ¢; : T,R" — R, entdo definimos

¢1(v1) ¢1(va) -+ Pi(vr)

(61 7y o Py B0 (011 ) 1= det(i(g)) = | 20 202 oelwn)

Or(v1)  Pr(va) -+ dr(vr)

E, pelas propriedades de determinantes temos que (¢1A,...Apdy ) (v1, .., v) € AF(T,R™)*.
Sendo (dz;,)p, .., (dz;, ), os elementos da base de (7,R™)*, definidos analogamente ao caso R?,
temos que dz;, A, dzi, Ny -+ Ay dzy, € A¥(T,R™)*, i; € {1,...,n}. Denotaremos apenas por

dz; quando estiver claro qual ponto tomamos.

Proposi¢io 2.1. O conjunto B = {dx;, N\pdx;, Ny - -Npdy, |1y < ip < -+ <y, i; € {1,...,n}}

é uma base para N*(T,R"™)*.

Demonstragdo. Primeiro verificaremos que os elementos do conjunto sdo linearmente indepen-
dentes. Tome uma combinacao linear nula:
Z CL,‘l...ikd$Z'1 /\p e /\p dIzk =0
<<,
Aplicando (ej,, ...,e;.), j1 < -+ < ji, 71 € {1,...,n}, tem-se
Ajy-jp, = > Wiy i dTiy Np o Np dxik(ejn P 6jk) =0,
i1 <o <l
pois
0,1+#J
dxh Ap -t Np dmik(ejl’ ejk) = det(dxim(ejl)) = )
,I=J
onde I = (iy,...,ix) e J = (J1, -, Ji)-
Agora, mostraremos que se f € A*(7,R™)* entdio € uma combinagio da forma
f = A Z ail_..ikd:ril /\p cee /\p dl’ik.
1< <ig
Considere
g= > fley, e )dzy Ny Ny dzy,,

11 <<l
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o qual pertence a AF(T,R")*.

Perceba que

g(ejl,...,ejk) = Z f(eil,...,eik)da:il /\p"'/\pdxik(eju'“?ejk)

i1<"'<ik

= f(ejw s ejk)vvjlv 7]k
Isto mostra que f = g e, portanto, a;,..;, = f(€;,, ..., €;, ) na expressdo de f. O

Defini¢do 2.3. Uma k-forma em U C R" € uma aplicagio w : U C R" — AF(T,R")*.
Podemos escrever w da seguinte maneira:
wlp) = > G (p)dai, Ny oo Ay da,.
21 < <lp
Caso a;,..;, : U C R" — R sejam aplicagoes diferencidveis, diremos que w € uma
k-forma diferenciavel.

De maneira andloga, podemos definir uma k-forma num aberto de C", w : U C C" —
A*(T,C™)*. Quando as fungdes a;,..;, : U C C" — C sdo holomorfas, diremos que w é uma
k-forma diferenciavel holomorfa.

Quando ndo quisermos especificar se w € uma k-forma diferencidvel em R" ou C",

diremos simplesmente que € uma k-forma.

2.2 OPERACOES ENTRE FORMAS

Nesta sec¢do definiremos algumas operagdes para k-formas e apresentamos importantes
propriedades.
Se w e ¢ sao k-formas do tipo

w = Z(LIdZL'] c Y = Zb[dl'[,
i T
onde [ = (iy,...,1),01 < -+ < i, iy € {1,...,n}, podemos definir a soma

w+@:=> (ar + by)dz;.
T

Denotando por K o corpo R ou C, chamaremos de 2*(K") o conjunto das k-formas
diferencidveis sobre K”. Na verdade, *(K"™) é um espaco vetorial sobre K. Pode-se encontrar
denotado apenas por Q¥ quando é claro qual espago as formas foram definidas.

Se w € uma k-forma e ¢ € uma s-forma, definimos o produto exterior w A ¢ como uma

(k+s)-forma dada por

wAp:=> asbydr; ANdzy,
IJ

onde I = (i1, ....,0%),01 < -+ < ip,im € {1,..;n} e J = (J1, 0 Js)sd1 < -+ < Js,
7€ {1, ...,n}.
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Proposicao 2.2. Sejam w uma k-forma, ¢ uma s-forma e 0 uma r-forma. Entdo
a (WAE)ANO=wA(pAN0)
b. wAp=(—1)*(pAw)
c. wt(pNO)=wAp+wAb,ser =s.

A demonstracdo dessa proposicao segue diretamente das defini¢des e omitiremos, pois
ndo hd dificuldades. Para o leitor interessado, a demonstracao dessa proposi¢cdo pode ser encon-
trada em (CARMO, 2012).

Agora, definiremos uma operacao que generaliza o conceito de diferencial de uma fungao,

que vimos no exemplo 2.1.

Definicio 2.4. Seja w = > a;dx; uma k-forma. A diferencial exterior de w, denotada por dw,

¢ definida como
dw =Y da; N dx;.

Perceba que se w € uma k-forma, entdo sua diferencial dw € uma (k+1)-forma. Abaixo

algumas importantes propriedades da diferencial exterior de formas.
Proposicao 2.3. Sejam w e ¢ duas k-formas e 6 uma r-forma. Temos
a. dw+ p) = dw + dp;
b. d(wA0)=dwA0+ (—1)w A db;
c. d(dw) = d*w = 0.

Alguns autores consideram a ultima propriedade como uma das mais importantes no
estudo das formas, por isso demonstraremos o item c. Os demais itens ndo sio de dificil

verificacdo.
Demonstragdo c. Considere que w = ) aydxy. Assim, pelo item b, tem-se:
T

d*w =Y (d%a; A dxr + ard®xy).
T

Mostraremos que cada parcela dessa soma € nula. No exemplo 2.1, vimos que da; =

dar
> 54-dz; e, portanto,
(3

p 82CL1
d*a; =S d(SL) Ndxy =Y ———dx; A da;.
ar = 2 dGe) e = ) g dei N de
Contudo, sabemos que
82a1 82a1

Du;0r;  Ox;0r;

edr; Ndr; = —dx; N\ dx;.

Assim,
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dza[ = Z

ij dIJd.’L‘L

82CL1 626L[ 82a1
d AN d ;= -
& o Z (8%65& afL‘Lal‘J

I

Além disso, d(dx;) = d(1) Adz; = 0. Logo, cada parcela d*a; Adx;+ard?z; é nula. [

Quando a diferencial exterior de uma forma w € nula, dw = 0, diremos que w é uma
forma fechada. Por outro lado, se ¢ ¢ uma k-forma tal que existe uma (k-1)-forma w com

¢ = dw, diremos que ¢ € exata. Pela propriedade c, temos que toda forma exata € uma forma
fechada.

Definicao 2.5. Seja U um aberto de K". Dada a orientag@o usual de K", tome em U a restri¢do
dessa orientacdo.A integral sobre U de uma n-forma w, do tipo w = fdx; A-- - Adx,, é definida

como

Jow= [y, fdzy ... dz,,
onde a integral do lado direito € a integral multipla em K".

De um modo geral, se queremos integrar um k-forma de K”, a integral ¢ feita sobre um
aberto de dimensdo k < n.

Dizemos ainda que uma 1-forma w admite uma integral primeira se existem f e g,
funcdes diferencidveis, com w = fdg. E que w € integrdvel se w A dw = 0. Utilizando as
propriedades de produto exterior e da diferencial exterior, verifica-se que se w admite uma
integral primeira entdo € integravel. Um resultado surpreendente é que a reciproca também é
verdadeira; essa equivaléncia € conhecida como Teorema de Frobenius, que passamos a enunciar

agora:

Teorema 2.1 (Teorema de Forbenius). Sejam wy, . .. ,wy I-formas linearmente independentes

num aberto U C K", com k < n. Faca w = wy N - - - A\ wy. Existem fungoes fij e g; tais que

k )
W; = Zfl]dg],(lzl,,k),
j=1
em U, se e somente se
dwoiNw=0,parai=1,...,k.

A demonstragdo desse resultado pode ser encontrado na se¢do 7.3 de (FLANDERS,
1989). Aqui, Frobenius considera que o lugar singular de w, denotador por S(w), é vazio. Se
escrevemos w = »_ a;dx;, o lugar singular € definido pelas equacdes a;(z) = 0. No préximo

capitulo apresentamos um resultado devido a Bernard Malgrange, o qual considera que S(w) # 0.

2.3 COMPLEXOS DE FORMAS

A diferencial exterior nos permite estudar um complexo entre os espagos de formas,

conhecido como Complexo de De Rham.
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Defini¢ao 2.6. O Complexo de De Rham,(Q(U),d) = Q°*(U), é um complexo de co-cadeias
do espacgo de formas sobre um aberto U C K", com a diferencial exterior sendo a aplicacao
co-bordo:

Q*(U) 1 0 — QOU)—QLU) -L - L Qr(U) — 0,
onde Q° denota o espaco das fungdes diferencidveis em U C K.

De fato é um complexo, pois além de Q¥ ser espaco vetorial sobre K (e entfo se encaixa
na defini¢do de médulo graduado), temos que d o d = () como ja vimos.

Note também que se d : ¥ — Q**! entdo im(d) é o conjunto de formas exatas em
QFFLe ker(d) é o conjunto das formas fechadas em 2*. Assim, a co-homologia do complexo de

De Rham, ou apenas co-homologia de De Rham, ¢ dada por:

HE(0): {k-formas fechadas}

{k-formas exatas}
Para mais detalhes do Complexo de De Rham, sugerimos o livro (BOTT; TU, 2013).
Agora, apresentaremos um outro complexo entre espagos de formas que nos serd util no
préximo capitulo. Seja w € Q!(K") ndo identicamente nula, isto €, uma 1-forma em K" com

w # 0. Entdo temos o seguinte complexo de co-cadeia:
Kw):0— Q0 — 0l 4. 5y on 0,

onde o operador co-bordo ¢ ¢ tal que 6(a) = w A .
Certamente que im(dy) C ker(dx41), pois pelas propriedades de produto exterior temos

quew A d(a) =wAwAa=0.

Defini¢iio 2.7. Um elemento w € Q(K") possui a propriedade de divisio se para qualquer
a € QFK"), 1 <k <n-1, tal que w A @ = 0, existe 8 € Q¥ 1(K") tal que a« = w A 3.

Perceba que w € ' possui a propriedade de divisdo se, e somente se, a co-homologia do

complexo acima € nula, ou seja, H*(K(w)) =0paral < k <n — 1.

Exemplo 2.4. Suponha que w tenha a propriedade de divisdo e que w A dw = 0, isto €, existe
w € Q! tal que dw = w A wy.

Usando a diferencial exterior em dw temos que 0 = dw A w; — w A dw;, € como
dw Aw; = w Aw; Aw; = 0, segue que w A dw; = 0. Mais uma vez encontramos um wy € !
tal que dw; = w A wy.

Faremos o processo mais uma vez.
0=d* =dwAwy —wAdwy =w A (wy Awy — dwy),

e assim existe um wy € Q! tal que w; A wy — dwy = —w A ws, ou ainda dws = w1 A wy + w A ws.
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Recorrendo ao mesmo processo, encontramos uma sequéncia de w, € Q', p > 0,wp = w,

que satisfazem

P
p
dwy, = wo N\ wpr1 + Z ( . ) Wq N\ Wp—g+1 (2.1)

qg=1
A equacgido 2.1 é conhecida como Algoritimo de Godbillon-Vey, e foi sugerido pela
primeira vez em (GODBILLON, 1971).

Tomando w = ) a;dz; e fazendo a = (aq, . .., a,), temos que a cardinalidade da base
=1
de K} (a), k-ésimo elemento do complexo de Koszul K,(a), ¢ a mesma da base de Q*(K"), a
n
saber, [ = L) Similarmente ao mostrado na sec¢ao 1.3, podemos concluir que os grupos de

co-homologia sdo isomorfos: H*(a) =~ H*(K (w)).
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3 Frobenius com Singularidades

Segundo (RAMIS, 1978) durante muitas décadas as singularidades de formas diferenciais
holomorfas ndo tiveram sua devida atencdo e dedicagdo. Porém, o estudo dessas singularidades
comeg¢a a mudar quando € apresentado o problema de existéncia de integrais primeiras para
formas.

Neste capitulo, w serd um germe em 0 € C"” de uma 1-forma diferencidvel holomorfa,
escrita como w = a;dx;. Além disso, S(w) denotard o germe em O do lugar singular de w.
Denotaremos também por ¢, (resp. /}’n) o anel das séries convergentes (resp. formais) de n
varidveis complexas; quando estiver claro, denotaremos apenas por ¢. Diremos entio que w
admite uma integral primeira holomorfa (resp. formal) se existem f,g € 0, (resp. 5’”), com
f(0) # 0 ew = fdg. Localmente, uma 1-forma & integrdvel se, e somente se, admite integral
primeira.

Na literatura encontramos o primeiro resultado para quando S(w) # ) devido a G. Reeb,
em 1952. Supondo que n > 3, S(w) = {0}, o posto da matriz (%(0)) ¢ independente das

J
coordenadas e que se este posto € superior ou igual a 3 entdo essa matriz é simétrica, temos o

resultado:
Teorema 3.1. (REEB, 1952) Se o posto é mdximo, w admite uma integral primeira holomorfa.
Jaem 1976, R. Moussu demonstra o seguinte resultado:

Teorema 3.2. (MOUSSU, 1976) Seja w uma 1-forma diferencial holomorfa tal que w N dw = 0.

Se codimS(w) > 3 entdo w admite uma integral primeira formal.
Finalmente, Bernard Malgrange publica também em 1976 o resultado:

Teorema 3.3. (MALGRANGE, 1976) Seja w uma I-forma diferencial holomorfa tal que wN\dw =

0. Se codimS(w) > 3, entdo w admite uma integral primeira holomorfa.

Neste capitulo apresentaremos as ideias de B. Malgrange para demonstrar o Teorema
acima. Agora, utilizaremos os resultados do capitulo 1 para demonstrar um resultado de B.
Malgrange e que € o principal para demonstrar o Teorema 3.3.
Proposicao 3.1. (MALGRANGE, 1976) Para 1 < k < n as afirmagées sdo equivalentes:
1. codimS(w) >k
2. H(K(w))=0,parai=0,...,k—1
3. H""YK(w)) =0
Lembrando que S(w) é o germe em 0 do lugar singular de w, assumiremos que todos os
a; se anulam na origem. Faremos entdo um resultado mais geral.

Seja a = (ay,...,a,), onde suas entradas sdo elementos do rad(&,,). Apenas para

lembrar a notagdo, se M é um ¢-médulo entdo K (a, M) é o complexo de Koszul fabricado
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comae M e Hi(a, M) sdo seus grupos de homologia; quando M = ¢ escrevemos apenas
K (a) e Hy(a). Usaremos também os isomorfismos H*(a, M) = H,_.(a, M) e, quando = n,
H*(a) = H*(K (w)).

A equivaléncia entre 2. e 3. da proposi¢do 3.1 segue do Lema a seguir.

Lema 3.1. Se M ¢ finito sobre O e para algum k > 0 se tem Hy(a, M) = 0, entdo para l > k
temos H,(a, M) = 0.

Demonstragdo. Como jd vimos na Sec¢do 1.3, se r = 1 entdo H,(a;, M) = 0 para todo | > 2.
Verificaremos entdo se para k = 0, tem-se Hy(a;, M) = 0 implicando em H;(a;, M) = 0. De
fato, sabemos que

M
aM
e, portanto, quando Hy(ay, M) = 0 entdo M = a; M. Como a; € rad(C), o Lema de Nakayma

Ho(al, ]\/[) =

1.1 garante que M = 0, donde
Ker(ayy : M — M, m — a;m) = {0},

isto é, Hl(al, ]L/[) = 0.
Suponha agora que o resultado ¢ vélido para algum r — 1. Pelo Corolério 1.2, usando
Cy = K,(d') ®¢ M,onde @’ = (ay,...,a,_1), tem-se a sequéncia exata
0— Hg(ar, Hk(K.(a’) R M)) — Hk(K.(ar) R K.(CL/) XReg M) —
Hi(a,, Hy 1(Ko(d') 26 M)) — 0

Reescrevendo, temos que essa sequéncia é
0 — Ho(K.(a,) ®¢ Hi(a', M)) — Hy(a, M) — Hi(K.(a,) ®g H,_1(a’,M)) — 0
Se Hy(a, M) = 0 entdo

0 — Ho(Kd(ar) 0p Hi(a', M)) — 0
_Hila', M)

a, Hy(a', M)
a,Hi(a', M) e o Lema de Nakayama 1.1 garante que Hy(a’, M) = 0.

e isto implica que Hy(K,(a,)®q Hy(a', M)) =
Usando a hipétese de indug@o, temos que H;(a’, M) = 0 para [ > k. Novamente pela
sequéncia exata
0 — Ho(K.(a,) ®g H(a', M)) — Hy(a, M) — Hy(K.(a,) ®¢ H_1(a’, M)) — 0
com o fato de Hy(a', M) =0e H,_1(a’, M) = 0, tem-se que H,(a, M) = 0 paral > k. O

Isso resolve 3. = 2., pois quando n = r utilizamos o isomorfismo entre os grupos de
co-homologia dos complexos de Koszul e K (w), com o isomorfismo entre o grupo de homologia
e de co-homologia do complexo de Koszul. Para exemplificar, teremos que:

H""Y(K(w))=0= H,_-1)(a) =0

= 0. Consequentemente, Hy(a', M) =
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e pelo Lema, para [ = n — (k — 1)+ 1,....n — (k — 1) + (k — 1), tem-se que
H"*(K(w)) = Hy r-1y41(a) =0,..., HO(K(w)) = Hy -1+ -1 (a) = 0.
Para a equivaléncia entre 1. e 2., B. Malgrange usa a proposi¢ao 1.3 para demonstrar que

Lema 3.2. Para M = O /{ay,...,a,), onde {(ay, ..., a,) é oideal gerado por a,, . .., a,, temos

que
n —dim(M) = inf{k|H"(a) # 0}.

A demonstracao desse lema serd omitida, pois utiliza da teoria de functores derivados,
como sequéncia espectral, a qual ndo apresentamos no presente trabalho.

Contudo, perceba que isso resolve a equivaléncia, basta ver n. — dim (M) como a codi-
mensdo da proposicao 3.1.

Agora, apresentaremos algumas defini¢des e resultados que nos auxiliam na demonstra¢ao
do Teorema 3.3. Dado p = (p1, . .., pn), com p; > 0, denotaremos por P(p) o polidisco de raio
p,isto é,se x € P(p) entdo |z;| < p; (i =1,...,n).

Para f = ) a,2* € 0, (o € N"), definimos a seminorma |f|, = > |a.|p®. Quando
essa seminorma fgr finita diremos que f € 0, (p) e neste caso, entendemocsY que p é um raio
menor ou igual do que o raio de convergéncia de f. Para f = (fi,..., f.) € O, faremos
|fl, = >_1fil, e, por fim, para w = > a;dx; colocamos |w|, = Y |a;|,.

§eja u: O0° — 0" uma apliéagﬁo O-linear, que podemé)s identificar com uma matriz

de coeficientes em 0.

Observacio 4. Para p suficientemente pequeno, cada v induz uma aplica¢do v’ : 0°(p) —
0" (p) continua, que nada mais é do que uma restri¢do de u ao subespaco &°, f — u(f) com
feos.

De fato, um operador «/(f) é continuo se, ¢ somente se,

u(f)l, < c|f], para algum
¢ > 0. E, além disso, tem-se

u(f)lp =

Zfiu(ei)

< Z |fi|p-|u(ei)|p < CZ |fz'|p = lelp’

p

onde {e;} é uma base em 0*.

Diremos que uma aplicagdo C-linear A : 07 — ¢ é uma cisao de u se u\u = wu.
Diremos ainda que \ é adaptado a P(p), ou a p, se existe ¢ > 0 tal que para f € 0" ¢ % <t<1,
tenha-se |\ f|i, < c|flip-

O préximo resultado é uma variagdo do método utilizado na teoria de equacdes elipticas

e conhecido por "Método de Gevrey"ou "Contornos Sucessivos".
Lema 3.3. Existe ¢, > 0 tal que, para w € Q' e % <t<s<l,
C1
dwly, < ——|wls,.
ol < ol

Demonstragcdo. Sabemos que se w = fidx; + - - - + fndx, entdo
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n n
=3 S ndey s+ 3 S A,
i=1 1=1 )

Assim, para provar o Lema, € suficiente encontrar ¢, > 0 tal que

0 c
(‘35 < TQt\ﬂsp,parafe Oes<t<s<l.
tltp
Tome entao
f= Z aor® = Z Aot T
aeNn aeNn?
e, portanto,
az 1 (o779
Dessa forma,
e;=(0,..., 1 oo, 0),
i-€simo
of Zai|aa|t|“|_1pa_ei,0nde ei
6$i tp - p - /017

la| =a1 4+ +a,

ay o I —
— E _tazlaaltm—k +a;t+-ton lpa

1
«

Z%‘ . s e i
< _tazlaalsaﬁ— +oai+-tan—a; lpa
N )

a; (1 o la|—1 «
= 2. (5) laals®
o pl
< Y4 (E)a PRECPS
=i \s
= kZ|aa‘5la|Pa
t

= k|fl|sp,com k = 2€up— <—)
i pz

Mas, deﬁnindo uma funcédo h(x) = xzb”, com 0 < b < 1, temos que a fungéo h tem um

maximo em r = ——— e seu valor maximo sera h (—L) = —

logb Togh Isso implica em

1
e.logh®

2 2

= piedog(t)  pic(logs — logt)’

Agora, definindo ¢(t) =t — log(t), verifica-se que para t < 1, g é decrescente:

Jt)=1-1<0&1< ;& t<1.Logo,set <s < 1entdo

g9(s) <g(t) = s—log(s) <t—log(t)
= s—t<log(s) —log(t)
1

>
~ s—t ~ log(s) — log(t)

e, portanto,
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2 < 2
~ pie(logs — logt) — pie.(s —t)
Por fim, temos as seguintes desigualdades:
of
’ Ox;

C

< klflsp <
tp

2

S —

Passamos entdo para demonstragdo do Teorema 3.3.

Demonstracéo (Teorema 3.3.) Quando codimS(w) > 3, temos pela Proposi¢do 3.1 que H?(K (w)) =
0 e, portanto, a hipétese de w A dw = 0 implica na existéncia de w; € Q! verificando dw = w Aw;.
Como ja vimos no final da Se¢do 2.3, podemos prosseguir por diferenciacdo até obter uma
sequéncia w, € Q' (p > 0), wy = w, que satisfaz o Algoritmo de Godbillon-Vey 2.1:

P p
dw, = wWo AWpy1 + D ( W A Wp—gi1

=1\ ¢
Agora considere a forma com coeficientes em &, 1, dada por
tp

'wp.

o
a=dt+ > —
p:Op

Afirmamos que

o p-l
doo = a0 A (Z wp> :

p=1 (p - 1)!
De fato, derivando « e utilizando o algoritimo de Godbillon-Vey 2.1 teremos que vale

o = dt N wy | + —adw.
—_1)1°P | P
[e'e) _ [e ] p
tp—1 P D
— dt A Z( i +Z—,<w0Awp+1+Z< )quwpq+1>
p=1 p ’ p=1 p: g=1 q
[oe] o0 o
1 t4
= dt N wy | + Wy N\ Wy—pi1
pz:;(p—l)' ! ;;pl(q—p)! v
o0 o0 o0
1 tp =1
= dt /N Z w +<Z—w>/\<z w)
—_1)7°P 1P —_ 1P
~ (-1 ! ~ (p-1!
oo o
tP tp—1
= dt + —w, | A w
( 20 ) @@—w )

Assim, a A da = 0. Como « € ndo singular em 0, o Teorema de Frobenius 2.1 Formal
garante que existem F,G € O,,,, com F(0) # 0, tais que « = FdG. Fazendo t = 0,

encontramos uma integral primeira formal para wy. A seguir, escolheremos w, de maneira
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R P

que a série > ;—‘wp seja convergente, ou seja, o serd uma l-forma holomorfa e, portanto,
p=0

poderemos aplicar o Teorema de Frobenius (para 1-formas holomorfa) para obter a integral

primeira holomorfa de wy, como queremos.

Para escolha dos w, tomaremos p = (pi,...,p,) de forma que a aplicacdo
[ee]
wol = QF — Q2 seja adaptado a p e |wy|, < +00. Agora, para que a séric Y %wp seja
p=0""
convergente, os w, devem verificar
~(p
|wprlep < ¢ | |dewplep + Z |waltp * lwp—g+1lep (3.1)
q=1

1 .
para 5 <t < 1ealgum c > 0 conveniente.
Assumindo o Lema 3.3 e a desigualdade 3.1, podemos encontrar um ¢’ > 0 tal que para
p>0e3 <t<s<1valeo seguinte:

/ p
c b
il < mk"plsx} tc § , q |wWaltp * |wp—qt1leo (3.2)
q=1

Definimos uma sequéncia v, de nimeros positivos dada por
, p
vo = |woly € vpy1 =Cev, + X:lt’qvp—qﬂ
q:
Para estabelecer o Teorema 3.3, € necessdrio que para % <t <1, valem as afirmagdes

|
nlep < ¢ P (3.3)

1ty

Z vpt? é convergente. (3.4)
p

Pois, se vale (3) entdo

P tPp!
—|w < —
Zpll pltp — Zp'(l—t)p p
p p
t p
= — | v
> ()
p
p
e, pelo critério da comparacdo com (4), temos que a série converge absolutamente e, portanto, é
convergente Como queremos.
Passamos a provar 3.3 por indugéo sobre p > 0.

Para p = 0 ¢ vélido, pois |wo|i, < |wol, = vo.
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Para p = 1, tem-se

3.2 c
|w1|tp < t| Olsp
sjl C/ .
1—¢°
de
- 1-t
1=t

Entdo, suponha valido para algum p > 1 (H.I). Pela desigualdade 3.2, obtém-se

/ p
‘ p
ptie < s — t|wp|8” + CZ ( q ) |waltp - lwp—g+1lep
q=1
H.I C/ p' p p
= s (1— s)pvp " CZ [Waltp - [wp—gs1lep
=1 \ ¢

A

e, isto implica em

(1 —t)p+1 dp!(1 t)erl (1 —t)erl L P
-  |w < v, + c———— w Wy,
PEaY R ey iy b D O LR
HI (1 —¢)pt! p! p! p! 1
< +c (p m 1)! . ((1 — t)(p — 1)!1)1 (1 — t)pvp R (1 — t)Pvpl — tvl
” p(p— 1)p! p!
e ((p+ el — 1 T T

cpl(1 — )P+t p—q+1
<s—t><1—s>p<p+1>”p“; pr1 e

- 1
Analisando a fungao g — %, percebemos que € uma fungdo decrescente e, no
intervalo [1, p|, seu maior valor é quando ¢ = 1, isto é, atinge P T Mas, para p > 1 temos que
p
——— < 1. Logo,
p+1 £
(1 — t)p+1

Pl =t p—q+1
N <
(p+1)! wpriley < (s—t)(l—s)p(p+1)”p+01<3<3§) p+1 quvp ol

dpl(1 —t)ptt
Up +C VgUp—g+1
(=0 —syp+1) " Z

Fazendol—s:L(l—t): P4 P 1 temos
p+1 p+1 p+1

P

p+1
p+1 P, P _, P 1t
p+1 p+1 p+1 p+1 p+1



41

Disso,
G-00-e1) = s (SE) a-re
p P p+1

o que implica em

(s—t§(11_—ti§:zp+1) B (L(lt)pﬂ _ (p—i—l)p: <1+1)p§€

p+1
Portanto,
(1 — t)p+1 C’p!(l _ t)p—l—l P
RS VA < i
(p+1)! pile < (s —t)(1—s)P(p+ 1)% + qu:;”qvp q+1
p
< dev, + CZU V
- p qVp—q+1
q=1
s (3.6)
(p+1)!

= |wWpt1ep < mvpﬂ,

0 que completa a inducao.
Finalizamos a demonstracdo do Teorema provando a afirmagdo 3.4. Antes disso, lembra-
mos que

00 00 00 p
(Z ap> (21 bp> = > ¢y, onde ¢, = z%aqbp_q.
p= =

p=1 p=1

[e.°]
Sendo F'(t) = ) v,t?, mostraremos que
p=1

F(t) = cevpt + cetF(t) + cF(t)°. (3.7)

o0
.- A : / _ _
Do modo que definimos a sequéncia v,, podemos deduzir que c’evot = vite 21 VgUp—qt1 =
q:
1 , :
E(vpﬂ — c'ew,). Disso,

o0 [e.9]
PP - (vatp> (vatp>
p=1 p=1
oo p
= szvqtqvp_qﬂtp—qﬂ

p=1 ¢=1
) P

_ p+1

= c g t E VgUp—q4+1
p=1 g=1
SN

= ¢ E tp“E(va — devy)
p=1

o0

o0
_ p+1 / p+1
= E " g —ce E " vy

p=1 p=1
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Além disso,
o [e.e]
detF(t) = det Y vpth = e > vt
p=1 p=1
Logo,

oo [e.e] oo
cevgt + cetF(t) + cF(t)> = wvt+Cde Z opt? T+ Z Py, — e Z 1,
p=1 p=1 p=1

o
1
= 'Ult—|— E tp+ Up41
p=1

o
_ p
= E t"v,
p=1

— F(#)

Para ver que a série i v,t? converge, defina H (t,y) = devgt + ety + cy® —y. Fazendo
p=1
(to,y0) = (0, 2), teremos que H (o, yo) =0 e ?9_,H(t07 yo) = 3 # 0. Portanto, pelo Teorema da
Fungdo Implicita, existe uma vizinhanga de 0 tal cylue y é uma fungdo de t e H(t,y(t)) = 0, para
t nessa vizinhanga. Ainda pelo Teorema da Fungdo Implicita, segue que y(t) = F'(t).
Podemos entdo resolver a equagdo 3.7, donde a série converge pelo menos numa vizi-

nhanca do zero, como queriamos. Il

Observe que a hipdtese codim.S(w) > 3 apenas foi usada para encontrar uma sequéncia
de 1-formas que satisfazem o Algoritimo de Godbillon-Vey 2.1. No restante da demonstracao,

prova-se na verdade que:

Proposicao 3.2 (MALGRANGE, 1976)). Dado w = wy, ndo identicamente nula, suponha que
ndo importa qual escolha de wy, . . . ,w, € Q! verificando 2.1, possamos escolher w, | também

verificando 2.1. Entdo, w possui uma integral primeira holomorfa.

A partir disso, B. Malgrange nos apresenta um outro resultado que diz respeito a existéncia

de integral primeira de uma 1-forma:

Teorema 3.4. (MALGRANGE, 1976) Seja w uma I-forma diferencidvel holomorfa e integrdvel.
Se codimS(w) > 2 e w admite uma integral primeira formal, entdo w admite uma integral

primeira holomorfa.

A demonstracao desse Teorema € estabelecer o seguinte: sob as hipéteses de 3.4, temos
que as hipdteses de 3.2 sdo satisfeita.

Aqui nao serd apresentada essa demonstragdo, pois € uma prova técnica como a do
Teorema 3.3 e que jd ndo requer uso de Algebra Homoldgica, que é o objetivo desta dissertagio.
Para demonstrar esse resultado utilizamos, por exemplo, técnicas de forma pullback que nao

foram apresentadas aqui.
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CONCLUSAO

Inicialmente, o objetivo desta dissertacdo era detalhar minuciosamente cada argumento
apresentado por Bernard Malgrange no artigo (MALGRANGE, 1976). Ao tentar estudar suas
ideias, percebemos que ndo diferentemente da matemdtica moderna, B. Malgrange utiliza
ferramentas de outras dreas para resolver os problemas propostos, principalmente da Algebra
Homoldgica.

Por ser uma drea extensa, decidimos utilizar o principal resultado do artigo como uma
aplicacdo dessa bela teoria. A partir dai, comecamos estudar defini¢des e resultados relevantes
para construcdo deste trabalho. Ainda assim, ndo foi o suficiente para deixar de maneira detalhada
todos argumentos propostos por B. Malgrange em 1976. Apesar disso, conseguimos com a teoria
aqui exposta resolver o Teorema 3.3, o qual se mostra como o resultado de maior relevincia do
artigo.

Bernard Malgrange ainda nos surpreende com um segundo artigo, publicado no ano
posterior. O artigo “Frobenius avec singularités 2. le cas general" generaliza o que foi proposto
para codimensdo 1. De forma sucinta, enunciaremos a generalizacdo dos Teoremas 3.3 e 3.4
demonstrados em 1977.

Para entender o enunciado, temos a seguinte definigdo: sejaw = (w1, ...,w,) € (21?5 0
sistema w € dito integrdvel (resp. formalmente integravel) se existem fi,..., f, € O (resp. é’) e

gij € O (resp. ﬁ), i, =1,...,p, tais que
a) w; =) gi;df;
j

b) detg;;(0) # 0.

Denotando por S(w) o germe em zero do lugar singular de w = w; A - - - A wp, temos o
resultado fundamental que generaliza os Teoremas do artigo (MALGRANGE, 1976).

Teorema 3.5. (MALGRANGE, 1977)
1. Se codimS(w) > 3 edw; ANwy A--- Nwy, =0, parai =1, ..., p, entdo w é integrdvel.
2. Se codimS(w) > 2 e se w é formalmente integrdvel, entdo w € integrdvel.

Nao daremos detalhes técnicos desse resultado, ou qualquer outro do artigo de 1977.
Porém, gostariamos de deixar, ao fim desse trabalho, que é possivel a generalizac¢do dos resultados

vistos. Nao s possivel, mas ja proposto e demonstrado por Bernard Malgrange.



44

REFERENCIAS

BOTT, R.; TU, L. W. Differential forms in algebraic topology. [S.1.]: Springer Science &
Business Media, 2013. v. 82.

CARMO, M. P. D. Differential forms and applications. [S.I.]: Springer Science & Business
Media, 2012.

COBRA, T. T. L. Carlos Benjamin de Lyra e a topologia algébrica no Brasil. [S.1.]:
Universidade Estadual Paulista (UNESP), 2014.

EISENBUD, D. Commutative Algebra: with a view toward algebraic geometry. [S.1.]:
Springer Science & Business Media, 2013. v. 150.

FLANDERS, H. Differential Forms with Applications to the Physical. [S.1.]: Sciences,
Dover Publications, New York, 1989.

GODBILLON, C. Un invariant des feuilletages de codimension 1. CR Acad. Sci. Paris, v. 273,
p. 92-95, 1971.

GREUEL, G.-M.; PFISTER, G. A Singular introduction to commutative algebra. [S.1.]:
Springer Science & Business Media, 2012.

LANG, S. Algebra (revised third edition). Graduate Text in Mathematics, Springer-Verlag,
2002.

MALGRANGE, B. Frobenius avec singularités i. codimension un. Publications
Mathématiques de I’'Institut des Hautes Etudes Scientifiques, Springer, v. 46, n. 1, p.
163-173, 1976.

MALGRANGE, B. Frobenius avec singularités 2. le cas general. Inv. Math, v. 39, p. 67-89,
1977.

MOUSSU, R. Sur I’existence d’intégrales premieres pour un germe de forme de pfaff. Ann.
Inst. Fourier, v. 26, n. 2, p. 171-220, 1976.

NETO, A. L.; SCARDUA, B. Folheacoes Algébricas Complexas. [S.1.]: IMPA, 2015.

NORTHCOTT, D. G. Lessons on rings, modules and multiplicities. [S.I.]: Cambridge
University Press, 1968.

RAMIS, J.-P. Frobenius avec singularités. Séminaire Bourbaki, v. 20, p. 290-299, 1978.

REEB, G. Sur certaines propriétés topologiques des variétés feuilletées. Act. Sc. et Ind.,
Hermann, 1952.

SERRE, J.-P. Local algebra. [S.1.]: Springer Science & Business Media, 2012.

SOUZA, W. M. d. Sequéncias espectrais e aplicacoes para médulos. Tese (Doutorado),
2017.



