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Resumo

Dada uma superficie fechada e orientavel S, Ringel e Jungerman asseguram que o menor
ntmero possivel de vértices para construir uma triangulacao em S é dada pelo menor
inteiro maior que (7 + /1 +48¢)/2, onde g # 2 & o género da superficie S e quando
g = 2 a quantidade minima necessaria é 10 vértices. Estas triangulacoes sao conhecidas
na literatura como triangula¢oes minimais.Uma triangulacao 7 em S chama-se de trian-
gulacao irredutivel se o colapso de qualquer aresta de 7 nao gera uma nova triangulacao
em S. Em termos do nimero de vértices, também em funcao do género da superficie S,
suas triangulacoes irredutiveis nao ultrapassam 13g — 4 vértices com g > 0, no caso em
que g = 0 existe uma tunica triangulacao irredutivel que coincide com a triangulacao mi-
nimal para este género, contendo exatamente 4 vértices.Neste trabalho abordamos como
construir triangulagoes de superficies fechadas e orientéveis com poucos vértices, isto é,
a quantidade de vértices estd compreendida entre o nimero necessario para existéncia da

triangulacao e a cota superior definida no grupo das triangulagoes irredutiveis.

Palavras-chaves: superficie. triangulacao. triangulacao irredutivel. triangulacao mini-

mal.



Abstract

Given a closed orientable surface S, Ringel and Jungerman ensure that the smallest
number possible of vertices to build a triangulation in S is given by the smallest integer
greater than (7++/1 + 48¢)/2 where g # 2 is the genus of the surface S and when g = 2 the
quantity minimum required is 10 vertices. These triangulations are known in the literature
as minimal triangulations. A triangulation 7 in S call it irreducible triangulation if the
collapse any edge of S does not generate a new triangulation in S. In terms of the number
of vertices, also depending on the of genus surface S, their irreducible triangulations do
not exceed 13g — 4 vertices g > 0, in the case whereg = 0 there exists a unique irreducible
triangulation which coincides with the minimal triangulation for this genus, containing
exactly 4 vertices. In this work we discuss how to construct triangulations of closed
orientable surfaces with few vertices, i.e. the number of vertices is comprised between the
number required for the existence of triangulation and the defined upper bound in group

of irreducible triangulations.

Key-words: surface. triangulation. irreducible triangulation. minimal triangulation.



Lista de ilustracoes

Figura 1 — Triangulagbes da esfera em 4 regides (a) e do toro em 7 regides (b). . . 8
Figura 2 — Triangulacao do toro com 7 vértices. . . . . . . .. . ... ... .... 9
Figura 3 — Triangulacao irredutivel do toro. . . . . . . . .. ... ... ... ... 10
Figura 4 — Vizinhanca coordenada de um ponto. . . . . . . .. ... .. ... ... 11
Figura 5 — Superficie fechada (a) e aberta (b). . . . . .. ... .. ... ... ... 12
Figura 6 — Superficies fechadas e orientaveis. . . . . . . . ... ... ... 13
Figura 7 — Soma conexa da esfera e do toro (a) e do toro com o bitoro (b). . . .. 13
Figura 8 — Grafo com 7 vértices e 5 arestas. . . . . . . . . ... ... ... ... 14

Figura 9 — Representagoes do mesmo grafo planar com arestas cruzadas (a) e sem

arestas cruzadas (b). . . . . ... L o 15
Figura 10 — Duas realizagoes do grafo Ky notoro. . . . . . . . ... ... ... ... 15
Figura 11 — Simplexos de dimensoes 0, 1,2e 3. . . . . . . . . ... .. ... .... 17
Figura 12 — Colegao de simplexos de dimensoes 0, 1 e 2. . . . ... ... ... ... 18
Figura 13 — Complexo simpliciais: estrela (a) e link (b) de vértice e de aresta. . . . 19
Figura 14 — Subdivisao de um triangulo (a) e contracao de uma aresta (b). . . . . . 19
Figura 15 — Triangulacao da esfera (a) e do toro (b). . . . . ... ... . ... ... 20
Figura 16 — Contracao de arestas que modificam a topologia da triangulacao. . . . 20
Figura 17 — Triangulacao de um cilindro com 12 vértices. . . . . . . . . . . . .. .. 21
Figura 18 — Um 3-ciclo nao vinculado a uma face na triangulagao. . . . . . . . . .. 21
Figura 19 — Coloracao da esfera com 4 cores (a) e do toro com 7 cores (b). . . . . . 22
Figura 20 — Toro de Csészar: 7 vértices, 21 arestas e 14 faces. . . . . . . . . .. .. 23
Figura 21 — Triangulacao irredutivel do toro com 9 vértices. . . . . . . . ... ... 24

Figura 22 — Toro gerado por adigdo de uma alga a esfera (a) e sua triangulagao

irredutivel com 9 vértices (b). . . . . ... oo o 25
Figura 23 — Esquema de rotagao definido para 4 vértices. . . . . . . . . . . ... .. 27
Figura 24 — Esquema de adjacéncia para um triangulo orientado. . . . . . . .. .. 27
Figura 25 — Esquema de rotacao para s =0. . . . . . . . . ... ... ... ... 28
Figura 26 — Condicao de fluxo. . . . . . . . . ... .. oo 29
Figura 27 — Grafo ctibico. . . . . . . . .. oo 29
Figura 28 — Grafo cibico para s=1. . . . . . . . .. .. oo Lo 30

Figura 29 — Processo de execucao do algoritmo de Schipper para uma triangulagao

do toro com 12 vértices. . . . . . . . . ... 32
Figura 30 — Triangulacoes de superficies fechadas e orientaveis de género um a trés. 33
Figura 31 — Triangulacao para o bitoro com dez vértices. . . . . . . . .. . ... .. 34
Figura 32 — Realizagio em R? das triangulagoes da esfera (a) e do toro (b). . ... 35
Figura 33 — Resultados obtidos para triangulagoes de superficies de género 1 a 3500. 36



1.1
1.2

21
2.2
2.3

3.1
3.2

4.1
4.2

Sumario

INTRODUCAO . . . . . . e e 8
Objetivo . . . . . . . . 9
Estrutura do Trabalho . . . . . . . . .. ... .. ... ... ... .. 10
DEFINICOES . . . . . . . o e e e e e e e 11
Superficie . . . . . ... 11
Grafo . . . . . . 14
Complexo Simplicial . . . . ... ... ... ... ... ....... 17
TRIANGULACOES . . .. . .. . . . . i 20
Triangulacdo Minimal . . . . . .. ... ... ... .. ......... 22
Triangulacao Irredutivel . . . . . . . .. ... ... 0L 24
ALGORITMOS . . . . . . . . e e 20
Triangulacdo Minimal: Casos 0, 3, 4 e 7 médulo 12 . . . . . . . .. 26

Triangulacao Irredutivel: Triangulacio com poucos vértices . . . . 31

RESULTADOS . . . . . . . e e e 35

CONCLUSAQ . . . . . . s, 37

REFERENCIAS . . . . . . . e s 38



1 Introducdo

O teorema de Rado afirma que toda superficie compacta admite uma triangulagao
(1). Uma triangulagao pode ser vista intuitivamente como um poliedro sobre a superficie
de modo que cada face é um tridngulo com os trés vértices distintos e a intersecao de
quaisquer dois triangulos distintos ou ¢ vazia, ou é um tunico vértice, ou ¢ uma unica
aresta. Por exemplo, triangulando a esfera com 4 vértices obtemos o tetraedro como o

poliedro resultante, veja figura 1(a) abaixo.

Ainda olhando para a esfera, poderiamos construir inimeras triangulacoes bas-
tando aumentar o niimero de regioes em que a decompomos. Este exemplo nos fornece
duas informacoes bastante interessantes: a primeira que 4 vértices sao suficientes para
triangular a esfera, e mais que isto sao também necessarios; a segunda é que se olharmos
somente a conectividade do tetraedro, ou seja, como um grafo de seis arestas, ele contem

todas as arestas possiveis com 4 vértices.

Se agora considerarmos o toro, como na figura 1(b), ja era conhecido em 1886
por Mébius que é possivel construir uma triangulagdo com somente 7 vértices (2), e

supreendentemente tal como a esfera, em termos de grafo contem todas as suas 21 arestas.

Figura 1 — Triangulagoes da esfera em 4 regides (a) e do toro em 7 regides (b).

(a) (b)

Fonte: Disponivel no trabalho de Razafindrazaka (3).

Estes exemplos sao bastante motivadores para a seguinte questao: dada uma su-
perficie compacta sem bordo e orientavel qual a quantidade minima de vértices necessérios

para obtermos uma triangulacao desta superficie?

A resposta desta pergunta surge no contexto do Teorema Coloracao de Mapas (4).
Este afirma que o nimero minimo de cores necessarias para colorir um mapa em uma

superficie compacta sem bordo e orientavel com género g é

7+ T+ 43g
2

i J.
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Para g > 0 o teorema foi provado por Ringel e Youngs (5). O caso g = 0 é o

famoso teorema das quatro cores que foi provado por Appel, Haken e Koch (6, 7).

A conexao entre o Teorema Coloracao de Mapas e triangulagoes, estd em observar
o grafo obtido por considerar como um vértice cada regiao do mapa e ligando dois vértices
sempre que as regioes que estes vértices correspondem compartilham uma fronteira co-
mum. O caso extremo, como nos exemplos da esfera e do toro, é quando todos os vértices

sao aos pares adjacentes exigindo todas as arestas.

Este grafo de n vértices, onde n é igual ao nimero de regioes existentes no mapa,
tem como género o menor inteiro maior que (n — 3)(n —4)/12. Note que para os casos
em que o numero de vértices é congruente a 0, 3, 4, 7 modulo 12 esta razao é um ntimero
inteiro, isto corresponde, em termos da decomposicao da superficie que todas as regioes
sao triangulares, e consequentemente o grafo dual do mapa na superficie pode ser tomado

como uma triangulacao desta superficie com este género.

1.1 Objetivo

Neste trabalho pretendemos construir triangulacoes de superficies compactas sem
bordo e orientaveis de género arbitrario com poucos vértices. Estas construcoes tem alto

género em comparacao com o nimero de vértices.

Primeiro expomos a construgao apresentada por Ringel na demonstragao do caso
quando o ntmero de vértices é divisivel por sete. Para o primeiro caso desta sequéncia, a
triangulacao do toro com 7 vértices, além da representacao combinatoéria vista na figura

2, h& também uma representa¢io geométrica imersa em R? (8).

Figura 2 — Triangulacao do toro com 7 vértices.

Vv; V3
Vi 2 A"
® ® L o
Ve
@ [ oV
v:® L J oY
vz
v,® L 4 L Oy,
] V5

Fonte: Autor,2015

A segunda abordagem é comecar com uma triangulacao arbitraria da superficie e
modificar a triangulagao por sucessivos colapsos nas arestas da triangulacao de tal maneira
que o resultado é topologicamente o mesmo e ao final do processo temos uma reducao

significativa da quantidade de vértices. A triangulacdo resultante alcancada chamamos



Capitulo 1. Introdugdo 10

de triangulacao irredutivel. Isto sempre é possivel, pois qualquer superficie compacta tem

uma triangulagao irredutivel (9), e esta triangulagao tem no méaximo 13g—4 vértices (10).

Figura 3 — Triangulacao irredutivel do toro.

V; Vs
Vi 2 A"
2 ® L o
Vs \J
@ 4 oV
v;® Vg
s .V7 .Vg oV
v,® L 4 L oy,
Vo V3

Fonte: Autor,2015

1.2 Estrutura do Trabalho

O texto esta dividido da seguinte forma: comegamos no capitulo 2 apresentando su-
perficie, grafo e complexo simplicial relacionando com a ideia de triangulagao; na sequéncia
no capitulo 3 definimos propriamente triangulacoes, em especial enunciamos dois casos
interessantes, referidos na literatura como triangulacoes minimais e triangulagoes irre-
dutiveis; a continuagao, no capitulo 4, apresentamos uma construcao para triangulagoes
minimais e um algoritmo para obter triangulagoes irredutiveis; alguns resultados obtidos
e uma comparacao com o algoritmo para triangulacoes irredutiveis sao apresentados no

capitulo 5; finalmente, no capitulo 6 fazemos as consideragoes finais.
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2 Definicoes

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos para o desenvolvimento deste
trabalho. Iniciamos com superficies, objeto central deste estudo. Abordaremos grafos

tratando de coloracoes e da relagdo com triangulacoes que sao por fim expostas.

2.1 Superficie

Em computacao grafica, objetos geométricos sao comumente representados por
superficies. Essa representacao permite uma descricao concisa de objetos simples, bem

como uma excelente ferramenta para modelar objetos mais complexos.

Definigao 2.1 (Superficie). Um subconjunto S C R3 é uma superficie se, para cada
p € S, eziste uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacio o : U — VNS de um aberto
U de R? sobre VNS C R3 tal que:

1. ¢ € diferencidvel;
2. ¢ € um homeomorfismo;

3. Para todo q € U a diferencial dp, : R* — R? € injetiva.

A aplicagao ¢ é chamada uma parametrizagao ou um sistema de coordenadas locais

em uma vizinhanca de p, e VNS é chamada uma vizinhanca coordenada de S em p.

Figura 4 — Vizinhanca coordenada de um ponto.

©

b, T T @
® |

* /

Fonte: Autor,2015

Uma superficie compacta e sem bordo é usualmente chamada somente por super-
ficie fechada, e se ha bordo, superficie aberta. Esta serd a terminoloia que usaremos ao

longo do trabalho.
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Figura 5 — Superficie fechada (a) e aberta (b).

(a) (b)
Fonte: Autor,2015

Se tomarmos um caminho fechado na superficie, podemos pensar em um vetor
normal associado a um ponto desse caminho, e deslocar esse ponto ao longo da curva.
Avaliar a orientacao da normal ao percorrer a curva, nos fornece uma valiosa informacao

da superficie.

Definigao 2.2 (Orientacdo). Se uma superficie admite um campo continuo de vetores

normais, entao dizemos que essa superficie € orientdvel.

A esfera na figura 5(a), superficie bem conhecida, ¢ uma superficie orientéavel e a

faixa de Mobius 5(b) é um exemplo de superficie nao orientével.

Uma decomposicao de uma superficie fechada e conexa S é a particao de S em trés
subconjuntos finitos chamados de vértices, arestas e faces, onde o conjunto vértices sao
pontos de S, o conjunto arestas sao curvas simples em S ligando quaisquer dois distintos
elementos do conjunto wértices, e o conjunto faces sao as regidoes conexas que tem como
bordo uma curva simples e fechada em S formada pela concatenacao de elementos do

conjunto arestas.

2

Uma ferramenta importante para classificar as superficies é a caracteristica de
Euler da superficie, pois ¢ um invariante topologico, ou seja, superficies homeomorfas tém
a mesma caracteristica de Euler. Este invariante é denotado por x(S) para uma superficie
S, e se define por x(S) =v —a+ f, onde v, a e f sdo respectivamente as cardinalidades

dos conjuntos vértices, arestas e faces de uma decomposicao qualquer da superficie S.

Em termos da caracteristica de Euler, defini-se o conceito de género da superficie.

Definigao 2.3 (Género). Seja S uma superficie fechada e conexa com caracteristica de

FEuler x(S). O nimero

2—x(5)

5 se S € orientdvel,
9= ~ .
2 —x(S), se S € nao orientdvel.

é chamado género da superficie S.
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A figura 15 mostra exemplos de superficies com género 0 15(a), género 1 15(b) e

género 2 15(c).

Figura 6 — Superficies fechadas e orientaveis.

OOe°

Fonte: Autor,2015

Dadas duas superficies fechadas podemos "soma-las" de modo a conseguir uma
nova superficie fechada, essa operacao chama-se de soma conexa. A figura 7 exemplifica
a soma conexa entre a esfera e o toro 7(a) obtendo um novo toro, e do toro com o bitoro

7(b) gerando portanto o tritoro.

Figura 7 — Soma conexa da esfera e do toro (a) e do toro com o bitoro (b).

DO -E0 CDO-EDD
D -ED 96D
(a) (b)
Fonte: Autor,2015

Um fato é que todas as superficies fechadas e orientaveis, exceto a esfera e o proprio
toro, podem ser vistas topologicamente por somas conexas de toros. E o que nos diz o

teorema de classificagao de superficies (11).

Teorema 2.1.1 (Teorema de Classificacao de Superficies). Qualquer superficie fechada e

orientdvel € homeomorfa ou a esfera, ou ao toro, ou a soma conexa de toros.

Pelo teorema de classificacao de superficies sabemos quais sao todas as superficies
fechadas e orientéveis, a menos de um homeomorfismo. Assim, para identificar uma
superficie é suficiente determinar sua caracteristica de Euler, ou equivalentemente seu

género, e verificar se a superficie é orientavel ou nao.
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2.2 Grafo

Uma maneira intuitiva de imaginar um grafo é pelo desenho de alguns pontos num
papel e tracando linhas de um ponto qualquer aos demais se entre eles correspondem
uma relagao. Como esses pontos e linhas sao desenhados nao é importante, a informacao

relevante é quais dos pares de pontos estao conectados e quais nao.

Definigao 2.4 (Grafo). Um grafo G é um par (V,A) de conjuntos que satisfazem A C
V x V. Os elementos de V sao os vértices do grafo G e os elementos de A sao suas

arestas.

Figura 8 — Grafo com 7 vértices e 5 arestas.

Fonte: Autor,2015

O ntmero de vértices de um grafo G = (V, A) é a sua ordem, e seu numero de
arestas sua dimensao. Estes serdo denotados por |V| e |A|, respectivamente. Um grupo

especial de grafos sao os grafos que possuem dimensao maxima.

Definigao 2.5 (Grafo Completo). Dois vértices u,v sao adjacentes, se uv € uma aresta.
Se todos os vértices sao aos pares adjacentes, entao o grafo é camado completo. Um grafo

completo com n vértices denota-se por K,.

Do ponto de vista topologico, um grafo G é um par (V(G), A(G)), onde A(G)
denota um conjunto finito de curvas simples e V(G) denota um conjunto de pontos, os

quais correspondem as extremidades daquelas curvas.

Neste contexto, adotaremos a seguinte definicao para conexidade:

Definigao 2.6 (Grafo Conexo). Um grafo G € conexo, se quaisquer dois vértices podem

ser ligados por uma curva ou por concatenagdo de vdrias curvas de A(G).

Um grafo completo ¢ um exemplo trivial de grafo conexo, uma vez que todos os
vértices estao ligados entre si. Além da conexidade, um grafo completo possui outras

propriedades bem interessantes que serao abordadas neste trabalho.

Se for possivel desenhar um grafo no plano sem que as arestas se cruzem, este
grafo é dito planar. Uma observacao importante é que apesar de um dado grafo admitir
arestas cruzadas isso nao significa que esse grafo nao seja planar. Pode existir outro modo

de desenhé-lo onde ndo ocorram arestas cruzadas.
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Figura 9 — Representagoes do mesmo grafo planar com arestas cruzadas (a) e sem arestas
cruzadas (b).

(a) (b)
Fonte: Autor,2015

Essa nocao de representacao de um grafo planar, como desenhé-lo no plano sem
que as arestas se intersectem, pode ser generalizada para uma superficie qualquer. Quando

isto ocorrer, dizemos que o grafo é realizavel nessa superficie.

Definigao 2.7 (Realizagdo). Seja S uma superficie, um arco aberto em S € a imagem do
homeomorfismo ~v : (0,1) — S. Dado um grafo G com n vértices vy,...,v, e m arestas

a1, ..., G, uma realizagao de G em S € um subespaco de S

G(S) lvl UU] la]

tal que

1. v1(9),...,va(S) sao n distintos pontos de S.
2. a1(9),...,am(S) sdo m arcos abertos em S, dois a dois disjuntos.
3. Se ap, = (v;,v;) entdo o arco aberto a(S) tém v;(S) e v;(S) como pontos extremos,

para todo 1,5 € {1,...,m} ek €{1,... ,n}.

A condicao 1 implica que cada vértice do grafo corresponde a um ponto da su-
perficie. E as condigoes 2 e 3 que cada aresta corresponde a uma curva simples em que

nenhum par de curvas se intersectam em nenhum ponto, com excecao dos respectivos
pontos extremos.

Figura 10 — Duas realizacoes do grafo K, no toro.

Fonte: Autor,2015
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A realizacao de um grafo G numa superficie S proporciona a particao dessa super-
ficie nas componentes conexas de S — A(G). Cada uma das componentes conexas deste

conjunto chama-se face.

Definicao 2.8 (Realizacao Celular). A realizagio de um grafo G diz-se celular se todas
as faces criadas por essa realizacdo sao homeomorfas a R O conjunto destas faces
denota-se por F(G).

Com a deficao acima pode-se notar que as duas realizacao de K, apresentadas na

figura 10 nenhuma delas sao uma realizacao celular.

Outro importante atributo de um grafo é o seu género. Mais adiante apresentare-

mos um importante resultado para o género de grafos completos.

Definigao 2.9 (Género do Grafo). Chama-se de género de um grafo G, denotado por
g9(G), o menor indice da sucessio de superficies Sy, Si, Sz, ..., Sy, ...em que G €

realizdvel, onde o indice g denota o género da superficie S,.

Uma consequéncia direta desta definicao é que para qualquer grafo planar G,
g(G) = 0. E se a superficie é fechada e orientavel, um fato bastante conhecido sobre o

género do grafo, é a sua relacao com o nimero de vértices, arestas e faces:

Teorema 2.2.1 (Formula de Euler). Se G é um grafo conezo, entao

V(G| = [AG)] + [F(G)] = 2(1 - g(G)).

Supondo que G é um grafo conexo tal que |V(G)| > 3 e admite uma realizacao

celular numa superficie orientavel, entao
3|F(G)] < 2|A(G)]
e, por aplicacao do teorema acima conclui-se que

9(6) = lAG)] ~ SIV(G) + 1

1
6
No caso particular em que G é um grafo completo

(V@) =3)(IV(G)] - 4)

9(G) = [ - 1

onde, | | é a notagdo para maior inteiro.

Teorema 2.2.2 (Ringel-Youngs). Se n > 3, entao g(K,)

O resultado acima é conhecido como conjecturada de Heawood (4), que embora

formulado em 1890, apenas foi provada em 1968 por Ringel e Youngs (5).
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2.3  Complexo Simplicial

Um triangulo em R? é o poligono com menor ntiimero de vértices e arestas, e o
tetraedro em R3 é o poliedro que possui menos vértices, arestas e faces. Uma generalizacao

em outras dimensoes é o conceito de simplexo.

Definicao 2.10 (k-simplexo). Um k-simplexo é o fecho convero de k + 1 pontos de
Vo, V1, -, U € R™. O numero k é chamado dimensao do simplexo e denotamos o sim-

plezo por [vg, vy, ..., Ug].

Figura 11 — Simplexos de dimensoes 0, 1, 2 e 3.

Fonte: Autor,2015

Definigao 2.11 (k-face). Seja o = [vg, vy, ..., v;] um simplexo. O simplexo T determinado
por k+1 pontos do conjunto {vy,vy,...,v;} com k <1 é chamado k-face de 0. FEssa relagdo

denota-se por o > T.

De acordo com esta definicao as 0-faces de 1-simplexo sao seus vértices e as 1-faces

de um 2-simplexo sao suas arestas.
Uma vez definido os simplexos, vamos determinar agora as ligacoes entre eles.

Estas sao estabelecidas satisfazendo algumas propriedades.

Definigao 2.12 (Complexo Simplicial). Um complexo simplicial K é um conjunto finito

de simplexos de forma que:

1. se o simplexo 0 € K eo > 7, entao 7 € K;

2. se o0s simplexos 0,7 € K, entio cNT=0 ouocNT>0ecoNT>T.

A condicao 1 diz que as k-faces de um simplexo também pertencem ao complexo
simplicial. E a condicao 2 da definicao garante que nao existem intersecoes que nao sejam

k-faces entre os simplexos do complexo simplicial.

Por exemplo, a intersecao de um 2-simplexo com algum outro simplexo pode ser
apenas vértices ou arestas e a intersegao de um 1-simplexo com outro simplexo se restringe

apenas a vértices.
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A figura 12 ilustra duas colecoes de simplexos. A colecao K composta por trés
2-simplexo e suas faces é um exemplo de complexo simplicial, enquanto a colecao L nao é
um complexo simplicial, pois a intersecao dos simplexos nao ¢ vazia e também nao ¢ uma

face dos simplexos.

Figura 12 — Colecao de simplexos de dimensoes 0, 1 e 2.

(a) K (b) L

Fonte: Autor,2015
Definigao 2.13 (Dimensao). Seja K um complezo simplicial. A dimensao de K, denotada
por dim(KC), é dada por
dim(K) = max{dim(c); o é um simplexo de K}.

Se dim(K) = k, entao chamamos K de k-complexo simplicial ou complexo simplicial

k-dimensional.

O complexo simplicial K da figura 12, possui simplexos de dimensao 0, 1 e 2,

portanto K é um complexo simplicial bidimensional.

Definigao 2.14 (Espago Gerado). O espaco gerado por um complezo simplicial I, deno-

tado por |||, € a unido de todos os simplexos de K com a topologia herdada de R™.

Subconjuntos da colecao de simplexos que definem um complexo simplicial podem
também definir um complexo simplicial. A seguir exibiremos importantes subconjuntos

de simplexos, denominados estrela e link, em que isto se verifica.

Definicao 2.15 (Estrela e Link). Sejam K um complexo simplicial e o um simplezo de

IC, entao os sequintes conjuntos sao complexos simpliciais em K:

1. estrela(o) ={T € K;7 > 0};

2. link(o) = {1 € estrela(o); T No = 0}.

A figura 13 ilustra a estrela e o link de um vértice e de uma aresta em um complexo

simplicial bidimensional.
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Figura 13 — Complexo simpliciais: estrela (a) e link (b) de vértice e de aresta.

OB A %ZXVXZ%

(a)

Fonte: Autor,2015

Nos introduziremos agora peracoes que modificam um complexo simplicial, cri-
ando novos vértices ou eliminando arestas, estas sao chamadas subdivisao e contragao,

respectivamente.

Definigao 2.16 (Subdivisdo). Seja K um complexo simplicial. A subdivisio de IKC, €
definida como o complexo simplicial L, tal que |K| = |L| e cada simplexo de L estd

contido num simplexo de K.

Tomando Vert(K) como o conjunto de vértices de K e considerando a, b € Vert(K)
e c ¢ Vert(K). Para descrever a contragao da aresta ab no vértice ¢, defini-se uma fungao

vértice f. que leva os vértices a e b para c e leva todos os outros vértices para si:

R se v € {a, b},
fev) { v, sev ¢ {a,b}.

Esta funcao vértice f. pode ser estendida para todos os simplexos o = [vg, v1, . . . , Ug]
de K definindo um novo simplexo f.(o) = [fe(vo), fe(v1), ..., fe(vr)]-

Defini¢ao 2.17 (Contragido). Sejam K um complexo simplicial, ab uma aresta de IC e ¢

um vértice nao pertencente a IKC. A fungao contragao, ou : |[K| — |L|, € a operagao que

muda K para L = {f.(0);0 € K}.

Figura 14 — Subdivisao de um triangulo (a) e contragao de uma aresta (b).

A SR iy

Fonte: Autor,2015
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3 Triangulacdes

Neste trabalho definiremos triangulagao de uma superficie por meio de complexo

simplicial, pois estamos particularmente interessados na topologia da superficie.

Definigao 3.1 (Triangulacdo). Uma triangulagio de uma superficie S € um complezo

simplicial bidimensional T tal que ||T|| € homeomorfo a S.

Figura 15 — Triangulagao da esfera (a) e do toro (b).

(a) (b)
Fonte: Autor,2015

A triangulacao é uma maneira de decomposicao bastante utilizada, ja que os tri-
angulos sao estruturas lineares extremamente simples. Dessa forma, gostariamos de saber

quando é possivel obtermos a triangulagdo de uma superficie (1).

Teorema 3.0.1 (Radd). Qualquer superficie compacta pode ser triangulada.

Vimos no capitulo 2 uma importante operacao realizada sobre complexos simpli-
ciais, a contragao de arestas. Uma interessante observacao é que podem ocorrer situagoes
degeneradas quando fazemos uma contracao em arestas de uma triangulacao, como ilustra-
mos na figura 16. No caso degenerado 16(a), uma aresta do complexo simplicial resultante
sera adjacente a quatro tridngulos, e no caso degenerado 16(b) houve uma inversao de um

triangulo, causando uma dobra por cima de outro triangulo.

Figura 16 — Contracao de arestas que modificam a topologia da triangulacao.

-

Fonte: Autor,2015
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Nos gostariamos de fazer uma contracao de aresta somente quando nao ha ne-
nhuma alteracao resultante na topologia, a este caso diremos que a aresta é colapsavel.

Edelsbrunner (12) estabelece a condi¢ao de link para validar contragao da aresta:

Teorema 3.0.2 (Edelsbrunner). Seja T uma triangulagao e ab uma aresta de T. Entdo

ab é colapsdvel se, e somente se, link(ab) = link(a) N link(b).

Se fixarmos um vértice numa triangulacao, podemos tracar caminhos sobre esta
triangulacao através das arestas sempre voltando ao ponto fixado, ou seja, construir ciclos

sobre a triangulacao.

Definigao 3.2 (k-ciclo). Um k-ciclo em uma triangulagao consiste de k arestas ey, . .., ey
tal que e;Ne;j € um dnico vértice se e somente se |[i—jl =1 ouli—jl=k—1ee;Ne; =10

caso contrdrio, para todo i,j =1,.... k com i # j.

Figura 17 — Triangulagao de um cilindro com 12 vértices.

V1 Vo V3 V4 VA
P ® ® ® ®
vV, V, Vv v
5 6 7 8 V5
¢ % Ve e,
Vg V10 Vi1 V12 Vg

Fonte: Autor,2015

Na triangulacao da figura 17 as arestas eq,es, e3,e4 formam um 4-cliclo, ja que
somente nos casos e1MNey = Vg, €aeg = V7, 3 eyg = Vg € e1 ey = U5 a intersecao é um

vértice e nos demais a intersecao é vazia, e portanto as condicoes sao satisfeitas.

Outro exemplo sao faces de uma triangulagao, toda face é um 3-ciclo. No entanto,

pode haver 3-ciclo que nao sao faces da triangulacao como pode ser visto na figura 18.

Figura 18 — Um 3-ciclo nao vinculado a uma face na triangulacao.

Ny

Fonte: Autor,2015
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Se uma aresta estd contida em mais de dois 3-ciclo, entao pelo menos um 3-ciclo
nao estd vinculado a uma face, e portanto, n6s nao poderiamos contrair a aresta (13).
Isto motiva o resultado de Schipper (14), uma equivaléncia a condi¢ao de link dada no

teorema 3.0.2.

Teorema 3.0.3 (Schipper). Qualquer aresta ab de uma triangula¢ao T € nao colapsdvel
se, e somente se, ab € aresta de pelo menos trés 3-ciclo ou T € uma triangulacao da esfera

com quatro vértices.

3.1 Triangulagdo Minimal

Um problema classico da Teoria dos Grafos diz respeito a coloracao de mapas.
Pretende-se saber qual o menor niimero de cores necessarias para colorir um mapa de
modo que nao existam paises, com fronteira comum da mesma cor. Uma forma de modelar
este problema consiste na construcao de um grafo relacionando vértices com os paises do

mapa e aresta com todos os pares de paises com fronteira comum.

Definigao 3.3 (Coloragao). Dado um grafo G, os conjuntos V' de vértices e A de arestas

e um conjunto C de cores defini-se por coloragdo de G uma fungao
o:V —=C,
tal que para todo u,v € V temos que ¢(u) # ¢(v) se uv € A.

Com a terminologia acima, o problema de colorir mapas se traduz por determinar

o niimero cromatico x(G), que se define como sendo

X(G) = min{|C|;¢ : V — C & uma coloragao de vértices em G}.

Figura 19 — Coloragao da esfera com 4 cores (a) e do toro com 7 cores (b).

(a) (b)

Fonte: Disponivel no trabalo de Razafindrazaka (3).

A solugao desse problema também foi provada por Ringel e Youngs. Essencial-
mente, o problema de colorir um mapa é equivalente a encontrar o género do grafo que

associamos ao mapa.
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Teorema 3.1.1 (Ringel-Youngs). Para todo grafo G com género g, x(G) = | 54 .
Se supurmos que todas as faces do grafo sao triangulares, obterfamos uma trian-
gulagao da superficie com a menor quantidade de vértices possivel. De fato isto é provado

por Jungerman e Ringel (15):

Teorema 3.1.2 (Jungerman-Ringel). Seja S uma superficie fechada e orientdvel com

género g e T(S) o nimero de triangulos da menor triangula¢ao de S. Entao

7(5) = 2l VTR g )

seqg#2

T(S) =24 seg=2.

Esta triangulacao é conhecida na literatura como triangulacao minimal ou trian-
gulagao vértice-minimal. No mesmo trabalho de Jungerman e Ringel (15), que demonstra
o teorema, os autores constroem exemplos de triangulagoes minimais para superficies

orientaveis. E nesta direcao, existem alguns trabalhos para superficies de baixo género.

Uma das primeiras referéncias de triangulacao minimal é a triangulagao do toro
com 7 vértices apresentada por Mobius (2). Desta Csaszar constréi uma realizagao geo-
métrica em R3, que foi chamada Toro de Csészar (8). Hoje sabe-se que h& exatamente 72
diferentes tipos de realizagoes geométricas da triangulacao minimal do toro descrita por
Mobius (16).

Figura 20 — Toro de Csaszar: 7 vértices, 21 arestas e 14 faces.

IR ol

123 145 156 345 167 467 247
124 236 256 346 257 357 137

Fonte: Disponivel no trabalo de Lutz (17).

Outros autores apresentam triangulagoes minimais para superficies orientaveis de
género de dois a seis (18, 19). Com género de dois a quatro todas tem uma realizagao
geométrica (20, 17, 21), com género 5 pelo menos trés nao tém realiza¢oes geométricas

(22), e todas de género 6 ndo sdo geometricamente realizadas (23).
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3.2 Triangulacdo Irredutivel

Para qualquer superficie fechada ha muitas triangulagoes possiveis com nimero
diferente de vértices. Para obter uma triangulacdo com um niimero pequeno de vértices
poderiamos comecar com uma triangulacao arbitraria de uma superficie e repetidamente
modificar a triangulacao de tal maneira que o resultado é menor e ainda descreve a

superficie.

Uma operacao para modificar uma triangulacao é colapsando uma aresta. Intuiti-
vamente, nos escolhemos uma aresta qualquer e pois contrai-la nao alterara a topologia.
Esta triangulagao que pode ser alcangada por repetidos colapsos de arestas chamamos de

triangulacao irredutivel.

Definigao 3.4 (Triangulagao Irredutivel). Seja T wma triangulag¢ao e ab uma aresta em
T. Dizemos que T € irredutivel, se a contracao ab altera a topologia de T . Em outras

palavras, nenhuma aresta de T € colapsdvel.

Figura 21 — Triangulacao irredutivel do toro com 9 vértices.

L . L ]
L » L L ]
L] L * .
¥ L L L]

Fonte: Autor,2015

As triangulacoes irredutiveis foram inicialmente estudadas individualmente. Stei-
nitz e Rademacher (24) mostram que K4 é a tunica triangulacao irredutivel da esfera e
que todas as triangulacoes da esfera podem ser geradas por uma sequéncia de subdivisoes
a partir de K. Posteriormente, Lavrenchenko (25) apresenta 21 triangulagoes irreduti-
veis para o toro com 9 vértices. E Sulanke (26) constréi para o bitoro 865 triangulagoes

irredutiveis.

Barnette e Edelson (9) provaram que para qualquer superficie fechada, ha um
numero finito de triangulacgdes irredutiveis. Além disso, podemos obter qualquer triangu-
lacao dessa superficie por sucessivas subdivisoes a comecar de sua triangulacao irredutivel
(27). E o nimero méximo de vértices das triangulagoes irredutiveis é linear no género da
superficie (13, 10).

Haijo Schipper (14) apresenta um algoritmo para obter de forma eficiente uma tri-
angulacao irredutivel de uma superficie fechada e orientavel a partir de uma triangulagao

dada dessa superficie por uma sequéncia de colapsos.
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A triangulacao irredutivel de uma superficie pode nao ser uma triangulacao mi-
nimal dessa superficie, por exemplo, o toro possui uma triangulacao irredutivel com 9
vértices, mas 7 vértices sao suficientes para obter sua triangulacao. No entanto, ha um

limite superior para quantidade de vértices das triangulagoes irredutiveis.

Nakamoto e Ota (13) apresentam uma prova construtiva de que o namero de
vértices € no maximo 171g — 72 para a triangulacao irredutivel de uma superficie fechada
e orientavel com género g. E recentemente, Joret e David (10) ddo uma melhor cota para

o ntmero de vértices, 13g — 4.

O trabalho de Schipper (14) também enumera problemas que permanecem aber-
tos. Primeiro, ha uma grande diferenca em relagao a quantidade de vértices entre a menor
triangulacao irredutivel de uma superficie e o limite superior para a maior triangulacao
irredutivel. Outro problema é o nimero de triangulagoes irredutiveis para uma deter-
minada superficie. Sabe-se que a esfera tem uma tnica triangulacao irredutivel (24), o
toro 22 e o bitoro 865 com 10 vértices (28). O ntimero de triangulagoes irredutiveis de
outras superficies ou formulas gerais sao desconhecidos. Um problema ainda mais dificil

é o problema de encontrar todas as triangulacoes irredutiveis.

Exemplo 3.1 (Uma construgao de triangulagoes irredutiveis).

E possivel construir triangulagoes irredutiveis para superficies fechadas e orien-
taveis de género arbitrario usando uma triangulacao da esfera e colando vérias copias
de triangulacoes de alcas de modo que a cada colagem a triangulacao resultante ¢ uma

triangulacao irredutivel.

Figura 22 — Toro gerado por adi¢ao de uma alga a esfera (a) e sua triangulagao irredutivel
com 9 vértices (b).

(a) (b)
Fonte: Autor,2015

Esta triangulagao irredutivel tem 3g 4 6 vértices, onde g é o género da superficie
resultante, pois a cada colagem de triangulacoes de alcas sao adicionados somente trés

novos vértices e iniciamos com uma triangulacao da esfera com seis vértices.
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4 Algoritmos

Neste capitulo buscamos descrever como construir triangulacoes para superficies
fechadas e orientaveis com poucos vértices. Primeiro abordaremos a construgao de Ringel
quando tais triangulacoes tem exatamente a quantidade minima necessaria para descrevé-
las. Depois nos construimos triangulacoes com o nimero de vértices dado em funcao do
género da superficie, inspirados na operagao de soma conexa entre duas superficies, e
posteriormente reduziremos esta quantidade de vértices através de colapsos das arestas

por meio do algoritmo de Schipper.

4.1 Triangulacdo Minimal: Casos 0, 3, 4 e 7 médulo 12

O teorema de Ringel e Youngs (5) nos diz que para cada n > 4 existe uma triangu-
lacdo com n vértices de uma superficie orientavel de género no maximo (n —3)(n—4)/12.
E o maximo é atingido sempre que n é congruente com 0, 3, 4 ou 7 mod 12, para estes
casos a triangulacao ¢ chamada de triangulacao neighborly, sugerindo que todo vértice
tem sua vizinhanca completa, isto é, cada vértice da triangulagao esta ligado com todos

os demais vértices. Estas sao muito interessantes, e tem recebido bastante atencao.

O caso n = 4 é trivial, realizado pelo tetraedro. O primeiro caso relevante é n = 7,
onde existe combinatoriamente uma tnica configuracao, o Toro de Mobius com 7 vértices
(2). A triangulacao de Mobius foi redescoberta varias vezes (29, 30), e realizada por

Csaszar (8). Para as triangulagoes neighborly com n > 12 nao sao conhecidas realizagoes.

Em seu artigo de 1891, Heffter (31) provou este teorema para n < 12, em particu-
lar, ao fazer isso ele introduziu alguns dos conceitos basicos e notacoes, e assim preparou
ferramentas para a prova completa. A prova completa utiliza argumentos combinatorios
complexos divididos em doze casos, de acordo com n mod 12, com algumas construcgoes

necessarias para casos esporadicos.

No6s vamos esbocar a construcao de Ringel para o mais estudado dos doze casos,
o caso de n = 7 mod 12. Nossa exposi¢ao segue seu livro (32), no qual também constam
os outros onze casos. Esta produz triangulagdes que tém género que cresce de forma

quadratica com o nimero de vértices.

De acordo com Heffter uma superficie combinatoria é completamente determinada
se rotular seus vértices e para cada vértice descrever o ciclo de seus vizinhos na ordem da

orientacao horaria ou anti-horéria, um esquema de rotacao.

Por exemplo, a figura 23 mostra uma piramide vista de cima que consiste em um

quadrilatero e quatro triangulos com um esquema de rotacao que nos diz que 1, 2, 3, 4 sao
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os vértices vizinhos de modo ciclico do vértice 0. Em particular, poderia ter escrito (2, 3,
4, 1) em vez de (1, 2, 3, 4), uma vez que este indica a mesma permutagao ciclica. Para
garantir que um esquema desta forma realmente descreve uma superficie, é necessario que

satisfaca a condigao de intersecao: qualquer aresta pertence somente a duas faces (31).

Figura 23 — Esquema de rotagao definido para 4 vértices.

0 : (1,2,3,4)
1+ (0,4,2)
2 : (0,1,3)
3 ¢ (0,2,4)
1 : (0,3,1)

Fonte: Disponivel no trabalo de Ringel (32).

No caso de uma triangulacao as condigoes de intersecao sao bastante faceis de
descrever. De fato, se j, k aparecem adjacentes na lista ciclica de vizinhos de um vértice
i, entao isso significa que (7, j, k) é um triangulo orientado da superficie, assim, k, i tém
que ser adjacentes nesta ordem no ciclo de vizinhos de j, e da mesma forma 4, j tem que

aparecer na lista para k, veja figura 24.

Figura 24 — Esquema de adjacéncia para um triangulo orientado.

k

Fonte: Disponivel no trabalo de Ringel (32).

Em termos de esquema de rotacao a condicao de intersecao diz que se a linha para

o vértice 7, que equivale ao link do vértice ¢ na triangulacao, é
i (oo ky )

entao, nas linhas para j e k, temos que ter
g ki)

k:(o.o.,4,7,...).
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De acordo com Heffter (31) para n = 125+ 7 onde s > 0, o esquema de rotacao
para um vértice fornece cada um dos outros esquemas para os demais vértices a partir
da adicao modulo n. Por exemplo, para s = 0 se a linha para o vértice 0 for dada por
(1,3,2,6,4,5) entdo a linha para o i-ésimo vértice sera (1+¢,3+4,2414,6+14,4+17,5+1)

comi=1,...,6. Esta triangulacdo com 7 vértices é o Toro de Mébius (2) da figura 25.

Figura 25 — Esquema de rotacao para s = 0.
) 4 6 D

. 0 : (1,3,2,6,4,5)
1 : (2,4,3,0,5,6)
I 1 2 : (3,5.4,1,6,0)
. 3 ¢ (4,6,5,2,0,1)

2 52 , .
4 4 ¢ (5,0.6,3,1,2)
5 : (6,1,0,4,2,3)
R e . 6 : (0,2.1,5,3.4)

Fonte: Autor, 2015

Agora vamos supor que temos um esquema de rotagao para n vértices com a mesma

ideia usada para construir o Toro de Md&bius,

0: (517527"'7571—27571,—1)
e
ii(Sl+’i,82+i,...,8n,2+i78n,1+i>
comi=1,...,n—1¢e os s; fixados.

Se na linha do vértice 0 tivermos

0:(..,0k...)
entao a condicao intersecao fornece que
j:(..,k0,..)
E:(...,0,7,...)
Como as linhas j e k sao geradas por adi¢ao dos indices j e k a linha 0, temos que
0:(...,k—4,—74,...)
0:(..,—k,j—k,...).

Em outras palavras, se na vizinhancga de 0, temos que "k segue j", entao também
"—j segue k—j" e "j — k segue —k", onde todos os indices sao interpretados modulo n e
o sinal negativo indica que cada aresta no ciclo de vizinhos de 0 é percorrido duas vezes,

num sentido neste ciclo e com sentido oposto fora dele.
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Figura 26 — Condigao de fluxo.

k
. 7
3 Jo-T > -
—‘]>./ —_—0 g —k’
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Fonte: Disponivel no trabalo de Ringel (32).

A propriedade que temos descrito é a estrutura utilizada para construir um grafo
cubico, todo vértice com valéncia trés, em que a ordem ciclica na vizinhanca de 0 pode

ser definida a partir de um caminho no grafo cujas arestas satisfazem a condigao de fluxo.

Figura 27 — Grafo cubico.

Bs+4 5s+2 5s+5 Bs+1 ds+5 6542 4ds+4  6Gs+3
5'S+3/.‘)- ®o— >0 >0 >0 LA o— >0 >0 >0 > .“\:—‘18+3
.i.\ Tl LQ T? L”l TS Q’q_% QSBT Q,q—Qi QSIT Q’Qi‘/\ij

A e e e oO* . o
‘?HQ °EE Y0520 TS © O3 A O Tor1 O 513 CTeg2 0 2513
2541

Fonte: Disponivel no trabalo de Ringel (32).

A figura 27 codifica a solugao completa de Ringel para o caso n = 12s + 7. Ela

descreve um grafo ctbico com 2s + 4 vértices e 6s 4 3 arestas, onde

1. Rotula as aresta com {1,2,...,6s 4+ 3} exatamente uma vez;
2. As arestas verticais sao rotuladas por 1,2,3,...,2s.

3. As arestas horizontais inferiores sao rotuladas uma por 2s 4+ 1 e as demais alterna-

damente tomadas a partir das sequéncias

2s +2,254+3,2s+4,...,35,35s+ 1,35 + 2

4s+2,4s+1,4s,...,3s+5,3s +4,3s + 3.

4. As arestas horizontais superiores sao rotuladas alternadamente tomadas a partir das
sequéncias
4s +3,4s + 4,45+ 5,...,5s,bs + 1,55+ 2,55 + 3

6s+3,6s+2,6s+1,...,554+6,55+ 5,55 + 4.
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E a regra de construcao da triangulagao, andando sobre este grafo, é a seguinte:

1. Em cada vértice e girar a esquerda para a proxima aresta no sentido horario da
ordenacao das arestas que estao adjacentes ao vértice, e para cada vértice o, girar a

direita;

2. Marque com positivo o rotulo de cada aresta percorrido na direcao da seta, ou

negativo se for percorrido no sentido oposto da direcao.

Faremos outro exemplo considerando agora quando s = 1, e portanto esta segunda
superficie da sequéncia tera 19 vértices. Neste caso o grafo ctibico assume a forma como

na Figura 28.

Figura 28 — Grafo cubico para s = 1.

Fonte: Autor, 2015

Comecamos nossa jornada na aresta 1 e avancamos na direcao da seta. Assim, o
primeiro rétulo que escreveremos é 1. No vértice preto nos temos que girar em sentido ho-
rario na aresta marcada 8. Como essa trajetoria esta na direcao inversa, anotamos -8. Indo
assim, em um dado momento passaramos novamente pela aresta marcada 8, e desta vez
anotaremos com o sinal positivo. Continuando, como estaremos num vértice preto girando
em sentido horario retornariamos a aresta 1, e finalmente terminamos a viagem. A sequén-
cia de rotulos das arestas, sera 1,—8,—5,—6,—4,3,8,9,7,4,—-2,—-9,—1,5,—-3,—7,2,6.
Onde em modulo 19 é o mesmo que 1,11,14,13,15,3,8,9,7,4,17,10,18,5,16,12,2,6.

Esta sequéncia é o esquema de rotacao em torno do vértice 0, todos os outros
podem ser obtidos a partir desta por adicao. Esta superficie tem 19 vértices, 171 arestas
e 114 triangulos, portanto o género é 20. Curiosamente nesta superficie existem mais

"buracos"do que vértices.

Este caminho leva a um tnico ciclo, em que cada aresta é percorrida em cada
sentido apenas uma vez, de modo que cada valor em {£1,42,...,4(6s + 3)} ocorre
exatamente uma vez. Comecando da aresta rotulada como 1, entao a sequéncia que

seguimos sera

1,—(5s+3),—(3s+2),—(3s+3),—(3s +1),—(3s +4),3s,—(3s + 5), ...
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para obtermos a primeira linha do esquema de rotacao para a triangulacao com

n = 12s + 7 vértices.

O esquema de rotagao produzido por Ringel, juntamente com a condi¢ao de inter-
secao controla o género, e consequentemente a superficie. Se n6s tomarmos um esquema

de rotacao aleatorio, entao isso produz superficies aleatorias de género também aleatorio.

4.2 Triangulacdo Irredutivel: Triangulacdo com poucos vértices

Agora nos faremos uma descricao do algoritmo para obtermos triangulacoes irre-
dutiveis de superficies fechadas e orientaveis de género arbitrario com poucos vértices.
Primeiro n6s criamos uma triangulacao para a superficie com quantidade de vértices pro-
xima a oito vezes o género da superficie, e numa segunda etapa aplicamos o algoritmo de

Schipper (14) para alcangarmos nosso objetivo de minimizar o nimero vértices.

A ideia geral do algoritmo de Schipper é colapsar arestas até nao poder encontrar
uma aresta colapsavel, ou seja, a triangulagao resultante ser irredutivel. A cada iteracao
toma-se um vértice e decidi-se se existem arestas incidentes colapsaveis. Se for possivel,
colapsa-se a aresta incidente sobre ele e portanto o vértice desaparece. Caso contrario, nao
existem arestas incidentes colapsaveis e este serd marcado como um vértice da triangulacao

irredutivel.

Algoritmo 1: Algoritmo de Schipper

Entrada: Triangulacao T
Saida: Triangulacao irredutivel 7’
inicio
Seja D uma lista vazia.
para cada vértice v em T faga
Calcule a valéncia de v

Insira v em D usando a valéncia de v
fim
enquanto D nao € vazia faga
Seja v o primeiro vértice de D
se existe uma aresta uv em T colapsdvel entao
Colapse uv
Atualize D
fim
senao

‘ Remova v de D
fim
fim
fim
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Fornecendo uma triangulacao de uma superficie fechada e orientavel, uma trian-

gulacao irredutivel é gerada eficientemente por Schipper se

1. Um acesso direto a uma aresta incidente em um vértice arbitrario ou a qualquer

aresta pertencente a uma determinada face sao possiveis;

2. E adicionar ou remover arestas ou faces, bem como visitar o link de um vértice ou

de uma aresta podem ser feitas em tempo constante.

Se a triangulagdo 7 tém n vértices, entao o algoritmo computa em tempo O(nlogn)
a triangulacao irredutivel 77, pois a sequéncia de colapsos esta definida por meio de uma

fila de prioridade.

Na figura 29 mostramos o passo a passo de como o algoritmo obtém uma triangu-
lacao irredutivel para o toro com 7 vértices a partir da nossa triangulacao com 12 vértices.
Observe que os vértices vs e v1g com valéncia 4 e v; e v15 valéncia 5 sao inicialmente os
vértices de menor valéncia, e que no final do processo, o vértice v, também com valéncia

5 é eliminado.

Figura 29 — Processo de execucao do algoritmo de Schipper para uma triangulacao do
toro com 12 vértices.

V1 V2 V3 V4 V1 V1 V2 V3 V4 Vi V1 v2 V3 Vq V1
P s ® ® ® * s ® ® ® P s ® ® ®
e = e;
Ve ve Vg v7 g vil / va
* ® Ve [ (3 *Vp Ve Py & *Vg
vV, v v vV, v
9 10 e\ZH T L 99 VIO :2 11 g e L Vo, Vit V12 oVo
ey €y ey
L 2 L L 4 L 4 L L 2 L L 4 L 4 L ® L 2 & L J
Vi Vo V3 V4 A7 Vi Vo V3 V4 V1 \'Z1 Vo V3 V4 V4
V1 Vo V3 Vg V1 A1 Vo V3 V4 V1
* s ® ° * * s ® * ® Vl "i Vi V1.
Vs v
Voo [ &Vg Voo 8. #Vg Voo Vs. aVg
v Viz v
% Vitog 'S e % Vil g AL Vo, Vil L)
€4
€5
L * * ® L . * ° L ® P ® ® ®
Vi v2 v3 Va Vi vy v3 V4 Vi \7 v3 \71 \Z

Fonte: Autor, 2015
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Para utilizarmos o algoritmo de Schipper é necessario construir a priori uma tri-
angulacao. Faremos isto inspirado na operacao de soma conexa entre duas superficies,
pois do ponto de vista topologico podemos construir superficies fechadas e orientaveis de

género maior que um por meio de um nimero finito de somas conexa de toros.

Intuitivamente, considerendo que a superficie e o toro nao tem pontos em comum,
recorte-se uma regiao circular em cada uma das duas superficies e cole-se os bordos cir-

culares gerados um no outro obtendo uma nova superficie.

Em termos das triangulagoes das superficies também podemos efetuar esta opera-
¢ao. Esta é a ideia que usamos para construir uma triangulacao para uma superficie de
género arbitrario. Nossa construcao utiliza uma triangulagao do toro com 12 vértices, e
faz repetidamente soma conexa com copias deste toro transladado sempre num caminho

espiral.

Figura 30 — Triangulagoes de superficies fechadas e orientaveis de género um a trés.

- ﬂE}B
(a) Ty (b) T3

(c) T3 (d) Ty

Fonte: Autor, 2015
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Algoritmo 2: Triangulacao de uma superficie orientével de género arbitrario

Entrada: O género g da superficie

Saida:

inicio

Triangulagao irredutivel com poucos vértices

se género igual a zero entao

‘ retorna Tetraedro

fim

se género igual a um entao

‘ retorna 7T;

fim

senao
Faca T'="T;
enquanto nao atingir g faga
Translade 7} num movimento em espiral e faca soma conexa com 7T’
fim
fim

Aplique o algoritmo de Schipper a triangulagao criada.

fim

Na figura 31 apresentamos a triangulagao obtida para o bitoro com dez vértices

utilizando este nosso algoritmo apresentado acima, em 31(a) a triangula¢do inicialmente

construida e em 31(b), triangulagao resultante reduzido o nimero de vértices. Neste caso,

assim também como acontece com o toro, a triangulacao gerada é a triangulacao minimal

para esta superficie.

V1.
V7g
Vge
Vo@

Vi@

Vi1

Vio

Figura 31 — Triangulagao para o bitoro com dez vértices.
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Fonte: Autor, 2015
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5 Resultados

Nossa implementacao foi feita utilizando a linguagem de programacao C-++ com
saida em OpenGL. Esta faz uso da estrutura de dados Directed Edge (33) para armazena-
mento e manipulacao dos vértices, arestas e faces da triangulacao que sao fundamentais

para as operagées de soma conexa e Colapsos.

Na figura 32 mostramos a realizacdo em R? das triangulacoes para a esfera com 4
vértices e o toro com 7 vértices obtidas com o algoritmo. No caso do toro este difere da

realizacao dada por Csaszar em exatamente um vértice.

Figura 32 — Realizagdo em R? das triangulagoes da esfera (a) e do toro (b).

Fonte: Autor, 2015

Para comparar nosso algoritmo, na segunda etapa onde o processo de redugao
do numero de vértices é realizado com o algoritmo de Schipper nés o substituimos por
percorrer todas as arestas da triangulacao verificando a condi¢ao de link para validar o
colapso, e se é possivel colapse a aresta, caso contrario a mantenha na triangulacao. Este
processo é repetido até que nenhuma aresta seja colapsavel, o qual chamaremos Forca

bruta.

Na tabela a seguir sdo apresentados como dada a triangulacdo inicial (INI) por
no6s construida na primeira etapa do algoritmo qual a redugao em relacao ao niimero de
vértices utilizando o algoritmo de Schipper (ASH) e o algoritmo For¢a bruta (AFB), em

cardinalidade e em porcentagem.

Como pode ser visto na Tabela 1 o algoritmo Forga bruta apresenta em média
uma reducao de 34%, enquanto usando o algoritmo de Schipper atinge 51% em média.
Vale a pena notar que no caso das triangulagoes do toro e do bitoro o nimero de vér-
tices resultante ¢ a quantidade minima necessaria para obtermos triangulacoes destas

superficies.
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Tabela 1 — Resultados obtidos para triangulagoes de superficies de género 1 a 10.

Género # Veértices % Reducao
INI | AFB | ASH | AFB | ASH

1 12 9 7 0.25 0.41
2 20 13 10 0.35 0.50
3 28 19 12 0.32 0.57
4 34 22 16 0.35 0.52
) 42 28 19 0.33 0.54
6 48 31 23 0.35 0.52
7 o6 36 28 0.35 0.50
8 62 40 30 0.35 0.51
9 68 43 32 0.36 0.52
10 76 47 36 0.38 0.52

Fonte: Autor, 2015

Esta margem de reducao da quantidade de vértices também é observada quando

aplicados as superficies de género de 1 a 3500 como mostramos nos graficos apresentados

na figura 33.
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15000

#vértices

10000

5000

o

lnicial  seForga bruta

0 25 50 75 100 150 200 300 400 600 200 1200 1600 2400 3200 3800
género

e SChippET

Figura 33 — Resultados obtidos para triangulacoes de superficies de género 1 a 3500.

Fonte: Autor, 2015
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6 Conclusio

Neste trabalho analisamos como construir do ponto de vista combinatoério tri-
angulacoes de superficies fechadas e orientéveis com poucos vértices. E claro que estas
superficies podem ser trianguladas, mas nao é evidente quantos vértices seriam necessarios

para isto.

Esta questao da minimilidade do ntimero de vértices foi resolvida por Ringel ao
demostrar o Teorema Coloracao de Mapas. E nos casos em que o nimero de vértices do
mapa é divisivel por 12 ou deixa como resto 3, 4, 7 sua solu¢ao produz de imediato as
triangulacoes com exatamente estas quantidades de vértices, que se restringe a algumas
superficies em termos de seu género. Para obtermos triangulagoes de superficies de género
arbitrarios utilizamos outra abordagem, triangulacoes irredutiveis, aplicando o algoritmo
devido a Schipper a triangulagoes por nos criadas obtendo triangulagdes com ntmero de

vértices proximo a quatro vezes o género da superficie.

Como trabalhos futuros destacamos:
1. Obter melhorias do ponto de vista algoritmico nas interessantes construcoes das
triangulacoes minimais;

2. Obter triangulagoes com poucos vértices, nao necessariamente irredutiveis, mas com

boas propriedades topolégicas como ter todos os vértices com valéncia 6 ou proximo;

3. Obter realizacoes das triangulacoes em R3, quando possivel.
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