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RESUMO

Um dos teoremas conhecidos de Poincaré afirma: Seja f um homeomorfismo do circulo
homotdpico a identidade. Se p/q com mdc(p,q) = 1, € o nimero de rotagao de f, entao f
possui um ponto periodico de periodo q. Quando o conceito de niimero de rotacao para um
homeomorfismo do circulo ¢ generalizado para um homeomorfismo f : T? — T? homotodpico &
identidade, o resultado é um subconjunto convexo do plano R?, chamado conjunto de rotacao
e denotado por p(F') onde F' é um levantamento de f.

O objetivo deste trabalho é provarmos o seguinte resultado devido a John Franks: Seja
f:T? — T? um homeomorfismo homotdpico a identidade e F' : R? — R? um levantamento de
f. Se o vetor 0 estd no interior de p(F'), entao F possui um ponto fizo. Com este resultado,
concluiremos que se v é um vetor de coordenadas racionais no interior de p(F'), entado f tem

um ponto periodico.



ABSTRACT

One of the well know results of Poincaré state: Let f a homeomorphism of the circle
homotopic to the identity. If p/q, with mdc(p/q) = 1, is the rotation number of f, then there is
a periodic point for f whose is ¢. When the concept of rotations number, for a homeomorphism
of the circle homotopic to the identity, is generalized for torus homeomorphism f : T? — T?
that are homotopic to the identity, it results in a convex subset of R?, called rotation set and
is denoted by p(F') where F' is a lifting of f.

The objective of this work is prove the following resulted due to John Franks: Let f : T? — T?
homeomorphism homotopic to the identity and F : R? — R? a lift of f. If the vector 0 is in the
interior of p(F), then F has a fized point. With this result, we conclude that if v is a vector of

rational coordinates in the interior of p(F'), then f has a periodic point.
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INTRODUCAO

O conceito de nimero de rotacao de um homeomorfismo homotopico a identidade no
circulo unitéario foi introduzido por Henri Poincaré no ano de 1952 em [22]|. A dindmica desses
homeomorfismos é topologicamente simples e caracterizada pelo niimero de rotacao.

Poincaré percebeu que, partindo de um ponto y € S qualquer, as médias dos deslocamentos

L 1 L Fr(g)—
médios de suas Orbitas #

convergem para um mesmo nimero, independente de y. Este é
o numero de rotagao.

Quando o conceito de numero de rotacao é generalizado para a familia de homeomorfismos
homotopicos a identidade do toro T, obtemos um subconjunto do espaco euclidiano chamado
conjunto de rotagao. Estudando este conjunto, podemos obter informagoes sobre a dinamica
destes homeomorfismos e principalmente sobre a existéncia de pontos peridédicos, ver por
exemplo os trabalhos dos matemaéticos J. Franks [5], [6], S. Zanata [25], M. Misiurewich e K.
Ziemian [16], [17], além de L. Jonker e L. Zhang [10].

A seguir, descreveremos o roteiro de nossa dissertacao. No capitulo 1 veremos algumas
defini¢oes e resultados importantes que serao utilizados posteriormente. Dentre estes resultados,
iremos definir e provar algumas propriedades para os conceitos de transitividade por cadeia,
recobrimento universal e provar a existéncia de uma funcao de Lyapounov completa para
homeomorfismos de espagos métricos compactos em si proprios. Finalizando o capitulo 1,
veremos defini¢ao de classe e niumero de Nielsen para fungoes continuas.

No capitulo 2, estudaremos a definicao de ntimero de rotacao para um homeomorfismo
homotépico a identidade no circulo unitario, f : S' — S!, e estudaremos as principais
propriedades do nimero de rotagao, em particular, provaremos que

Proposigao. Seja f um homeomorfismo de S homotdpico a identidade. Entio o nimero
de rotacao de f € um niumero racional se, e somente se, f tem um ponto periodico.

Esté proposicao serve de critério para que o homeomorfismo f possua ou nao ponto perioédico.
Como corolario da demonstragao desta proposicao, iremos obter que f possui ponto fixo se, e

somente se, o nimero de rotagao é 0.
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Ainda no capitulo 2, estudaremos o Teorema de classificagao de Poincaré e o Teorema de
Denjoy. Esses teoremas serao enunciados a seguir.
Teorema. (Classificacio de Poincaré). Seja f : S' — S um homeomorfismo que preserva

orienta¢ao com numero de rotagao irracional. Entao,
(1) Se f € topologicamente transitivo, entio f € topologicamente conjugada & rotagao R (s).

(2) Se f nao € topologicamente transitivo, entdo f tem a rotagdo R,y como um fator

topoldgico, via uma aplicagcdo h : S* — S, ndao-invertivel, continua e mondtona.

Teorema. (Denjoy). Se f:S' — S, de classe C, é um homeomorfismo que preserva
orientagdo com niumero de rotagio T = 7(f) irracional e derivada de variag¢ao limitada, entao
f € transitivo e portanto topologicamente conjugada a rotacao R, .

No capitulo 3, definiremos o conjunto de rotacao baseado em pontos, conjunto de rotacao e
conjunto de rotagao médio para homeomorfismos de T" que sao homotdpicos a identidade e
veremos propriedades importantes que sao semelhantes ao caso dos homeomorfismos de S*.
Entretanto, utilizaremos principalmente a definicao de conjunto de rotagao, que apresentaremos
a seguir.

Definigao. Seja f: T" — T" um homeomorfismo homotdpico a identidade e F' : R” — R”
um levantamento de f ao recobrimento universal. O conjunto de rota¢ao de F, p(F'), é o

conjunto de todos os pontos de acumulacao do subconjunto de R™:
F'(x;) — x;
{L |z €R'n ez+},
n

ou seja, v € p(F) se existe uma sequéncia z; € R” e n; € Z* com limn; = co tal que

Fri(r.) — 2
lim —(a:z) Ti_ v
1— 00 TLZ

Esta defini¢ao é devido a M. Misiurewicz e K. Ziemian em [16] e, definido desde modo,
provaremos que o conjunto de rotagao é sempre compacto e conexo.
O conjunto de rotagao baseado em pontos de F' é

pp(F) = U plz, F),

z€R™

(e 9]

onde p(x, F') é o conjunto de todos os pontos limites da sequéncia (%)
n=1

O conjunto de rotagao médio de F' é definido como

pm(F) = {/qﬁdu . p é ergddica, f — invariante e u(T") = 1} ,
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com a funcdo ¢ : T" — T™ definida por ¢(z) = F(y) — y, onde y é qualquer ponto na fibra de
2 no recobrimento.

Temos que p,(F) C pp(F) C p(F), e que a envoltoria convexa dos trés conjuntos é sempre
a mesma. Este ¢ um resultado de M. Misiurewich e K. Ziemian em [16]. Quando n = 2,

Misiurewich e Ziemian mostram, ainda em [16], que
Com(pp(F)) = p(F) = Com(pm(F)),

onde Com(C') denota a casca convexa de um conjunto C. Esta ¢ uma propriedade interessante
sobre o conjunto de rotagao e mostra a convexidade de p(F') quando f é um homeomorfismo
no toro T? homotoépico & identidade e F' é um levantamento ao recobrimento universal.

Entao, quando trabalhamos com o toro T?, o conjunto de rotacao é sempre compacto,
conexo e convexo. Isto diz que tais conjuntos serao apenas pontos, segmentos de retas ou
conjuntos com interior nao vazio.

O resultado principal que estudaremos na dissertagao, no capitulo 3, € um resultado devido
a John Franks em [5] e que enunciaremos a seguir.

Teorema. Seja [ : T? — T? um homeomorfismo homotopico a identidade e seja F: R? —
R? um levantamento de f ao recobrimento universal. Suponha que vi,vs, V3 € V4 SG0 pontos
extremais do conjunto convexo p(F') (com pelo menos trés deles distintos), e que 0 estd no
interior do envoltorio convexo desses vetores. Entao F possui um ponto fixo.

Iniciaremos a demonstracao deste resultado provando uma versao mais forte, provando o
seguinte teorema:

Teorema. Seja f : T? — T? um homeomorfismo homotdpico & identidade e seja F : R? —
R2 um levantamento de f ao recobrimento universal. Se para todo § > 0 podemos encontrar
um subconjunto compacto, invariante e d-transitivo, A C R(f), tal que 0 pertence ao interior
do envoltorio convexo de p(f,\), entao existe um ponto fixo para f.

Como consequéncia destes teoremas, obteremos o proximo resultado, também devido a
John Franks.

Teorema. Suponha que f : T? — T? é um homeomorfismo homotdpico & identidade e
F : R? — R? um levantamento ao recobrimento universal. Se v é um vetor de coordenadas
racionais no interior de p(F'), entio existe um ponto p € T? tal que w(p) € R* € um ponto

periodico para f e
. ) -p
v= lim ————.

n—o0 n

No final do Capitulo 3 apresentaremos, sem demonstragao, alguns teoremas que estudam a



13

existéncia de pontos fixos para homeomorfismos f : T? — T? homot6picos a identidade cujos
conjuntos de rotacao sao segmentos de reta com inclinagao irracional. Apresentaremos também
o teorema que garante a existéncia de conjuntos de rotagao com interior nao vazio e cujos
pontos extremais nao necessariamente tém coordenadas racionais.

Este trabalho foi baseado no artigo de John Franks , intitulado Realizing rotation vectors
for torus homeomorphisms [5].

Algumas figuras, ilustrando a representacao geométrica dos resultados, foram acrescentadas

com o intuito de facilitar a demonstracao dos mesmos.
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1 PRELIMINARES

1.1 DINAMICA TOPOLOGICA

Nesta secao daremos as defini¢oes e os principais resultados da dindmica topologica e areas
relacionadas, que serao usados ao longo da dissertacao. Maiores detalhes podem ser encontrados
na extensa bibliografia existente, por exemplo, em [5], [11] e [18]. Alguns resultados, faremos

referéncias sem prova-los por se tratar de resultados classicos.

Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma topologia em X € uma familia T de

subconjuntos de X tal que:
1. ), X er.
2. A uniao de conjuntos de qualquer subfamilia de T pertence a T.
3. A intersecao dos conjuntos de toda subfamilia finita de T pertence a T.

Um espago topoldgico é um par (X, T) composto de um conjunto e uma topologia nesse conjunto.
Um subconjunto U de X € aberto, se U € 7. Quando nos referimos ao espago topoldgico (X, 1),

dizemos que X estd munido da topologia 7. Pela definicao, sempre X e () sdao abertos.

Exemplo 1.1.1. Considere o conjunto R™. A colegao T dado por: 1= {ACR": Vaé€

A,3 e >0 com Bc(a) C A} € uma topologia sobre R", conhecida como a topologia usual de R™.

Exemplo 1.1.2. Seja X um conjunto. Podemos definir uma topologia T em X consistindo de
todos os subconjuntos U, tal que X — U € finito ou é o X todo. Também € uma topologia em

X a colecao de todos U C X, tal que X — U € enumerdvel ou € o X todo.

Definicao 1.1.2. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um conjunto U C X € uma vizinhanga

de um ponto x € X, se U contém algum aberto que contenha x.
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Definicao 1.1.3. Uma métrica sobre um conjunto X € uma funcao d : X x X — R que associa
a cada par ordenado de elementos x,y € X um nimero d(x,y) chamado a distancia de x a y,

de modo que se tenha, para todos x,y,z € X:
(a) d(z,z) =0;
(b) Se x # vy, entao d(z,y) > 0;
(¢) d(x,y) = d(y,x);
(d) d(x,z) =d(z,y) + d(y, z).
Um congunto X munido de uma métrica d (fixrada) é chamado espag¢o métrico.

Observagao 1.1.1. Se X = (X,d) € um espago métrico, existe uma topologia natural sobre

X, construida a partir da métrica d da sequinte forma:
T={ACX:Va€e A Te>0 com Ba) C A},

onde, B(a) ={z € X : d(z,a) < e. Como definido, T € uma topologia em X, dita a topologia

induzida pela métrica d.

Seja X um espaco topologico e seja ~ uma relagao de equivaléncia em X. Para cada z € X,
a classe de equivaléncia de x é definida como [z] := {y € X : 2 ~ y}. O conjunto de todas as
classes de equivaléncia

X/ ~={[z] 1z € X}
é chamado quociente de X pela relacao de equivaléncia ~.
Existe uma aplicagao natural sobrejetiva 7, chamada de aplicagao quociente entre X e
X/ ~ definida por:
X - X/~
x— [z].
Se (X, 7) é um espaco topologico e ~ é uma relagao de equivaléncia em X, entdo podemos

munir X/ ~ com uma topologia, chamada topologia quociente. Para este fim faremos uso da

préoxima proposicao.

Proposicao 1.1.1. Seja (X, 7) um espaco topolégico e w: X — Y uma fungao sobrejetora

entre X e o conjunto Y. Entao podemos definir uma topologia em Y da sequinte forma:

v i={ACY 7 A) € aberto em X}.
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A topologia 1y é chamada de topologia co-induzida pela aplicagao w. Se aplicarmos a
proposicao acima a aplicacdo quociente 7 : X — X/ ~, entdo a topologia co-induzida 7x,. em
X/ ~ por 7 & chamada de topologia quociente. O espago topologico (X/ ~,7x/.) é chamado
de espago quociente de X por ~.

Os exemplos que apresentaremos a seguir serao particularmente importantes neste trabalho.
No primeiro, identificaremos o circulo unitario S como um espaco quociente e no segundo

identificaremos o toro n-dimensional T" como um espaco quociente.
Definigao 1.1.4. Usualmente, definimos o circulo S como o subconjunto de R*
St ={(z,y) e R?: 2 +y* =1},
ou como o subconjunto de C
S'={reC;lz| =1} = {e’: 0 € R}.

E imediato verificar que ambas as defini¢ées sao equivalente. O toro T™ é definido como o

produto cartesiano

T =S x St x ... x S, n-vezes.

Observacao 1.1.2. Defina a sequinte relagao de equivaléncia sobre R: dois nimeros reais x e

Yy sao equivalentes se eles diferem por wm niumero inteiro, isto €
x ~ 1y se e somente se x—1y E 7.
Vejamos que ~ €, de fato, uma relacao de equivaléncia em R, visto que
1. Dadox e R, x —x=0€ Z;
2. Dados x,y € R com x ~y, entioy —x = —(r —y) € Z, logo y ~ x;

3. Dados x,y,z € R comx ~ y ey ~ z, entdo x ~ z € Z, uma vez que x — 2z =
(x—y)+ (y—2) € Z.
Iremos representar o espago quociente R/ ~ por R/Z e denotar por m a proje¢ao canénica
TR — R/Z
r +— x modl,
onde R/Z estd munido da topologia quociente. A transformacao logaritmica

e27ri9 — 8
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estabelece um homeomorfismo entre S' e R/Z. Desse modo, identificamos o circulo S* como o
espago quociente R/Z,
St =R/Z.

Observagao 1.1.3. Na representagio de S* como o espago quociente R/Z, intuitivamente
estamos "enrolando"a reta infinitas vezes em torno do circulo, de forma que os numeros que

estao na mesma classe de equivaléncia mod 1 estao sobrepostos.

Exemplo 1.1.3. De maneira andloga podemos definir a relacao de equivaléncia ~,, em R"
por: v ~, w se e somente se v —w € Z". Logo, € possivel mostrar que T" = S* x St x ... x S?

¢ homeomorfo a R"/Z" =R"/ ~.

Observacao 1.1.4. Tanto o circulo S' como o toro T™ sdo espacos topoldgicos compactos,

isto €, toda cobertura enumerdvel de abertos possui uma subcobertura finita.

A seguir, apresentaremos algumas definigdes conhecidas da dindmica topologica que iremos

usar neste trabalho.

Definigao 1.1.5. Seja C(X) o espago das fungoes continuas f: X — X, com X € um espago
topoldgico compacto metrizavel. A topologia uniforme em C(X) € a topologia induzida pela
métrica do sup que € dada por:
d(f,g) = sup |f(z) — g(z)].
reX

Definicao 1.1.6. Seja f : X — X uma aplicacao continua de um espago topoldgico X em si

mesmo.

1. SeY C X, entao Y € chamado de conjunto invariante por f, se f(Y) C Y. Quando

fY) =Y, dizemos que Y é completamente invariante.

2. A orbita de um ponto x € X é O(x) = {f"(x) : n > 0}. Claramente O(x) é um conjunto

muariante.

3. Um ponto x € X tal que f(x) = x € chamado ponto fizo de f. O conjunto dos pontos
fizos para f € denotado por Fix(f).

4. Um ponto x € X € periddico se existe p > 0 tal que fP(x) = x. O menor p com esta

propriedade € chamado de periodo de x.
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5. Se X € um espago métrico compacto, o conjunto w-limite de um ponto x € X para f,
wr(z), € o conjunto dos pontos limites da orbita de x, isto €, y € wg(x) se, e so se,
f™(x) — y para alguma sequéncia de inteiros ny — 0o. Analogamente, se f € invertivel,
o conjunto a-limite de um ponto x € X, ay(x), € o conjunto dos pontos y tais que existe

uma sequéncia m; de modo que f™(x) =y a medida que m; — —oo.

6. Um ponto x € X € chamado recorrente para f, se para todo ¢ > 0 existe n > 0 tal
que T € wf(x). Equivalentemente, Um ponto x € recorrente para f se para qualquer
vizinhanga V' de x existe n € N tal que f*(x) € V.. Em particular, todo ponto periddico é

ponto recorrente.

Definicao 1.1.7. Seja X um espagco métrico compacto e sem pontos isolados. Um homeo-
morfismo f : X — X € dito ser topologicamente transitivo se existir x € X tal que sua drbita

Of(z) = {f"(x) }nez seja densa em X.

Definicao 1.1.8. Sejam X e Y dois espacos topologicos. Dizemos que f: X — X eg:Y =Y
sao topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo h : X —'Y tal que ho f = go h.

Neste caso, iremos referir a transformagao h, ou 4 sua existéncia, como conjugagao.

Figura 1.1: h(x) é uma conjugacao topologica entre f e g.

Em outras palavras, uma conjugacao topologica significa que f difere de g por uma mudanca
de coordenada. As conjugacoes sao tteis pelo fato de preservarem propriedades dindmicas tais

como: invariancia, transitividade, etc.

Definigao 1.1.9. Uma transformagao g : Y — 'Y é um fator (ou fator topoldgico) de f: X —
X se existir uma transformacao continua sobrejetora h : X — Y tal que ho f = goh. A

transformacgao h diz-se uma semi-conjugacao.

Agora iremos ver um resultado que usaremos na prova do nosso teorema principal. Antes,

vejamos uma definigao.

Definicao 1.1.10. Considere Q C R™ um aberto limitado. C*(Q, R™) representa o espago das

fungoes k-vezes continuamente diferencidveis em 2, isto €, o espaco das funcoes continuas em
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Q que possuem todas as derivadas até ondem k, sendo restri¢oes de funcoes continuas definidas

em §).

Proposicgao 1.1.2. Considere Q C R™ um aberto limitado e f € C*(Q,R"). Se b é um valor

reqular de f, entao o conjunto f~1({b}) € finito.

Demonstragio. Se x € f~1({b}), temos que J; # 0, entao pelo Teorema da Aplicagao Inversa
f é um difeomorfismo de uma vizinhanca U de z sobre uma vizinhanca de V' de b, isto
é, flu : U — f(U) = V & um difeomorfismo. Além disso, f~!({b}) é um fechado em 9,
consequentemente f~!({b}) é um fechado e limitado em R", pois f~*({b}) C Q. Portanto,
f71({b}) € um compacto. Para cada z € f~({b}), considere a bola B, (x) C U,. Assim

e U B,

zef~t({b})

e desde que {B,(z)} ¢ uma cobertura por abertos para o compacto f~({b}), pelo teorema de

Borel-Lebesgue podemos extrair uma subcobertura finita de maneira que
k
/ey < U By ().
j=1

Como B,(z) C U, e f: U, — f(U,) é um difeomorfismo com b € f(U,), temos que f~'({b}) é
finito, ou seja, f1({b}) = {&1,&2,&3, ... &} com Jp(&;) # 0 para todo i € {1,2,3,....k}. O

Nesse trabalho, estaremos interessados em trabalhar com espagos topologicos X e Y que
sejam, de certa forma, "iguais". A nocao de igualdade entre espagos topologicos é um conceito

de topologia que estabeleceremos na proxima definicao.

Definigao 1.1.11. Sejam X e Y espagos topologicos. Um homeomorfismo f: X —Y é uma
bijecio continua cuja funcgdo inversa f~1 seja continua. Se f € um homeomorfismo entre 0s
espacos X e Y, utilizamos a notacao X =Y. A funcao f é um homeomorfismo local se para
cada © € X existe um aberto U C X contendo x tal que V = f(U) € um aberto em'Y e a

restricao f|y € um homeomorfismo de U sobre V.

Exemplo 1.1.4. Sejam R** e C" ambos com a topologia usual. Entdo R?*" = C" para todo
n > 1. De fato, se z € C, entio z = x + iy, onde x,y € R. Por outro lado, C" =
R X R X ... xR (2n)-vezes. Definamos:

fiCxCx...xC —- RxRx...xR

(21,22, -y 2n) = (T1,Y1, T2, Y2, -« o, Ty Yn )

Claramente f é um homeomorfismo. Logo R*™ = C".
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No que segue, iremos considerar (X, d) um espago métrico compacto, com a topologia

induzida pela métrica d em X e f: X — X um homeomorfismo.

Definigao 1.1.12. Uma e-cadeia de x¢ a x,, para f é uma sequéncia finita de pontos {x;}1
em X, tal que d(f(x;),xi1) < € para 0 < i <n—1. Quando xo = ,, dizemos que a e-cadeia
€ periodica. Um ponto x € dito recorrente por cadeia se para todo € > 0 existe uma e-cadeia de

x a x. Denotamos por R(f) o conjunto dos pontos recorrentes por cadeia de f.

Figura 1.2: e-cadeia.

Exemplo 1.1.5. Dado € > 0, se x é um ponto recorrente para f, entao existe um n >
0 de modo que d(f"(z),x) < €. Entdo, z, f(x), f*(x),..., "1 (z) é uma e-cadeia de x a
[ =) para f. Em particular, se x é um ponto periddico de periodo n, entdo a e-cadeia
z, f(x), f2(2),..., f""Yx) € uma e-cadeia periddica, chamada e-cadeia trivial. No caso em que

f=1d, temos que R(f) = X.
Proposicao 1.1.3. O conjunto R(f) é compacto e completamente invariante por f.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar primeiro que o conjunto R(f) é fechado. De fato, seja z,, € R(f)

com x,, — x. Como f é continua em x, dado € > 0, existe d; > 0 tal que

A(f(2). fw)) < 5 se d(e,y) <

Tomando § = min{dy, €¢/2} podemos escolher n > 0 tal que =, € Bs(x). Seja x,, = y1, ...,y =
x, uma €/2-cadeia de x, a x,. A sequéncia x = z1,...,zx =xonde y; = z; para2 < i < k—1

e tal que

d(f(zi), ziv1) = d(f(4:),Yir1) <€ ¥V 2<i <k -1,

d(f(z1),22) = d(f(x),y2) < d(f(x), f(zn)) +d(f(xn),y2) < % + % <€
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e
€ €
d(f(2k-1), 2) = d(f (Y1), ©) < d(f (Y1), flye)) + d(f(p), ) < 5+ 5 < e
Logo = 21, ..., 2, = x ¢ uma e-cadeia de x a x, assim « € R(f). Portanto, R(f) ¢ fechado.

Em particular, como X e compacto, temos que R(f) é compacto.
Vejamos agora que R(f) é invariante por f, isto é, f(R(f)) = R(f). De fato, seja x € R(f),
vamos mostrar que f(z) € R(f). Dado € > 0, como R(f) é compacto, a funcao continua f é

uniformemente continua em R(f). Logo, existe &y tal que

d(f(x), f(y)) <e se d(x,y) <dy, ¥V z,y€ R(f)

e considere = xy,...,%, =  uma J-cadeia de z a x com 0 = min{dp, ¢/2}. Afirmamos que
fx)=uwy1,...,yn = f(z) onde yp = 241 para 2 < k <n — 1, é uma J-cadeia de f(z) a f(z).

De fato, temos que

A ), v2) = d(F(F @), s) < dCF(F@), F(w2)) + (), w) < §+ 5 <
d(f(yk)yka) = d(f<$k+1)>$k+2) <eV 2<k<n-2

A(f(Yn1),yn) = d(f(z), f(z)) =0 < €.

Logo f(z) € R(f) e f(R(f)) C R(f). De modo analogo prova-se que f~'(R(f)) C R(f) e
assim, fica provado a igualdade f(R(f)) = R(f). O

Outra propriedade importante do conjunto R(f) é que podemos definir uma relagdo de

equivaléncia em R(f), como veremos nas defini¢oes 1.1.13 e 1.1.14.

Definigao 1.1.13. Para § > 0 fizo, dizemos que x ey € R(f) sdo d-equivalentes se eziste uma
0-cadeia de x para y e uma de d-cadeia de y para x, neste caso usaremos a notaciao x ~g .
Um conjunto compacto A C R(f), invariante por f, € §-transitivo se para quaisquer x,y € A, x

€ 0-equivalente a vy.

A relagao x ~; y define uma relagao de equivaléncia em R(f). De fato, dados x,y € R(f) as
propriedades de reflexividade e simetria sao facilmente verificadas. Para verificar a propriedade

de transitividade, basta ver que podemos conectar duas d-cadeias para obter uma nova d-cadeia.

Definicao 1.1.14. Dado § > 0 fixo, chamamos de componentes §-transitivas de R(f) as

classes de equivaléncias resultantes ao quocientar R(f) pela relagao de equivaléncia x ~s y.
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Quando nao exigimos que 0 > 0 seja fixo na Definicao 1.1.14, podemos definir uma outra
relagao de equivaléncia ~ em R(f) por x ~ y se para cada § > 0 existe uma J-cadeia em R(f)

de = a y e também existe uma J-cadeia de y a z.

Definicao 1.1.15. Chamamos componentes transitivas por cadeia as classes de equivaléncia

em R(f) obtidas pela relagio de equivaléncia ~ definida anteriormente.

Lema 1.1.1. Dado 6 > 0 e um homeomorfismo f : X — X de um espaco métrico compacto,

entdo existe um numero finito de componentes d-transitivas.

Demonstracao. Uma componente d-transitiva é a uniao de componentes transitivas por cadeia.
Suponhamos que existam x e y em componentes d-transitivas distintas satisfazendo d(z,y) <

d/4. Como x € R(f), existe uma 0/4-cadeia de z a x, x = z1,...,2,_1,2, = z. Além disso,

d(f(mnfl)ﬁy) S d(f(l’n,ﬁ,%n) + d(l’n, y) S 57

ou seja, temos uma d-cadeia de z & y. Analogamente podemos encontrar uma d-cadeia de y a
x. Portanto a disténcia entre duas componentes J-transitivas distintas deve ser maior que 9 /4.

Portanto, se existisse um nimero infinito de componentes d-transitivas, entao existiria uma
quantidade infinita de subconjuntos, cada um a uma distancia pelo menos §/4 dos outros

conjuntos. Isto é impossivel visto que X é compacto. O

Corolario 1.1.1. As componentes d-transitivas de R(f) sao compactas e invariantes.

Demonstracao. Se A é uma componente d-transitiva e x € A, entao existe x, € A tal que
d(xz,zr) < /4. Entao, pelo lema que acabamos de ver, z; e x estdo em A. Portanto as
componentes J-transitivas sao fechadas. Sendo R(f) compacto, temos que as componentes
também sao compactas. Além disso, sao invariantes visto que os pontos que podem ser
conectados com x por uma J-cadeia, também podem ser conectados com f(z) pela definigao

de cadeia. O

A seguir, definiremos o conceito de fun¢ao de Lyapounov completa para um homeomorfismo
de um espago métrico compacto. Usaremos o conceito de tal fungao na demonstracgao dos Teore-
mas 3.4.1 e 3.4.2. No Teorema 1.1.1 provaremos a existéncia desta funcao para homeomorfismo

de um espaco métrico compacto.

Definicao 1.1.16. Seja f : X — X um homeomorfismo de um espago métrico compacto. Uma

funcao de Lyapounov completa para f € uma funcao continua g : X — R satisfazendo:
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1. Sex ¢ R(f), entao g(f(z)) < g(x).

2. Sex,y € R(f), entao g(x) = g(y) se, e somente se x ~ vy, isto €, x ey estdo na mesma

componente transitiva por cadeia.

3. g(R(f)) € um subconjunto compacto nunca-denso de R.

Definicao 1.1.17. Se A C X ¢é um subconjunto compacto e existe uma vizinhanga aberta U
de A tal que f(U) C U e Moo fr(U) = A, entio A é chamado um atrator de f e U uma

vizinhanca de isolamento de A.

SeV=X-UeA" = Mo f~(V), entdo A* é um atrator para f~' com vizinhanca de

isolamento V.

Definicao 1.1.18. Se A € um atrator, entao o atrator A*, como nas consideracoes anteriores,

€ chamado o repulsor dual para A.

Com o objetivo de provar o Teorema 1.1.1, que garante a existéncia de uma funcgao de
Lyapounov completa para qualquer homeomorfismo f : X — X, com X um espaco métrico

compacto, veremos alguns lemas auxiliares.

Lema 1.1.2. Seja f : X — X um homeomorfismo com X um espac¢o métrico compacto. Valem

as sequintes afirmagoes:

(a) As vizinhangas de isolamento de atratores disjuntos sao disjuntas.
(b) O conjunto dos atratores disjuntos de f é enumerdvel.

(c) Se {A,}°°, sao os atratores de [ e { AL}, sao os respectivos repulsores duais, entio

o0

R(f) = [(A,UA}).

n=1
(d) Sejam x ey € R(f). Entao x ey estao na mesma componente transitiva por cadeia se,
e somente se, nao existe nenhum atrator que contenha a x cujo repulsor dual contenha a

Y € vice-versa.

Demonstracao. Considere em X a topologia induzida pela métrica de X.
(a) Sejam U e U’ as vizinhangas de isolamento de atratores A e A’ e suponhamos por
absurdo que UN U’ # (). Como U e U’ sao abertos, entao U N U’ é aberto. Além disso, U N U’

é compacto. Logo

D# () fUNT)c () f(U)=4A

n>0 n>0
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Contradizendo a hipotese de que AN A* = ().
(b) Seja B = {V,,}22, uma base enumeravel para a topologia de X. Dado qualquer atrator
A com vizinhanga de isolamento U, temos que U é a uniao enumerével de conjuntos da base B.

Sendo A um compacto, existe uma quantidade finita de V;, digamos V, ... de modo que

i
AcCcV,u...uUV, CcU. Entao

@) =A=)fViu...uV,) =A

n>0 n>0
Além disso, como vizinhangas de isolamentos de atratores disjuntos sao disjuntas por (a), nao
poderia existir uma quantidade maior de atratores disjuntos do que elementos em B.

(c) Provemos primeiro a inclusdo R(f) C (,—,(A, U A%). Para isto, mostremos que se

x ¢ AU A* para algum atrator A entdo = ¢ R(f). Se U é a vizinhanga de isolamento para um
atrator A e x ¢ AU A* entdo v € U ou x € V. Suponhamos que = € U visto que o outro caso
¢ andlogo. Como = ¢ A entao x ¢ f"(U) para algum n. Seja m o menor dos n satisfazendo
z ¢ f(U), entao z € f™1(U) — f™(U).

Escolha um ¢y de modo que qualquer €y-cadeia comecando em z = z; tenha z3 € f™(U).

Considerando
er = d(f"HU) — f™U), fmHU)), (1.1)

tomemos
¢ — %min{el, &) (1.2)

Afirmamos que nao existe uma e-cadeia de x a x visto que uma tal cadeia ndo pode conectar
um ponto de f™*(U) com um ponto de f™~HU) — f™(U). Isto porque f™2(U) C fm(U)
e como x3 € f™(U) teremos que f(x3) C fm(U). Além disso, por 1.1 e 1.2 teremos que
B(f(z3),e) N {f™YU) — f™(U)} = 0. Entao, se z ¢ AN A*, entdo = ¢ R(f).

Vamos agora provar a inclusao ()~ (A, U A%) C R(f). Suponhamos por absurdo que
exista x € [, (A, U A%) tal que = ¢ R(f), logo existe um ¢, de tal modo que ndo existe uma
€o cadeia periddica para x. Representemos por €(x,€) o conjunto de todos os y € X tal que
existe uma e-cadeia de x para y e seja V = Q(x,€). Este conjunto é aberto e f(V) C V visto
que se z € f(V), existe zy € V tal que d(f(2), f(20)) < €o e, portanto, uma e-cadeia de x para
zp produz uma €g-cadeia de x para f(z). Teremos que

(N f(V)=A4

n>0
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¢ um atrator com vizinhanga de isolamento V.

Visto que estamos supondo como hipotese que x € (7, (A, U A}), entdo z € A ou z € A*.
Agora, como estamos assumindo que nao existe uma ep-cadeia periédica para x, entdo x ¢ A.
Por outro lado,

wy(z) = {pontos de acumulacao de {f"(z)}n>0} (1.3)

deve esté contido em V. Logo, se z € A}, como A! é fechado e invariante, terfamos que
wy(z) C Af, chegando em uma contradigao.
(d) Suponhamos primeiro que x,y € R(f) estdo na mesma componente transitiva por
cadeias e suponhamos também que x € A, com A um atrator. Mostremos que y € A.
Inicialmente, pelo item (c), temos que y € AU A*. Por outro lado, se U é uma vizinhanga
de isolamento de A,

d(X — U, f(U)) > e, (1.4)

para algum € > 0. Logo, nao existe nenhuma €/2-cadeia de pontos de U para pontos de X — U.
Desse modo, nao pode existir nenhuma ¢/2-cadeia entre pontos de A e A*, visto que A C U e
A*C X —U. Logo y € A.

Para provar a reciproca, suponhamos que existam dois pontos x,y € R(f) tais que x € A,
com A um atrator, se e somente, se y € A. Dado um € > 0, seja V = Q(z, €) o conjunto dos
pontos que podem se conectar com x com uma e-cadeia. Como = € R(f) entao x € V. Como
em (b), V é uma vizinhanga de isolamento de um atrator Ay e como x € AgU A}, entdo x € Ay.
Por hipotese, y € Ag C V, ou seja, x pode-se conectar com y por uma e-cadeia.

Analogamente, se prova que y pode conectar com x por uma e-cadeia , e como isto vale

para todo € > 0, x e y estao na mesma componente transitiva por cadeias. ]

Lema 1.1.3. Eziste uma funcao continua g : X — [0,1] tal que g~ '(0) = A, g7'(1) = A* e

seja estritamente decrescente nas orbitas dos pontos de X — (AU A*¥).

Demonstracao. Defina a func¢éo gy : X — [0, 1] como:

d(xz, A)
d(z,A) + d(z, A*)

go(x) =
Sendo ¢o(X) = [0, 1] garantimos que existe
91(x) = sup{go(f"(x)) : n = 0}.

Entao g1 : X — [0,1] e ¢1(f(x)) < g1(x) para todo .
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Vejamos que ¢;(z) é continua. Seja limx; = z € A, entdo lim gy (z;) = 0, e vale o analogo
para A*. Isto nos diz que g; é continua nos pontos de A U A*. Seja N = U — f(U) e
r = inf{go(7);x € N}, com U uma vizinhanca de isolamento de A*. Como f"(N) C f*(N)
e M=o f"(N) = A entdo existe um ng tal que go(f"(z)) C [0,7/2] para todo # € N, quando

n > ng. Entao, para todo x € N, temos

g1(x) = max{go(f"(x)),0 <n < no}.

Entao g, ¢ continua em N e em X — (AU A*), visto que
U V) =x-(aua).
Finalmente, definamos
@)
glx) =) T
n=0
Esta fungao e decrescente ao longo das 6rbitas dos pontos de X — (AU A*) e continua porque a

série e uniformemente convergente e g; é continua. Além disso, g~1(0) = A, g~ (1) = A*. Logo

g satisfaz as hipoteses do lema. O

Teorema 1.1.1. Seja f: X — X um homeomorfismo com X um espago métrico compacto,

entao existe uma funcao de Lyapounov completa para f.

Demonstracao. Os Lemas 1.1.2 e 1.1.3 garantem que existem uma quantidade enumeravel
de atratores A, e, para cada n, existe uma fungao continua g, : X — [0, 1] que satisfaz:
g, 1(0) = A,, g, (1) = A’ e que seja estritamente decrescente nas orbitas dos pontos de

X — (A, U A). Considere agora

g(z) = N 9’”‘3&””). (1.5)

n=1
Mostraremos que g é uma fungao de Lyapounov completa para f. Inicialmente, como a série
(1.5) tem os termos positivos e podemos limita-la superiormente por uma p-série convergente,
entdo a série (1.5) converge uniformemente para g, logo g é continua. Além disso, se = € R(f)
entdo = € A, U A para todo n e portanto, os valores de g, (x) s6 podem ser 0 ou 1, ou seja, a
expressao ternaria de g(z) pode ser escrita unicamente com 0 ou 2. Logo g(x) € C, onde C' é

conjunto de Cantor. Agora, veja que

1. Se z ¢ R(f) exite algum A; tal que x ¢ A, U Af e g(f(z)) < g(x).
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2. Sejam = e y € R(f). Para que seja g(x) = g(y) é necessario que g,(z) = g,(y) para
todo n. Por outro lado, como g,(z) € {0,1} e g,(y) € {0,1}, entdo g(x) = g(y) se, e
somente se, nao existe n tal que x € A, e y € A*. Usando novamente o Lema 1.1.2, isto

¢é equivalente a x e y estarem na mesma componente transitiva por cadeia.

3. Como ¢ é continua, g(z) > 0 para todo = e R(f) é compacto, segue que g(R(f)) é

compacto e g(X) nao é denso em R.
Portanto, g é uma funcao de Lyapounov completa para f. O

O proximo teorema fornece uma caracterizagao para a decomposi¢ao de R(f) em com-
ponentes d-transitivas via uma funcao de Lyapounov completa e sera parte fundamental na

demonstracao do Teorema 3.4.1, o principal teorema deste trabalho.

Teorema 1.1.2. Dado 6 > 0 e um homeomorfismo de um espago compacto f : X — X,
existe uma funcao de Lyapounov completa g : X — R para f e wvalores requlares para g,
o<1 <cy<...<cytal que se Ny = R(f) Ng([cii1,c1]), entdo {\;},1 < i < n, sio as

componentes d-transitivas de f.

Demonstracao. Sejam Ay, ..., A, as componentes )-transitivas para f. Vamos ordena-las de
tal forma que se 7 < j entao nao existe d-cadeia de A; para A;. Isto é possivel porque nao pode
existir "ciclo"de A;’s com cada um possuindo uma d-cadeia para o outro e o tltimo tendo uma
d-cadeia com o primeiro.

Seja U; o conjunto dos z € X tal que existe uma J-cadeia de A; para z. Temos que
U; é aberto. Além disso f(E) C U;, porque se z € U;, entdo existe um z, € U; tal que
d(f(2), f(20)) < ¢ e, consequentemente, uma J-cadeia de x para zy resulta em uma J-cadeia
T =Xy, ..., Tk 20, f(2) de x para f(z).

Consideremos

A= ()"0 e A =X -1)).

n>0 n>0

Teremos que A; e, A} sao um par de atrator repulsor e A; C A;. Usando o resultado do Lema
1.1.3, teremos que existe uma funcdo continua g; : X — [0, 1] tal que A4; = g; '(0), AF = g; (1)
e ¢;(f(z)) < gi(z) para todo z € X — (A; U AY). Se i < j, como ndo existe uma d-cadeia de A;
a A, entdo A; C AF. Assim g;(A;) = 1.
Seja h(z) = iZigi(x) e note que h(f(z)) < h(z) para todo x € X. Para z € R(f) =
i=1

UA;, A(z) é um ntmero par inteiro entre 0 e 2"*'. Também note que h(z) = h(y) se, e
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somente se, g;(z) = g;(y) para todo i. Entao, se x € A;,y € A;,i < j, entdo h(x) # h(y) pois
gi(x) # gj(y). Agora, se go : X — [0, 1] é uma fungao de Lyapounov completa para f, entdo
g(x) = go(x) + h(z) é a funcao desejada, visto que

1. Se x & R(f) entdo g(f(x)) < g(x) porque h(f(x)) < h(z) e go(f(x)) < go(x).

2. Sex ey € R(f) entdo g(x) = g(y) se, e somente se, x ~ y. Porque se z ~ y entdo x e
y estdo na mesma componente J-transitiva, logo go(x) = go(y) e h(x) = h(y), portanto
g(z) = g(y). Por outro lado, se x »~ y, podemos supor que z € A; e y € A; com ¢ < j,

entao |h(z) — h(y)| > 1 e |go(z) — go(y)| < 1. Consequentemente, g(x) # g(y).

3. g(R(f)) é um subconjunto compacto e nunca denso em R, porque go(z) cumpre esta

condigao e se x € R(f), h(x) é um ntimero par entre 0 e 2"+,

Seja {kyn2 m =1,...,n} o conjunto dos valores assumidos por h(z) em R(f), ordenados

de modo crescente. Seja j tal que A; C h=1(k;2%), como go(R(f)) C [0, 1] entdo
Ai = R(£)Ng ™" ([k;2", ;25 +1]).
O]

Observagao 1.1.5. Vejamos que, em R(f), a fun¢do h definida no Teorema 1.1.2 assume um
numero inteiro entre 0 e 2" com n correspondendo ao nimero de componentes d-transitivas

de R(f). Se R(f) tem n componentes d-transitivas, veja que
1. Se Ay C A; para 1 <i <mn, entdo g;(A1) =0 para 1 <i <n. Logo h(A;) = 0.

2. Se Ay C Af para 2 < i < n, entio g1(A1) =0 e g;(A1) =1 para 2 < i < n. Logo
h(A) =27t — 4.

Ou seja, existem configuracoes em que h pode assumir 0 ou 2" — 4 em R(f). Note que
2"t — 4 ¢ 0 walor mdximo assumido por h em R(f), uma vez que, se x € R(f), pelos menos

um dos g; = 0.

A dltima proposicao desta se¢ao tera uma grande importancia na demonstracao do Teorema

3.4.1, antes desta proposicao, necessitamos da proxima defini¢ao.

Definicao 1.1.19. Dado um espago topologico X e uma fungao continua f: X — X, dizemos
que um ponto xo € nao-errante se, para qualquer vizinhanga V de g, tivermos f*(V)NV # ()
para algum n > 1. Caso contrdrio chamaremos xqy de ponto errante. Denotaremos o conjunto

de todos os pontos nao-errantes por Q(f).
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Proposicao 1.1.4. Seja X um espaco topologico e f : X — X uma funcao continua. Entao,

temos que QU f) C R(f).

Demonstracao. Seja x € Q(f) e € > 0. Observe que podemos, por continuidade, escolher
uma vizinhanga N C B(z) de z tal que f(N) C Bs(f(x)). Como x é nao-errante, existe
k>0 tal que NN F¥(N) # (. Sejay € NN f*(N) e considere y, 41, 9s, . . . sua 6rbita. Como
y1 € f(N) C Be(f(x)) e yr € Be(x), entao

d(f(@)m) < e d(f(yer)w) = dlyea) < c.
Logo z,y1,...,Yx_1, ¢ € uma e-cadeia recorrente para z, ou seja, x € R(f). O]

O Teorema 1.1.3 devido a J. Oxtoby e o Teorema 1.1.4 devido a J. von Nagy, que enuncia-

remos a seguir, podem ser encontrados em [20] e [18], respectivamente.

Teorema 1.1.3. Seja U um aberto do plano, sejam Fi, ..., F, subconjuntos disjuntos e finitos
de U e sejam D, ... D, discos abertos e disjuntos. Entao existem arcos poligonais disjuntos
Ay, . A, tais que F; C A C D;NU com j = 1,...n se, e somente se, cada F; estd

completamente contido em apenas uma componente conexa de D; NU.

Teorema 1.1.4. Seja F' um subconjunto limitado e fechado do plano com didmetro d > 0.

Eziste um disco D de didmetro minimo que contem F', e este didmetro € no mdzrimo 2d/\/§.

Encerraremos esta se¢ao enunciando alguns resultados cléssicos que utilizaremos neste

trabalho, sem demonstra-los, pois as demonstragoes fogem do objetivo do trabalho.

Teorema 1.1.5 ( Teorema do ponto fixo de Brouwer). Seja D a bola unitdria fechada em R™ e

f D — D uma funcao continua com f(D) C D. Entao existe um ponto fixo x, fizo f, em D.

Observacao 1.1.6. O conjunto D pode ser substituido por qualquer outro conjunto fechado,

limitado, convexo e homeomorfo ao disco.

O Proposicgao 1.1.5 obtida por Brouwer sera utilizado na demonstracao do Teorema Principal

e pode ser encontrada nos trabalhos de Brown em [3| e Fathi em [4].

Proposigao 1.1.5 (Brouwer). Se f : R?* — R? ¢ um homeomorfismo que preserva orientagdo

e possui um ponto periddico, entao f tem um ponto fixo.

Os Teoremas 1.1.6 e 1.1.7 podem ser encontrados em diversos livros como por exemplo em

[11] e [21], respectivamente.
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Teorema 1.1.6 (Teorema Ergodico de Birkhoff). Seja (X, R, u) um espago de medida e
T : X — X uma transformagio que preserva medida p, com pu(X) < co. Seja f € L'(u),

entao o sequinte limite existe:

n—oo 1,

Fla) = tm L3 £ (),

para (1 quase todo ponto em X. Se além disso p for ergodica para T,

1 ~
m/}{fdﬂ—f;

para it quase todo ponto em X.

Definigao 1.1.20. Sejam (X, R, u) um espaco de medida e T : X — X wuma transformag¢ao

continua. Uma medida (v € invariante por T se
wE) = p(f~Y(E)) para todo conjunto mensurdvel E C M.

Teorema 1.1.7. Seja T : X — X € uma transformacao continua em um espagco métrico
compacto X. Entao, para cada p € M(T) temos u(UT)) = 1, onde M(T) o conjunto das

medidas invariantes sobre T'.

1.2 HOMOTOPIA E GRUPO FUNDAMENTAL

Definicao 1.2.1. Sejam f,g: X — Y duas aplicagoes continuas entre espacos topologicos X
e Y. Dizemos que f e g sao homotopicas se existe uma aplica¢ao continua F: X x I —'Y,
onde I =[0,1], tal que F(x,0) = f(z) e F(x,1) = g(z), para todo x € X. A aplicagio F ¢é

chamada de homotopia entre f e g.

Uma homotopia entre f e g ¢ uma familia a um parametro de fungoes continuas entre Xe Y,
isto é, para cada t € I a fungao f; : X — Y é continua, onde f;(x) = H(z,t). Intuitivamente,
a homotopia deforma continuamente f em g. Usaremos a notagao f ~ g para simplificar que

f € homotopica a g.

Exemplo 1.2.1. Seja Y C E, onde E € um espaco vetorial normado. Dadas a funcoes
continuas f,g : X — Y, suponha que para todo x € X, o segmento de reta [f(x),g(x)] =
{tf(x)+ (1 —t)g(z) : t € [0,1]}, estd contido em Y. Entao f ~ g. De fato, basta definir
F(z,t) = (1 —=1t)f(x) + tg(x) para obter uma homotopia F : X x I — Y entre f e g, chamada
homotopia linear. Em particular, cada funcao continua f : X — E € homotdpica a funcgao

constante 0, pela homotopia F(z,t) = (1 —t)f(x).
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Exemplo 1.2.2. Dados duas fungées continuas f,g : X — S, se f(x) # —g(x) para todo
x € X, entao f ~ g. De fato, pelas condigoes tem-se que (1 —1t)f(x) + tg(x) # 0 para todo
t € I e para todo x € X. Entao obtemos uma homotopia F : X x I — S, entre f e g, tomando

(1 —t)f(z) + tyg(x)

(1 =1)f(z) + tg(z)]

Em particular, se f: S' — S satisfaz f(x) # —x para todo x € S*, entao f é homotdpico a
funcao identidade Id : S* — S*.

F(z,t) =

Vamos, a partir de agora, considerar um caso particular do conceito geral de homotopia.

Estudaremos homotopias de caminhos. Dedicaremos atenc¢ao especial aos caminhos fechados.

Definigao 1.2.2. Um caminho num espago topologico X é uma aplicacao continua o : [ =
[0,1] — X. Dizemos que dois caminhos o, : I — X com extremos fixos, isto €, com
a(0) = B(0) e a(l) = B(1), sao homotdpicos se existe uma homotopia F' : I x I — X tal
que dados quaisquer s,t € I, entao F(s,0) = a(s), F(s,1) = B(s), F(0,t) = a(0) = B(0)
e F(1,t) = a(1) = B(1). No caso em que « e  sao curvas fechadas, ou seja, quando

a(a) = a(l) = B(0) = (1) = xo, usamos a notagdo o =~ 3.

Figura 1.3: Caminhos homotopicos.

Exemplo 1.2.3. Seja X um subconjunto convexo de uma espago wvetorial normado. Se
a,B : I =Y sao caminhos fechados com mesmas extremidades, entao o ~ 3. Com efeito,
basta definir H : I x I — X ponto F(s,t) = (1 —t)a(s) +tB(s). Vé-se que F é um homotopia

entre a e 8. Essa homotopia € dita homotopia linear.

Sejam «, 3 : I — X caminhos tais que o fim de « coincide com a origem de 3, ou seja,
a(l) = B(0), I = [0,1]. Definimos o produto a* § : I — X, também conhecido como
justaposicao de caminhos, como sendo o caminho que consiste em percorrer primeiro « e depois
B, isto é,

a(2t), se 0<t<1/2

(ax p)(t) = (1.6)
B2t —1), se 1/2<t<1
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O caminho inverso de a : I — X &, por definicdo, o caminho a~! : I — X, dado por
al=a(l-5),0<s<1.

Podemos verificar, a partir das definigdes acima e usando (1.6), que tanto a homotopia
quanto a homotopia com extremos fixos sao relagdes de equivaléncia, isto ¢, satisfazem as

propriedades de reflexao, simetria e transitividade.

Lema 1.2.1. Seja X wum espaco topologico. Se f : X — X € homotdpico a identidade
Id: X — X, entdo a composicio f*: X — X é homotdpico a identidade, k € N.

Demonstracao. Seja F': X x[0,1] — X uma homotopia entre f e Id(z) tal que F(z,0) = Id(z)
e F(z,1) = f(x), entdo a composicdo H = fo F: X x [0,1] — X é uma aplicagao continua
satisfazendo H(z,0) = f(z) e H(z,1) = f*(z), ou seja, H(z,t) ¢ uma homotopia entre f e
f2. Entao, por transitividade, f? ¢ homotépico & Id. Procedendo de modo anéalogo, f* é

homotopico a Id. O

Usamos a notagao [a] para designar a classe de homotopia do caminho « e a notagao
(X, xo) para designar o conjunto das classes de homotopias de caminhos fechados av: I — X
tais que a(0) = (1) = xy. O ponto z é chamado de ponto base de (X, x).

Dados [, [8] € m1(X, zg) temos que (o ()(0) = (ax 5)(1) = xy. Logo a*  é um caminho

em X, fechado em zy. Entao [a* (] € m (X, zy).
Definigao 1.2.3. Em m(X, zo) denotemos e definamos o sequinte produto por:
m (X, xo) X m (X, 20) — m (X, 20)
([al,[8]) = o] [B] = [axp].

Para uma demonstracao do préoximo teorema, consultar o Livro Introducao a Topologia
Algébrica, em |[23].
Teorema 1.2.1. 71(X, xg), com o produto definido na Defini¢io 1.2.3, é um grupo, chamado
grupo fundamental com ponto base x.

Uma questao natural que surge na defini¢ao de grupo fundamental é a seguinte: dados
xo, 1 € X que relagao existe entre m (X, z9) e m (X, z1)? Quando o espago X é conexo por
caminhos, pode-se provar que m (X, zg) ~ m (X, x1), isto ¢, os grupos 7 (X, xg) e m (X, z1)
sao isomorfos. Mas precisamente, cada classe de homotopia [5] de caminhos 5 : [ — X com

B(0) = x¢ e B(1) = x; induz um isomorfismo
Qs m(X,20) — m(X,z1)
] = [Bap™'].
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Neste caso diremos que a definicao de grupo fundamental nao depende do ponto base escolhido
e usamos a notagao m1(X). Quando, além disso, o grupo fundamental do espago X ¢é trivial,

isto &, m1(X) = 0, temos a defini¢ao:

Definigao 1.2.4. Um espacgo topologico X diz-se simplesmente conexo quando € conexo por

caminhos e m(X) = 0, ou seja, quando seu grupo fundamental for trivial.

Exemplo 1.2.4. Todo conjunto convexo, por exemplo os conjuntos R™, sao simplesmente
conexos. De fato, em R"™, todos os caminhos sao homotdpicos, basta considerar homotopias
lineares. Em particular, todos os caminhos fechados sao homotdpicos ao caminho constante

a(x) = xg, para todo x € R™, logo

71-1(]1%717‘10) = {[exo]} = {O}’
com ey I — X, e, (2) = 0.

Observacao 1.2.1. Um espaco topologico X € contrdtil se a funcao identidade Id: X — X €
homotdpica a uma fungao contante c(x) = xo. Se X € contrdtil, entao é simplesmente conezo.

Se X €Y sao simplesmente conexos, entao X XY € simplesmente conexo.

1.3 ESPACOS DE RECOBRIMENTO E RECOBRIMENTO UNIVERSAL

Sejam X, X espacos topologicos e 7 : X — X uma funcao continua. Um aberto V C X é

dito vizinhanca distinguida se
(V) =JU..

onde {U, : @ € A} ¢ uma reuniao de abertos dois a dois disjuntos de X, cada um dos quais se

aplica por m homeomorficamente sobre V.

Definicao 1.3.1. Uma aplicagdo de recobrimento (ou simplesmente um recobrimento) é uma
funcao m - X=X continua, sobrejetora e tal que todo x € X possui uma vizinhanca distinguida.
O par (X', 7) € chamado espago de recobrimento do espago X e, para cada x € X, o conjunto

71 (x) chama-se fibra sobre .

Da defini¢ao acima, temos que uma aplicacao de recobrimento p : X — X é um homeomor-

fismo local de X sobre X.

Exemplo 1.3.1. Seja 7 : R — S dada por n(x) = €*™® = (cos(2miz), sen(2miz)), v € R.
Assim, (R, m) é um recobrimento de S*. Além disso, todo subintervalo aberto de S* pode ser

visto como uma vizinhanca distingida.
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Figura 1.4: (R, 7) é um espago de recobrimento de S*.

Observagao 1.3.1. Sejam (X, m) e (Y, ) recobrimentos de X eY , respectivamente. Entio
()~( X 37, 1 X ) € um espago de recobrimento de X XY, sendo a aplica¢io m X 7o definida como
(m1 X m)(x,y) = (m (), ma(y)) a aplicagdo de recobrimento. Agora, se U e V' sdao vizinhangas

distinguidas de v € X ey € Y, entao U x V' é uma vizinhanga distinguida de (x,y) € X x Y.

Exemplo 1.3.2. Como o toro T? = S' x S, temos que um recobrimento ¢ R x R = R%. Em

geral R™ € um recobrimento do toro T" = S* x St x ... x S%.

RQ

']IQ

Figura 1.5: (R?,7) é um espago de recobrimento de T2.

Teorema 1.3.1. Seja X um espaco topoldogico e ()N(,ﬂ) um espac¢o de recobrimento de X.

Entao X tem a topologia quociente em relacao a .

Demonstracao. Podemos verificar facilmente que m é uma aplicacao aberta. Além disso, 7 é

uma aplicacio continua, logo U C X é aberto se, e somente se 7' ¢ aberto em X. O
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Definicao 1.3.2. Seja 7 : X — X um recobrimento e f Y = Xuma aplicacao continua.

Dizemos que ]7: Y — X € um levantamento de f semo f: f

Consideremos agora um espago de recobrimento 7 : (X, eq) — (X, 20) com w(eg) = g €
uma aplica¢do continua f:Y — X e f(yo) = xg. Veremos no proximo teorema uma condigao
para que f posso ser levantada.

Para uma demonstragao do Teorema 1.3.2 e do Corolério 1.3.1, ver os Lemas 3.1 e 3.2,

encontrados no livro Algebraic Topology: An Introduction, [15].

Teorema 1.3.2. Seja uma aplicagio de recobrimento m : (X, eq) — (X, z0) com w(eg) = g
e uma aplicagao continua f: (Y,y,) = (X, x0). Suponhamos que Y € simplesmente conezo e

localmente conexo por caminhos. Entao existe um tunico levantamento f: Y — X de f tal que

f(yo) = eo.
Corolario 1.3.1. Sejam 7 : (X, e0) — (X, x0) e : (X', ¢)) — (X, x) dois recobrimentos de
X tais que X e X' sio simplesmente conexos e localmente conexos por caminhos. Entdao existe

um, tinico homeomorfismo h: (X, eq) — (X', el) tal que o diagrama abaizo comuta:

Xe) —— (Xq)

W\( )/rl

X,x()

Com esses resultados, podemos definir o recobrimento universal de um espago.

Definicao 1.3.3. Dizemos que o recobrimento w: X — X € um recobrimento universal se X

for simplesmente conexo e localmente conexo por caminhos.

Observacao 1.3.2. O coroldrio acima, nos diz que dois recobrimentos universais de um mesmo
espago sao homeomorfos. Por este motivo, sempre que um espago X possuir um recobrimento

universal, nos referimos a ele como o recobrimento universal de X .

Observagao 1.3.3. Sejam (X,m) e (Y, ) recobrimentos universais de X e Y respectiva-
mente. Entdo X XY ¢é um espaco de recobrimento universal de X x Y, sendo a aplica¢ao

m X T, como definida na observagao 1.1.5, a aplicagdo de recobrimento.

Exemplo 1.3.3. Se X ¢ simplesmente conexo, entao qualquer recobrimento universal de X €

homeomorfo a X.

Exemplo 1.3.4. O recobrimento 7 : R — S dado por w(z) = €*™ é um recobrimento universal

de S'. Pela Observacao 1.3.3 o recobrimento R? de T? € um recobrimento universal de T?.
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1.4 NUMERO E CLASSE DE NIELSEN

Ao longo desta secao X denotard uma subvariedade de dimensao m compacta de R"
e U C X denotard um aberto em X. Seja f : U — X uma aplicagao, lembremos que
Fix(f) ={x € U|f(x) = 2} denota o conjunto dos pontos fixos que é um conjunto fechado em
X.

Se f: X — X é uma funcao continua com finitos pontos fixos, podemos dar uma definigao

de indice de um ponto fixo e indice de um aberto da seguinte maneira.

Definicao 1.4.1. Seja xy um ponto fixo e U um aberto homeomorfo a uma bola B tal que x

¢ o tinico ponto fixzo em U. Para todo v € OB, f(x) # x e podemos definir

_ f@)-a
1) —al

Temos que v : B — S™ ! é uma fungdo continua. Entdo, o indice de um ponto firo, I(f, o),

v(x)

de f em xg como
I(f7 :EO) = deg(v),

onde deg(v) := vin (1), com vy, : Hy(X,Z) — H,(X,Z) 0o homomorfismo induzido em Z.

Definigao 1.4.2. Seja U um aberto sem pontos fixos em seu bordo e x1,...,x, 0s pontos fixos
no interior de U. Definimos o indice de um aberto U como

h

I(f,U) =) I(f,m).

i=1

Uma demonstragao para o proximo Lema pode ser obtida em [9].

Lema 1.4.1. Seja B = B(x,¢) C R? a bola unitdria no espago euclidiano e seja f : B — R?
uma fungdo continua satisfazendo f(B) C B. Entdo I(f,B) = 1. Em particular, f tem um

ponto fizo.

Daremos uma definicao de indice que estende a defini¢ao anterior no sentido de que nao
necessita que a quantidade de pontos fixos seja finita. No entanto, daremos esta definicao de
forma axiomaética, ou seja, o indice serd uma funcao que satisfaz uma série de propriedade.

Podemos usar esta definigdo visto que R. Brown prova a existéncia de uma tal func¢ao em [2].

Definigao 1.4.3. Chamaremos de C" ao conjunto de todos os pares (f,U) com f: X — X

uma fungao continua e U C X aberto que nao contém pontos fizos de f em seu bordo.
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Definicao 1.4.4. Definimos o indice como uma funcao i : C' — Q que satisfaz as sequintes

propriedade:

o Azioma 1 (Local): Se (f,U) € C' e existe g tal que g(x) = f(x) para todo x € U, entio
I(f,U) = I(g,U).

o Azioma 2 (Homotopia): Se F': X x I — X é um homotopia e definirmos f(x) = H(x,t).
Se (f;,U) € C' para todo t, entao

I(fmU):I(fl,U)-

e Azioma 3 (Aditividade): Seja (f,U) € C" e sejam Uy, ..., Us uma familia de subconjuntos
abertos e disjuntos de U e tal que f(x) # x para todo x em [U — J;_, Uj], entdo

o Azioma 4 (Normalizagao): Para toda fungao continua f: X — X temos que
I(f, X) = L(f)
Onde L(f) é o nimero de Lefschetz, definido em [2].

Observagao 1.4.1. Se f: X — X € uma aplicagao continua e o : I — X € um caminho em

X, vemos que a composta foa: I — X também é um caminho em X.

Definigao 1.4.5. Dada uma aplica¢io f : X — X tal que Fiz(f) # (. Dois pontos fizos
x,y € Fix(f) sao Nielsen equivalentes (como pontos fixos de f) se existe uma curva C' :

[0,1] = X, C(0) =z,C(1) =y tal que f o C ~ C relativamente aos pontos extremos.

Figura 1.6: Homotopia entre as curvas foC e C.

Observacao 1.4.2. Isto produz uma relagio de equivaléncia em Fix(f) e as classes de

equivaléncias sao chamadas classes (de pontos fixos) de Nielsen de f.
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Encerraremos esta secao apresentando algumas defini¢oes e resultados importantes para o

capitulo 3, mais especificamente, importantes para a demonstracao to Teorema 3.4.1.

Definicao 1.4.6. Seja f : X — X uma fung¢ao continua. Para cada classe de Nielsen I' da
fungao f, definimos o indice de T, I(f,T"), como I(f,T):=1(f,U) onde U é um aberto de X
tal que T C U e UN Fix(f) =T,

A préxima proposicao diz que o indice de uma classe de Nielsen estd bem definido

Proposicao 1.4.1. Seja I' uma classe de Nielsen de f. A definicao de I(f,I') nao depende
da escolha do aberto U.

Demonstragao. Sejam U e V' como na Defini¢ao 1.4.6. Como U N Fiz(f) =V N Fiz(f) =T,
entdo f(z) # x para z € U — (U N V). Portanto, pelo axioma da aditividade na Definigao

1.4.4, teremos que I(f,U) = I(f,U NV). Um raciocinio analogo nos permite provar que

I(f,U)=I(f,UNV). 0

Definicao 1.4.7. Uma classe de Nielsen € dita essencial se seu indice € nao nulo, isto €, ' €

essencial se I(f,I') # 0.

Para X uma subvariedade compacta de R” e f : X — X uma fung¢ao continua, a préoxima
definigdo nos fornece um inteiro nao negativo N(f) que chamaremos de nimero de Nielsen de

f. O namero de Nielsen serda uma cota inferior para a quantidade de pontos fixos de f.
Definicao 1.4.8. O nimero de Nielsen de f € definido como

N(f) = #{L| 1(f,T) # 0}.
Ou seja, o numero de Nielsen €, simplesmente, o nimero de classes de Nielsen essenciais.

Observagao 1.4.3. Por defini¢ao, N(f) é um inteiro nao negativo. Como cada classe de

Nielsen contém pelo menos um ponto fixo para f, temos que existe pelo menos N(f) pontos

fizxos de f em X.

Exemplo 1.4.1. A fungdo identidade Id : T? — T? satisfaz Fix(Id) = T?, logo existe apenas
uma classe de Nielsen. Neste caso I(Id,T) = I(Id,T?). Pelo arioma da mnormaliza¢ao na
Definicao 1.4.4 temos que I(Id,T?) = L(Id). Logo, pelo Exemplo 4.1.8 em [9], N(Id) =
L(Id) = x(T?) = 0, onde x(T?) € a caracteristica de Fuler de T?.

Teorema 1.4.1. Sejam f,g: X — X duas fungoes continuas e homotdpicas, entao
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2 HOMEOMORFISMOS DA CIRCUNFERENCIA UNITARIA

Neste capitulo, estudaremos alguns resultados sobre homeomorfismos do circulo que sao
homotoépicos a identidade. Para isso, precisamos de alguns resultados sobre os levantamentos
ao recobrimento universal desses homeomorfismos. Um conceito de grande importancia é o
numero de rotagao, o qual serve de critério para a existéncia de pontos periédicos das aplicagoes

do circulo.

2.1 ROTACOES NO CIRCULO

Definigao 2.1.1. Seja a € [0, 1], uma rotagao de dngulo 2wa é a aplicagao

R, : S' — St

e2mit Ra<€2m't) — 62m'(t+a)'

Em notagao aditiva, temos que Ro(x) =z + « (mod 1). Entao, as iteradas de uma rotagao

sao respectivamente
R} (x) = Rpo(z) ou RL(x) =x+na (mod 1).

Proposigao 2.1.1. Se « é um mimero racional, entdo a drbita de qualquer ponto x € S*, pela

aplicacao R, € periodica.

Demonstra¢ao. Suponha que o« = p/q, onde ¢ e p sdo primos relativos. Seja O1(z) =
{R(x),n € N} a orbita positiva de z. Mostremos que o conjunto O"(x) é finito e OF(z) =

{z,Ro(x), R%(x), ..., R2" (x)}. De fato, como

. 2 . E . .
Ri(7) = Rya(z) = *0H19) = ¢ milthag) = g2miltte) — p2mit — 4

temos que a afirmagao segue. De modo anélogo, a érbita negativa O~ (z) = {R.,™(z),n € N} é

finita. Consequentemente, O(x) = O*(z) U O~ (x) é finita. O

Proposicao 2.1.2. Se a € irracional, entao nao existe uma orbita periodica para R,,.
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Demonstracao. Pode-se mostrar isto por contradicao supondo que existe uma o6rbita periodica.

2mit 2mi(t+ka)

Se existe orbita periodica, entao existe z € S' e k € Z tal que z = ¥ = ¢ , 0 que
*

implica ka = k*, onde k* € Z, dai o = T logo « é racional. Isto é um absurdo visto que, por

definigao, « ¢é irracional. ]

Definigao 2.1.2. Uma aplicagio f : X — X diz-se minimal se a orbita O¢(x) = { (%) tnez
de qualquer ponto x € X € densa em X ou ainda se nao contém subconjuntos invariantes

Proprios.
Proposicao 2.1.3. Se a € irracional entao a rotacao R, € minimal.

Demonstragao. Seja A C S* o fecho de uma orbita de z € S*. Se a 6rbita nao é densa, o
complementar S'\ A ¢ um conjunto aberto e nao vazio, constituido por intervalos disjuntos.
Seja I o maior desses intervalos (ou um dos maiores, se existir mais de um com o mesmo
comprimento). Como as rotagoes preservam o comprimento de qualquer intervalo, as iteradas
R"(I) nao se intersectam, pois caso contrario S\ A teria um intervalo maior. Como « é
irracional, nenhum iterado de I pode coincidir, caso contrario um extremo x de uma iterada
de I repetir-se-ia e terfamos

r+ka=z (modl),

com ka = [ inteiro e a = [/k seria racional. Sendo assim os intervalos de R (I) sao todos dis-
juntos e de igual comprimento, mas isso é impossivel por que a circunferéncia tem comprimento
finito e a soma dos comprimentos de intervalos disjuntos nao pode exceder o comprimento da

circunferéncia. O

Corolario 2.1.1. Se a € R\ Q, entdo os unicos conjuntos compactos invariantes de R, sao
0s triviais, isto €, S* e ().
Demonstragao. Sejam A um conjunto R,-invariante e z € A. Como Opg_ (z) C A temos que

Or,(r) C A. Como Og_(x) = S', temos que S* C A = A, visto que A ¢ fechado. Logo, S = A

pois a inclusao contraria é 6bvia. O

2.2 NUMERO DE ROTACAO

Nesta se¢ao iremos tratar de um conceito de extrema importancia a teoria subsequente,
que é o conceito de nimero de rotagio para homeomorfismos em S' = R\ Z que sejam

homotopicos a identidade. Tal conceito foi apresentado primeiramente por Poincaré em [22].
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Mostraremos nas proposicoes 2.2.4 e 2.2.5, entre outras propriedades, que o niimero de rotacao
independe do ponto z € S* e que as propriedades dos homeomorfismos variam de acordo com
sua racionalidade ou nao.

O ntmero de rotacao mede o deslocamento médio de pontos no recobrimento. Este
deslocamento médio é feito considerando-se partes finitas da o6rbita de um determinado ponto

no recobrimento e depois tomando-se o limite.

Definicao 2.2.1. Seja f : S* — S uma aplicagcio continua e seja ™ : R — St a aplicagdo de
recobrimento. Uma funcio F': R — R tal que fom =mo F € dita um levantamento de f, isto

€, o sequinte diagrama comuta

R——R

gt ——g!

Observe que a aplicacao m nao é um conjugacao topologica entre F' e f visto que m nao é
injetiva. Entretanto podemos afirmar que F' e f sao semi-conjugadas.
Como exemplo importante no estudo dos homeomorfismos de S* temos as rotacoes R, a €

[0, 1], que podem ser pensadas como os "rebaixamentos'"das transla¢oes

T, R — R

r — T+ q,

isto 6, Ry, om = moT,. A préxima proposicao mostra que dado uma aplicacao continua em S*

existe um levantamento para f.

Proposicao 2.2.1. Seja f : S* — S' uma aplicacao continua e seja ©: R — St a aplicacao

de recobrimento. Entao existe uma aplicagao continua F': R — R tal que fomr =mo F.

Demonstragdo. Sejam p e ¢ € S', com f(p) = q. Entao p = m(xy) para algum zy € R e
q = f(p) = m(yo) para algum y, € R. Tomemos F(zy) = yo. Como a func¢ao f é continua,
dado um 0 < € < 1/2, existe 0 < 0 < 1/2 tal que se |z — zo| = |7(z) — 7(x0)] < J < 1/2, entdo
|f(m(x)) — f(n(z0))| = |f(m(x)) — ()| < € < 1/2. Portanto para cada = € [zg — 0, x¢ + I
existe um unico y € [yo — €, yo + €] tal que 7(y) = f(7m(xo)). Definimos entao F(x) = y para

todo = € [xg — d, 20 + 0] que é continua por construgao. Utilizamos os mesmos argumentos
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para p = [zg + d] e para p = [rg — J] estendemos a fungao para [rg — 2d, g + 26, uma vez que
f é uniformemente continua, pois S* é compacto e f é continua. Assim, repetindo o processo,

estendemos a funcao F' para toda a reta. O]

Lema 2.2.1. Seja f : S* — S' wuma aplicagdo continua, se F é um levantamento de f, entdo

F(x + 1) — F(x) é um inteiro que independe de x e do levantamento.

Demonstragao. Temos w(F(x+1)) = f(r(z+1)) = f(n(z)) = n(F(x)). Logo F(z+1)—F(x) €
Z e consequentemente, por continuidade, é independente de z. Se Fj for outro levantamento
de f entao w(Fy(x)) = f(n(x)) = m(F(x)). Desse modo, Fy — F' é uma fun¢ao continua com
valores inteiros, ou seja, Fy — F' é constante, pois caso contrario existiriam x e y € R tais que
(Fo — F)(z) # (Fy — F)(y). Logo, pelo teorema do valor intermediério, existiria um z € R
tal que (Fy — F')(2) € R —Z, o que contradiz o fato de (Fy — F)(x) € Z para todo o = € R.
Concluimos que Fy(z + 1) — Fy(z) = F(z + 1) — F(x). O

Como consequéncia deste lema, um levantamento para f é tinico a menos da adi¢cao de uma
constante inteira e podemos encontrar todos os levantamentos de f a partir de um levantamento

fixo, isto é, dado um levantamento F' para f, os infinitos levantamentos de f sao da forma

G=F+k,comkelZ.

Definicao 2.2.2. Se f : S' — S ¢ uma aplicacio continua e F é um levantamento de f,

entio F(x + 1) — F(x) é chamado de grau de f. Denotaremos o grau de f por deg(f).

Observagao 2.2.1. Pelo Lema 2.2.1 temos que o deg(f) nao depende do levantamento e

também nao depende do ponto x, por isso, o deg(f) € uma propriedade da aplicagao f.

Observacao 2.2.2. Se deg(f) =1, entao F(x + k) — F(x) = k para qualquer k € Z. De fato,
dado k € Z..

Flx+k) = Flx+(k—-1)+1

= Flx+(k—2)+2

= F(x)+k,

No caso em que k € Z_ basta verificar que F(x—1)—F(x) = —1 e chegamos a F(x+k)—F(x) =

k de maneira andloga. Vamos mostrar agora que também vale G"(x) = F™(x) 4+ nk para n
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inteiro positivo, com G = F + k outro levantamento de f. Com efeito, supondo que isso seja

verdade para todo inteiro maior ou igual a 1 e menor do que n, entao

G"(x) = G"YG(x))

0 que prova nossa afirmacao.

Lembremos que na Definigao 1.1.5 a topologia uniforme em C(S*) é a topologia induzida

pela métrica do sup que é dada por:

d(f,9) = sup [f(z) — g(x)].

zeS!

Com a topologia uniforme em C(S'), vejamos no proximo lema uma importante propriedade

do grau.

Lema 2.2.2. O grau é continuo e, consequentemente, localmente constante na topologia

uniforme.

Demonstragao. Seja g : ST — S uma fungao continua e de modo que d(g, f) < 1/4 na topologia
uniforme. Considere os levantamentos F, G de f, g respectivamente. Seja p(x) = G(x) — F(x).

Para z € [0, 1] tem-se
Glx+1)—px+1)=F(z+1) = F(x) + deg(f) = G(x) + deg(f) — v(z).

Logo

Gz + 1) — Glx) — deg(f)| < % (2.7)

Como ¢ é uma funcdo na circunferéncia, G(z + 1) — G(z) é um inteiro e consequentemente,

pela equagao 2.7, tem que ser igual a deg(f). ]

Proposicao 2.2.2. Sejam f,qg : S* — S! aplicacoes continuas. Se f e g sdao homotopicas,
entao deg(f) = deg(g).

Demonstragdo. Seja F(x,t) : S' x I — S! uma homotopia entre f e g com F(x,0) = f(z) e
F(x,1) = g(x). Como S' x I ¢ um subconjunto compacto de R?  entdo F é uniformemente

continua. Logo, dado ¢ = 1/4, existe § > 0 tal que,

1
|F(xz,t) — F(x,ty)] < 1
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com t,ty quaisquer em [0,1] satisfazendo |t — to| < 4, .

Finalmente, usando o Lema 2.2.2, fi(x) = F(x,t) e f;,(x) = F(x,ty) tem o mesmo grau.
Usando isto, podemos decompor o intervalo [0, 1] em uma quantidade finita de subintervalos de
comprimento 0/2 e usar a transitividade da homotopia para concluir que f e g tem o mesmo

grau. [l

Corolario 2.2.1. Seja f: S' — S continua. Se f é homotdpica a identidade entao deg(f) =
1.

Demonstracao. Basta ver que a identidade tem grau 1 e usar a proposicao anterior. O]

Corolario 2.2.2. Seja f : St — S um homeomorfismo. Entdo, f"om = mo F", ou seja, F"
€ um levantamento de f™ para qualquer n € N. Além disso, se f € homotdpico a identidade,

entao f™ € homotdpico a identidade.
Demonstracao. De fato,
flfom = f”flofoW
_ fn—l oo F

= f"_2ofo7roF

= fn_2O7TOF2

= mwo F™

Como f é homotopico a identidade, temos que F(x + 1) = F(x) + 1 para todo r € R

Suponhamos, como hipotese de indugao, que F™(z+1) = F™(z)+ 1 para algum m € N. Entao
Fil e +1) = F(F™(z+1)) = F(F™(x) + 1) = F™"(2) + 1.

Assim, por indugao, F™(x + 1) = F™(z) + 1 para todo n € N. Logo o grau de f" é 1.

Consequentemente, f™ ¢ homotopico a identidade. ]

Proposigao 2.2.3. Seja f : ST — S um homeomorfismo homotdpico a identidade, entao todo

levantamento F' de f € estritamente crescente.

Demonstragao. Sendo f homotopico a identidade, deg(f) = 1 . Como F : R — R um

homeomorfismo, F' é crescente ou decrescente. Escolhamos um levantamento F' de modo que
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F(1) €]0,1). Como deg(f) =1, entao F(x + 1) — F(x) = 1 para todo x € R, em particular,

para x =0 e z = —1 temos
F(1)—F0)=1 e F(0)—F(-1)=1.

Portanto, F'(1) — F(—1) = 2, ou seja, F(—1) = F(1) —2. Como 0 < F(1) < 1, segue que
F(—1) < —1. Dai, F(—1) < F(1), e deste modo F' nao pode ser decrescente, pois ¢ um
homeomorfismo de R. Portanto F' é crescente. Como qualquer levantamento de f difere de
F apenas pela soma de um inteiro, concluimos que todo levantamento de f é uma funcao

crescente. O

Corolario 2.2.3. Seja f : St — S ¢ um homeomorfismo homotdpico a identidade, entio para

todo levantamento F' de f vale que |[F"(x) — F"(y)| < 1, sempre que |z —y| < 1.

Demonstracao. Vejamos que
y<zr+1=F"(y) <F'(z+1)=F"(z)+1= F"(y) — F*(z) < 1
e
r<y+l=F"(x)<F'(y+1)=F"(y)+1= F"(z) — F"(y) < L.

Portanto, |F™(x) — F™(y)| < 1, para todo x € N. O

A préxima proposicao ird mostrar que existe um nimero de rotacao para qualquer levan-
tamento de um homeomorfismo do circulo que preserva orientacao e que este independe do

ponto inicial. Antes disso, consideremos o seguinte lema.

Lema 2.2.3. Se uma sequéncia (an)nen Satisfaz amin < ap + amir + L para todos m,n € N e

algum k e L € Z, entao existe o limite

a
lim — € RU —o0.
n

Demonstracao. Comecemos por observar que a, ., < a, + dg, + L e portanto
An+m éan+am+k+[4San+am+a2k+2L:an+am+L,

Entao, as < a;+a1+ L' eas <as+a; + L <3a+ 1+ 2L. Consequentemente, por inducao,

a, <nay + (n—1)L". Logo

" -1
a_§a1+(n )
n

L/ S aq +L,
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Isto mostra que a sequéncia (a,)nen ¢ limitada superiormente e mostra também que

a
a = liminf = € R U —o0.
n—oo n

Tomando agora b,c € R que satisfagam a < b < ¢, entdo existe n tal que a,/n < b e

n > 2L'/(c—b). Se l > n e satisfaz [(c — b) > 2max,<,, G, temos

@ Gk ant +a, + L' ka,+a, + kL <Ean %+k[/
l I - l - l -1 l l
a, a, L c—b L c—b c—b
< ST+ <b+ + = <b+ + —c
n l n n 2 2

Desse modo, o limsup a,, ¢ menor que c. Como tomamos ¢ arbitrario satisfazendo a < ¢, temos

que liminf a,, = limsup a,,. Isto conclui a demonstracao. O

Proposigao 2.2.4. Seja f : ST — St um homeomorfismo homotdpico a identidade e F : R — R

um levantamento de f. Entao o limite

#(F) = lim 2(F"(z) — 2)

n—oo N

existe para todo x € R, € independente de x e estd definido a menos de um inteiro, isto €, se F'

e G forem levantamentos de f entao 7(F) — 7(G) € Z.

Demonstracao. Provemos primeiro a independéncia de z. Como f é um homeomorfismo
homotodpico & identidade, entao F(x + 1) = F(z) + 1 e dados x,y € [0, 1), usamos o Corolario
2.2.3 para obter |F(z) — F(y)| < 1. Consequentemente,

1 1 1 2
—(F"(x) —2) — = (F™(y) — < = (|F™(x) — F™ — —.
L) — )~ (P () )| < (P )~ F )+ - yl) <
Assim,
i L@ - )~y
n—oo n n—oo n

Desse modo, quando os limites existirem serao iguais.
Para provar a existéncia, tomemos = € R e sejam z,, = F"(z), ap := v, —x ¢ k := [a,] = a,

(mod 1). Entao

Umin = F™7(z)—2
= F™x,)+ F"(x+k)—F"(c+k)+rx—a2+k—-—k+x, -2, -2
= (F"(x+k)—(x+k)+ (v, —2)+ (F"(xn) — F"(x+ k) — (x, —x — k)

< a,,+a,+1.



47

Pois F™(y) — F"(z) <1l quandoy —z<1leux, —x —k=a, — [a,] > 0. Agora, como

b — an  F"(z)—x
" on n

= LN ) - )

= LY (F@) - )

> 1 —
= Jnin F(y) —y,

a sequéncia (b, )nen € limitada inferiormente e portanto o Lema 2.2.3 mostra que existe o limite
de b,.
Finalmente, se F' e G sdo levantamentos distintos do mesmo f : S' — S! entao 7(F) —

7(G) € Z. De fato, pela Observagao 2.2.2, G"(z) = F™(z) + nk. Desse modo,

7(G) = lim ¢ (1;3 — 7
Fm —
~ lm () +nk —z
n—00 n
= lim (@) + lim —
n—00 n n—oo N
= 7(F)+k.
Logo, 7(F) —7(G) =k € Z O

Definicao 2.2.3. Seja f um homeomorfismo do circulo homotdpico a identidade e seja F' um

levantamento de f. O nimero 7(f) = w(7(F)) diz-se o numero de rotagao de f.

Observe que a Proposigao 2.2.4 garante que o nimero 7(f) existe e estd bem definido. Além

disso, segue da mesma proposi¢ao que o 7(f) independe de x.

Exemplo 2.2.1. Entre os tipos mais simples de homeomorfismos de S* que sao homotdpicos
a identidade podemos citar as rotagoes. Seja a € [0,1) e considere a rota¢io R, em S*.

Lembremos que a orbita de um ponto x € S7 pela rotacao R, €
Or,(z) ={z+na (mod1):n >0}

Considere um levantamento Ry(z) = = + o+ k. Se a é wm niimero racional, o = p/q com p e
q primos entre si, entio qu = p € 7, e neste caso a orbita Og,(x) é periddica com periodo q.

Quando « € irracional, ja mostramos que nao existem orbitas periddicas e mostramos que a
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orbita de qualquer ponto € densa em S'. Em ambos os casos,

(R = lim fa@ =

n—00 n

(mod 1)

— lim r+oan+kn—x (mod 1)

n—00 n

= a+k (modl)

= Q.

A préxima proposi¢ao mostra como o conceito de numero de rotagao serve de critério para a
existéncia de pontos periédicos para um homeomorfismo f : S' — S* homotépico a identidade.
Saberemos se f possui pontos fixos e se f possui ou nao possui pontos periédicos via o niimero

de rotacao de f.

Proposigao 2.2.5 (Poincaré¢). Seja f : S' — S' um homeomorfismo de S homotdpico

identidade. Entao 7(f) € Q se, e somente se, f tem um ponto periddico.

Demonstrag¢ao. Seja F' um levantamento de f e suponha que 7(f) = b € Q, com p e g primos
4q

entre si. Mostraremos que f tem um ponto periédico de periodo g. A defini¢ao de 7 implica

que
) = i TS oa )
= m lim () = (mod 1)
n—o00 mn

para todo m € N. Logo
T(f?) =p (mod1) =0,

visto que o ntmero de rotacao esta definido a menos de inteiro. Assim, é suficiente mostrar
que se 7(f?) = 0 entdo f? tem um ponto fixo.
Suponhamos por absurdo que f? nao tem ponto fixo, consequentemente, F(z) —x ¢ Z

para todo x € R, uma vez que F(z) — x € Z implica que
fUr(x)) = mo FU(x) = m(n + x) = m(x),

ou seja, 7(z) é um ponto fixo de f9. Escolhemos o levantamento I’ de maneira que F9(0) € [0,1).
Assim, pelo teorema do valor intermediario 0 < F9(z) —x < 1. Como a fungao F? — Id ¢

continua em [0, 1], os seus minimos e maximos sao atingidos e portanto existe ¢ > 0 tal que

0<o< Fi(z)—ax<1-0<1. (2.8)
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Pela periodicidade de F? — Id, esta estimativa verifica-se para todo x € R. Em particular

podemos tomar x = F(0) na equagao 2.8 para obter
§ < FIH(0) — F'(0) <1-4.

Tomando i = 0,q,...,(n — 1)q para n € N, temos

§< FI0)<1—3§
§ < F2(0)— FI(0)<1-§

§ < FM(0) — Fba(0) <1 - 4.
Agora, somamos todos os termos para obter
nd < F(0) < (1 —d)n,
ou

(£)"(0)

0 < <1-0.

Fazendo n — oo, obtemos 7(f?) > 0, o que é um contradi¢do. Portanto, f¢ tem um ponto fixo,
donde f tem um ponto periédico de periodo q.
Reciprocamente, se f tiver um ponto periddico m(x) de periodo ¢, entdo w(z) = f4(m(x)) =

w(F(z)). Logo Fi(x) —x = p € Z. Assim, para n € N temos

Fra(z) —z 1 <= . , np p
ST NT(FUF(r)) — Fi()) = L = P
= g ) — P = T
Logo, fazendo n — oo temos que 7(f) € Q. O

Corolario 2.2.4. Seja f : S* — S um homeomorfismo de S' homotdpico a identidade. Entdo

7(f) € R/Q se, e somente se f nao tem um ponto periddico.

Corolario 2.2.5. Se f € um homeomorfismo do circulo que € homotdpico a identidade, entao

p(f) =0 se, e somente se, f tem um ponto fizo.

Embora ja conseguirmos dizer se um homeomorfismo homotépico & identidade f : S — S*
possui uma Orbita periddica, nao podemos afirmar que todas as orbitas de f sao periddicas,
como acontece com as rotacoes quando existe uma orbita periédica. Mas, como um resultado

interessante nesse caminho, temos a proposicao:

Proposicao 2.2.6. Seja f : St — S um homeomorfismo que homotopico & identidade com

numero de rotacao racional. Entao todas as orbitas que sao peritodicas tem o mesmo periodo.
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Demonstracao. Se 7(f) = p/q, onde p e ¢ sdo primos entre si, necessitamos de mostrar que
para qualquer ponto periddico 7(z) existe um levantamento F' de f para o qual F'9(z) = = + p,
donde teremos f(m(z)) = n(F(z)) = n(x + p) = n(x). Se w(x) for periddico e F for um
levantamento, entao F"(z) =x + s com r,s € Z e

FTL"" _
=7(F)= lim L CO R

k4L
q

Podemos tomar F' tal que k = 0, de forma que s = mp e r = mq. Agora, se Fi(x) —p > x,

entao pela monotonia de F
F?(z) = 2p = FI(F'(x) —p) —p> Fi(z) —p> =

e, por indugao, F"(z) — s = F™(x) — mp > z, contradizendo o fato de que F"(z) = x + s.
Logo, F™(z) — mp < z.
De forma anéloga, podemos mostrar que F"(z) — s < x quando F?(x) — p < x. Portanto

Fi(z) = x + p, ou seja, w(x) é um ponto periddico de periodo gq. ]

O proximo resultado examina a dependéncia do nimero de rotacao relativamente a trans-

formacao quando esta varia na topologia uniforme.

Proposicao 2.2.7. O nimero de rotagao € continuo na topologia uniforme, ou seja, € continua

na topologia uniforme a aplicagao f — 7(f).

Demonstra¢ao. Sejam 7(f) =7 e p'/q,p/q € Q tais que p'/¢ < 7 < p/q. Escolhermos um
levantamento F' de f que satisfaz 7(F) = 7(f) = 7. Veja que vale F(xz) — x < p para todo
x. De fato, caso contrario teriamos F%(x) — x > p para algum x € R e, consequentemente,
F*(x) > F(z) + p > x + 2p. Por indugao, podemos ver que F™ — z > np para todo n € N.

Mas isto contradiz nossa escolha de p/q, pois teriamos

F () —
A O e Ny

A funcao F'9 — Id ¢é periddica e continua, logo atinge o seu maximo e minimo. Assim, existe
§ > 0 tal que F9(x) < x4+ p — 6, para todo € R. Desse modo, todo homeomorfismo F
suficientemente proximo de F' na topologia uniforme satisfaz F"(z) — x < p para todo = € R.
Consequentemente, 7(f) < p/q, onde f é o homeomorfismo da circunferéncia que se levanta a,
F.

Um argumento anélogo envolvendo p' /¢’ mostra que 7(f) > p'/q¢’ para f um homeomorfismo

suficientemente préoximo de f na topologia uniforme. Isto completa a demonstracao. O
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2.3 A CLASSIFICACAO DE POINCARE

Nesta secao teremos como objetivo estudar o comportamento possivel das orbitas de
homeomorfismos da circunferéncia. Mais especificamente, dados um homeomorfismo f : St —
St ez € S, estudaremos a 6rbita de z quando 7(f) € Q ou 7(f) € R\ Q. Isto permite uma

descricao dos homeomorfismos da circunferéncia a menos de uma semi-conjugac¢ao monotona.

Definicao 2.3.1. Seja f : S' — S um homeomorfismo. Dizemos que f preserva a orientagdo
quando dados x,y € S com x < y tivermos f(x) < f(y), com a ordem natural do circulo no

sentido anti-hordrio.

Dado qualquer homeomorfismo f do circulo, devemos ter que deg(f) = +1. Assim, se o
homeomorfismo f é crescente, isto é, preserva orientacao, seu grau deve ser 1. No que segue
neste capitulo, por comodidade, consideraremos homeomorfismos f : S — S! que preservam
orientacgao.

A proxima proposicao diz que as orbitas periddicas de um homeomorfismo f da circunferéncia
que preserva orientagao se comportam como as da rotacao da circunferéncia com o mesmo
ntmero de rotagao, isto é, se o numero de rotagao de f for 7 e, considerando a rotagao R,

tivermos xg = Yo, Zn = f™(z0), yn = R*(yo) e os indices i, j e k sdo tais que

Yi <Y < Yk,

entao também temos

Ty < x5 < T

Proposigao 2.3.1. Seja f : St — S' um homeomorfismo que preserva orientagdo, com
nuimero de rotagdao racional T(f) = p/q, onde p e q primos entre si. Entao, para qualquer ponto
periddico x € S*, a ondem de {z, f(z), f*(z),..., T (z)} € a mesma ondem do conjunto

{0,p/q,2p/q,...(q—1)p/q}, o qual é a orbita de 0 pela rotagao R,.

Demonstragdo. Considere x € S* um ponto perioédico para f ei € {0,1,...q — 1} o primeiro
nimero de modo que fi(x) seja o primeiro ponto a direita de z na oérbita de z. Agora, se
existisse f!(x) € (fi(z), f*(x)), entdo | > i e f=(z) € (x, f{(z)) contradizendo a escolha de i.
Entdao f%(x) deve ser o primeiro ponto a direita de fi(x). Desse modo, os pontos da 6rbita de
x estdo ordenados da seguinte forma: =, f'(z), f¥(z),..., f@Vi(x).

Temos que fi(z) transforma cada intervalo da forma [f*(z), f*+1%(x)] no seu sucessor e

existem exatamente ¢ destes subintervalos, entdo podemos tomar um levantamento F de f*
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satisfazendo F(#) = & + 1, com & € 7' (z). Como f4(z) = z, existe um levantamento F(z)
de f(z) com F9(%) = + p. Como F' ¢ um levantamento de f?, existe algum k € Z tal que
Fi(z) = F(z) + k. Assim,

i+ip=F%%) = (F+ k(&) = FU(Z) + gk = & + 1 + k.

Portanto, ip = 1 + gk. Logo, i ¢ o tinico nimero entre 0 e ¢ tal que ip = 1(mod ¢). Como os

{0 p2  (q- 1)p}
Y q7 q Y ) q
estao ordenados como os pontos do conjunto

{O ip 2ip <q—1>z'p}

qa q q

pontos do conjunto

entao o teorema estd demonstrado. O

Consideraremos agora o caso em que o ntimero de rotacao de um homeomorfismo em S*
é irracional. O primeiro passo no sentido de obtermos uma classificagao neste caso consiste
em mostrar que as Orbitas de uma transformagao da circunferéncia f com ntmero de rotacao
7(f) € R\ Q estao ordenadas como as da rotagao R, por 7(f). A proposicdo que segue
apresenta alguma semelhanca ao resultado anterior no caso das rotagoes racionais em que as

orbitas periddicas estao ordenadas como as orbitas da rotagao correspondente.

Proposicao 2.3.2. Seja F : R — R um levantamento de um homeomorfismo que preserva
orientagio f : S* — S com mimero de rotagio T = 7(F) € R\Q entdo para ny,ny,my, my € Z
exeR

niT +my < neT +my se e s6 se  F™(x) +myq < F"(x) + meo.

Demonstra¢ao. Comecemos por observar que dados ny,ng, my, my € Z, a expressao p(r) =
F™(x)+my — F"(z) —mg nunca muda de sinal. De fato, por continuidade de p, uma mudanca

de sinal implica a existéncia de z € R tal que F™(z) +my — F"2(z) — my = 0 e, portanto,

T(F™"(2)) = 7(F"(2)) & f"(7(2)) = [ (7(2)). (2.9)

Agora, se ny > ny entao [ " (f™(w(z))) = f™(n(z)). Logo f™(m(z)) seria um ponto
periddico para f, mas isto contradiz o fato de f nao ter pontos periddicos. De forma anéloga
obtemos uma contradi¢gdo quando n; > ny. Em particular o sinal de p(z) é independente de .

Suponhamos agora que F™(0) + my < F"(0) + my. Com y := F™*(0) tal é equivalente

a F™~"2(y) —y < ms —my. Tal como antes, esta desigualdade verifica-se para todo y, em
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particular para y = 0 temos que F™~"2(0) < mgs — my. Por outro lado, para y = F™~"2(0),

temos

F2m=m2)(0) < (my —my) + F™7"2(0)

< 2(mg —my).
Pelo principio de inducao, concluimos que para todo n € N, vale
Frm=n2)(0) < n(my —my).
Se ny — ny > 0, entao

7= lim —Fn(n1*"2)(0> < lim nlms = mi) _ mz = m

n=oo n(ny —ng)  noee n(ng —ng)  ng—ny

com a desigualdade estrita, visto que 7 € R\ Q. Portanto
M7+ mqp < NoT + Mo.

Verifica-se facilmente que o mesmo resultado ocorre para o caso em em ny — n; > 0.
Provemos agora a implicagdo no sentido contrario. De modo idéntico, F™(0) + m; >

F™(0) + my implica que ny7 + my > noT + ms e a desigualdade nunca ocorre em qualquer

dos lados, visto que 7 € R\ Q e f(z) nao tem orbitas periddicas. Fica assim provada a

proposicao. ]

Neste ponto, temos a seguinte pergunta: quando é que uma transformacao da circunferéncia
é conjugada a uma rotacao? No caso de um nimero de rotagao racional, tal é raramente o
caso: como todas as orbitas de uma rotacao racional sao peridédicas com o mesmo periodo,
qualquer mudanca de coordenadas irad produzir novamente uma transformacgao apenas com
orbitas periddicas, uma transformagao f, de fato, tal que f? = Id. Logo, o fato de que f possui
nimero de rotagao racional nao implica que todas as érbitas sejam periddicas, embora as que
sejam periddicas tenham o mesmo periodo.

Essa restricao nao esta presente no caso de um numero de rotacao irracional e existe uma
intima relacao com as rotacoes irracionais, como veremos no Teorema 2.3.1.

Se f e g sao topologicamente conjugadas e a 6rbita de algum z por f nao visita um
certo aberto, entao a érbita do ponto correspondente por g também nao ira visitar o aberto
correspondente. Em outras palavras, cada orbita densa de um sistema corresponde a uma

Orbita densa do outro sistema.
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Como sabemos, rotacoes irracionais possuem todas as 6rbitas densas. Desse modo, podemos
concluir que sistemas topologicamente conjugados a rotagoes irracionais precisam ter todas
as suas oOrbitas densas. Um exemplo, devido a Denjoy, mostra a existéncia de difeomorfismos
f: St — S com ntimero de rotacao irracional arbitrario e sem érbitas densas, o que mostra
que nem todo homeomorfismo com nimero de rotacgao irracional tem que ser conjugado a uma

rotacao irracional.

Teorema 2.3.1 (Classificagao de Poincaré). Seja f : S* — S* um homeomorfismo que preserva

orientacao com numero de rotacao irracional.
(1) Se f € teologicamente transitivo, entio f € topologicamente conjugada o rotagdo Ry (y).

2) Se f nao € topologicamente transitivo, entao f tem a rotacio R,y como um fator
(f)

topoldgico, via uma aplicagdo h : S' — S, ndao-invertivel, continua e mondtona.

Demonstragao. Escolhermos um levantamento F': R — R de f e sejam 7 = 7(f), z € R fixo e

B = {F"(x) + m},mez 0 levantamento total da 6rbita de m(z) € S'. Definamos

H:B — R

F'(xz)+m +— nt+m.

A Proposigao 2.3.2 implica que esta transformacao é monétona. Notemos que H(B) é denso em
R, uma vez que 7 é irracional e assim, pela Proposi¢ao 2.1.3, a fun¢do n — nt+m(mod 1) n € N
¢ densa em [0,1] .

Escreva R, : R — R,z +— 2+ 7, onde R, é um levantamento de R,, entdo Ho F = R. o H

em B, visto que

HoF(F"(z)+m)=H(F" (z)+m)=Mn+1)7+m

R, o H(F™(z) +m) = R.(n7 +m) = (n+ 1)1 + m.

Afirmacao. H tem uma extensdo continua para o fecho B de B. De fato, se y € B entéo
existe uma sequéncia {x, },eny C B tal que y = lim x,. Queremos, portanto, definir H(y) :=
n—oo
lim H(z,). Para mostrar que lim H(z,) existe e ndo depende da escolha de uma sequéncia
n—oo

n—o0

aproximando ¥, observemos primeiro que os limites

liminf H(z,), limsup H(z,)

n—00 n—00
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existem e sao independentes da sequéncia, pois H é mono6tona. Por outro lado, se estes limites
forem diferentes, entdo R\ H(B) contém um intervalo o que contradiz a densidade de H(B).

Portanto, se y € B e 2, — y, com {2, }neny C B, entdo

H(y) := lim H(z,)

n—o0

define uma extensdo continua de H em B. Isto termina a prova da afirmacéo.

Finalmente, podemos facilmente estender H para R. Primeiro, note que H : B — R é
monotona e sobrejetora. De fato, seja y € R. Como H(B) é denso em R, existe uma sequéncia
{H(z,)} com {z,,} C B limitada (pela monotonicidade de H), tal que lim H(z,) = y. Logo
existe {z,, } convergente, e como o B & fechado, limz,, =z € B. Assim H(z) = lim H(z,,) =
y. Consequentemente, H(B) = R.

Assim, a tnica opcao para definir H nos intervalos complementares a B é fazer H constante

nesses intervalos, escolhendo a constante igual aos valores nos extremos do intervalo. Temos

entao uma funcao H : R — R nao decrescente tal que H o F'= R, o H e, para z € B, vale
Hz+1)=H(F"(x)+m+1)=nt+m+1=H(z)+ 1L

Veja que esta propriedade continua vélida para z € R. Por isso, garantimos a existéncia de

uma semi-conjugacao h : ST — S' de modo que
hof=R,oh.

Para concluir o teorema, observamos que no caso transitivo nés come¢amos com uma orbita

densa, logo B=R e h: S' — S' é um homeomorfismo. O

2.4 TEOREMA DE DENJOY

O teorema de Denjoy da uma condigao suficiente para que um homeomorfismo do circulo

seja conjugado a uma rotacao.

Definigao 2.4.1. Diz-se que f : [a,b] — R tem uma variag¢ao limitada se sua variagao total

for finita, isto €, se

Var(f) =sup Y _[f(zx) — fze1)] < 00 (2.10)

onde o supremo € tomado sobre todas as particoes a = xog < x1 < -+ < T, =b.



56

Exemplo 2.4.1. Toda funcao lipschitziana € de variacao limitada. Qualquer funcao f :
[a,b] = R (f € C') tem variagdo limitada. De fato, como [ : [a,b] — R é continua, existe

k>0 tal que |f'(z)| < k para todo x € [a,b], assim, |f(xy) — f(xrp_1)| < k|lzg — xp_1].

Observagao 2.4.1. Se uma fun¢ao continua f : [0,1] — R tem varia¢ao limitada e inf |f| > 0,

entao a funcgao log|f]:[0,1] — R também tem variacao limitada. De fato,

Var(log|f]) = sup2|10g|f($i)| —log | f(wi1)]|
= supz log|fxZ 1 |‘

= supi log (1 - I)}(fil—l()grl 1)|)’

< X [

< - flm supZHf o)l = (i)
< i sup;f(xl) = @)l
< fl‘f‘Var(ﬁ

Teorema 2.4.1 ( Denjoy). Se f: S' — S, de classe C', é um homeomorfismo que preserva
orientagdo com niumero de rotagao T = 7(f) irracional e derivada de variag¢ao limitada, entdo

f € transitivo e portanto topologicamente conjugada & rotagao R

A ideia da prova desse resultado consiste em admitir que f nao seja transitivo e assim
encontrar uma familia 7, de uma infinidade de intervalos disjuntos em S*, de modo que, pelo
fato de Var(f') < oo, existam subcolegoes de tais intervalos para os quais vale a seguinte

estimativa:
l(1,,) > K,
onde K é uma constante maior que zero e [([,) ¢ o comprimento de um intervalo qualquer
desta familia. E 6bvio que
> our
n
Entao teremos uma contradicao e f devera ser transitivo.

Lema 2.4.1. Se f : St — St for um homeomorfismo com niimero de rotacdo irracional, entdo
para xo € St existem infinitos n € N tais que os intervalos f*((zo, f~(x0))) sdo disjuntos para

0<k<n.
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Demonstragao. Escrevamos xj, = f*(xg),I = (9, 7_,). A afirmacio envolve apenas a ordena-
¢ao da orbita de zy. Visto que f ou é conjugada ou semi-conjugada a uma rotagao irracional,
podemos assumir que f é uma rotagao irracional. Neste caso é claro que a afirmagcao se verifica
para todos os n € N tais que para a < k < n nenhum x;, pertence a /. Mas como a 6rbita de
xo € densa e portanto tem uma subsequéncia que converge para xo, existem infinitos n nas

condicoes desejadas. O]

Lema 2.4.2. Seja X = S' e Y C X. Suponhamos que f : X — X e tal que f|y € de classe C"!
com f' de variag¢ao limitada e inf |f'| >0 em Y. Seja V < 0o a variagao de ¢ : x — log | f'(z)].
Se I CY for um intervalo tal que I, f(I),..., f*(I) sdo intervalos disjuntos dois a dois em'Y

ex,y € I entao

Y@l
(V) < [y < P V)
Demonstracao.
V=Var(oglf) > 3 le(f*@) — o)
> Zsa(f’“(x))—Zsa(f’“(y))|
— |log (H f(F*(x))] - ﬁ !f’%f’“(y))\) '
| 0@
- 1g|(f")’(x)l"
A afirmacao obtém-se aplicando exponenciais. H

Lema 2.4.3. Se f nao € conjugada a uma rotacdo, I € um intervalo no complementar de

E =w(x) en é como no Lema 2.4.1 entao, para todo x € I

exp(—=V) < (f")'(z).(f ") (z) < exp(V).

Demonstragio. O conjunto F = wy(z) nao é denso em S'. Logo o complementar de E em S*
¢ a unido disjunta de intervalos abertos. Se I = (a,b) é um desses intervalos, entao o conjunto
{f™(I)} estd em E° e vale que f™*(I)N f™(I) = 0 para todo n,m € Z, com n # m. De fato,
se tivéssemos f™(I) N f™(I) # () para n,m € Z, entdo o intervalo B = f™*(I) N f™(I) satisfaz
f"™(B) = B. Logo a continuidade de f implica que a funcdo f"~™ : B — B teria um ponto
fixo, contradizendo a hipétese de 7 ser irracional. Entao, dado n como no Lema 2.4.1, podemos

aplicar o Lema 2.4.2, com y = f~"(z), observando que, pela regra da cadeia,

(fo ) (y) =1=(f")(=) - (f")(y) =1
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]

Demonstragao. (Do Teorema 2.4.1). Suponhamos que f nao seja conjugado a uma rotagao.
Tomemos um intervalo I C E¢, E = wy(zy) com xy € S'. Entao, dado x € I, a definigao de

comprimento e o Lema 2.4.3 implicam que

)+ o) = [ @l 167 @) da
= JUr @I+ @) do
> [ VIV @I @] do
> [ VeV do

= I(I)-eV/?

para infinitos n € N. Mas isto contradiz ) I(f"(I)) < 1. Portanto, f ¢ transitivo e, pelo

Teorema 2.3.1, f é conjugada a rotacao R,. ]
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3 HOMEOMORFISMOS NO TORO T?

Este capitulo é dedicado & prova do Teorema Principal desta dissertagao, o qual foi obtido
por John Franks em [5] e estabelece o seguinte.

Teorema Principal. Sejam f : T? — T? um homeomorfismo homotépico a identidade
e [ : R?> — R? um levantamento de f. Suponha que vy, vs,v3 € v4 530 pontos extremais do
conjunto convexo p(F') (com pelo menos trés deles distintos), e que 0 esta no interior da do
envoltério convexo desses vetores. Entao F' possui um ponto fixo.

Na Secao 3.2.1, provaremos uma versao mais simples deste Teorema, onde o conjunto
de rotagdo p(F') é substituido por um conjunto compacto, invariante por f e d-transitivo,
A C R(f). Os conceitos de levantamento e conjunto de rotagao serdo apresentados na Segao

3.1. Finalmente, na secao 3.2.2, apresentaremos a prova do resultado acima.

3.1 CONJUNTO DE ROTACAO

Nesta secao estudaremos um conceito que generaliza o niimero de rotagao de um homeo-
morfismo homotépico & identidade do S' para homeomorfismo homotépico & identidade do
toro T2?. O conjunto obtido é um subconjunto do plano com a propriedade de ser convexo,
conexo e fechado, chamado de conjunto de rotacao.

No capitulo 2 vimos que o ntimero de rotacao para homeomorfismos homotopicos a iden-
tidade do S! serve de critério para decidir se um homeomorfismo possui ou nao um ponto
periodico. Vimos também que se este ntimero é 0, entao o homeomorfismo possui ponto fixo.
Demonstraremos na se¢ao 3.4 um teorema similar devido a John Franks para homeomorfismos
homotopicos & identidade no T2, no caso em que o vetor 0 pertence ao interior do conjunto de
rotacao a ser definido.

A principio, iremos apresentar algumas propriedades para homeomorfismos f : T — T"
homotopicos a identidade, mas iremos priorizar o nosso trabalho para o caso em que n = 2. O

motivo se deve ao fato de que a teoria de pontos fixos é muito desenvolvida para homeomorfismos
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do plano (que serao os levantamentos dos homeomorfismos do toro que iremos estudar). Além
disso,existem propriedades para o conjunto de rotagao, como por exemplo convexidade, que
podem nao ser validas quando n > 2.

Lembremos que um levantamento de um homeomorfismo f : T" — T" ao recobrimento
universal R” é um homeomorfismo F : R® — R™ tal que for = mo F com, 7 : R? = T? a
projecao canoénica. Se Fj é um levantamento de f, entao Fy = F} — 2z com z € Z" é um outro

levantamento de f. De fato, basta ver que
m(Fy(2)) = m(Fi(z) + 2) = 7(Fi(2)) = f(7(2)).

Além disso, como F; e Fy sao fungoes continuas, entao F; — F, : R — Z" é uma funcao
continua e, portanto, é uma funcao constante. Desse modo, todos os levantamentos de f sao
da forma F' + z com z € Z" e F' um levantamento de f.

Se f:T" — T" é um homeomorfismo homotopico & identidade, provaremos na proposi¢ao
3.1.1 que todo levantamento F' : R” — R"™ comuta com uma translagao. Antes, lembremos que
pelo Exemplo 1.2.1, quaisquer duas fungoes continuas no R™ sao homotépicas. Em particular,

qualquer levantamento de f é homotopico a fungao Id.

Proposicao 3.1.1. Sejam f : T" — T™ wm homeomorfismo homotopico a identidade e

F:R"™ — R"™ um levantamento ao recobrimento universal. Entao, para todo k € 7",
F(x+ k)= F(z) + k.

Demonstracao. Observemos primeiro que sendo F' um levantamento de f, entao para todo
x € R", podemos escrever F(x +v) = F(x) + k(xz,v), Vv € Z" e k: R" x Z™ — Z", pois pela

definicao de levantamento, temos que,

m(F(x)) = f(r(2)) = [(7(z +v)) = 7(F(x +v)).

Entao k£ é uma funcao continua que assume valores em Z". Além disso, fixado v e variando x,
k é uma fungdo constante: k(x,v) = k(y,v) para quaisquer z,y € R" e v € Z".

Como f é homotdpico a identidade, existem f; : T" — T™ que variam continuamente com
t € 10,1], tal que fo = Id, fi = f e para cada t consideramos um levantamento F;. Entao,

podemos escrever

Fi(x +v) = Fy(x) + k(t, z,v).

Tal como antes, k£ ¢ uma fungao continua com respeito a t e assume valores em Z", desso modo,

temos que k s6 depende de v. Entao, escreveremos apenas k(v). Logo, para todo t € [0, 1],

Fi(z +v) = Fy(x) + k(v).
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Finalmente, considere a func¢ao identidade Id = Fy em R"™, que é um levantamento da

funcao identidade do toro. Desse modo,
r+v=I1dz+v)=Fy(x+v)=Fy(z)+ k(v) = Id(z) + k(v) = 2+ k(v),

ou seja, v = k(v) para qualquer ¢t uma vez que é constante com respeito a t. Se tomarmos
outro levantamento G de f, teremos que G(z) = F(z) + ¢ para algum ¢ € Z" e para todo

x € R™. Além disso,
Glz+v)=F(x+v)+c=F(x)+v+c=G(z)+v.
Logo, F(x + k) = F(x) 4+ k para todo k € Z™ e para todo levantamento de f. ]

Corolario 3.1.1. Sejam f : T" — T™ um homeomorfismo homotdpico a identidade e F

R™ — R™ um levantamento ao recobrimento universal. Entao, para todo k € 7™,
F'(x + k)= F"(x) + k.

Demonstracao. Iremos provar por indugao. Para n = 1 o resultado segue pela Proposicao
3.1.1. Assumindo como hipétese de indugao que o resultado vale para n > 1, ou seja, que
F'(x+k) = F*(z)+k, veja que F""Y(x+k) = FroF(x+k) = F'(F(z)+k) = F'(F(x))+k =
F"(z) 4+ k. Logo, por indugao, F"(x + k) = F™(x) + k para todo n € N. O

Com o intuito de tentarmos generalizar a nogao de nimero de rotagao definido no capitulo
2, surgiram as defini¢oes de conjunto de rotac¢ao, conjunto de rota¢ao baseado em pontos e
conjunto de rotagdao médio para homeomorfismo no toro T™ que sejam homotopicos & identidade.
A ideia principal para estudar e definir os conjuntos de rotagao é considerar um levantamento
F . R™ — R™ ao recobrimento universal e usar este levantamento para analisar o deslocamento
de um ponto x € T" no recobrimento.

A primeira generalizagao do nimero de rotagao é a definicao 3.1.1. No entanto, vamos usar

principalmente a definicao 3.1.2.

Definigao 3.1.1. Seja f : T" — T™ um homeomorfismo homotdpico & identidade e F : R" —

R™ um levantamento. Dado x € R", seja p(F,x) o conjuntos de todos os pontos de acumulagdo

de
{—F"(xn)—x ]n@Z*}.

O congunto de rotagdo baseado em pontos de F', denotado por p,(F), € definido como

oo(F) = | p(F.2).

z€R™
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Observacgao 3.1.1. Quando n =1 o conjunto p,(F') coincide com o nimero de rotagao. Como
vimos na Proposicao 2.2.4, o numero de rotagao para homeomorfismos do circulo que sejam
homotdpicos a identidade nao dependo do x € S*. Contudo, para n > 2, p(F,z) pode depender

de x, ver exemplo 3.1.5.

Definicao 3.1.2. Seja f: T" — T™ um homeomorfismo homotdpico a identidade e F': R™ —
R™ um levantamento. O conjunto de rotacao de F, p(F), € o conjunto de todos os pontos de

acumulagao do subconjunto de R™:
F'(x;) — @
{M | @ ER”,nGZ*},
n

ou seja, v € p(F) se existe uma sequéncia x; € R" e n; € ZT com limn; = oo tal que

Fri(q.) — .
A ) Rl
1— 00 nl

Sejam f : T" — T™ um homeomorfismo homotépico a identidade e F' : R® — R" um
levantamento de f. Para definirmos o conjunto de rotacao médio de F' iremos utilizar a funcao
auxiliar ¢ : T" — R™ definida por ¢(z) = F(y) — y, onde y € 7~ *(z). Veja que ¢ estd bem
definida, isto ¢, nao depende de y € 7w~ !(x) pois F comuta com as translagoes por vetores de Z" e,
portanto, F'(y+z) = F(y)+z com z € Z". Logo F(y+2)—(y+z) = F(y)+z—(y+z2) = F(y)—y
com z € Z", ou seja, como os vetores de 7~ !(z) diferem por um vetor de Z", a fungao ¢ nao
depende de y € 771 (z).

Denotamos por M(f) o espago da medidas de probabilidades f-invariantes em T" e
denotemos por Mg(f) o subespago das medidas ergodicas por f. Se p € Mg(f) entdao, como u

é f-invariante e ergddica para f, o teorema ergodico de Birkhoff, assegura que

n—1
ti 5" o(7 @)~ [ 6du - ato. .11
k=0
Por outro lado, para m(y) = x,
n—1 n—1 n .
IS o) = S - o) = Y (3.12)
k=0 k=0

Portanto, por (3.11) e (3.12), para u-quase todo z € T", se y € 7 !(z) concluimos que

Fr(y) —
lim % 5 / ddy,

n—oo

ou seja, [ ¢du € p,(F) para todo p € Mg(f).
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Definicao 3.1.3. Seja f: T™ — T™ um homeomorfismo homotdpico a identidade e F : R™ —

R"™ um levantamento. O conjunto de rota¢ao médio de F' € o conjunto

pm(F) = (/d)du LpE ME(f)> :

Observacao 3.1.2. Segue diretamente das definicoes 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3 que para homeomor-

fismo homotopicos a identidade no toro T" valem as inclusoes

pulF) C py(F) C p(F).

Em [16], M. Misiurewich e K. Ziemian mostram um resultado interessante relacionando as
definigoes 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3 quando n = 2. Este resultado sera enunciado na Proposi¢ao 3.1.2.

Antes, vejamos a definicao de envoltério convexo e vértice de um conjunto.

Definicao 3.1.4. Dado um conjunto C qualquer, o menor conjunto convexro que contém
C ¢ denominado envoltorio convexo. Em outras palavras, o envoltorio convexo de C' € a
interseccao de todos os conjuntos convexos que contém C. Denotaremos o envoltorio converxo
de C' por Conv(C). Todo ponto p € C tal que nao existem py,ps € C,p1 # pa, que satisfagam

p=ap + (1 —a)py,a € (0,1) é denominado ponto extremo ou vértice.

Uma propriedade interessante sobre o conjunto de rotagao p(F'), com F' um levantamento
de um homeomorfismo homotépico & identidade f : T? — T2, é a convexidade de tal conjunto,
ou seja, para todo z ey em p(F) e 0 <t <1, temos tx+ (1 —t)y € p(F'). Para a demonstragao
deste resultado consultar [16].

A prova da seguinte proposi¢ao pode ser achada em [16].

Proposicao 3.1.2. Seja F' : R? — R? um levantamento de um homeomorfismo homotdpico a

identidade em T? , entdo
Conv(pp(F)) = p(F) = Conv(pm(F)).

Observagao 3.1.3. J. Llibre e R. Mackay mostraram em [14] um exemplo para o toro T® em
que Conv(p,(F)) # p(F). Este é mais um dos motivos pelo qual estudaremos apenas o toro
T2. Em [16], para qualquer levantamento F de um homeomorfismo homotdpico & identidade,

vale que

Conv(p(F)) = Conv(p,(F)).

Logo, com a Observag¢ao 3.1.2, tem-se

Conv(py(F)) = Conv(p(F)).
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No que segue, apresentaremos apenas resultados para homeomorfismos homotoépicos a
identidade no toro T2, embora alguns desses resultados, como por exemplo o Lema 3.1.2 ¢ a
Proposicao 3.1.3, possam ser generalizados para homeomorfismos homotépicos a identidade no

toro T™.

Lema 3.1.1. Seja F' um levantamento de um homeomorfismo homotdpico a identidade f :

T? — T?, entdo os pontos extremais de p(F) pertencem a p(F,x), com x € 7 (Q(f)).

Demonstragao. O Teorema 1.1.7 afirma que para cada u € M(f) temos que p(Q(f)) = 1, isto

é, p-quase todo ponto de T? ¢ nao-errante, entao

[ odneUntF.o), « e up).

Usando isto e a proposicao 3.1.2,

p(F) = Conv ({{Jp(F ), w € m(@)}).
Por outro lado, como p(F,z) C p(F) para todo x € T?, segue o resultado desejado. ]

A proxima proposigdo mostra que o p(F') é fechado e nos fornece uma caracterizagdo para

este conjunto.

Proposicao 3.1.3. Temos que p(F) = ﬂ U Ki(F), onde Ky(F) = {# | x € RQ} .
n>1k>n

Em particular, p(F') € fechado.

Demonstracao. Devemos mostrar duas inclusoes:

L p(F) C ﬂnZl U@n Ky (F).
Seja v € p(F). Precisamos mostrar que v € (-, Ki(F) para todo i > 1. Fixemos i > 1.
Como v € p(F), dado € > 0, existe n; > i e z; € R? tal que

n;

lv — w;|| <€, onde w; =

Mas por defini¢io de Ki(F),w; € K, (F) e portanto w; € (J,; Kx(F). Logo v €
UkZi Kk(F)

2. Nis1 Upsi Ki(F) C p(F).
Seja v € (V;5; Upss Kik(F). Entdo para todo i > 1,v € |5, Ki(F') e portanto existe

1
v; € UKk(F) tal que ||v —v;]| < 7

k>i
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Como v; € Ukzi Ky (F), existe z; € R? e n; > i tais que v; = %3_(“) Porém v; — v
quando i — oo. Logo v € p(F).
Como p(F) é a intersec¢ao de conjuntos fechados, entao p(F) é fechado. O

Observacgao 3.1.4. O fato de (F* — Id) ser uma fungdao Z*-periodica implica que p(F) pode
ser obtido a partir das médias feitas com pontos x € I*, onde I = [0,1]. Isto seque do sequinte
lema:

Fk(z) —z

Lema 3.1.2. Temos que Ky(F) = { .

T E IQ}, onde I = [0,1]. Em particular, os

conjuntos Ky(F) e p(F) sao compactos.

Demonstra¢ao. Como f(x) é homotopico a identidade, podemos fazer uso do Corolario 3.1.1 e

ver que
Frrx+1)—(x+ ) =FFa)+l—2—1=Fk2a) -2, VIeZ

Entao, dados = e k escolhemos | € Z? de forma que y := 2 + | € I? e consequentemente
Fra)—ax _ F*y)—y
k N k '

Segue entao que o conjunto Kj(F') e compacto para todo k. Portanto, como a intersecgao de

compactos é compacto, p(F') é compacto. ]

A Proposicao 3.1.4 esclarece a relagao existente entre os conjunto de rotagao de levantamentos

de f e mostra a relagao que existe entre p(F™) e p(F).

Proposicao 3.1.4. Dados um levantamento F de um homeomorfismo f : T? — T? homotdpico

a identidade, n € N e p € Z*. Temos
(a) p(F +p) = p(F) +p.
(b) p(F™) = mp(F).

Demonstragao. Prova de (a). Consideremos {z;} C R* e {m;} C N com m; — oo quando

k — oo. Entao
e _
& v+ p=lim M +p
k—oo mp
F (21,) + myp — 2
my
F my, _
& v+ p=lim (£ +p)™ () k.
k—oo me

mi —
b= L L ze) = 2

k—oo mp

& v+p:khm
—00
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Consequentemente,

veEp(F)ev+pep(F+p).
Prova de (b). Mostremos as duas inclusoes p(F™) C mp(F) e mp(F) C p(F™).
L. p(F™) C mp(F). Seja v € p(F™). Queremos ver que v/m € p(F). Como v € p(F™),

existem ny e 2z com tais que

(Fm)nk (Zk) — Zk ank (Zk) — Zk

v = lim = lim ,
k—o0 ng k—o0 Nk
isto implica que
v . Fm™ye(z) — 2,
U ) ) — e
m k—o0 mng

Consequentemente, v/m € p(F).

2. mp(F') C p(F™). Se v € p(F), entao existem zj e ny tais que

FE —
k—o0 Nk

Para cada ny, existem [, e r, com 0 < r, < m, de modo que podemos escrever n, =

mly + rg, e concluir que [, — oo quando ny — oo. Provaremos que

— 0, k — .

Fme (Zk) — 25 B lek(zk) — 2k
T mlk

De fato, como

H Pm’C (Zk) — Zk lek (Zk) — Zk

N, mly, -
F(zp) — 2z, F™(zx) — 2 Fre(zy) — 2z F™(z) — 2
H Ny, B mly, H mly, - mly, -
e\ 11 Fre(F™e(z.)) — F™x ()
17 = 2 o = | mi )
H F(z) — 2 ‘ e | H re FR(E™R(2)) — F™ezy)
N (mly,) (mly,) T ’

e |(W:’;k)| — 0, basta observamos pelo Lema 3.1.2 que

P (B () — F™s ()

Tk

esta limitado. Desse modo, teremos que

(F™)% (21) = 2
Iy

— M.

Logo mp(F) C p(F™).
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]

Apesar de simples, as propriedades na Proposicao 3.1.4 s@o tteis e serao usadas no restante

da dissertacao, por exemplo, na demonstracao do Teorema 3.4.2.

Teorema 3.1.1. Se F : R? — R? € um levantamento de f : T? — T?, entdo o conjunto de

rotag¢ao p(F') € conexo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que p(F') ndo é conexo. Como p(F) é compacto, existem A e B
compactos com AN B =0 e p(F) = AU B. Logo existem vizinhangas abertas U,V de A, B
respectivamente tais que U e V sdo compactos, disjuntos e p(F) C U U V. Em particular
§=dU,V)>0.

Tomemos v e w elementos de A e B respectivamente. Segue da definigdo de p(F') que

existem sequéncias de inteiros n;, k; e sequéncias de pontos z;, y; tais que

Fri(e;) —a; F5 (y;) — v
o i o) —w o FU) — vy

Seja z € R?. Como K;(F) é compacto, existe M tal que ||F(t) —t|| < M, para todo t € R%

Entao, fazendo ¢t = F™(z) temos o seguinte

HFnH(z)l—z_F”(z)—z 3 'F(t)—lz_F(t)—z +HF(t)—z_t—z

n+ n - n+ n n n
= Jro- G- 5
R | KA R 6
< HF(t)—zll(%—nil)+%

A
E
=
+

|

IN

o).

Como ||[F™(z) — z|| < [[F™(2) — F" ' (2)|| + -+ + | F(2) — (2)]| < (n+ 1)M, entdo voltando

novamente para t = F"(z), temos que, para quaisquer n>1ezeR%:

Frtl(z) — Fm Fri(z 2M
(2)—z ( L) <M
n+1 n—+ 1 n
Provaremos agora que existe N tal que % € UUV, para todon > N e z € R2,

De fato, como p(F) C UUV, existe N tal que n > N temos (., K, C UUV. Assim,
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Vn>N, K,CUUYV, e portanto

Fr(s) —
{#:wﬂ@?}cUuuvnzN.

Fixemos 7 satisfazendo as seguintes condigoes:

2M Fri(x;) — x;
<o,n;>N e {M}EU (3.13)
n; n;
Seja j tal que
Fki(y.) — .
J

Uma vez que ¢ satisfaz 3.13, temos que, para todo n > n;
— < <
n+1 n - -

<d=d(U,V).

n n;

F™(x)—(z;) . _ Fri(m)—m
—=—=2 € U para todo n > n;. Em particular, como k; > n;, u; = —*—¢€Ue

Entao, ,

k‘ L) — .
usando 3.14, temos que v; = W eV.
J

Se C' é um caminho que liga z; e y; entdo C' = (%(F’“] - [d)) (C') & um caminho que liga

u; a v;. Assim, como k; > N, por K;, C U UV, terfamos C c UUV. Dessa forma CNU
e C' NV formariam uma cisio de C, o que contraria o fato de C' ser conexo. Logo p(F) é

conexo. OJ

. . . = F*5 (z;)—;
Figura 3.7: Caminho C que une z; com y; e caminho C' que une u; = % com v; =
J
F*5 (y;)— . —
%, contrariando o fato de que C' é conexo.
J

Observacao 3.1.5. Como o0s subconjuntos convexos e conexos de R? sdao pontos, retas ou
conjuntos com interior nao vazio, p(F) sd pode ser um ponto, um segmento de reta ou possuir

mterior nao vazio.

Observagao 3.1.6. O exemplo citado na Observagao 3.1.3 também mostra que p(F') pode

nao ser convexo para F um levantamento de um homeomorfismos homotopico & identidade

f:T3 — T3,
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3.1.1 EXEMPLOS

A seguir, apresentaremos exemplos de homeomorfismos que tém como conjunto de rotagao,
respectivamente, um ponto, um segmento de reta ou possuir interior nao vazio. No primeiro
exemplo, trabalharemos com as translacoes em R? e iremos mostrar que o conjunto de rotacao
¢ um tnico ponto de R?. No segundo exemplo, veremos um homeomorfismo cujo conjunto de
rotacao ¢ um segmento de reta. No terceiro exemplo, construiremos um homeomorfismo F' de

modo que p(F') tenha interior nao vazio.

Exemplo 3.1.1. Considere a translagio F(z) = z+v em R? v € R%. Veja que F™(x) = x+nv

e, calculando o quociente ©=14  teremos que
n
F'(x)—=x
<—> =v, VneN.
n

Dessa forma, p(F,z) = {v} para todo x € R?. Como p,(F) = U,p(F,x), seque que

pp(F) = U {v} = v.
Para calcularmos p(F), observe que Ki(F) = {v} e, usando o Proposi¢io 3.1.3, temos

p(F) = Muz1Ursnk, ()
= Mu>1{v}

= {v}.

Exemplo 3.1.2. Vejamos um homeomorfismo cujo conjunto de rotac¢ao seja um segmento de
reta. Considere o homeomorfismo F(x,y) = (z 4 cos(2wy),y). Dado z = (z,t) € R x {t}, veja
que

F™(x,t) — (z,t) (x +ncos(2nt), t) — (x,t)

= (cos(27t),0).

Logo p(F, z) = {cos(2nt),0}. Desse modo, p,(F) = [—1,1] x {0}. Consequentemente,
p(F) = conv(pp(F)) = conv([=1,1] x {0}) = [-1,1] x {0}.
FEste exemplo € devido a Frangoes Béguin e pode ser encontrado em [1].

Exemplo 3.1.3. Vamos construir um homeomorfismo para o qual p(F) = [0,1]%. Considere

G(z,y) = (z+9y),y), H(z,y)=(z,y+p(x)),

onde ¢, : R — [0,1] sdo fungdes continuas e periodicas com periodo 1 satisfazendo ¢(t) =

pt)y=0emteZep(t)=¢({t)=1set€l/24+7Z. Para F = H o G, vejamos que
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Vamos calcular o quociente w para cada (z,y) anterior. Para (0,0) temos que

F*(0,0) — (0,0)
k

Portanto, p(F, (0,0)) = (0,0). Agora, observe que F? ((3,0)) = (3,2), F*((3,0)) = (3.3) e,

29
usando inducdio, F* ((%,O)) = (%, k:), de modo que

= (0,0).

k(1 _ (1
F (2’0) (270) —_ (071)
k
Logo p (F, (%,O)) = (0,1). Procedendo da mesma maneira, obtemos p (F, (0, %)) = (1,0) e
p(F,(3,3)) = (1,1). Desta forma,

{(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)} C pp(F).

Como p(F) é convexo, seque que [0,1]*> C p(F). Por outro lado, se F(xy,x3) = (y1,y2) entdo
0<z—y1 <1e0 < xy—1ys <1. Consequentemente, p(F) C [0,1]%. Isto completa a
demonstracao de que

o(F) = [0,1]2
Este exemplo também é devido a Frangoes Béguin e pode ser encontrado em [1].

Observagao 3.1.7. Em [12], J. Kwapisz provou que qualquer poligono convexo D de extremos

racionais € conjunto de rotagao para um levantamento F de um homeomorfismos homotdpico a
identidade f : T? — T2.
3.2 TEOREMA PRINCIPAL

A prova do Teorema Principal seré feita em duas etapas. Na primeira etapa, provaremos o
Teorema para o caso d-transitivo, ou seja, provaremos uma versao mais forte do Teorema. Na

segunda etapa, provaremos o caso geral usando o caso d-transitivo.

3.3 0O CASO 5-TRANSITIVO

Nesta secao, iremos apresentar resultados que permitam demonstrar o Teorema 3.3.1.

Assumiremos que f : T? — T? ¢ um homeomorfismo homotépico & identidade e F' : R? — R? ¢
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um levantamento de f. Lembremos que R(f) denota o conjunto dos pontos recorrentes por

cadeia para f, conforme a Definicao 1.1.12 do capitulo 1.

Definigao 3.3.1. Seja A C T? um subconjunto compacto invariante de R(f) e seja F um
levantamento de f. Denotamos por p(F, ) os pontos de acumula¢ao do conjunto

{M,W(I)GA en>0}.

n
Teorema 3.3.1. Se para todo § > 0 podemos encontrar um subconjunto compacto, invariante
e 0-transitivo, A C R(f), tal que 0 pertence ao interior do envoltdrio convezo de p(F,A), entdo

existe um ponto fixo para F.

Queremos demonstrar o Teorema 3.3.1 a partir dos lemas que iremos apresentar a seguir.
A demonstragao deste Teorema sera apresentada no Corolario 3.3.1. O Lema 3.3.1 serd usado

na demonstracao do Lema 3.3.2 e o Lema 3.3.3 sera usado na demonstragao do Lema 3.3.4.

Lema 3.3.1. Sejam z,y € R%. Se U ¢ um aberto que contém o segmento Ty = {tx + (1 —t)y :
t € [0,1]} , entao existe h : R*> — R?* um homeomorfismo homotdpico a identidade tal que

hz) =y eh |g.= Id.

Demonstragao. Seja ¢(p) = p + t(y — =) o fluxo associado ao campo de vetores constante
v(p) = y — x em R%. Como U é aberto e Ty C U, considere V um aberto que satisfaz

7y CV C V C U e tome, pela particdo da unidade, uma funcio v : R? — [0, 1] que seja

diferenciavel, vy = 1 e y|ye = 0. Definamos o campo de vetores

u:R? — R?
p = (p)v(p)

e tomemos o fluxo ¢; associado a este campo. Definamos h = ¢;. Temos que h é uma funcao
continua, logo é homotopico a identidade pelo Exemplo 1.2.1 | h(z) = ¢1(z) = ¢1(z) =y e
h

ve = ¢1|pe = Id visto que o campo u é identicamente nulo em U°. O

Lema 3.3.2. Se F' nao tem pontos fixos, entao existe um ¢ > 0 tal que nao existe e-cadeia

periodica para F'.

Demonstracao. Seja

0 = min |F(z) — z|.

zeR

Note que este minimo é assumido visto que, pelo Lema 3.1.2, podemos considera-lo sobre os

x que estejam no dominio fundamental compacto [0, 1] x [0, 1] para 7. Além disso, como F
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nao tem pontos fixos, este minimo é maior que 0. Vamos supor por absurdo que para todo
€ > 0 exista uma e-cadeia periddica para F'. Consideremos entao r = x1,xs,...,%, = z uma
e-cadeia periodica com € = §/8.

Agora, unimos os pontos de x; para F(x;_1), 1 = 1,2,...,n, com arcos poligonais «; de
modo que estes nao se intersectam e de modo que o diametro de cada um destes arcos seja
menor que ¢/4, ver Teoremas 1.1.3 e 1.1.4. Nestas condi¢oes, podemos considerar pequenos

discos de modo que «; C D; e D; N D; = () quando i # j.

, R F(wﬁq

Figura 3.8: Arcos poligonais «; e discos D;.

Usando o Lema 3.3.1 em cada segmento das poligonais e compondo os homeomorfismos

nas vizinhancas D; conseguimos uma pertubacao G de F' que satisfaz:
1. F(z) = G(x) para todo x € R* — |, D;;
2. [[F(z) — G(z)|| < 6/4, Vx € R?;
3. G(zi—1) = ;.

Agora, G tem um ponto perioédico, a saber o ponto z. Logo pela Proposicao 1.1.5 temos

que G te um ponto fixo p. Entao

1F(p) — pll < [[F(p) = G)Il + [|G(p) — pll <.
Que é impossivel, pela forma como definimos 4. n

Observacao 3.3.1. Nos Teoremas 3.3.1 e 3.4.1 usaremos a sequinte versao do Lema 3.3.2:

se para todo € > 0 existe e-cadeia periddica para F', entao F' tem ponto fixo.

Nos Lemas 3.3.3 e 3.3.4 a seguinte observacao sera tutil.
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Observacao 3.3.2. Qualquer translacao de uma d-cadeia por um vetor de coordenadas inteiras

resulta em uma outra §-cadeia. De fato, como (F —Id)(z) é Z*-periddica, se z = z1,..., 2, = W
¢ uma 0-cadeia para F er € 72, entio z+r = z1+7r,..., 2, +7 = w+r € uma d-cadeia de z+r
aw+r para F pois ||F(zi+71) — (zig1 +7)|| = | F(2:) — ziga|| < 0. Ou seja, podemos transladar

uma 0-cadeia por um vetor de coordenadas inteiras de modo a obter uma nova 0-cadeia.

Lema 3.3.3. Suponha que A é um subconjunto compacto invariante e d-transitivo de R(f)
e seja F um levantamento de f. Entdao existe uma constante K > 0 tal que para qualquer
To, Y0 € N, x € 7 (xg) emiste uma 0-cadeia para F de x para algum ponto y € 7 (yo) com

[l —yll < K.

Demonstragao. Fixemos w € 7 1(A) e seja Q,, o conjunto dos z € A tal que existe uma d-cadeia
para f de m(w) para z com tamanho no méaximo n. Temos que @, é aberto, visto que, se

m(w) =x1,22...,2, = z &€ uma d-cadeia, entao
d(F(xp_1),2) = 01 < 0.
Desse modo, se tomarmos € = (6 — d1)/2, teremos que
d(F(xp_1),2) <d(F(rp_1),2) +d(z,2) < d +e <9,

para todo x € B(z,¢€) e, portanto, @), é aberto. Também temos que

e pela compacidade de A, existe N de modo que Qn = A. Isto implica que para todo
Yo € A existe uma d-cadeia de m(w) para y, de comprimento inferior a N. Levantando
isto a R?, comegando em w, obtemos uma d-cadeia de w para algum y € 7 (yp). Seja
P = supg: ||F(v) — v||. Como uma d-cadeia de w para 3’ tem tamanho no maximo NV, segue-se
que

Iy —w|| < C, = N(P + ). (3.15)

Um argumento similar mostra que dado zg € A existe um 2’ € 77 !(x) com uma d-cadeia
de 2’/ para w e ||z’ — w|| < C para alguma constante independente de xy. Juntando isto,
obtemos uma d-cadeia de 2’ para y' com ||y — 2'|| < K = C; + Cs.

Finalmente, seja € 7 !(zy) qualquer, teremos que x — 2’ é um vetor de coordenadas
inteiras. Transladando a d-cadeia pelo vetor & — 2/, obtemos uma d-cadeia de x a um ponto vy,

onde y =y’ + (z — 2') satisfaz 7(y) = yo e ||y — z|| = ||/ — 2’| < K. O
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Lema 3.3.4. Seja A C R(f) um subconjunto compacto, invariante e d-transitivo para algum
d > 0. Se 0 pertence ao interior do envoltério convexo de p(F,\), entdo existe uma d-cadeia

pertodica para F'.

Demonstragao. Como por hipotese 0 pertence ao envoltério convexo de p(f, A), entdo existem
vy, V2, V3,04 € p(f,A) (ver Teorema 11 em [8]), com pelo menos trés deles distintos, de modo
que 0 pertence ao interior do envoltério convexo gerado por esses vetores. Escolha vizinhancas
U; de v; em R? tao pequenas de modo que se v} € U;, 0 é também um ponto interior do
envoltorio convexo de v, vh, v} e v).

Fixe zg € A e 2 € m1(2y). Agora, pelo Lema 3.3.3 e pelo fato de v; € p(f, A) nos podemos

achar z € R? e n; > i satisfazendo:

F"i(z)—x

1. lim; o = U1

2. Existe uma J-cadeia de z para x e ||z — z|| < K;
3. Existe uma d-cadeia de F™i(x) para z, € 7 !(z) e ||F"i(z) — 2| < K.

Observamos que se juntarmos a d-cadeia de z a x, com o segmento de orbita de x a F™i(x) e
a 0-cadeia de F™i(x) a 2, teremos uma J-cadeia de z para z,. Além disso, usando desigualdade
triangular, (1), (2) e (3) implicam que

/

lim
n—oo ni

= V1.

Escolha i suficientemente grande tal que

zz{—zeUl

n;

e, para esse i, chamemos w; = 2, — z e m; = n;, de modo que existe uma J-cadeia de z para
z+wy e wy/my € Uy. Por construgdo, note que m(z)) = m(z) = 29, logo w; é um vetor de
coordenadas inteiras.

Com um processo similar podemos construir wsy, msy, w3, mg € wg, my com propriedades
anélogas.

Como 0 pertence ao envoltorio convexo de w/my, wy/ma, w3/ms,ws/my € 0s vetores

wy, We, W3 € Wy Sao inteiros, é possivel resolver
Awy + Bwy + Cws + Dwy = 0

com A, B,C e D inteiros positivos.
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Figura 3.9: O vetor 0 pertence ao envoltorio convexo dos vetores w;/m; sempre que w;/m; € U;

com i =1,2,3,4.

Usando a Observagao 3.3.2, transladamos a d-cadeia que vai de z para z+w; com o vetor de
coordenadas inteiras w; para obtermos uma d-cadeia de z + w; para z + 2w;. Isto nos fornece
uma d-cadeia de z até z + 2w;. Repetindo esse procedimento A vezes, obtemos uma J-cadeia
de z para z + Aw;. Com o mesmo raciocinio, obtemos uma J-cadeia de z para z + Bw,. Nesta
iltima cadeia, nos transladamos pelo vetor de coordenadas inteiras Aw; e conectamos com a
cadeia de z a z + Aw; obtendo entdao uma d-cadeia de z para z + Aw; + Bw,.

De modo analogo, podemos obter uma d-cadeia de z para z + Aw; + Bws + Cws + Dwy.
Como z + Aw; + Bwy + Cws + Dw, = z, temos uma d-cadeia peridédica de z para z, como

queriamos demonstrar. O
Finalmente, demonstraremos o Teorema 3.3.1 com o préximo corolario.
Corolario 3.3.1 (Prova do Teorema 3.3.1).

Demonstracao. Pelo Lema 3.3.4, veja que dado 6 > 0, o homeomorfismo f possui uma d-cadeia
periodica. No entanto, como isto vale para qualquer ¢, a Observacao 3.3.1 que segue do Lema
3.3.2 garante que F' tem um ponto fixo. Portanto, isto conclui a demonstrado o Teorema

3.3.1. 0

3.4 O CASO GERAL

Como antes, iremos assumir que f : T? — T? ¢ um homeomorfismo homotépico & identidade
e F: R? = R? um levantamento de f. Teremos como objetivo provar que se 0 pertence ao

interior do conjunto de rotagao p(F') entdao F' tem um ponto fixo. Como corolario, obteremos
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que se v pertencem ao interior de p(F') e tem as coordenadas racionais entao existe um ponto

periodico € T? com a propriedade de que

s _
lim —(xo) o _ v,
n—oo q

onde z( é algum ponto tal que 7(x¢) = = e ¢ é o menor periodo de x. Estes resultados sao

devidos a John Franks em [5].

Teorema 3.4.1. Suponha que vy, v9,v3 € vy $G0 pontos extremais do conjunto convexo p(F)
(com pelo menos trés deles distintos), e que 0 estd no interior do envoltorio convexo desses

vetores. Entdao F possui um ponto fizo.

Demonstra¢ao. Como cada v; é um ponto extremal de p(F'), com i = 1,...4, usamos o Lema
3.1.1 para garantir a existéncia de um ponto nao-errante para f, z; € T? tal que, se x € 7 !(x;),
entao

Fr(z) —x

lim ————— =,.
n—o0 n

Para provarmos que F' tem um ponto fixo é suficiente, pela Obervacao 3.3.1 mostrar que,
para cada 0 > 0, existe uma d-cadeia periddica pra F.

Dado § > 0, para mostrarmos que existe uma d-cadeia periddica pra F', consideremos a
decomposigdo em partes d-transitivas de R(f) = Ay UAy U... UA,, que é uma decomposicao
finita pelo Lema 1.1.1 e mostraremos que existe um A; da descomposicao e pontos y; € A; tais

que se y € 7 *(y;) temos que
o Py -y
v; = lim —~—~.

n—00 n
Entao, lembrando que as partes da decomposi¢ao de R(f) sao compactas e invariantes
devido o corolario 1.1.1, teremos, via Lema 3.3.4, que F' tem uma J-cadeia periédica. Como
isto vale para todo ¢, chegaremos ao resultado desejado.
Dado § > 0, considere ¢ : T? — R uma funcao de Lyapounov completa garantida pelo
Teorema 1.1.2. Escolhemos uma aproximacao diferenciavel gy : T? — R de g com valores

regulares ¢; < ¢y < ... < ¢, tal que, a variedade com bordo M; = g;'((—o0, ¢1]) satisfaz
(1) f(M;) Cint M;;

Seja N; a variedade M; — M;_;. Entao T? = [J N; e N; N N, é um conjunto finito de circulos se

j=i+1ouj=1i—1evazio caso contrdrio. Estes circulos sio as componentes de | J, g5 ' (c:).
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Lembremos que um circulo no toro T? ¢ dito essencial quando nao é homotépico a um
ponto. Pela defini¢io de M;, se houver um circulo essencial em | J; gy ' (c;) este deve estar no
bordo de uma variedade M; para algum j.

Provaremos agora que nenhum dos circulos de |J; gy '(c;) ¢ essencial. Isto resulta das
Afirmacoes 1 e 2 que seguem.

Afirmagao 1. Se C € um circulo essencial no bordo de uma variedade do toro, M;, entao
deve haver outro circulo essencial no bordo de M; que seja homotdpico a C. De fato, se houvesse
s6 um circulo essencial em M;, poderfamos considerar M} como sendo a unidao de M; com
os discos interiores dos circulos nao essenciais, de modo que o tnico bordo de M J’ é o circulo
essencial C'.

Se escrevermos o toro como S x S!, entdo podemos pensar em C' como os pontos {(0,z) :

z € S'}. Seja (2/,y') € M} e consideremos os conjuntos:

0,

o O'={(z,y) |z €S}
« O =C'n M
« Cb=C'N (M -C).

Como M ¢é fechado entdao €] é um aberto em C’ e como C é o bordo de M;, C; também &
um aberto relativo de C'. Modificando um pouco C’ de modo que asseguremos que C} e C]
sejam nao vazios e que C' N C = (0,y') (isto é possivel porque em qualquer vizinhanga de
(0,y") existem pontos de M; — C'), teremos que os pontos de C’ que nao estdo em C' formam
um conjunto desconexo, implicando que C’ N C seria mais de um ponto. Chegamos a uma
contradicao.

Afirmagao 2. Cada componente coneza de |J; gy ' (c;) € bordo de um winico disco em T?. Se
um desses circulos ¢ essencial, entao para algum j com 1 < j < n, M; é um anel essencial em
T? (possivelmente com buracos). Seja ]\7] uma componente conexa de 7 !(M;). Usando que

f(M;) C int M; consideremos um levantamento Fy de f que satisfaca Fo(ﬂz) C J\z
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Figura 3.10: Anel essencial no toro T2,

Observemos que ]\Z ¢ um tira infinita em R?, talvez com buracos, e podemos considerar
que J\Z esté contida entre duas restas k e [ com inclinagao p/q. Seja v um extremo de p(Fp),
pelo Lema 3.1.1, existe z € R? tal que

P —
v= lim &2~ <x) :1:'

n—o0 n

Podemos supor que v # 0, caso contrario, nao estariamos nas hipoteses do teorema. Como

v # 0,
lim [|F3(z) — x| = +oo. (3.16)
n—oo

(0,1)

Figura 3.11: 7—'(M;) e as retas paralelas com a mesma inclinagao de ]\Z

Se x € R(f) ex € ]\A/[/j, entao Fi'(z) € ]\//7] para todo n > 0. Provaremos que v tem
inclinagao p/q, isto é, tem a mesma inclinagdo que ]\AJ; De fato, se v nao tem inclinagao p/q,

entdao v - k* # 0. Logo, existe ny € N tal que, para n > ny,
(Fg(x) — ) -k #0,
ou seja, F{'(x) — x ndo é paralelo a reta k para n > ng. Por outro lado, por 3.16, existe n > 0

tal que F{'(z) ndo pertence & faixa delimitada pelas retas k e [. Isto contradiz ao fato de

Fg‘(l\z) C ]\Z Portanto, v é esta contido em uma reta de inclinagao p/q.
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Sex € R(f)ex ¢ ]\Afj, teremos que x € A; para algum i > j. Como os A; sdo invariantes,
podemos tomar uma componente de 7! (Z\vj), que estaréd contida entre translagoes paralelas
de ]\Z Seja F' um levantamento de f tal que F(K;) C K; Podemos repetir o raciocinio
que fizemos em ]\z e obter que todo vetor de p,(Fp) dos pontos de R(f) estdo em retas com
inclinagao p/q.

Recordando que qualquer outro levantamento de f é da forma F' = Fy + w com w € Z?,
também podemos concluir que todo vetor de p,(F) dos pontos de R(f) estdao em retas com
inclinagao p/q. Usando novamente o Lema 3.1.1, os pontos extremais de p(F') estdo em retas
com inclinagao p/q, contradizendo a hipotese de 0 pertencer ao interior do envoltério convexo
de p(F). Isto completa a prova da Afirmagao 2.

Continuando com a prova do teorema, como cada circulo de |J; g5 ' (c;) é nio essencial,
temos que cada um deles limita um tnico disco. O complementar da uniao desses discos é o
interior de um tnico dos NNV;, digamos que seja /V;. Enumeraremos os discos limitados pelos

circulos de |J; g5 ' (c;) da seguinte forma.

DiCMj_l VZ|1§Z§8

€
DlgM] VZ|S<Z§7’
Entao
fD)c| Dk Vill1<i<s
k=1
€

f_1<Di)C U Dy, \V/Z|S<Z§7’
k=s+1

Consideraremos agora um ponto x € m(x;) tal que
. F'(z)—=x
vy = lim ————.
n—oo n
Nos iremos mostrar que se x1 nao estd em A;, entao existe outro ponto y; € A; de modo que,

quando y € 7 (y1),
o Py -y
v; = lim ———~=,

n— 00 n
Como podemos provar o mesmo para vs, v3 € vy, teremos completado a prova do teorema.
Se x1 € Nj, entao x; € A;. De fato, sendo z; um ponto nao-errante temos pela Proposicao

1.1.4 que z; € R(f). Consequentemente x; € A; visto que A; C N, e A; C R(f).
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Afirmagao 3. Se xy ¢ N;, entio x1 € D, para 1 <p <1 e existem q €N, w € Z* ¢ F um

levantamento de f tais que G := F'9 — w possut um ponto fixo zy e

Fr(z) — Fra(z) —
o= lim @ =, FG) 20w (3.17)
q

n—oo n n—oo ng

De fato, se x; € D, para 1 < p < s, entdo existe ¢ > 0 tal que f¢(D,) C D, (z; é recorrente e
f(D;) c Ui_, Dy). Se D C R? é um levantamento de D,, e contém a z, entdo F4(D) C D+ w
para algum vetor de coordenadas inteiras w. Se definirmos G = F? — w entao G(D) C D e,

pelo Teorema do ponto fixo de Brouwer, G tem um ponto fixo zy. Além disso, por inducao,

G"(z) = F™(x) — nw (3.18)

F'(z) — 2z =G"(z) — z + nw.
Desse modo, como G(D) C D,

nq _ n —
limF (x) xzhmG(.’r) xr . nw w

Por outro lado, como z5 é um ponto fixo para GG, a equacao 3.18 implica que

FM(z) — 2z w

lim — 0 "% _ Y
Portanto
Fna(y) — Fna(s) —
o= lim @ =@ FG0) =20 w (3.19)
n—00 ng n—00 ng q

Se z; € D, e s < p < r, entao um argumento similar aplicado a f~! fornece um ponto zy de G
com as mesmas propriedades, completando a prova da afirmagao 3.
Finalmente, queremos achar um ponto fixo y; para f? que esteja em N; e que satisfaca

Fr(y) —
o — lim W)~y

n—oo n

(3.20)

para y € 7 '(y1). Entao para este ponto fixo, teremos que a d-cadeia periddica

vy, f(), - fi() =0

mostra que y; € A; e satisfaz a igualdade em 3.20. A existéncia deste ponto y; segue das
Afirmagoes 4 e 5 que seguem.

Afirmagao 4. Se x; ¢ N;, entdao f? tem um porto firo em (N;). Inicialmente, veja que a
soma dos indices do pontos fixos de f? em qualquer classe de Nielsen ¢ 0, isto é, N(f9) = 0.

Isto segue do fato de f? é homotopico a identidade Id pelo Lema 1.2.1. Entao, como a funcao
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Id : T? — T? tem namero de Nielsen N(Id) = 0 pelo Exemplo 1.4.1, o Teorema 1.4.1 garante
que N(f?) =0, ou seja, a soma dos indices do pontos fixos de f¢ em qualquer classe de Nielsen
é0.

Como estamos supondo que x; ¢ N; entdao x € D, para 1 < p < r, iremos considerar pontos
na classe de Nielsen do ponto 7(zy) onde zy ¢ um ponto fixo de G mencionado anteriormente.
Qualquer ponto na classe de Nielsen de 7(zy) que nao esta em N;, estd em algum D;, com um
levantamento Z)/Z tal que, ou G(E) C E, ou G’l(E) C E Logo, o Lema 1.4.1 assegura que
o indice de cada um desses pontos fixos em D; serda 1. Assim, o indice do conjunto de pontos
fixos na classe de Nielsen de 7(zp) que nao estao em N; é positivo (o disco Dy, contribui com
pelo menos +1). Isto implica que deve haver um ponto fixo y; € N; para f? na mesma classe
de Nielsen que 7(zp), concluindo a Afirmacao 4

Afirmagao 5. Se f1 tem um ponto fixo y1 € Nj, entao y € m *(y1) € ponto fizo para G e
v; = lim %

n—o0 n

(3.21)

Considere os pontos m(zp) e y; que estdo na mesma classe de Nielsen de f?. Veja que dois
pontos p; e ps estao na mesma classe de pontos fixos de Nielsen se qualquer levantamento
que deixe fixo as pré imagens por m de um, também deixa fixo as pre imagens por 7 do outro.
De fato, como dois pontos fixos p; e ps de f? sao Nielsen equivalentes se existe uma curva
C :[0,1] — T2%,C(0) = p;,C(1) = py tal que f70C ~ C. Isto implica, em particular, que
fip1) = p1 e fi(p2) = p2. Logo, se F' é um levantamento de f? que fixa as pré-imagens por 7
de pi, entao F' também deixa fixo as pré-imagens por 7w de ps.

Entao, como 7(zp) e y; estdo na mesma classe de Nielsen de f?. Logo, como G fixa as
pré-imagens por 7 de 7(zp), entao G fixa também as pré-imagens de 7~ 1(y;) por 7, ou seja,
G(y) =y paray € 7 1(y;). Além disso, a igualdade 3.21 em segue da Afirmacao 3.

O

Teorema 3.4.2. Se v é um vetor de coordenadas racionais no interior de p(f), entdo existe
um ponto p € R? tal que w(p) € T? é um ponto periddico para f e
F(p) —
v= lim —(p) b
n—oo p
Demonstragao. Suponha v = (r/q, s$/q) com o méaximo divisor comum entre r, s e ¢ igual a 1.
Se definirmos G(z) = F(x) — (r, s), a ideia é mostra que um ponto fixo p de G(x) satisfaz

Fi(x) =p+ (r,s) e teremos o resultado desejado.
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Temos que p(G) = qp(F) — (r,s) e portanto 0 estd no interior de p(G), visto que
(r/q,s/q) esta no interior de p(F'). Como p(F) é fechado e convexo, existem pontos ex-
tremais vy, vg,v3,v4 € p(G) tais que 0 esta no interior do envoltorio convexo desses vetores.

Segue da Teorema 3.4.1 que G possui um ponto fixo p. Portanto,

fi(m(p)) = n(F(p)) = =(p + (r,5)) = 7(p).
[l

Encerraremos esta dissertagao apresentando alguns dos principais resultados posteriores ao
Teorema 3.4.2 que garantem a existéncia de pontos periédicos para homeomorfismo homotépicos
a identidade no toro T? via o conjunto de rotacao.

O proximo teorema, obtido em [17], é divido a M. Misiurewicz e K. Ziemian e generaliza
o Teorema 3.4.2 no caso em que um ponto em int(p(F)) ndo possui ao menos uma das

coordenadas racional.

Teorema 3.4.3. Suponha que F : R?> — R? ¢ um levantamento do homeomorfismo homotdpico
a identidade f : T?> — T? e suponha que (a,b) € int(p(F)). Entao exite um conjunto compacto

X C T?, invariante por f, de modo que, para todo x € X,

P =8 _ (40, ¥y e n(a).

Se (a,b) € Q% entio X pode ser escolhido com uma drbita periddica.
Em [17], também ¢ provado o seguinte teorema.

Teorema 3.4.4. Seja F : R? — R? um levantamento de um homeomorfismo homotdpico a
identidade no toro T%. A funcao p : F — {espago de todos os conjuntos compactos de R?}

com a métrica de Hausdorff é continua para todo F com int(p(F)) # .

O Teorema 3.4.4 e a Observagao 3.1.7 implicam que existem conjuntos convexos com
os pontos extremos que nao sejam racionais e que sejam conjuntos de rotacao de F', com
F : R? — R? um levantamento de um homeomorfismo homotépico & identidade no toro T2.

Com respeito a existéncia de pontos periddicos, quando o conjunto de rotacao tem interior

vazio, temos o proximo teorema devido a Franks em [6].

Teorema 3.4.5. Seja um homeomorfismo que preserva drea f : T?> — T? homotdpico a

identidade e seja F : R* — R? é um levantamento de f. Se p(F) for um segmento de reta
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ev € p(F) é um vetor com coordenadas racionais, entao existe um ponto p € R? tal que
7(p) € T? € um ponto periddico para [ e

F*(p) —
v = lim M

n—o0 n

(3.22)

Quando assumirmos que o conjunto de rotagao p(F') é um segmento de reta e falarmos que
ele tem inclinacao irracional, estaremos nos referindo ao coeficiente angular da reta que contém
p(F).

Ainda sobre a existéncia de pontos peridédicos para homeomorfismos homotdpicos a identi-
dade, quando o conjunto de rotacao ¢ um segmento de reta com inclinacgao irracional, podemos

citar o proximo teorema de L. Jonker e L. Zhang em [10].

Teorema 3.4.6. Suponha que f : T? — T? é um homeomorfismo do toro homotopico a
identidade e F : R?* — R? um levantamento de f. Suponha que p(F) é um segmento de reta
com inclinagao irracional e contém um ponto com coordenadas racionais v = (r/q,s/q). Entdo

f tem um ponto periodico cujo periodo € q.
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