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Resumo

Nesta dissertacao trataremos de variedades Riemannianas completas, assintoticamente planas,
que sao graficos suaves sobre R™. Neste caso, apresentaremos uma prova elegante e direta para
o Teorema da Massa Positiva. Expressando sua curvatura escalar como um campo divergente,
mostraremos que a massa ADM da variedade pode ser expressa como uma integral sobre a va-
riedade do produto da curvatura escalar e uma funcao potencial nao-negativa. Como aplicacao,
provaremos também a desigualdade de Penrose dando um limite inferior para a integral sobre o
bordo usando a desigualdade de Aleksandrov-Fenchel.

Palavras chave: teorema da massa positiva, desigualdade de Penrose, desigualdade de
Aleksandrov-Fenchel.
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Abstract

In this paper we will work with complete Riemannian manifolds, asymptotically flat, that are smo-
oth graphics over R™. In this case, we present an elegant and direct proof for the Positive Mass
Theorem. Expressing its scalar curvature as a divergent field, we will show that the ADM mass of
the manifold can be expressed as an integral over the manifold of the product of scalar curvature
and a nonnegative potential function. As an application, we will prove also the Penrose inequality
giving a lower bound for the boundary integral using the Aleksandrov-Fenchel inequality.

Keywords: Positive Mass Theorem, Penrose inequality, Aleksandrov-Fenchel inequality.
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Introducao

A formulagao de Newton da gravitacao foi, e continua sendo, uma teoria bem sucedida em fisica,
devido a sua habilidade para determinar a forga exercida por um corpo em outro através da elegante
equacao F' = % Apesar do sucesso desta férmula, surge uma questao que nao foi resolvida
por Newton e ficou bastante tempo sem uma resposta satisfatéria: Como é transferida a forga
de gravidade de um objeto para outro? A teoria geral da relatividade, formulada por Einstein
em 1915, respondeu esta questao. A solugao vem de um conjunto de equagoes que sao quase tao
elegantes como a equacao de Newton. A hipdtese bésica é que o espaco-tempo é uma variedade
Lorentziana de dimensao 4 (N4, g), sendo uma dimensao para o tempo e trés para o espaco. Se
denotarmos por Ric o tensor curvatura de Ricci e R a curvatura escalar de g entao (N, g) satisfaz
a equacao de Einstein,

1
Ric — §R-g = 87T,

onde T é chamado o tensor momento-energia do espaco-tempo. Esta equagao mostra explicita-
mente que a gravidade é obtida da geometria do espaco-tempo. Em particular, a presenca de
massa influéncia diretamente a geometria do espago-tempo curvando-o. Podemos fazer uma ana-
logia pensando uma folha infinita de borracha, a qual se distorce quando uma bola de boliche
é colocada sobre ela, onde a folha representa o ambiente do espaco-tempo e a bola de boliche
representa um objeto massivo. Se uma bola de golf é colocada na vizinhanca da bola de boliche, a
bola de golf tende a gravitar ao redor da bola de boliche devido a curvatura da folha de borracha.
Isto é a gravitagao é um efeito da geometria do espaco-tempo. E a geometria do espago-tempo é
influenciada diretamente na presenca de um objeto massivo.

A teoria da relatividade geral, também tem alguns pontos delicados, um deles é definir a nocao
de energia, pois no espaco-tempo vacuo ela pode ser nao-trivial. Um palpite é adotar que sobre
tais circunstancias a massa do universo esta contida inteiramente em um dominio compacto. Isto
implicaria que os efeitos da gravidade tendem a decair préximo do infinito e assim a geometria
do espago-tempo torna-se mais plana (ou seja, a métrica é assintoticamente plana). Na teoria
de relatividade geral, a curvatura escalar da métrica R(g) representa uma densidade de energia.
Inspirados por argumentos variacionais, os fisicos Arnowitt, Deser e Misner propuseram em [I], a
seguinte definicao para a massa, conhecida como a massa ADM

. 1
mapy = lim —/ Z(gij,i — i j)V;dS;. (1)
S

r—oo 1067 —
r l?]
Sob certas hipéteses do comportamento assintético da métrica, pode-se mostrar que este limite

existe e, além disso, é um invariante geométrico [2]. A fim de que essa definicdo de massa seja
conveniente, devemos mostrar que se o espago-tempo contém densidade de energia nao-negativa,
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entao a massa do espaco tempo deveria ser também nao-negativa. De fato, isto é o que diz
exatamente o Teorema da Massa Positiva. Em [I1] Shoen e Yau demonstraram-o através de um
belo argumento usando técnicas variacionais e a teoria de superficies minimas. A prova do Teorema
da Massa Positiva foi objeto de estudo de matematicos e fisicos modernos e teve bastante influéncia
em geometria.

Varias extensoes e aplicacoes do Teorema da Massa Positiva foram obtidas desde a publicagao
da prova de Schoen e Yau. Mais tarde, Witten [14] conseguiu uma simples prova do Teorema da
massa positiva em dimensao trés usando spinors, enquanto Bartnik [2] extendeu este resultado para
variedades spin de dimensao arbitraria. Miao [§] provou o Teorema da massa positiva para o caso
onde a métrica torna-se C! através de uma hipersuperficie. J4 Wang [13] considerou variedades
assintoticamente hiperbdlicas e mostrou a positividade de um invariente que pode ser interpretrado
como a massa total. Em 2011, Lam [7] obteve uma prova elegante e direta para variedades do
tipo graficos, a qual apresentaremos neste trabalho. O Teorema da Massa Positiva também tem
sido muito usado para estabelecer outros resultados paralelos em geometria. Por exemplo, Shoen
usou o Teorema da Massa Positiva extensivamente no seu trabalho o qual completou a prova do
problema de Yamabe [10], onde ele tentou encontrar uma métrica g de curvatura escalar constante
na classe conforme de uma métrica dada g em uma variedade fechada M. Recentemente, Bray
[3] usou o Teorema da massa positiva para provar a desigualdade Riemanniana de Penrose, que
afirma que uma variedade Riemanniana (M3, g) com curvatura escalar nao-negativa, massa m e

, , . /. . ~ > .
|X| denotando a area da superficie minima exterior, entdao m > l%r, valendo a igualdade se

(M, g) é isométrica ao fim exterior da variedade de Schwarzchild exterior a superficie minima.

Neste trabalho apresentaremos a solucao de Lam do Teorema da Massa Positiva Riemanniana
para variedades do tipo graficos em dimensao n bem como uma demonstragao da desigualdade
Riemanniana de Penrose neste caso.

vil



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Assintoticamente planas e a massa ADM

O objetivo principal desta dissertagdo é estudar a massa total (massa ADM) de uma variedade
assintoticamente plana que é um grafico sobre o espacgo euclidiano. Nesta secao, iremos definir
claramente estes conceitos. Grosseiramente falando, uma variedade Riemanniana n-dimensional
(M", g) é dita assintoticamente plana se fora de um conjunto compacto K C M"™, M™ é difeomorfa
ao complementar da bola unitéria fechada B e que sua métrica g decai suficientemente rapido para
a métrica euclidiana plana no infinito. Mais precisamente:

Definicao 1.1.1 Uma variedade Riemanniana (M", g) € dita assintoticamente plana se ela satis-
faz as segquintes condicoes:

1. existe um conjunto compacto K C M™ e um difeomorfismo ® : E = M™\K — R™\B. Em
particular, E = M™\ K €é um conjunto conexo.

2. a métrica g = g;;(x)dx'dx? na carta coordenada (z*,2?,...,2") em E definida por ®, satisfaz

as sequintes propriedades:

gij(x) = 6+ O(|z]™")
|2 |gij e (@)] + |22 gijm(x)] = O(z] ")
[R(z)| = O(|z[™7),

para todo i, 7, k, 1 =1,2,....,n. Onde gijr = Orgi; € giju = Or01gi; sao as derivadas coordena-
das da ij-componente da métrica, ¢ >n ep > (n—2)/2 sao constantes e R(x) € a curvatura
escalar de g mo ponto x.

O conjunto £ = M™\ K é chamado o fim da variedade assintoticamente plana. Analogamente,
dizemos que (M", g) tem um nimero finito [ de fins, se M™\ K é a uniao disjunta de componentes
conexas (fins) Ny, ..., Nj, onde cada N; é difeomorfo a R\ B, e em cada fim N; e difeomorfismo
®; : R — B, a métrica g definida na carta coordenada dada por ®; satisfaz as condices acima.
A menos de mencao contraria, trataremos apenas de variedades assintoticamente planas com um
unico fim. Para uma variedade assintoticamente plana podemos definir sua massa ADM por:



s

Defini¢ao 1.1.2 A massa ADM de uma variedade completa assintoticamente plana (M",g) é
definida por
Mmapm = lim ————— / Z gzyz Gii 5 V]dsr’ (14>

r—><>02n—1wn1 S,
i.j

onde w,_1 € o volume da esfera unitdria de dimensdo n — 1, S, € a esfera de raio r, v é o vetor
normal exterior a S, e dS, € o elemento de drea de S, na carta coordenada.

Os fisicos Arnowitt, Deser e Misner [I] foram os primeiros a propor esta defini¢do em n = 3
para descrever a massa total em um sistema gravitacional isolado. Generalizamos suas definicoes
de massa ADM para qualquer dimensao n > 3 escolhendo a constante correta em frente a integral.
Destacamos também que a massa ADM independe da escolha das coordenadas assintoticamente
planas [2]. N6s frequentemente escreveremos mapy (M™,g) = mapy = m se a variedade e sua
métrica correspondente, estiverem bem entendidas. Além disso, iremos utilizar no trabalho a
convencao do somatério de Einstein para somar sobre indices repetidos. Portanto iremos escrever

1
m = lim —/ (9iji — Giij)VidSh. (1.5)
S

r—o0 2(n — 1wy, 1

1.2 Exemplos de Variedades Assintoticamente planas

1. O exemplo mais simples de variedade assintoticamente plana é o espago euclidiano R™ com
a métrica canodnica g = 0. Como 9;;, = 0 para todo 4,7 e k, sua massa ADM mupy = 0.
Iremos ver mais tarde que o espaco euclidiano estd ligado ao caso rigido do Teorema da
Massa Positiva.

2. Seja (M™,g), com n > 3, uma variedade assintoticamente plana, entdo conseguimos cons-
truir uma classe de variedades assintoticamente planas usando uma mudanga conforme de
métricas. Dizemos que uma métrica g é conforme a métrica g se

g = u(z)7g, (1.6)

para alguma u(z) € C*(M™) positiva. Note que a escolha do expoente é conveniente uma
vez que ela simplifica a transformagao da curvatura escalar. De fato, se R(g) e R(g) sao as
curvaturas escalares de g e g respectivamente. Entao através de um calculo direto obtemos

R(g) = u w2 (—%Agu + R(g)u) . (1.7)

Se (M™,g) ¢ assintoticamente plana, entao (M",g) também serd uma variedade assintoti-
camente plana quando u(x) satisfizer condigoes adequadas de decaimento. Em particular,
(M™, g) é assintoticamente plana se

uw(z) — 1 quando z — o0
ui = O(lz["7)
Uik O(|z[777%)
Agu = O(|z[™)

para alguma constante p > % eq>3.



3. Como um caso particular do exemplo 2, seja (M3, g) = (R*\ {0}, u?d) com v =1+ 55, onde
m é uma constante positiva e r = /a2 4+ y? + 22 é a distancia euclidiana do ponto (z,y, z)
a origem. Entao a variedade resultante,

(M3, g) = (]R3\{0}, (1 + ;”7)45) , (1.8)

é uma variedade assintoticamente plana. Ela é chamada a variedade de Schwarzschild tri-
dimensional. Nés mostraremos no capitulo [2| que ela pode ser isometricamente mergulhada
em uma parabola de rotacdao no R*.

Como R = 0 para a métrica euclidiana e Au = 0, a equagao implica que a variedade de
Schwarzschild tem curvatura escalar identicamente nula. Além disso, a esfera S,/ = {x €
R3\{0};|z] = m/2} é uma superficie minima em (M3, g). De fato, como g = u(x)*§ entdo a
curvatura média H da esfera em relagao a g satisfaz

1 /2 40u
H=—(2+=-2"). 1.9

u? (7" * u 8r) (1.9)
Com efeito, o vetor normal a esfera em relagao a métrica g é

T Z; Z;

N(z) o;, (1.10)

T aly  wR@)a]  ue(z)r

pois |z]2 = u(z)*|x|*. Como a curvatura média H é dada pelo divergente do campo normal,
se denotarmos por g = det(g;;) podemos encontrar H usando

i = %c‘fcl <ux2@r\/§>

- %ai (%“’4>

. 1 4 0 ZT; Z; 0 4
W [“ oz, () T o, )}

g@l —_
=
V)
=
<
S5
S

DD~ |
2= O |

2 40u
(;4-5%) , (1.11)

onde usamos que




Em particular, se tomarmos r = m/2 teremos

ou m m
1 /2 4m

H= —(-———
u? <r u2r2>

Logo H = 0 se r = m/2. Além disso, a variedade de Schwarzschild tem dois fins, com uma
reflexao simétrica em relacao a esfera minima ¥ = S,,/2. Iremos de agora em diante nos
referir ao fim exterior da variedade Scharzschild, dado por

(RS\Bm/Q, (1 + g)%) , (1.12)

como a variedade exterior de Schwarzschild. Esta é agora uma variedade completa assinto-
ticamente plana com um fim que tem um bordo minimo.

Usando a definicao, calcularemos a massa ADM da variedade exterior de Schwarzschild
(M?,g) = (R*\Byn 2, (1 + 57)"0):

) 1
mapm(g) = lm — / (gz‘j,z‘—gii,j)deSr-

r—oo 167

r

1 m\3 m x; i\ o’
[ (2 () (20, 2)
e 167 s, +2r ow2) \r 7 )

1 m\ 3 m
i L [ (1Y () (o
o 4 /Sr +2T 212 (=2)

1 m\3 /m
b v + 2r 72 o
= m.

Ou seja, a massa ADM da variedade exterior de Schwarzschild é precisamente a constante
positiva m.
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Capitulo 2

Graficos sobre o espaco euclidiano

Neste capitulo, iremos estudar variedades assintoticamente planas que sao graficos suaves sobre
R"™. Comecaremos discutindo o fato que a variedade de Schwarzschild pode ser isometricamente
mergulhada no R* como uma pardbola rotacional, e que seu fim exterior pode ser expresso como
um grafico de uma fungao suave. Continuaremos o estudo de variedades que sao graficos de fungoes
no R™ em geral e obteremos uma féormula que expressa a curvatura escalar de tais variedades como
o divergente de um campo de vetores.

2.1 Variedade de Schwarzschild como um grafico

J& mostramos que a variedade tridimensional de Schwarzchild é uma variedade assintoticamente
plana, além disso, ela é conforme ao R*\{0} e pode ser expressa por

(R3\{0}, (1 + 5)45) , (2.1)

onde m é uma constante positiva (vimos que m é de fato a massa ADM da variedade), r =
V1?2 + y2 + 22 é a distancia do ponto (z,y, 2) a origem em R3 e § é a métrica canénica do espaco
euclidiano. Mostraremos que a variedade de Schwarzschild pode ser isometricamente mergulhada
em uma parabola rotacional em R* como o conjunto dos pontos D = {(z,y,z,w) € RY;r =
w?/8m + 2m}. Explicitamente, a inversa do mergulho isométrico acima é dado por

2

¢:{r:;”—m+2m}cﬂza4 — R*\ {0}

m —2
¢($»y72,w) = (14_%) (x7y7z)'
Note que a imagem da superficie minima S, = {z € R*\ {0};|z] = m/2}, pelo mergulho

isométrico, é Sy, = {(z,y,2,0) € R (/22 + 92+ 22 = 2m}. Além disso, a variedade exterior
de Schwarzschild corresponde aos pontos tal que w > 0. Logo, resolvendo para w, vemos que
a variedade exterior tridimensional de Schwarzschild é o grafico de uma funcao esfericamente

simétrica f : R*\ By, — R dado por f(r) = \/8m(r — 2m).

12



2.2 Graficos sobre o espaco euclidiano

Se f: R"™ — R é uma funcao suave, entdo o grafico de f é uma hipersuperficie em R™"!. Além
disso temos o seguinte resultado

Proposicao 2.2.1 Seja f: R™ — R uma funcdo suave e seja
M"™ = {(x1, ..., 00, f(z1, ..., 20)) € R"™ (2, ..., 2,) € R™}

o grifico de f. Se M™ estd munida com a métrica g induzida da métrica plana do R™™ entdo
(M™, g) éisométrico a (R™,§ + df ® df), onde § é a métrica plana do R".

Demonstragao. Sejam r = (zy,...,2,) um ponto em R" e (z,2,.;) € R"". Mostraremos
que a aplicagao

F:(R',5+df @df) = (M"g) (22)

= (z,f(2)) (2.3)

¢ uma isometria. Como f é suave por hipdtese, F' é claramente uma funcao suave. Além
disso, F é um difeomorfismo cuja inversa é a projecdo candnica m : (M",g) — (R™, 0 + df ® df)

definida por 7(z, f(z)) = z. Vamos verificar agora que o difeomorfismo F' é uma isometria, ou
seja, F*g = 0 + df ® df. Por definicao do pullback F™,

(0 9\ o .0

para todo i,7 = 1,....,n. Se ¢ € C°(M", g) entao

(Fog)o = 2(60F) = o (0l /(@) )
B ("*1 gﬁ«gy) (2.5)
- afilggz (k: gﬁgﬁ) (2.6)
- ajil g;i * <k:1 %%‘) (2.7)
- (0ii+%axi+l>¢' (2.8)
Disto,
F*aaz ozt g n+1v (2.9)

onde f; = 0;f. Como g é a métrica induzida do ]R”“, temos

13



g 0 o
g =d;; paral <i,7<n+1

€
0 0 0 0 0 0
I (Fa—xF%> - (@*fim’@”jW)
oy + fif;- (2.10)
|

Observacgao: 2.2.1 Pela proposicao de agora em diante iremos nos referir a

(M",g) = (R",6 + df @ df)

como o grdfico da funcdo f. Mais geralmente, se 2 C R™ é um aberto limitado com bordo suave
¥ =09, entao o grdfico de uma func¢ao f, definida em R"\X, munido com a métrica induzida g do
R™ € uma variedade completa com bordo f(X) e isométrica a (R"\Q,d + df ® df). Estudaremos
tais variedades na ultima secao.

A seguir, calcularemos a curvatura escalar de um grafico e o expressaremos como o divergente
de um campo de vetores.

Proposicao 2.2.2 Seja (M",g) = (R",§ +df ® df) o grdfico de uma funcao suave f : R" — R.

Entao a curvatura escalar de (M"™, g) pode ser expressa por

Jilfi — fijfi)
L+ |VfP )

onde a norma de V f é tomado em relagao a métrica canonica do R™.

R = div ( (2.11)

Demonstracgao. De fato, pela equacao de Gauss e usando o fato da curvatura escalar do espago
euclidiano é nula, temos que

<R(X7 Y)Zv W> = <a(X7 Z),Oz(Y, W)> - <Oé(X, W),Q(Y, Z))v (2'12>

onde a é a segunda forma do grafico. Aplicando a equacao acima em um referencial ortonormal,
encontramos

(R(ei, e5)ei, €5) = {alei, €:), ales, €5)) — (alei, €5), alei, €)). (2.13)
Logo, a curvatura escalar do grafico sera
R=> (AA] - AlA}), (2.14)
i,J

onde A = (A}) é o operador forma do gréfico. Mas Al = (A0;,0;) = —(dN(9;),d5). Como o
campo normal ao longo do grafico é:
1
Ne————— (Vf —1). (2.15)

VIV

Obtemos

14



Al =0, (é) = <£)’ onde w = /1 + |V f]2
w-O@OHE, e
A]Az — [(-ﬂ) &] — & (ﬁ) . (2.17)

Logo, substituindo essas expressoes em temos

v xa (9450, a2 4]0 )
- zaZK )e-(0)]
- o Z(M> (218)

Analogamente

Definicao 2.2.1 Dizemos que uma funcao suave f : R™ — R € assintoticamente plana quando
seu grdfico € assintoticamente plano. De acordo com a definicdo |1.1.1, se denotarmos por f; a
1-éstma deriwada parcial de f, entao f serd assintotocamente plana quando

filz) = O(lz|"7?) (2.19)
@[] fig ()] + 2| fige(2)] = O(|a|/?), (2.20)

no infinito para algum p > (n —2)/2.

15



Capitulo 3

Teoremas Principais

Neste capitulo expressaremos a massa ADM de um grafico (M",g) = (R",§ + df ® df) de uma
funcao suave assintoticamente plana f : R"™ — R como a integral sobre a variedade do produto de
sua curvatura escalar R por uma funcao potencial positiva, obtendo assim, o Teorema da massa
positiva.

3.1 O Teorema da massa positiva

Teorema 3.1.1 (O teorema da massa positiva para graficos) Seja (M™,g) = (R",§+df ®
df) o grdfico de uma fungio f : R™ — R assintoticamente plana com curvatura escalar R > 0.
Entao a massa ADM de (M™,g) ¢

1 1
= — R———dV. 3.1
m 2<n—1>wn1/w v (3.1)

onde V f denota o gradiente de f na métrica plana, |V f| sua norma com respeito a métrica plana
e dV, € o elemento de volume em (M™,g). Em particular, R > 0 implica m > 0. Além disso, a
massa m = 0 se e somente se (M", g) é isométrico ao espago euclidiano R™.

Demonstragao. Por defini¢ao, a massa ADM de (M™,g) = (R",§ + df @ df) é

) 1
i J, st
) 1
=l g J, Ul =2l

1
= lim ——— if; — fijfi)v;dS,.
im /Sr(f fi = fijfi)v

Usando a hipétese do grafico ser assintoticamente plano, a fungao 1/(1 + |V f|?) tende a 1 quando
r — o0o. Portanto, nés podemos reescrever a massa como

i 1 1
T o /S L v el Jufds: o2

16



Agora, aplicando o teorema de Gauss-Green na integral acima e usando a proposicao [4.0.1}
temos

L 1 | Jifk — fiefi
mo= 7“11)1110 2(n — 1)wn_1 /T le ( 1 —+ |Vf|2 d‘/(S
B 1 | Jifk — fieli
- 2(n—1)wn 1/ dlv( e )
= / RdV
(n— 1 Ywn—1 Jrn

R———dV,,
n—lwn 1/Mn 1—1—|Vf|2

pois

dV, = \/det gdVs = \/1 + |V f2dV;.

Além disso, se (M",g) é isométrico ao espaco euclidiano, entao R é identicamente nula e pela
expressao acima a massa m também sera. Reciprocamente, se a massa m = 0 entao como R > 0,
temos que obrigatoriamente R é nula. Portanto, como o grafico é assintoticamente plano, a funcao
f tende a uma constante C' no infinito, ou seja, o grafico de f tende a um hiperplano. Além disso, f
satisfaz a EDP eliptica R = 0 usando o principio do maximo [5], podemos tomar uma bola B C R”
suficientemente grande tal que |f(z) — C| < ¢, conclui-se que f ¢é constante e (M", g) é isométrico
ao R™ com a métrica canonica plana.

|

Proposicao 3.1.1 Se (M™,g) € o grdfico de uma funcao suave esfericamente simétrica f = f(r)
em R", entdo a massa ADM de (M", g) € nao-negativa mesmo sem a hipdtese da curvatura escalar
nao-negativa.

Demonstragao. Seja f, = 0f/0r a derivada radial de f. Usando a regra da cadeia, as derivadas
coordenadas de f satisfazem:

fi = frﬁ
"
fo = 52 (225,

Como o vetor normal exterior é v; = x;/r, temos

2 . .
fufiv; = |:frr : +f7«< & )} ]

73 ror

2 2 2 2,..2
fofrid gz (o5
rrJnTr r 7"‘3 7"‘5
fTT'fT"
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fifivi = {fwﬁj + fr (7] - J)} fr==

73 ror
2.2 2.2
= fuf il 2 (51'1'751% x%%)
T T 3 5
r r
212
frrfr_ rr.

Usando este fato junto com a definigao de massa ADM de (M™, g) temos

m = lim —/ (gij,i—gii,j)’/jdsr
_ Sy

= lim ;/ (fiif; + fisfi — 2fij fi)v;dS,
S

1
I oy J, Ul Fafds
2
— tim g [ Zas >0
r—o0 2(n — Dwp—1 Jg, T

]

Uma consequéncia deste fato e do Teorema da massa positiva é que nao existem funcoes suaves
assintoticamente planas e esfericamente simétricas em R” cujos graficos tem curvatura escalar
negativa em todo ponto.

3.2 A Desigualdade de Penrose

A desigualdade de Penrose Riemanniana pode ser vista como uma generalizagao do Teorema da
Massa Positiva. Se (M™,g) é um gréfico de uma funcao assintoticamente plana com curvatura
escalar nao-negativa que tem bordo minimo > entao

1<|E| )"f
m>—- (=)
2 Wn—1

onde |X| é o n — 1 volume de ¥ e w,_; é o volume da esfera unitaria.

Para provar tal desigualdade, mostraremos alguns resultados auxiliares e faremos algumas
consideracoes:

Seja 2 C R™ um conjunto aberto e limitado (mas nao necessariamente convexo), com bordo
suave X = 09. Se f : R"\Q — R é uma fungao suave assintoticamente plana, entdo o grafico de
f (M" g) é uma variedade assintoticamente plana com bordo f(X) suporemos também que cada
componente conexa f(X) estd em um conjunto de nivel de f. Pela proposi¢ao e observagao
(2.2.1)), nos referiremos a (M™, g) = (R"\Q,d + df ® df) como o grafico de f.

Se denotarmos por H e Hy as curvaturas médias de f(X) em (M", g) e em R™, respectivamente,
podemos relacionéa-las por
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1

. S}
VI+ IV

Note que Hj é também a curvatura média de . A equagao implica que se |V f(z)| — oo
quando z — X, entdo f(X) é uma superficie minima exterior de (M",g), pois H = 0 em 3.
Graficamente, isto significa que f é vertical ao longo do bordo.

Com tais consideragoes, veremos que a prova do teorema a seguir é muito similar a do Teorema
da Massa Positiva, a diferenca é que quando aplicamos o teorema da divergéncia conseguimos um
termo extra referente ao bordo.

(3.3)

Teorema 3.2.1 Seja 2 C R™ um subconjunto aberto e limitado (nao necessariamente conezo) e
Y =00. Se f:R"\Q — R ¢ uma fungdo suave assintoticamente plana tal que cada componente
coneza de f(X) esta em um conjunto de nivel de f e |V f(x)| — oo quando x — X. Entao a massa

ADM do grdfico de f é

1 1 1
- - | R av,+ —/H i3, 3.4
2(n — 1wp—1 / TRV T 2n = Dweor Jy 0 (3.4)

onde Hy € a curvatura média de ¥ em (R™\€, )

Demonstragao. Podemos escrever a massa de (M", g) por

1
m = lim

r—00 2(7’L — 1)wn—1 /S 1 + |vf|2 (f’L’ij fijfi)l/jdsr.

A diferenga aqui é quando aplicamos o teorema de Stokes, obtemos a integral extra do bordo.

1 1
A T s 1/&1+|vf\2(f""fj_f”fi)yjdsr

1 . 1
= m /RH\Q div (W(fufj — fl]fz)) dVs

1 1
—2(71 — l)wn_l /Z 1+ |Vf|2(f22fj - fz‘jfi)yjd27

onde tecnicamente nds nao poderiamos usar o Teorema de Stokes em todo R™ pois |V f(z)] — oo
quando z — 92 = ¥. Porém, faremos um leve abuso de notacdo e mostraremos que as integrais
impréprias convergem. Disto

1

2(n — 1w \/1+|Vf|2

1
2(n— 1)wpt / 1+ |vf|2<f"fj fij fi)v;d2.

O vetor normal exterior a ¥ é v = Vf/|Vf|. Considerando ¥ como uma superficie fechada em
(R™,0) denotaremos Af o Laplaciano de f em com respeito a métrica plana e Ay f o Laplaciano
de f restrito a ¥. Seja H/ o hessiano de f e Hy a curvatura média de ¥ com respeito a métrica
plana. Iremos usar a seguinte férmula bem conhecida que relaciona os dois laplacianos:

m =
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Af = Asf+H (v,v)+ Ho(v- V)

1 v
- [t H .
S (V IVf!>+ ol V71, (3:5)

onde Ay f =0 pois f é constante em ¥ (f(X) estd em um conjunto de nivel de f). Além disso

1
L+ [V

= rer @O ()] 20

_ 1 1 vV gt NI
= TR VIE K|Vf| (Vf |Vf|)+HOWf ') vil-H (Vf’ |Vf|>}
VP

L+ [Vf]?

(fiifj - fijfi)yj

onde substituimos a equagao [3.5] em [3.6 Portanto,

1
"7 BT W
1
_Q(n_l)wn 1/ 1_|_|Vf|2(fllfj fz'jfi)deE
1

2(71—1 Wn—1 \/1+|Vf|2

1 IV fI?
Hods
3 = Do 1/ 1+|Vf|2 0

1

1
= — HydX.
2(n — Dwp_1 1/1_|_|Vf|2 n—l)wn_l/z 0

Observagao: 3.2.1 Como f(X) estd em um conjunto de nivel de f, ela é a mesma superficie 3
transladada verticalmente, Logo, podemos expressar a massa ADM como

1
mz— HydX..
2(n — Dwn 1 \/1+\Vf\2 Dwn— 1/ ’
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Denotaremos por €2;, ¢ = 1, ...,k as componentes conexas do conjunto aberto limitado 2. No
caso em que cada €2; é convexo, podemos obter um limite inferior para a integral do bordo no
teorema [3.2.1] Para fazer isto, precisaremos do seguinte lema, que faz uso de um caso especial da
desigualdade de Aleksandrov-Fenchel [9].

Lema 3.2.1 Se ¥ é uma superficie convexa em R™ com curvatura média Hy e drea |X|, entdo

——— | HydX > — . .
2(n — 1wy /z = (Wn—l) 37

Demonstragao. Seja > C R" uma superficie convexa com curvaturas principais K, ..., Kn_1.
Definimos

-1
-1
O'j(lil, ....,K,n_l) = ( nj ) Z Riq " 'f{i]. (38)

1<t << <n—1

a j-ésima fungao simétrica normalizada em k1, ..., K, 1 para 7 = 1,...,n — 1. Em particular,
Uo(lil, ey Iinfl) =1

n—1
1 1
ey B = E ;= H
0'1(/{1, s Rn 1) n—1 = Ry n—1 0

n—1
O-n—l("{la x) Kn—l) = H Ki.
i=1
A k-ésima quermassintegral V), de ¥ é definida por
Vk = / O'k(l'f,l, vy /@nfl). (39)
>
Um caso especial da desigualdade de Aleksandrov-Fenchel diz que, para 0 <1< j <k <n-—1,

V> vV (3.10)

Em particular, tomando i =0, =1,k =n — 1,

| A= 7 VA (3.11)
Mas,

Vo = /00(/{1,...,/43”_1) = |X|
5

v, / ( P /H

= 1K1y ey K1) =
1 . 1 1, ) 1 n—]_ . 0
Vo1l = /Un—l(/ﬁ,---,/fn—l):wn—h

5
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onde na ultima igualdade temos que o produtoério das curvaturas principais é o determinante da
diferencial da aplicacao de Gauss e assim a integral sobre ¥ dé exatamente a area algébrica da
aplicacao de Gauss na esfera, para o nosso caso, como a aplicacao cobre a esfera uma vez, obtemos
a area da esfera w,_1. De (3.11)) temos

1 n—1
( / Ho) S
n—1Js
1

/HO Z |Z|ﬁw i
¥

n—

1 1 |\t
/ HO 2 a ‘ | )
2(n — Dwp—1 Jx, 2 \wp-1

n—1

»

pois
nil _n=2 wTL—l
Wp_1 = Wp_1w =t = ——.
n—1
Wn-1
|

A seguir, mostraremos a desigualdade de Penrose para graficos em R" com bordo convexo.
Teorema 3.2.2 (Desigualdade de Penrose para graficos com bordo convexo) Com as mes-

mas hipoteses do Teorema jJunto com a hipdtese adicional que cada componente conexa €;
de Q) € convexa e ¥; = 0%);, entao

>§1<m)nl+;
T =2 \wn 2(n — Twn 1 \/1+Nf|2

Em particular,

k o
R >0 tmplica m > Z ( ) )
— Wp—1

Demonstragao. Com efeito, usando o teorema (3.2.1)) e o lema ([3.2.1]), temos que

| | 1
mo= i T e 1/5 i |Vf|2(f”fj ~ fafudS;

1
Hd2+ /
2(n — lwnl/l 0 n—lwnl n ./1-|_|Vf|2
n—2

v

e
2 2(n — Dwny 1+ |Vf]2

22



Capitulo 4
Apendice

Uma outra forma de calcular a curvatura escalar de um grafico é:

Proposigao 4.0.1 Seja (M",g) = (R",§ +df @ df) o grifico de uma fun¢ao suave f : R" — R.
Entao a curvatura escalar de (M™, g) pode ser expressa por

o Jali— Lk
Rdlv( L+ VP ), (4.1)

onde a norma de V f é tomado em relagao a métrica canonica do R™.

Demonstracao. Como a métrica g;; = d;; + fif; ¢ uma perturbagao da identidade, é natural
pensarmos que a sua inversa também seja. De fato, multiplicando a expressao da métrica por g/*
e somando em j temos

dike = gijgjk = 5ijgjk + gjkfjfi (4.2)
S = g*+ gjkfjfm

logo, ' .
9“g = Oix — g]kfjfi~ (4.4)
Agora multiplicando a tltima expressao por f; e somando em 7 temos

9% fi = fo — ¢TIV

Como ¢ e j sao indices de soma entao

A+ VG = fi (4.5)
ik g _ fk
g ;= TV (4.6)

Substituindo (4.6) em (4.4]), encontramos uma expressao para a inversa g%:

b s Jifi
g7 =9 —1+\V]f]2' (4.7)
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Em posse de (4.7), vamos calcular a curvatura escalar R de (M",g) usando sua expressao em
coordenadas locais:

R=g7(Th, —Th 4+ LT — T4k, (4.8)

Por outro lado, sabemos que os simbolos de Christofell de (M", g) sao:

L jm
FZ = §gk (gjm,i + Gim,j — gij:’”)

= 20 bt st T+ Fifng — s~ Fifim)

e JuhlVSP
- fzyfk: 1J+|Vf‘2
fijflc

Logo, temos:

R G S L ) }
Fiij - (1 i |Vf’2) fljfk + — 1+ ’Vf|2 (fz]kfk + fz]fkk)>
1 1
I, = (W) Jrfr + 1+|vf|2<fikjfk+fikfkj)7

Fﬁﬂ“i;z( fijfl )( fklfk ): fijflkfkfl

L+ |Vf2) \1+|Vf]? (1+[Vf2)?
r,rt < firf1 ) ( fitfx ) _ eSS
. L+ |V \1+VIR) (L +[Vf]P)>

Subtraindo a segunda expressao da primeira,

1 1 1
L —Thi= (W)kﬁjfk - <1+ |Vf|2> firfr + T |Vf|2(fijfkk — fifrs)  (4.10)

Além disso, usando o fato que (1+ |V f]?); = (1 + f7); = 2/f1f1;, entao

(%) IR 26k
L+IVF2), A+ |ViP?2 A+[V2?

Analogamente,

( 1 )__ 2fkfuk
LH[VIR) (L+[VP)2

Logo podemos expressar por
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2fij fuefr i 2fafufefi | Jijfer — fikfkj'

k 1k —_
P =Lies =~ wrpe Y vspe T Le P (4.11)
Usando [4.1T] em [4.8] obtemos
g (fufwtehi firfifufi fijfkk_fikfkj)
R = o (e e o
o ij (fij fur — fikfjl)fkfl + gi (fij fror — fikfkj). (4.12)

(1 +[Vf]2)

Analisaremos cada parcela da equacao [4.12] separadamente, na ltima parcela temos que

L+ [V [P

P Fsfin = i) = (05 = 122 ) (o = Fadi)
i

= (fufw — [3) — W(fijfkk — fiefrj)- (4.13)

J& a primeira parcela de [£.12]

fifi

g7 (fisfue = fucfi) fufi = <5 > (figJue = fiwS) Jifo

IV
= Udo— fuf fofi = B = fuk) (414)

= (funtji = frifud) fif5. (4.15)

Onde no primeiro termo da equacao trocamos ¢ por k, k por i e [ por j. J& o segundo termo
¢ simétrico quando somamos sobre 4, 7, k e [, logo se anula. Logo substituindo [£.13] e [£.15] em [4.12
obtemos uma interessante formula para a curvatura escalar de (M™, g), a saber,

R— JiiSwer — JirJir _ 2fif;
L+H[VFE (L [VFP)?
Agora vamos tentar escrever a curvatura escalar R como um campo divergente de vetores.
Primeiro perceba que

(2fi; f5) _ 1 o 1 )
TV (1+ \VfP)Afk’“f’ - (1+ nyyQ)kf”fk- (4.17)

(2

(fis fer — finSrs)- (4.16)

Analogamente,

(2fxi f5) ( 1 )
vl = \tere ) e (4.18)
Logo, a expressao para a curvatura escalar em [£.10] transforma-se em
i Jkk — JikJi 1
p Jubufuds
EEZ TR

> (fisfe — firti)- (4.19)
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Por outro lado,

Portanto,
— (fifk = fnfi)r 1 o ff
_ (fiifk — fik:fi)
L+ [V J,
o (fn-fk - fikfi>
1L+ |Vf]2 )~
[
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