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Resumo

O estudo das superficies minimas ¢ um dos mais antigos problemas da Geometria Difer-
encial. De especial interesse sao as superficies minimas na esfera S® . Um exemplo bem
simples de uma superficie minima em S® é o toro de Clifford definido por

{(1'1,372,1'3,1‘4) €S¥ ot +al=a+23 = %} :
Em 1970, H. B. Lawson publicou um artigo intitulado The unknottedness of minimal
embeddings [14], neste trabalho ele conjectura que o toro de Clifford é a tnica, a menos
de movimentos rigidos, superficie minima mergulhada, compacta e de género um em S3.
O objetivo deste trabalho é apresentar as técnicas utilizadas por S. Brendle para dar uma
resposta afirmativa a conjectura de Lawson.

Palavras chave: Superficies Minimas, Conjectura de Lawson, Toro de Clifford.



Abstract

The study of minimal surfaces is one of the oldest subjects in differential geometry. Of
particular interest are minimal surfaces in the sphere S3. A basic example of minimal
surfaces in S? is the so-called Clifford torus defined by

1
{(931@2,%3,964) €S¥ ot + o) =23 +23 = 5}

In 1970, Lawson published a paper entitled The unknottedness of minimal embeddings
[14], this work he conjectures that the Clifford torus is only, less rigid motion, compact
embedded minimal surface in S® of genus 1. The objective of this work is to present the
techniques used by S. Brendle to give a affirmative answer to the conjecture of Lawson.

Keywords: Minimal Surfaces, Lawson’s Conjecture, Clifford torus.
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Introducao

Em 1970, Lawson [13] provou que dado um inteiro positivo g, existe pelo menos uma
superficie minima compacta mergulhada em S® com género g. Além disso, ele mostrou
que existem no minimo duas tais superficies a menos que g seja um ntimero primo. Alguns
exemplos de superficies minimas compactas mergulhadas em S® podem ser encontrados
em [11] e [10].

Neste contexto, um resultado bem interessante foi provado por Almgren [1] em 1966
e diz que toda 2-esfera minimamente imersa em S® é totalmente geodésica, portanto,
congruente ao equador S*N{x,; = 0}. Outro exemplo de superficie minima compacta em
53 é o chamado toro de Clifford dado por

1
{(951@2,533,964) €S a?tal=a+al= 5} ,
No artigo intitulado The unknottedness of minimal embeddings [14] Lawson fez a seguinte
conjectura:

Conjectura 1 (Lawson, 1970). Suponha que F : ¥ — S3 é um toro minimo mergulhado
em S3. Entao Y é congruente ao toro de Clifford.

Observemos que, o préprio Lawson [13] construiu uma familia infinita de toros minimos
apenas imersos em S3. Mais tarde, em 1971, Hsiang juntamente com Lawson deram uma
infinidade de exemplos de garrafas de Klein minimas em S? (ver [9]). Esses fatos mostram
que a hipotese de ¥ ser mergulhada é crucial.

Esta dissertacao esta dividida em dois capitulos. No primeiro capitulo fazemos uma
breve introdugao a geometria das subvariedades no espaco euclidiano. Ao final deste
capitulo provamos que o toro de Clifford é uma superficies minima plana nao trivial da
esfera S3.

O segundo capitulo é dedicado a demonstragao da Conjectura de Lawson, nossa prin-
cipal referéncia para este capitulo foi o artigo Embedded minimal tori in S® and the
Lawson conjecture de S. Brendle [5].



Capitulo 1

Subvariedades Imersas

Neste capitulo fazemos uma breve introducao ao estudo das subvariedades imersas no
espaco euclidiano R™ sob o ponto de vista das formas diferencias.

1.1 Equacoes de Estrutura do R"

Seja U C R™ um aberto e sejam eq,...,e,, n campos diferenciaveis de vetores em
U de tal modo que, para todo p € U, se tenha (e;,€;), = d;j, com i,j =1,...,n. Unm
tal conjunto de vetores é chamado de referencial ortonormal moével em U. De agora em
diante omitiremos os adjetivos ortonormal e mével sem maiores comentarios.

Dado um referencial {e;}, para cada p € U, seja {w;}, a base dual da base {e;},, ou
seja, {w; } sdo formas diferencias lineares definidas pela condicao w;(e;) = 6;;. O conjunto
das formas diferenciais {w;} é chamado coreferencial associado ao referencial {e;}.

Outro conjunto de formas associadas ao referencial {e;} pode ser obtido pensando em
e; como uma aplicagao diferencidvel e; : U C R® — R". A diferencial (de;), : R* — R",
em p € U, é uma aplicagao linear. Portanto, para todo v € R"™, podemos escrever

(dei)p(v) = Z(Wij) (v)pe;-

J

Desde que e; é diferencidvel é facil ver que as expressoes (wjj),(v) dependem linear-
mente de v. Portanto (w;;), ¢ uma forma diferencidvel linear em R". Com essas notagoes
em mente, podemos escrever

dei = E wijej,
J

como defini¢ao das formas w;;, que sao chamadas formas de conexao do R™ no referencial

{€Z‘}.
Derivando a expressao (e;, e;) = d;;, obtemos
0= <d6¢, €j> + <6i, d6j> = Wiy + Wi,
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o que implica
Wij = —Wji,

isto é, as formas de conexao sao anti-simétricas nos indices 1, .

Teorema 1.1 (Equagoes de estrutura do R™). Seja {e;} um referencial ortonormal mdvel
em um aberto U C R™. Sejam w; o coreferencial associado a {e;}, e w;j as formas de
conezao de U no referencial {e;}. Entao:

dw; = Zwk N Wi (1.1)
k
dwijzzwik/\wkja k=1,...,n (12)
k

Demonstracao. Seja a; a base canonica de R” e seja x; : U — R a funcao projecao na
i-ésima coordenada. Com isso a diferencial dx; de x; em U é um o coreferencial associado
ao referencial a;, ja que

d(Ei(CL]‘) = 5ij .

Ao expressar o referencial dado em termos de a; temos que

€; = Zﬁijaj, (13)

onde os f3;; sao fungoes diferencidveis em U e, para cada p € U, a matriz (5;;(p)) é
ortogonal. Como {w;} é o coreferencial associado a {e;}, temos

J

Diferenciando 1.3, obtemos
de; =Y dBiar =Y dBi Y _ Bine;,
k k J

onde na ultima igualdade usamos a ortogonalidade da matriz (f;) para passar da base
a; para a base e;. Como de; = E wjje;, concluimos que
J

Wiy = Zdﬁikﬁjka (1-5)
k

dai
sz‘jﬁjs = Z dﬁz‘k@jkﬁjs = dB;s, s=1,...,n. (1_6)
J k,j

11



Derivando exteriormente 1.4 e usando 1.6, obtemos
dwl- = Zdﬁl] VAN dl’j

J

= Zwikﬁkj N dl‘j
Jik

- S e
k J

= sz’k N wy = Zwk N Wi,
k k

e a primeira equacao de estrutura estd demonstrada. Para obter a segunda equacao de
estrutura vamos diferenciar 1.5 e usar 1.6 outra vez, assim

dwiy = Y dBjx AdBy,
k

= - Z dBir N dfjy,
k

> (Z wwﬁm> A (Z szﬁsk>
_ zk:(wi:A wis) Y ﬁrkﬁsz
— ;]:;k A Wi

Como queriamos demonstrar.

O

Dada uma imersao x : M — R""? de uma variedade diferencidvel de dimensao n em
um espaco euclidiano R"*9. Pelo teorema da funcao inversa, para todo p € M, existe
uma vizinhanca U C M de p tal que a restrigao z|U de z a U é injetiva. Seja V' C R™¢
uma vizinhanga de z(p) em R™™? de tal modo que V' D z(U). Com as notagdes acima
temos a seguinte

Definicao 1. Um referencial mével {ey,...,en, €n41,..., €014} em V. C R" com a
propriedade que, quando restrito a x(U), os vetores ey, ..., e, sejam tangentes a z(U) e
08 Vetores €,41, . . ., €ntq Sejam normais a x(U), é chamado um referencial adaptado a x.

12



A existéncia de um referencial adaptado pode ser provada da seguinte maneira. Se
V' é suficientemente pequeno, existe um difeomorfismo g : V' — V tal que g o z(U) é
um aberto da variedade z(M). A existéncia de um referencial fi,..., fo, fut1,- -+, fotg
adaptado a gox(U) em g(V') é imediata. A imagem inversa dg='(f1),...,dg ' (fniq) pode
nao ser ortogonal. Finalmente, usamos o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt
em cada ponto de V' e observamos que os vetores obtidos varia diferenciavelmente com
os vetores dados. Assim, obtemos um referencial ortogonal adaptado a z(U).

Observagdo 1. As formas w; do referencial {e;} e as formas de conexao w;; que satisfazem
as equacoes de estrutura 1.1 e 1.2 estao definidas em V. No entanto, a aplicacao x : U C
M — V C R" induz formas diferencias z*(w;), *(w;;) em U. Como z* comuta com a
derivada exterior e com o produto exterior, tais formas em U satisfazem as equagcoes de
estrutura 1.1 e 1.2.

O proximo resultado ¢ de fundamental importancia para o decorrer desse trabalho.

Lema 1.1 (Cartan). Seja V' um espago vetorial de dimensdo n. Sejam wy, ..., ,w, : V —
R, r < n formas lineares de V' linearmente independentes. Suponhamos que existam

formas lineares 64, ...,0, :V — R satisfazendo a condicdo: Zwi ANO; =0. Entao

=1

61' = E aijwi, ’l,j = 1, e,y aij = aji-
J

Demonstracao. Inicialmente vamos completar as formas wi,...,w,, em uma base
Wiy ooy Wy Wyit, ..., wy de V7 com isso

eizz@ijo‘i‘ZbiZWl l=r4+1,...,n.
j 1
A condicao Z w; N; =0 i]mplica
l 0 = Zwi/\ei = ZWi/\Zaijo +Zwi/\2bﬂwl
= Zl:(aij — aﬁ)w: Awj+ JZ: byw; A ujl. |

i<j i<l

Como as formas w, Aws, r < s, 1,5 = 1,...,n, formam uma base do espaco A2V* das
formas bilineares alternadas de V' x V, concluimos que a;; = aj; e b;; = 0.

O

Lema 1.2. Seja U C R". Sejam w,...,w, formas diferenciais linearmente indepen-

dentes em U. Suponha que exista em U um conjunto de 1-formas diferenciais {w;;}
satisfazendo as condicoes:

dw]‘ = E Wi A wkj, wij = —Ldji.
k
Entao um tal conjunto é unico.

13



Demonstracao. Suponha que exista um outro conjunto {w;;} satisfazendo
du)] = Zwk A wkj, wl‘j = —wjl'.
k
Entao Zwk N (Wrj — wg;) = 0, e pelo lema de Cartan,

Z Bkzw“ Bii = Bz]k

Observe que

_ k
E :Bmwz = —(Wjr —wjk) = — § :Bjiwi
i

e, como os w; sao linearmente independentes, By, = —B]’?Z-. Trabalhando com as simetrias
encontradas, obtemos

Bl =-B],=-B) =B =B}, =-B=-Bl=0.

J

Portanto wy; = wy;.

1.2 Subvariedades do Espaco Euclidiano

Seja x : M"™ — R"™? uma imersao de uma variedade de dimensao n em R"*4. Seja
p € M e U uma vizinhanga de p em M na qual a restricdo z|U ¢é injetiva. Seja V' uma
vizinhanga de z(p) em R""? de tal modo que x(U) C V e que em V esteja definido
um referencial adaptado eq,...,€n,€n41,...,€mtq. Usaremos a interpretacao cldssica e
pensaremos em x como uma inclusao de U em V C R""4, deste modo, usaremos a mesma
notagao para os elementos de V' ou de sua restricao a U. De agora em diante, usaremos
essa convencao.

Fixemos também as seguintes notagoes:

1<ABC,....<n+gq;
1<id,j, k..., <n;
n+1<ap0,7....,<n-+gq.

Lembremos que, dado um referencial {e4} em V', o coreferencial {ws} em V e as formas
de conex@o {wap} sdo dados por

dr = E WA€EA
dey = E WABER.

As formas wy e wap satisfazem as equagoes de estrutura

14



dwy = ZwB A WpA

dwap = E wac N wWeB-

Estamos interessados em estudar as formas wy e wyp restritas a U C V. Neste caso,
temos a condicao adicional w, = 0, a qual segue do fato que os vetores e, sao normais a
U. De fato, para todo ¢ € U e todo v =) v;e; € T, M, tem-se

Wa (V) = wy (Z viei> = Zviwa(ei) = 0.

No que segue todas as formas estao restritas a U. Como w, = 0, temos

0=dw, = ZwB/\wBa

Pelo lema de Cartan

Zh N

Definicao 2. A forma quadratica

:Zwiwm Zh Wi (1.7)

¢é chamada segunda forma fundamental de z na dlregao de e,.

Denotemos por N, M o conjunto dos vetores normais a M, isto é, N,M = dx,(T,M)*.
N,M ¢é chamado espagco normal da imersao x em p. Um campo de vetores normais ¢
uma aplicagao diferenciavel v : U — R"™ com v(p) € N,M, p € M. Dado um campo de
vetores normais v : U C M — R"™ em uma vizinhanca U suficientemente pequena de
p, podemos escolher um referencial adaptado {e4} em U de modo que e,,; = v. Neste
caso particular denotaremos a segunda forma fundamental na direcao de e, 1 por 11".

Mostremos que II” generaliza a situacao andloga para superficies em R3. Para isso,
seja v € T,M, |v| =1, e consideremos uma curva « : (—¢,e) — U parametrizada pelo
comprimento de arco s, com a(0) = p e o/(0) = v. Entdo, como (2 v) =0,

<j_a> - —<j—j‘,fl—z>:—<dx<v>,du<v>>

= —(dz,dv)( <sze,,an+1Jej anH 565> v)
- - (Zwiwnﬂ,i) (Zwlwz n+1> ) = 11" (v). (1.8)

15
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Portanto, I1¥(v) é a componente do vetor normal a a segundo o vetor unitario v, isso
generaliza a nocao de segunda forma fundamental de superficies em R3.

Como sabemos, a toda forma quadratica em um espaco vetorial esta associada uma
aplicacao linear auto-adjunta, assim, para todo ponto p € M e todo vetor normal unitario
v € N,M, existe uma transformacao linear auto-adjunta, que denotaremos por A :
T,M — T,M, tal que

I1(v) = — (4°(v),v),

para todo v € T,M. Segue da equagao 1.8 que, em um referencial adaptado, a matriz de
A” com v = enqq é dada por (—hJH).

Definigao 3. Dada uma imersao z : M? — M? de uma superficie M? em uma variedade
tridimensional M? definimos a curvatura gaussiana de M? por

2
K= h11h22 — h12,
e a curvatura média por

_ hi1 + hao
—

H

Agora passaremos a descrever um dos objetos fundamentais no estudo da geometria
das subvariedades, a saber, as formas de curvatura e as formas de curvatura normal da
imersao x. Para isto, vamos escrever as equacoes de estrutura de M, tendo o cuidado de

destacar as partes tangenciais (indices 4, 7, ...) e normais (indices «, 3, ...). Deste modo
dw; = ij A wji (1.9)
J

doy = Y wip Awij+ Y Wia Aw (1.10)

k e’
dwm = Zwij /\wja+2ww/\w5a (111)

J B
dwaﬁ = Zwaj VAN Wig + wa VAN Wy (112)

J v

Observagao 2. Com as notagoes acima podemos expressar as curvaturas gaussiana e
média de uma imersao = : M? — M? em termos da 2-forma w; Aws. De fato, a identidade
w3 = 0 implica

dCU3 = wi A wig + wo A woz = 0.

Pelo lema de Cartan
w1z = hjjw + hiaws

Wo3 = hglw -+ hQQWQ.

16



Por outro lado

dwis = wiz Aws
= —(hllhgg — h%2>u}1 VAN %)
= —Ku)1 A W9
[§
W13 A Wy + W1 N Wog = (hll + hgz)wl A\ W9
= 2Hw1 A W9

Da equacgao 1.10 observamos que a segunda parcela do membro direito funciona como
um termo de correcao da estrutura euclidiana de M, ja que se esta parcela fosse nula

terfamos exatamente a equacgao 1.2. Isto sugere que o termo E Wia N\ W, contém in-

(0%
formacoes sobre a geometria de M. A esse termo daremos uma notacao especial, a saber,

Qij: E wm/\waj.
a

Consequentemente

Q= -0

ij ji-
Definicao 4. As 2-formas (2;; sdo chamadas formas de curvatura do referencial {e;}.

Nosso proximo passo é dar um significado geométrico a matriz das formas de cur-
vatura, para isso iremos analisar como elas variam com uma mudanga da parte tangente
do referencial {e;}, j& que a parte normal {e,} nao afeta as formas €;;.

Indicaremos as matrizes das formas w;; e €2;; por W e €, respectivamente, e o vetor
coluna das formas w;, por w. Assim, as equacoes de estrutura 1.9 e 1.10 tornam-se
dw=w AW
AW =W AW + Q.

Uma mudanga na parte tangente {e;} do referencial serd dada por
€; = Z uijEj,
J
onde (u;;) = U é uma matriz ortogonal, isto é, UU* = I, onde U* indica a matriz

transposta de U.

Lema 1.3. Por uma mudanga do referencial {e;} dada por e; = ). uie;, a matriz das
formas de conexao W muda por

W =dUU* + UWU* (1.13)
e a matriz das formas de curvatura €2 muda por
Q=UQU", (1.14)

onde a barra indica o0s elementos correspondentes no referencial {€;}.

17



Demonstragao. De ¢e; = E u;j€; vem w; = E u;;Wj, isto é, w = Uw, e entao
j J

J
w = U*w. Portanto,

dv = dUAND+Udo
= dU A (U*w) + UW AD)
= (dUU* +UWU*) Aw.

Pelo lema de unicidade 1.2, concluimos que

W =dUU* + UWU",
o que demonstra 1.13. Para demonstrar 1.14, observemos que a identidade UU* = [
implica dUU* = —U(dU)*. Passemos ao calculo de W AW e dWV:

WAW = (dUU*+UWU*)A(dUU* +UWU*)
= dUU* ANdUU* +dUU* N\UWU*
+UWU* AdUU* + UWU* N\NUWU*
= —dUU*U A (dU)* +dUU*U AWU*
—~UWU*U A (dU)* + UWU* A UWU*
= —dU A (dU)* +dU A\WU* —UW A (dU)* + UW AWU*

dW = —dU A (dU)* +dU A\WU* —UW A (dU)* +UdWU*.
Portanto,
Q = —WAW+dW
= —UWAWU* +UdWU*
= UdW - W AW)U*
= UQU*.
Como queriamos demonstrar.

O

Em outras palavras, o lema 1.3 afirma que fixado p € M, quando mudamos o referen-
cial tangente {e; }, a matriz de formas ((€2;;),) muda como a matriz de uma transformacao
linear em T, M.

Definicao 5. Fixado dois vetores X,Y € T,M, a matriz numérica {(£2;;),} representa
um operador linear em 7, M que indicaremos por
(Rxy)p : TyM — T,M

e que nao depende do referencial tangente. Rxy é chamado operados de curvatura da
métrica induzida.

18



Observacao 3. Escrevendo a equacao 1.12 na forma

dwaﬁ = wa A Wy + Qaﬁ,

J

onde
Qa,b’ = Zwai A Wwig = _Qﬂaa
i

vemos que ela possui uma certa analogia formal com as equacoes de estrutura de um
espacgo euclidiano com termo de correcao {1,3. Por um raciocinio inteiramente andlogo
ao lema 1.3, verificamos que a matriz de formas (w,3) = W' e a matriz de formas
(Qap) = QF se transforma por uma mudanga da parte normal {e,} do referencial, de
modo semelhante as formas W e 2 respectivamente. Por esta razao, chamamos w,g as
formas de conexao normal e (2,3 as formas de curvatura normal.

E claro que, fixados p € M e dois vetores X,Y € T,M, a matriz {(Q.3),(X,Y)}
determina um operador linear

(Rxy)p : NpM — N,M.

R%  é chamado o operador de curvatura normal da imersao .

Daremos agora um significado geométrico as formas de conexao w;;. Para isso consi-
deremos X um campo diferencidvel de vetores tangentesem M,Y € T,M e a : (—¢,¢) —
M uma curva diferenciavel em M com «(0) = p e o/(0) =Y. Definimos

dX
(VyX), = proj. sobre T,M de <%)
t=0

onde t é o parametro da curva «. Vamos mostrar que Vy X s6 depende da métrica
induzida em M por x.

Para isso, escolhemos um referencial adaptado {e4} em uma vizinhanca U C M e
escrevemos X = Y x;e;, onde z; sao fungoes diferencidveis em U. Temos

T gty
d 0 0
= - %63+;xzzj:ww (a) ej+zz:xlza:wwz (075) €a;

Logo

J

isto mostra que Vy X sé depende dos w;; e portanto da métrica induzida.

19



Definicao 6. (Vy X) é chamada a derivada covariante do campo X segundo o vetor Y
no ponto p.

Notemos que se X = e;, obtemos

(Vyei,ej) = wi(Y),
isto fornece uma interpretacao geométrica das formas de conexa w;; em termos da derivada

covariante.

Analogamente, podemos definir a derivada covariante normal da seguinte maneira:

Dado 7 um campo diferenciavel de vetores normais em M e y € T, M, a deriwada covari-
L ~ , -

ante normal (V,n), de n em relagao a y no ponto p é a projegao sobre o complemento

ortogonal N,M de T,M da derivada usual (fl—’g) o~ Com um célculo similar ao que foi
feito para Vy X verificamos que

(Vyn), = {dwa(y) - Zwaﬁ(y)'rza} ¢,

B

onde n = Z Nata- OU seja, an depende apenas das formas w,s. Se 1 = e, temos

<v;_6a7 €ﬁ> - Wa,@(y)'

Finalmente, relacionaremos as formas de curvatura da métrica induzida e as formas
de curvatura normal com as formas quadraticas da imersao. Por defini¢ao, temos

Qij = E Wiar /\waj
o

Qag = Zwm’ N wig.
%

Aplicando a definicao dos coeficientes da segunda forma fundamental ficamos com

Qij =

_ Z { hf;wl VAN Z h?kwk}
a ! k
= —Z { hlc»;h?kwl /\wk}
« I,k

- Z{Z( i ?k_h?kh?l)}wk/\wl (1.15)

k<l «
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Qag = _Z{Zh?kwk/\zhgwl}
i k 1
= —Z{th‘khﬁkaw,}
k,l

%

= 2 {Z (h?lhfk - h?ﬁﬁ) } W A wi (1.16)

k<l 7

As equagoes 1.15 e 1.16 sao chamadas as equagoes de Gauss e equagoes de Ricci,
respectivamente.

As equagoes 1.11
dw;,, = Zwi]’ N Wija + Z wig N\ Wga
J B

que exprimem as diferenciais de w;, em termos das formas da conexao tangente e das
formas da conexao normal é chamada Fquacoes de Codazzi.

Observagao 4. Para o caso de uma hipersuperficie de dimensao n as equagoes de Codazzi
assume a forma

dw; 1 = E Wij N Wjnit,
J

Pois Wp41,4+1 = 0. Tendo em vista que

Wint+1 = Z hjkwk, (117)
k
podemos escrever
dme = Z hjkw,-j VAN Wik (118)
k,j

Nosso objetivo é obter uma expressao manejavel para a equagao de Codazzi. Para
isto, vamos fazer uso da identidade auxiliar

dhj = Z hij kwr, — Z hgjwri — Z higwr;, (1.19)
k K I

onde h;jj = %hlj. Derivando exteriormente wj 41 = j hijw; obtemos

dwi,n+1 = Z dhzg A Wy + Z hijdwj.
J J

Substituindo 1.19, obtemos
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dwipnyr = E hijpwi N\ wj — E hyjwis N\ wj
k.3 k,j

— E hikwkj VAN Wi + E hijwk N Wkj -
k?j k7]

Observando que

E hiju)k VAN Wkj = E hikwjk N Wi
k,j k,j

vem,

dwi,nﬂ = Z hij,kwk VAN Wy — Z hkjw;m- VAN Wij. (120)
k,j k,j
Comparando 1.18 e 1.20, concluimos que

0= Z hij7kwk A\ wj = Z(hmk — hiw)wk A\ wj.
k,j k<j
Portanto
hij,k - hik,j?

como gostariamos.

1.3 O Toro de Clifford

Seja z : R? — R* uma aplicacao diferencidvel dada por

1
r(u.v) = —=(cosu,sinu, cosv,sinv)  (u,v) € R (1.21)

V2

O conjunto z (R?) C S% é chamado o toro de Clifford. O objetivo desta segdao é provar
dentre outros fatos que o toro de Clifford é uma superficie minima da esfera unitaria
de R*. Dando assim, um exemplo nao-trivial de uma superficie minima mergulhada
compacta de S3.

De 1.21, podemos escrever

(— sin udu, cos udu, — sin vdv, cos vdv),

com isso
(—sinw, cosu, 0,0),

1
V2

d:c( ) = L(0 0, —sin v, cos v)
\/i ) Y ) Y

22



portanto x é uma imersao. Como z(u+ 2nm, v+ 2mm) = x(u,v), para todo n, m inteiros,
podemos nos restringir a condi¢do (u,v) € (0,27) x (0,27), neste conjunto x é um
mergulho.

Para estudar a geometria desde toro, escolhamos um referencial ortonormal e adap-
tado da seguinte maneira

ey = (—sinu,cosu,0,0),
ea = (0,0, —sinv,cosv),
e3 = —=(cosu,sinu,sinv,cosv),
V2
1
e, = —=(—cosu,—sinu,sinv,cosv).

V2

Como dx = ) w;e;, concluimos que

du
w; = (dr,ey) = —,
L= fdre) =T
dv
wy = (dx,eq) = —,
2 (dx, eq) NG
wy = (dz,e3) =0,
wy = (dz,eq) =0.

Para encontrar as formas de conexao, calculamos primeiro

de; = (—cosudu,—sinudu,0,0),
des = (0,0, — cosvdv, —sinvdv),
1
des = ——(—sinudu,cosudu, — sinvdv, cos vdv),
3 \/5( )
donde
wiz = (dey,ez) =0,
du
wig = (dej,e3) = ———,
13 (dey, e3) 7
du
Wis = <d€1,€4>=E,
dv
wog = (deg,e3) = ——=,
23 (dey, e3) /5
du
woy = (dey,eq) = —

W34 = <d€3, 64> = 0
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De w3 = 0, concluimos com o auxilio da observacao 2, que a curvatura gaussiana K da

métrica induzida é zero.

Passemos ao cédlculo das segundas formas quadraticas nas diregoes e3 e e4, para isto

€SCrevernos

w13

Wa3

isto implica

Portanto

Analogamente

dai

4 (1 0
a=(p 4

3 3

3 3
h21wl + h22C(J2,

du dv

= h}—= + h},—,
11 9 12\/5

5 du 5 dv

= B 4h

QIE 22%'

B
1\/5 12\/§a
4 du 4 dv

QIE 22%

)

= hf

= w2

Em particular, o toro z((0,27) x (0,27)) C S? visto como uma superficie de S* tem
curvaturas principais Ay = 1 e Ay = —1, ou seja, o toro de Clifford é uma superficie

minima de S3.
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Capitulo 2

A Conjectura de Lawson

Neste capitulo apresentamos a demonstracao da conjectura de Lawson.

2.1 Chave Técnica

Seja F' : ¥ — S? uma superficie minima mergulhada em S® (vista como a esfera
unitdria de R?). Além disso, seja ® uma fungao positiva, definida em 3. Consideremos
a expressao

Z(x,y) = @(x)(1 = (F(x), F(y)) + v(2), F(y))-

A func@o acima aparece pela primeira vez no trabalho de B. Andrews [3]. A inter-
pretacao geométrica da mesma pode ser feita em dimensoes arbitrarias e é a seguinte:

Seja M™ = F(X) uma hipersuperficie em S™"*! dada pelo mergulho F, e limitando
uma regiao 0 C S"!. Escolhamos € de tal modo que o vetor normal v de ¥ aponta
para fora de ). Para cada x € X, encontraremos uma desigualdade que é equivalente a
afirmacao de que existe uma bola em 2 com curvatura de bordo igual a ®(x) de modo
que F(x) pertence ao bordo desta bola. Uma bola geodésica em S™"! ¢ simplesmente a
intersecao de uma bola de R"™ com S™*!. Em particular, a bola em S™*! contida em
Q2 e com curvatura média do bordo igual a ® e que é tangente a F(X) no ponto F(z) é
B = Bg-1(p), onde p = F(x) — & 'v(x), onde v é o vetor normal a F(X) no ponto F(z)
de S"*! que aponta para fora de €.

Afirmar que uma bola de S™*! estd inteiramente contida em €2 é equivalente, a afirmar
que, para todo y € X, vale a seguinte desigualdade

[F(y) —pl* = @7,

ou seja,

[F(y) — (F(z) = @7 w(2)) — 27 > 0.
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Desenvolvendo o primeiro membro e multiplicando por ®/2 ficamos com

1) — F@)P + (F(y) — Fla), v(x)) > 0

Desde que F(x), F(y) € S"™ temos |F(z)|? = |F(y)|> =1 e (F(x),v(z)) = 0, dai

Z(@(x),x,y) == (x)(1 - (F(x), F(y))) + (v(z), F(y)) = 0.

Em suma, provamos o seguinte fato geométrico:

Proposicao 2.1. Se @ : ¥ — R ¢ uma funcdo suave e positiva sobre 33, entdo a fun¢ao
Z(®(x),z,y) € nao-negativa para todo x,y € X se, e somente se, em todo ponto x € X
existe uma bola B C Q com curvatura média do bordo igual ®(z) e F(x) € 0B.

Voltando a fungao Z inicial, consideremos o par de pontos T # 7 tal que Z(Z,y) =0
e de modo que a diferencial de Z também se anula no ponto (Z,7). Seja (z1,x2) um
sistema de coordenadas geodésicas em uma vizinhanga de T, e (y;,y2) um sistema de
coordenadas geodésicas em uma vizinhanca de 7.
No ponto (Z,7), temos

0= 5o @D) = g @1 (F@.F@)
- 2@ (@ F@) @ (@ F) (21
’ 07 _ o OF L OF
0= mn) = -o@ (F@ o )+ (v@. 5 m). @2

onde h;;(Z) denota a coordenada ij da matriz da segunda forma fundamental de F' no
ponto Z, a qual denotaremos por A(T).

As relagoes acima serao muito usadas nos proximos argumentos.

Podemos, sem perda de generalidade, supor que a segunda forma fundamental de F’
em T estd diagonalizada, isto é, hi1(T) = A1, hi2(Z) = 0, e hoa(T) = Ag. Denotemos por

R; a reflexao do vetor g—fi(f) a através do hiperplano ortogonal a F(Z) — F(7), isto é
OF . JOF _ F(@) - F(@) > F(z) - F(p)
R =—()—2 T), T - — .
3020 5 —F)) e~ A

Escolhendo de maneira adequada um sistema de coordenadas (i, y2), podemos supor
que <R17 g_;Z(g» > 07 <R17 g_?i(y» = O? e <R27 g_yi@» > 0.

Lema 2.1. Os vetores F(y) e ®(T)F(T) — v(T) sao linearmente independentes.
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Demonstracgao. Usando a identidade
(@) F(7) —v(T), F([I) = () — Z(z,7) = (2),

obtemos

(@) F(@) —v(@)]*|F@)* — (@) F (@) - v(7), F7))*
=|2(@)F(@) - v(@)] - 2(@)* =1.

Isto implica que a desigualdade de cauchy-schwarz ¢ estrita, logo F(7) e ®(Z)F(Z) — v ()
sao linearmente independentes.

0
Lema 2.2. Temos Ry = §1-(7) ¢ Ry = 5-(7).

Demonstragao. Usando a expressao de R; encontramos

(o F @) = (G @.Fw)

L, < " @7F@)> (F@) - FO).F@) _,

(2@ F@) - @) = 2( 5 @) Fm)

OF B 2@y
= 2( G W1 FO) (e Fp =

Por outro lado, os vetores gf (M) e g—i(y) satisfazem

(5@ F@) =0

or . . _ 0z ,_ _
(G @.2@F@ - o)) = -5 ) =0

Visto que os vetores F(7) e ®(Z)F(T) — v(T) sado linearmente independentes, podemos
escrever

oF OF
Ry, Ry} =
span{ i, e} = span { 57(5). 50}
Além disso, Ry e Ry sdo ortonormais. Como (R, a—yz(y» = 0 concluimos que R; =

iaF( ) e Ry = j:aF (7). Desde que <R1,g—£@)> >0e (Rg,g—i(gj)) > 0, o resultado
segue.
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O

Consideraremos agora as segundas derivadas de Z num ponto (z,y) supondo apenas
que T # y.

Proposigao 2.2. Se x # y, temos

_ IE@P e o N 1
Z azw = (ase) - FEE 1 (A - 20@) 0 (), )

¢ 20() 20(x)* — |A(x))? ‘ <6F (a:),F(y)>

> 5a@n = (ase@ -4 (awp - 2e@) 0 - (r@). Fo)

+ e - 2@~ 4@ Z<6F(f),F(y)> |

Demonstracao. Calculando as segundas derivadas de Z com relacao a primeira
coordenada no ponto (z,y) e somando de 1 até 2, encontramos

Z = <axz <y>> -3 a0 <§7§<xmy>>

i=1
2

N Zaxzhk <§i( ) F(y)>+zhk(x)<ajjai:k( ) F<y)>'

=1

Das equacoes de Codazzi vem

0

hE(x) = 0.
2 o, i(x)=0

Usando a identidade acima e o fato de que
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Dm0, (2) = =0;F(x) — hyj(z)v(x) (2.3)
obtemos
S P20 = Y200 ~23 2 () k)
+ 20(2)(F(x), F(y)) — |A(@)[*(v(2), F(y))

Como (v(z), F(y)) = Z(x,y) — ®(x) (1 = (F(z), F(y)) vem

Y 05wy = (Asl)+ (AW - 28() (- (F@), Fp) +20()

235 (52 0 Pl - Ao 2Ge)

Somando e subtraindo % dentro dos parénteses e completando o quadrado ficamos

Substituindo a expressao da (x y) acima, vem
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2

> 52w = (sset) - L awp - 2ew) (- (7). Fo)

> 026w = (00 - L awp - 2ew ) (- . o)

2

+ 2®(x) +

<;’( — ZA2<(§§ (2), F(y)>
S Z< FO)) 4@ 2

=1

O(x)(1 —

®(z)(1 - (F(z), F(y)))
3 |(Fown) —on (g, F<y>>§—j<x,y>] -

—
Visto que a imersdo ¢ minima vale A} = A3 = $|A(z)|?, e logo temos

O(x)

20(2)° - x|2 2 2
20 - S U = (F @) F @) Z< >

> 2% = (avot) - THIE | age - 2><I><x>) (1= (P(a). Fy)

— |A@)Z(z,y) +

O(z)(1 — <F(x),F(y)>)
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Proposicao 2.3. Se x # y, temos

07z
2 _( 7y)
() = O = 00 (Ba 5o ) = =0 (Pl G )

Em particular,

_,_ — )\1 — (I)(E)

Demonstragao. Derivando Z com relagao a x e com relagao a y, obtemos

8182% (z,y) = _gz (z) <F(:c), a_yi(y)> + (N — ®(2)) <§_£(x), g_i(y)> ,

Desde que

temos
od 1 oz oF
) = ooy (gt — -0 (L@ Fw) ).
Logo
0?7 1 oz oFr
o) = = (a0~ (- 2@ (G0 )
(F@. 50 w)
b= o) (5. )
e (2E F@) —F) \ [ F(a)~ F(y) OF
= 2002 G i) (F - F )
8Z( Y)
or . OF oz, OF
=00 (G0 5000) — Ty (P 500
Portanto

07
2 —(w,y)
D0y, =) = (i = @()) <R1, 0 (y)> T (F) () <F( ) 3 (y)>,

Como queriamos demonstrar.
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Proposicao 2.4. Se x # y, temos

- (8s00) - L4 i - 20)) (0 (P, F)

2@ AP~ /OF A o
2<I><a:><1—<F<x>,F<y>>>;<axi( >’F<y>> +40(@) — (A" +2)Z(2,y)

2 OF 2 YA OF
+2 ;(Az — &(z)) <Ri; 8_%(y)> . (F(2). Fly) Z a—mi(x,y) <F(m), 8—%(y)>

1 2
o)1 = (Fla), FW))) Z

Em particular,

2 2
0?7z 0?7z _
;a—x?(%y) + 2; 95,00, (T,9) + 2 8_yi2<x’y)

_|Ve@)P
d(7T)

2@~ |A@)P OF o p))
BE - FE) PG 2 <a:cz-< ) F(y>> '

Demonstragao. Pela proposicao 2.3, temos

= (AECI)(T)

2

o) = Y- 0w) (RSl

=1

Além disso,



Segue de 2.3 que

Z ay = 20 (2)(F(x), F(y)) — 2(v(x), F(y)) = 2®(x) — 2Z(z,y).

Combinando essa identidades com a proposicao 2.2, encontramos

- OF 2 2 YA OF
+2 ;(Az — O(z)) <Ri, 8_%(y)> T (Fx), F(y)) Z oz, (z,y) <F(:U), 9 (y)>

(252, (z, y)>2 — o, <g—£(x), F(y)> g_i(x’ y)] '

2.2 Demonstracao do Teorema Principal

Nesta secao descrevemos a demonstracao da conjectura de Lawson. Primeiramente
vamos encontrar uma identidade tipo-Simons para a func¢ao ¥(z) = \%|A(x)|

Proposicao 2.5. Suponha que F : 3 — S3 é um toro minimo mergulhado em S3. Entao
a fung¢ao V(z) = \%|A($)| ¢ estritamente positiva. Além disso, ¥ satisfaz a equagdo
diferencial parcial

[V

AsV — + (JA]* — 2)¥ = 0.

Demonstragao. Segue de [13] que um toro minimo em S® nao tem pontos umbilicos.
Assim, a fungao |A| é estritamente positiva em todo ponto. Usando a identidade de
Simons [15] obtemos

Aha + (JA]2 = 2)hay = 0.

Multiplicando esta igualdade por h;;, e somando em 7 e k de 1 até 2 temos
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> halhy+ (AP =2)> b3 =0.

Agora, usando a identidade AhZ, = 2h; Ahix +2|Vh|? e a linearidade do Laplaciano
vem

1
> (§Ah?k — [Vhae) + (AP =2)) h% =0
3 i,k

ik
1
§Azhfk - Z [Vhi* + (JA]* = 2) thzk =0
i,k ik ik
1
§Az(|AI2) — VAP + (JA]? = 2)|AP =0,
donde temos

As(|A]) + [VIA|P = VAP + (AP = 2)|AP =0

Para finalizar a demonstragao mostraremos que |VA|? = 2|V|A||?. Escrevendo

A = (hlla h12, h217 h22)

Al = \/2h%, + 2hi,,

pOiS hll + h22 =0e h12 = hgl. LOgO

temos

0|A| _ 2h11hi11 + 2hiahi2,
o, ]

(2.4)

I A _ 2hi1hir 2 + 2highia
0Ty |A| ’

As equacoes 2.4 e 2.5 implicam

(2.5)

IVIA|? = ﬁ(h%h%m + hiyhis s + 2hiihi1hishia )
+ ﬁ(h%h%lﬂ + hishiys + 2hi1hay phishiz )
_ ’%[hmﬁi B3 0) + B3 (hyy + h3y )]
+ V;%[Zhnhlg(hn,lhu,l + hi12h122)]-

Aplicando as equacoes de Codazzi, vem

34



4
‘V‘AHQ = _2<h%1 + h%z)(h%u + h%m)
Al
8
+ Whllhwhm,l(hll,l + hoo1)
= Q(h%m + h%l,Q)

- 2]Vh11|2.
Por outro lado,
VA = (Vhi1,Vhia, Vhoi, Vhy).
Isto nos da

IVA? = |Vhul? + |Vhe* + |[Vha |* + |[Vhg|?
= 2|Vhyu|* +2|Vh|t

Aplicando as equacoes de codazzi e a hipdétese de que hyq + hes = 0 na expressao |Vhys|?
G
acima, encontramos
|Vh12|2 = h%m + h%m
2 2
= hijg+hy,
- |Vh11|2.
Portanto
IVA|? = 4|Vh|> = 2|V|A|]?.

Substituindo |VA|?> na equacio acima e dividindo ambos os membros por v/2, ficamos
com

AN 1 VIAR L, Al
B (ﬁ)‘ﬁ A TAr=2TE =0

Como queriamos demonstrar.

O

Proposigao 2.6. Suponha que F : ¥ — S é um toro minimo mergulhado em S*. Se

|(v(2), F(y))|
x,yigg;éy U(z)(1 - (F(z), F(y))) <1,

entao F' é congruente ao toro de Clifford.

Demonstragao. Por hipdtese, temos
Z(x,y) = V(z)(1 = (F(z), F(y))) + (v(z), F(y)) = 0
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para todo z,y € Y. Por simplicidade vamos identificar a superficie > com a sua imagem
pelo mergulho F, isto é, F(z) = z. Fixado um ponto z € X arbitrario, podemos
encontrar uma base ortonormal {e1, es} de T3 tal que h(ei,e;1) = U(x), h(er,e2) =0, e
h(es, e2) = —¥(z). Seja y(t) uma geodésica sobre X tal que v(0) = z e v/(0) = e;. Como
3} é completa, podemos definir f : R — R por

f@t) = Z(x, () = ¥(z)(1 = {z,7())) + (v(x),7(t)) = 0.

As derivadas de f até a ordem 3 sdo:
ft) = =(¥(z)z — v(z),7(¢)),
1) = (¥(z)r —v(z),~(t)

() = (U()r —v(z), 7 (1))
+ h(Y (1), () (¥(x)z — v(z), Dyyr(7(1))
+ (DRph)(Y (1).7'0){(¥(2)z — v(z),v(v(1))).

Em particular, temos f(0) = f'(0) = f”(0) = 0. Ou seja, a série de Taylor de f em torno
do zero é dada por
f///(o)

f) =5

Como f é nao negativa, uma simples andlise da expressao acima mostra que f”(0) = 0.
Deste fato, deduzimos que (DZh)(e1,e;) = 0. Trocando o referencial {e;,ey, v} por
{es, 1, —1} e argumentando de maneira andloga encontramos (DZh)(es, e2) = 0.

Para concluir que VA = 0 notemos que hi; + has = 0, isto implica

3+ o(th).

(DZh)(ex,e1) + (D2 h) (e, e2) = 0

e
(Dih)(ﬁ, e1) + (Dfih)(eg, ey) = 0.
donde
(Dezlh)(em ey) =0
e

(Dih)(el, 61) = 0

Para para mostrar que as derivadas de hio também sao nulas basta aplicar as equacoes
de Codazzi nas identidades acima. Portando A é paralela. Em particular, a curvatura
gaussiana de Y e constante. Consequentemente, a métrica induzida em ¥ por F' é plana.
Portanto, usando o Corolério 3 de [12], p. 189, concluimos que X é o toro de Clifford.
Isto demonstra a primeira parte.

O
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Antes de finalizar a demonstragao do teorema principal vamos relembra-lo:

Teorema 2.1 (Brendle, 2012). Suponha que F : ¥ — S é um toro minimo mergulhado
em S3. Entdao F € congruente ao toro de Clifford.

Para completar a demonstracao do teorema, seja

L (v(@), Fy)]
syesary V(@) (1= (F(z), F(y)))
Se k < 1, acabamos de provar que F' é congruente ao toto de Clifford. Portanto, é

suficiente considerar considerar o caso k > 1. Mudando v por —v se necessario, podemos
escrever

e (o (@), F(y)
" vemany < W(a)(1 = (l’)aF(y»)) ’ (2:6)

Definimos a funcao Z : ¥ x ¥ — R por

Z(x,y) = £¥(x)(1 = (F(z), F(y))) + (v(x), F(y))
para todo x,y € .

Lema 2.3. Eziste uma vizinhanga aberta V' da diagonal D(X x ) de X X X tal que

Z(z,y) >0
para todo x,y € V \ D(X x X).

Demonstracao. Fixado z € ¥. Seja v : (—¢,6) — ¥ uma geodésica em 3 tal que
7(0) = z e 4'(0) = v € T,X. Expandindo a fungdo nao negativa g(s) = Z(z,7v(s)) em
série de Taylor em torno do zero até a ordem 2 temos

9"(0) »
2!
Pela demonstragao da proposigao 2.6, temos ¢g(0) = ¢’(0) =0 e

9(s) = 9(0) + g'(0)s + ==5" + o(s”).

9"(0) = k¥(z) = Ay

onde \, = (A¥(v),v). Por outro lado,
W(w) = ] A4°(2)] = A
€T) = — T —=
V2
Como \; é a maior curvatura principal de ¥ no ponto z e k > 1 temos
g"(0) > 0.

Donde, existe 0 < € positivo tal que g(s) > 0 para todo s € (—4,6) \ {0}. De um modo

geral, existe uma bola By (x) tal que

37



Z(x,y) >0

para todo y € By (x) \ {}. Como 6 nio depende de x a desigualdade acima é satisfeita
para todo x € ¥ e para todo y € By \ {z}. Seja

UBi=3
€Y
uma cobertura de ¥ por abertos. Como ¥ é compacta, existem z1,...,x, € X tal que
n
= | B ().
k=1
Afirmamos que

U B&/z )) X B5/2(xk))

é a vizinhanca da diagonal procurada. De fato, dado (xg,y0) € V \ D(2 x X) o par
(xo,Y0) € tal que xg # Yo € xo, Yo € B(;E/Z(xk) para algum k € {1,...,n}. Em particular,

Yo € By (),

e consequentemente

Z(x0,v0) > 0.

Usando um argumento de compacidade e o lema 2.3 segue-se que o conjunto

Q={T € X: existe um ponto y € ¥. \ {T} tal que Z(Z,7) = 0}

é nao vazio. Além disso, usando a proposicao 2.4 e a identidade obtida na proposicao
2.5, concluimos que

Z%(m)wzai aZyZ(m) +Z%Z< )
k?—1 U(7) 2 2
Tk 1- (7), F Z <8xZ )> 2.7)

7,y) = 52(z,7) = 0.

para todo par de pontos T # y satisfazendo Z(7,7) = 82(

Proposicao 2.7. Para todo ponto T € 2 temos V¥ (Z) = 0.

38



Demonstracao. Seja T € 2 um ponto arbitrario. Pela definicao de €2, podemos
encontrar um ponto ¥ € ¥\ {Z} tal que Z(z,7) = 0. Visto que a funcdo Z ¢é nao
negativa, podemos afirmar que (Z,7) € ¥ x ¥ é um ponto de minimo global de Z, segue
de 2.7 e de k > 1 que

Como

Concluimos que

(5@ Fm) =

para ¢ = 1,2. Usando a identidade 2.1, podemos escrever

0= 22 @.7) = npe (D)1 = (FE. )
para i = 1,2. Portanto, V¥ (Z) = 0, como querfamos demonstrar.
0]
Proposicao 2.8. O conjunto ) € aberto.
Demonstracao. Dados x,y € ¥ com = # y, sejam (z1,x3) e (y1,y2) coordenadas

normais geodésicas ao longo de x e y respectivamente. Como na segao anterior, podemos

escolher o sistema de coordenadas (y1,y2) de modo que <R1, g—;(y)> >0, <R1, %(y)> =

0e <R2, g—;;(y)> > 0, onde Ry e Ry sao dados por

O, JOF | F@)- F(y) \ F()-F(y)
Ro= 5@ =25l = F) (PG RO

Adaptando a demonstracao do lema 2.2, podemos mostrar que

9F =N
R, — a—yi(y)' < Ax,y)) (Z(x,y) +; 8%(%.@)‘) :

Onde A é uma funcao continua em {(z,y) € ¥ x ¥ : © # y} e, eventualmente, nao
limitada numa vizinhanca da diagonal.

Afim de podermos aplicar o lema 2.5, devemos ter uma estimativa para a segunda
variacao da funcao Z em termos da propria Z e da sua primeira variacao. Neste sentido
temos o seguinte
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Lema 2.4. Se x # y, entdo

N

927 . 97
Zaxz(x’y)+2;axia Za? %)

i=1 v

kK*—1 U (z) OF ?
ST 1o (F@), F) & Z <a “’”>>F<y>>

+Rey) ( 3| gwa)D 28)

onde A é uma funcdo continua em {(z,y) € ¥ x X : 2 #y} dada por

’ i=1

Az, y) = 20 () (k + DA(z, y) + T <F(j:),F(y)> + \I/]\(i:)’
Qv
on M = |5 )|

Demonstracao. Pelas proposigoes 2.4 e 2.5 temos

29?7 2. 027
Zaxg(x’y)”;a 0 +Za2“’

2 .97 OF
T T (), Flg)) 2 0w Y (Fe) 30)

<§fi(x,y)>2 2\ <§£( ), F(y)>§_i(x7y)] .

Desde que Z(z,y) > 0e |F(z)| = ‘ ) = 1 podemos escrever

- S (0 ) )+ ko) - (AR + 22
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K21 U (z) 2 JOF N 2 -
p 1—<F<x>,F<y>>z_Zl<axi< ) F<y>> T ant(o)
2 OF 2 2 192
#2300 =m0 (R 30 )+ Ty Do)

b = (gzi (x’y)) Kg_i(x>y>) — o), <g—i(a:),F(y)>} |

temos

) = (Goton) kg @)1= () P - O+ () { 50,5 0) )]

07
<

M (1~ (Fe), F) + | 3

(x,y)| 2rV ().

oV
oz, %)

Na ultima linha fizemos M = max
€X,i=1,2

vale \; < k¥(z), com i = 1,2. Logo
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1 07z
@0 = (F @, FG) 2 [, 59| FM 0~ (F). FW))
1 N4
R = (P Fa) & o Y|
Dai

(x), F(y)> + 4KV (x)

—~

(
*{i“i oo (e y)>f (e * o) Xlor e

(5%)

Vamos estimar (*x):

(3k) = gm <R,-, g—i(y)> — k() 2 <RZ-, g—i(y)> .

i=1
Desenvolvendo a norma, temos

2

oF
— I 5w

~ e (n ).

oF
R; — 0_% (?J)

Segue que
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Portanto

IN

IN

IA

4 M\ <&
" (1 —(F@), F) wm) Z B1;

Consequentemente

2 2 2
Z 0*Z Z 0*Z Z 0z

i=1 ¢ =1 =1 4

S_52/@_11—( i<axl >2

=1

+ (2\11(:17)(/1' + DA(x,y) + . (F(i),F(y)) + \If]\(/.[ilj))

0z
> |5 <x,y>D .

- <Z<x,y>+g\§—i<x,y>\ +Z

Como queriamos demonstrar.
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O

Usando a desigualdade 2.8 e escolhendo no lema 2.5 (ver Apéndice) a funcdo ¢ igual
a Z e o aberto A igual a 3 x 3\ D(X x 3) concluimos que 2 é aberto.

O

Segue da proposigao 2.7 que Ay ¥ (T) = 0 para cada T € Q. A proposi¢ao 2.5 implica
que ¥(Z) = 1 para cada T € . Usando o Teorema de Extensao Unica para EDP’s
Elipticas (ver [4]) concluimos que ¥(z) = 1 para todo x € 3. Consequentemente, a
curvatura Gaussiana de ¥ e identicamente nula. Como anteriormente segue de [12] que
F' é congruente ao toro de Clifford. Isto termina a demonstragao da conjectura de Lawson.
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Apeéendice

Neste apéndice enunciamos dois resultados essenciais para demonstracao da con-
jectura de Lawson, esses resultados foram usados na demonstracao da proposicao 2.8.
O primeiro resultado é conhecido como o Principio do Maximo Estrito de Bony para
equacoes elipticas nao degeneradas.

Lema 2.5. Seja A um subconjunto aberto de uma variedade M™, e sejam Oy, ...,0n
campos suaves sobre A. Suponhamos que ¢ : A — R é uma func¢do suave nao-negativa
tal que

D (D%) (9;:9) < —L inf (D*) (€.€) + Lldg| + L,

J=1
onde L é uma constante positiva. Seja Q = {x € A : 4,0( ) =0} e~y :[0,1] — A um
caminho suave tal que (0) € Q e de modo que v/'(s) = f7(s)0 ( (s)) pa,m fungoes suaves

fi,ooy fm 1 [0,1] = R adequadas. Entao v(s) € Q2 para todo s € [0, 1].

Demonstracao. Ver [6].

Teorema 2.2 (Principio de Continuagao [/Jnica). Seja u uma solucdo da equacao eliptica
Z CLZ‘]‘UZ‘]‘ + Z bjuj +cu = O,
2 J

onde a;; = aj;, b; e ¢ sao fungoes suaves no dominio D da fungdo u. Se u se anula em
um subconjunto aberto de D, entao u si anula em D.

Demonstracao. Ver [4].
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