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Resumo

Este trabalho trata da geometria das subvariedades em uma variedade produto warped R x ¢ F".
Essa é uma larga familia de variedades, incluindo as formas espaciais R"*!, S"*1 ¢ H"*! e os
espacos S" x R e H" x R, estudados recentemente por Benoit Daniel. Estabelecemos condigoes
necessarias e suficientes para uma variedade Riemanniana k—dimensional M* ser imersa isometri-
camente em R X S", em termos da primeira e segunda forma fundamental e de um campo de
vetores vertical. Esse teorema generaliza resultado devido a Benoit Daniel para o caso de produtos
Riemannianos da forma S™ x R, (veja [Dal]) em varias diregoes.

Palavras-chave: Imersao isométrica. Produto warped. Campo conforme fechado.
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Abstract

This work contains the submanifold geometry in the warped product manifolds R x ¢ F". This is

a large family of manifolds including the space forms R™"*!, S"*! and H"*!, and the space S™ x R
and H" x R, recently studied by Daniel Benoit. We establish necessary and sufficient conditions

for a k—dimensional Riemannian manifold M* be isometrically immersed into a manifold R x ; S"
in terms of its first and second fundamental forms and of the vertical vector fields. This theorem
generalizes a result due to B. Daniel in the case of Riemannian products S" x R (see [Dal]) in
several directions.

Keywords: Isometric immersion. Warped product. Closed conformal field.
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Introducao

Estabelecer condicoes necessarias e suficientes, para que uma variedade Riemanniana k—dimen-
sional M* possa ser imersa isometricamente em uma variedade Riemanniana Mn, ¢ um antigo
problema matematico. O. Bonnet, em 1867 (ver [OB]), provou que as equagoes de Gauss e Codazzi-
Mainard sao condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de uma imersao isométrica local
do disco plano, com uma métrica e uma aplicacao na esfera unitdria, em R3, tal que a métrica
induzida coincide com a métrica original e a aplicacao na esfera coincide com a aplicacao de Gauss.
Desde entao, uma larga literatura sobre o assunto vem sendo construida.

Em 2002, P.G. Ciarlet, F. Larsonneur (ver [CL]), proporcionaram uma nova abordagem pro-
vando que novas equacgoes de compatibilidades, as quais sao equivalentes as equagoes de Gauss
e Codazzi, também sao necessarias e suficientes para a existéncia de uma imersao isométrica em
R3. Para dimensdo e codimensao arbitraria, em 1971, K. Tenenblat (ver [Te]), apresentou uma
prova elementar do teorema fundamental para imersoes isométricas em R™. Em 2005, Ch. Bar, P.
Gauduchon e A. Moroianu (ver [BGM]), apresentou uma prova para hipersuperficies em R"™! a
qual pode ser diretamente estendida a variedades semi-Riemannianas.

Quando M™! é uma forma espacial, as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci podem ser definidas
intrinsicamente em subvariedades, e sao condigoes suficientes para uma variedade Riemanniana
k—dimensional simplesmente conexa ser imersa isometricamente em M"™! (ver [Sp], cap. 7.C.).
No entanto, se M nao é uma forma espacial, as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci, em geral, nao
sao definidas intrinsicamente e envolvem alguns outros fatores relacionados ao espago ambiente.

Recentemente, com a mesma técnica usada por Tenenblat em [Te], Benoit, em [Dal], obteve
condicoes necessarias e suficientes para uma variedade n-dimensional ser imersa isometricamente
em S” X R e H" x R em termos da primeira e segunda forma fundamental e da projecao de um
campo de vetores vertical. Entao, para n = 2, ele estendeu esse resultado para o caso em que

e

o espago ambiente sao as variedades homogéneas 3—dimensional (S*, gperger), Nils, PSLy(R) com

grupo de isometrias 4—dimensionais (ver [Da2]). No caso de codimensao arbitraria, em 2010, J. H.
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Lira, R. Tojeiro e F. Vitério, em [LTV], provaram um teorema de Bonnet para imersoes isométricas
em produtos de formas espaciais. Esse teorema estende o teorema de Daniel’s em varias direcoes.

Em 2010, C. Chen e C. R. Xiang, contribuiram com uma nova classe de variedades. Eles deram
condicgoes suficientes para que uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, n—dimensional,
possa ser imersa isometricamente na variedade produto warped R™ xR, onde f : R — R ¢ suave
(ver [CX]).

Neste trabalho, com a intensao de contribuir com a literatura (ampliar o conjunto das variedades
para as quais existe um teorema de Bonnet), estabelecemos condigoes necessarias e suficientes
para uma variedade Riemanniana, k—dimensional, M* ser imersa isometricamente em R x §S",
em termos da primeira e segunda forma fundamental e de um campo de vetores vertical (ver
teorema 3.1.1). Esse teorema generaliza resultado devido a B. Daniel para o caso de produtos
Riemannianos da forma S™ x R (veja [Dal]) em vérias dire¢oes. A estrutura deste trabalho é a
seguinte: o capitulo 1 contém, exclusivamente, um material de apoio essencial para o entendimento
dos capitulos subsequentes. O material presente no referido capitulo é basico e o leitor interessado
em detalhes sobre o assunto deve procurar as referéncias citadas. No capitulo 2 comecamos, de fato,
a desenvolver o trabalho. Na primeira se¢ao, determinamos as equagoes necessarias presentes em
uma imersdo isométrica z : (M*, (, ), V) = (M",(,),V,X), onde (M*,(,),V) é uma variedade
Riemanniana k—dimensional e (M",(,),V,X) é uma variedade Riemanniana n—dimensional,
dotada de um campo de vetores conforme fechado X, que nio se anula em M. Na segunda secao
mostramos que o produto warped R x ;F" onde F" é uma variedade Riemanniana n—dimensional,
possui um campo de vetores conforme fechado, o qual nao se anula em nenhum ponto de R x ¢ F".
Assim, como aplicagao da secao anterior, obtemos as equagoes de compatibilidade de um produto
warped, quando F é uma forma espacial. Finalmente, no capitulo 3, mostramos que as equacoes
encontradas na secao (2.2) sao suficientes para a existéncia de uma imersao isométrica local, desde
que F" =S" e —1 < f’ < 1. Fixamos uma variedade Riemanniana M*, com métrica (, ) e conexao
de Levi-Civita V. Sobre M, consideramos um fibrado vetorial Riemanniano E de posto [ =n — k
com conexao compativel V'. Além disso fixamos h € C*(M), p € I'(E), e consideramos uma segao
simétrica o’ no fibrado Hom(T'M x TM, E). Por fim, para cada se¢ao local £ de E, definimos a

aplicagao A; : TM — T'M dada por
(AU, V) = (d(U,V),€),

para todo U,V € T'M. Em termos desses dados, é possivel escrever formalmente as equacoes obtidas

nas proposigoes 2.2.2 e 2.2.3. Mais precisamente, é possivel escrever formalmente as equagoes (3.2)-
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(3.7). Entao, usando o teorema fundamental das subvariedades, equivalente a proposicao 1.3.2,
mostramos que existe uma imersao isométrica de M em R"*2. Em seguida, mostramos que existe
uma imersao isométrica de M no produto warped R x;S", desde que —1 < f' < 1.

O principal resultado contido neste trabalho é o seguinte teorema:

Teorema 0.0.1 Seja (M*,{,),V) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa k—dimen-
sional, (, ) sua métrica e V sua conexao de Levi-Civita. Assuma que ((,),V,V' &, o, h) satisfaz as
equagoes de compatibilidade para R x ;S"™, com —1 < f" < 1. Entdo, existe uma imersdao isométrica
g: MF — R x;S" e um isomorfismo de fibrados vetoriais g : E — TM* ao longo de g, tal que
para todo U,V € T M e toda secao local &,m € E

(9(6),g(n)) = (&m)
g (U, V) = «o(U,V)
gViyE = Vi,
onde V* e a sio a conexio normal e a sequnda forma fundamental de g(M) C R x;S™, respecti-

vamente. Além disso, a imersdao € inica, a menos de isometrias globais na variedade R < S".
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Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo contém um material de apoio, essencial para o entendimento dos capitulos subse-
quentes. O material presente no referido capitulo é basico e o leitor interessado em detalhes sobre

o assunto deve procurar as referéncias citadas.

1.1 Fibrados Vetoriais

Nesta secao, definimos um dos objetos essenciais para o desenvolvimento deste trabalho, os
fibrados vetoriais. Um fibrado vetorial é, de certa forma, uma generalizacao de fibrado tangente e
fibrado normal (de uma imersao isométrica) sobre uma variedade diferencidavel. O contetido desta

secao foi baseado em [Le] e [Dj].

Definicao 1.1.1 Dada uma variedade diferencidvel M, um fibrado vetorial real C* sobre M ¢é
uma variedade diferencidvel E, juntamente com uma aplicacao diferencidvel e sobrejetiva m: E —

M satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) Eziste k € N tal que , para todo p € M, o conjunto E, = 7 '(p) possui uma estrutura de

espaco vetorial real k dimensional.

(b) Para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p em M e uma aplicagio diferencidvel

O : 7Y (U) = U x RF tal que:

i. Para cada q € U, a restrigio de ® a E, é um isomorfismo linear entre E, e {q} x R¥,

munido com a estrutura canonica de espago vetorial.
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i. Se my : U x RF — U denota a projecao sobre o primeiro fator, entio 1 = my o ® :

71 (U) = U.

Nas notacoes acima, dizemos que M é a base e E é o espago total do fibrado; E, (p € M)
¢ a fibra de E sobre p. O natural k é o posto de E (ou de 7 ); se k = 1, dizemos que F é um
fibrado de linhas. Por fim, ® é uma trivializacao local, ou carta de fibrado de E sobre U.

Sempre que nao houver perigo de confusao, diremos simplesmente que F (resp. 7) é um fibrado
sobre M, deixando implicita a projegao 7 (resp. o espago total E) e o posto k.

Se m: E — M é um fibrado vetorial sobre M e U C M, é um aberto de M, uma secao local
de E (ou de 7) é uma aplicacao diferencidvel n : U — F tal que mon = Idy, a aplicacao identidade
de U; nesse caso, dizemos que 1 ¢ uma secao em U para 7. Se U = M, dizemos apenas que 1 é uma
secao em FE. Doravante, salvo mengao em contrario, denotamos por I'(E) o espaco vetorial das
segoes de E. Dado U C M aberto, um referencial (local) em U para 7 é um conjunto {ny, ..., nx} de
segoes em U para , tal que {n:(p), ..., nx(p)} é uma base de 7~1(p), para todo p € U; o referencial
é global se U = M.

Sempre existe um referencial local. Em outras palavras, vale o

Lema 1.1.1 Sew: E — M ¢ um fibrado vetorial sobre M e U C M é dominio de uma trivializacdo

local para 7, entao existe em U um referencial para .

Demonstragao. Sejam ® : 7 }4(U) — U x R* uma trivializagao local para 7 e {ej,...ex} o

referencial canonico em R¥; defina ¢; : U — U x R* por ¢;(p) = (p,¢;). Se n; : U — E é dada por
n; = d1lo Ly,

é imediato verificar que se trata de um referencial em U para 7. =

Se M ¢ uma variedade diferenciavel, E = M x R¥ e 7y, : E — M é a projecao sobre o primeiro
fator, entao é imediato verificar que E é um fibrado vetorial de posto k& sobre M, denominado o
fibrado trivial de posto k sobre M (para p € M, a estrutura de espago vetorial k-dimensional
em E, = {p} x R* é novamente a canonica). Temos claramente I'(E) = C>(M;R").

O fibrado tangente T'M de uma variedade diferenciavel n-dimensional M ¢é um fibrado vetorial
de posto n sobre M. Denotaremos, no decorrer do texto, I'(T'M) = X(M). E usaremos a notagao

X € TM ou X € X(M) para dizer que X é um campo de vetores em M ou uma se¢ao em T'M.

14



Um fato importante é que podemos construir fibrados vetoriais a partir de outros ja dados.
Nao iremos nos aprofundar nesse assunto, o leitor interessado deve procurar as referéncia citadas.
Precisaremos apenas da soma de Whitney e do fibrado dos homomorfismos os quais definiremos
em seguida. Nao provaremos as préximas afirmacoes, mas em caso de dividas ver, por exemplo,

[Dj] ou [Sp].

Exemplo 1.1.1 Sejam 7 : E — M e g : F' — M fibrados vetoriais de postos k e l, respectiva-
mente. A soma de Whitney de EE e F' € o espaco topologico de dimensao kl
EowF=1](EeF)
peEM
munido da estrutura de fibrado vetorial sobre M induzida a partir daquelas de E e F. As secoes de

E ®w F sao da forman=§ @ (, onde £ € T(F) e ( € T(F).

Exemplo 1.1.2 Sejam 7g : E — M e wp : I — M fibrados vetoriais de postos k e [, respec-
tivamente. Definamos a projecio © : Hom(E,F) — M por m~'(x) = Hom(E,, F,), de sorte
que Hom(E,F) € a uniao disjunta dos espagos das aplicagoes lineares de E, em F,, x € M.
Hom(E, F) dotado da estrutura diferencidvel natural induzida pela projecao é um fibrado vetorial
de posto kl, chamado fibrado dos homomorfismos. Uma secao em Hom(FE, F) é simplesmente

um homomorfismo £ : E — F.

Dados dois fibrados vetoriais ng : E — M; e mp : F' — M,, e um difeomorfismo ¢ : M; — Mo,
dizemos que uma aplicacao diferencidvel ¢ : E — F é um isomorfismo de fibrados ao longo de

¢ se, para todo x € M, temos
(i) mro ¢ =gomg e d(ny'(z)) = 75 (¢(x)),

ii) A restricao ~x sl (x) = mat(6(x)) de ¢ a fibra ' () é um isomorfismo de espaco vetorial.
(i) Gao ¢ E F E pag

1.2 Fibrados Riemannianos

O objetivo desta secao é apenas relembrar alguns fatos, a respeito de fibrados Riemannianos,

os quais iremos usar frequentemente ao longo do texto.

Definicao 1.2.1 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em um

fibrado vetorial m: E — M é uma aplicagao C°°(M)—bilinear, simétrica e positiva definida

() : T(E) x D(E) — C=(M).
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O fato é que todo fibrado vetorial, 7 : £ — M, admite uma métrica Riemanniana.
Uma métrica Riemanniana, em uma variedade diferencidavel M, é uma métrica Riemanniana
no fibrado tangente TM de M. Lembre-se que denotamos I'(T'M) = X(M). Em particular, toda

variedade diferencidvel possui uma métrica Riemanniana.

Definigao 1.2.2 Uma conexao (linear) em um fibrado vetorial m : E — M € uma aplicagdo

R—bilinear
V: X(M)xT(E) — T(E) (1.1)
(X,n) — Vxn (1.2)
satisfazendo, para f € C*(M), X € X(M) e n € T'(E), as sequintes condigoes:
(a) Vixyn = fVxn.
(b) Vx(fn) = fVxn+X(f)n.

Fizada uma métrica (,) em E, dizemos que a conexdo V é compativel com a métrica se,

para todo X € X(M) en, & € I'(E), tivermos

X<7775> = <VX7775> + <777 V)(6>

Em geral, fixada uma métrica em um fibrado vetorial, pode existir mais de uma conexao
compativel com tal métrica. Porém, a conexao de Levi-Civita V de uma variedade Riemanniana

M é a unica conexao compativel com a métrica de M e tal que
(X, Y] =VxY - VyX,

para todo X,Y € X(M).

Um fibrado vetorial Riemanniano ¢ um fibrado vetorial 7 : £ — M munido de uma métrica
Riemanniana (,) e de uma conexao compativel com (, ).

Sejam (E, V¥ () e (F,VF,{(,)) fibrados vetoriais Riemannianos dados. A soma de Whitney

E &w F é um fibrado Riemanniano com a métrica (,) e conexao V, tais que

(m @ &,m2 @ &) = (M, M) e + (&1, 62)F (1.3)
Vx(n®§) = Vin® Ve,

onde X € X(M) en,m,n € I(E), {,&,& € T'(F).
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E simples verificar que (,) e V definem, respectivamente, uma métrica e uma conexao em
E @y F. Mostremos a compatibilidade entre ambas: as compatibilidades entre {,)g e VZ, (| )r e

V¥ nos dao

X(m®&,m®&) = X(n,m)e + X (& &)r

= (VE¥m,m)e + (n, Vi) e + (V& &) r + (6, Vi&)r
= (VEm ® VX&,m ® &) + (m © &, Vi © Vi)

= (Vx(m @ &) m @ &)+ (m @&, Vx(n @ &),

o que mostra a compatibilidade de V.

Definicao 1.2.3 Se V € uma conexao no fibrado vetorial w : E — M, o operador de curvatura,

ou simplesmente a curvatura de E € a aplicacio R : X(M) x X(M) x I'(E) — I'(E) dada por
p plicag (M) x X(M) x I'(E) () D
R(X, Y)n = vayn - vaXn - V[va}n. (14)

Se E =TM, dizemos que R é o operador de curvatura da variedade M.

Analogamente ao caso de uma variedade Riemanniana (veja o capitulo 4 de [dC]), é imediato
verificar que o operador de curvatura de um fibrado Riemanniano E sobre M é C*°(M)—linear
em cada entrada.

Em um fibrado vetorial Riemanniano 7 : £ — M, com operador de curvatura R, valem as

seguintes propriedades: para todo X, Y € X(M) e {,n e I'(E),

Se E =TM, o operador R satisfaz varias outras propriedades (Ver [dC], cap. 4).

1.3 Imersoes Isométricas

Nesta secao apresentamos as equacoes basicas que aparecem naturalmente quando se estuda
imersoes isométricas entre variedades Riemannianas. Conhecidas na literatura como “as equacoes
fundamentais ” ou “equacoes de estrutura” de uma imersao isométrica. Em seguida, exibimos uma

demonstracao do teorema fundamental das subvariedades. O contetido desta secao foi baseado em

[Dj].
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vari i i i i iv
Dadas as variedades Riemannianas M™ e M |, com métricas Riemannianas, respectivamente,

(-,-) e (-,-), dizemos que uma aplicagdo ¢ : M — M é uma imersao isométrica se

(0 X, SO*Y;))w(p) = (Xp, Y)p,

para todos p € M e X, Y € X(M). O numero k = m — n é chamado a codimensao de p. Em
particular, toda imersao isométrica ¢ uma imersao e, como tal, localmente um mergulho. Portanto,
sempre que nao houver perigo de confusio, identificaremos p € M com ¢(p) € M e denotaremos
as métricas de M e M simplesmente por (-,-), omitindo o ponto p. Seja agora ¢ : M™ — Tt
uma imersdo de uma variedade diferencidvel M em uma variedade Riemanniana M com métrica

(-,-). Definindo, para todo ponto p € M e todo par de vetores X,, Y, € T, M,

<Xp’ Y},);, = (@*Xpa @*KB)@(P)’ (1-5)

obtemos uma métrica Riemanniana em M", denominada a métrica induzida pela imersao .
Munindo M™ com tal métrica tornamos ¢ automaticamente uma imersao isométrica.
Para cada p € M, o produto interno de T}, M induz uma decomposigao de 7T}, M na soma direta

ortogonal
T,M =T,M © T,M*.

Verifica-se que a uniao disjunta ]_[pE v oM+ admite uma estrutura de fibrado vetorial, deno-

minado o fibrado normal TM* de M em M, de tal sorte que
TM |y ~ TM @y TM™*.

Denotaremos por X(M)* o espaco das se¢oes em T ML
Seja V a conexdo de Levi-Civita de M e X, Y € X(M). Se X1, X, sdo extensoes locais de X

e Yi, Y, sdo extensoes locais de Y a M, segue que
Vx, Y1 =Vx,Ys.

Portanto, escrevendo VxY para denotar Vy,Y;, onde X e Y] denotam extensdes quaisquer de
X eY a M, obtemos um campo vetorial bem definido VxY € TM |5 .
Sejam
() :TM |y — TM
()Y-:TM |y, — TM™*,
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as projecoes tangente e normal.
Sejam (Mmk, (,),V) variedade Riemanniana e ¢ : M™ — M imersio isométrica. Dados
X, Y € TM, temos que

VxY = (VxY)" + (VxY)™h

E simples verificar, usando a unicidade da conexao de Levi-Civita, que (V)T é a conexao de
Levi-Civita de M, que denotaremos por V.

Assim, obtemos a formula de Gauss
VxY =VxY +a(X,Y), VX, Y €TM. (1.6)

A férmula de Gauss define a aplicacao a : TM x TM — T M~ chamada a segunda forma
fundamental de . Verifica-se diretamente das propriedades das conexodes V e V que « é bilinear
simétrica sobre o anel C*°(M).

Sejam X € X(M) e £ € X(M)*. Denote por A¢X a componente tangente de —V x¢, isto 6,
AcX =—(Vx¢)'".
Desde que para todo Y € T'M temos
0=X(Y)=(Vx&Y) + (£ VxY),

a férmula de Gauss nos da

(AeX,Y) = (a(X,Y), §).

Em particular, a aplicagio A : TM x TM*+ — TM dada por A(X,{) = A¢X ¢é bilinear no
anel C°(M). Assim, a aplicacdo A¢ : TM — T'M ¢ linear no anel C'°(M) e simétrica, isto é,
(A X)Y) = (X, AY), para todo X,Y € T'M. A¢ é conhecido na literatura por operador de
forma, endomorfismo de Weingarten associado a « ou, por abuso de linguagem, a segunda
forma fundamental na direcao normal &.

A componente normal de V x¢, denotada por V£, define uma conexao compativel no fibrado

normal 7'M+, uma vez que se X € X(M) e n, £ € X(M)*, entao
X(n,€) = (Vxn,&) + (0, Vx&) = (Vx1,€) + (1, V).

Dizemos que V= ¢ a conexfio normal de ¢, e obtemos a férmula de Weingarten
Vxé=—-AX +VxE, XeTM e &€ X(M)*- (1.7)
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Agora, usando as férmulas de Gauss e Weingarten derivamos as equagoes de estrutura de uma
imersao isométrica, as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci. Para esse fim, fixaremos mais algumas
notacoes.

Seja

(Vxa)(Y,2) = Vxa(Y, Z) — a(VxY,Z) — a(Y,Vx 7).
Observe que V+ta é C°(M)—multilinear e que podemos ver V+ como uma conexio no fibrado

vetorial Hom(TM x TM,TM%').

Seja R+ o operador de curvatura do fibrado normal TM*, ou seja,
RHX,Y)E = VxVy€ = Vi Vi€ = Vigy€

para todo X, Y € TM e £ € TM+.
A proposicao a seguir, apresenta as equacoes de estrutura de uma imersao isométrica. Sua
demonstracao é simples, mas em caso de duvidas, o leitor pode encontrar uma demonstracao em

[Dj], ou [dC], por exemplo.

n+k, (,), V) variedades Riemannianas. Seja p : M —

Proposicao 1.3.1 Sejam (M™,{,),V) e (M
M wma imersio isométrica. Para todo campo de vetores X, Y, Z, W em TM e toda secio &, n

de TM* valem as sequintes equacoes, conhecidas como as equacgoes de Gauss, Codazzi e Ricci,

respectivamente:
(RIX,Y)Z, W) = (E(X, Y)Z, W) (1.8)
+ <O&(X, W)v O‘(K Z)) - <a(X7 Z)? OJ(Y, W)>>
(R(X,Y)Z,€) = ((Vxa)(Y. Z) - (Vya) (X, Z),§), (1.9)
(R(X,Y)&m) = (RH(X,Y)Em) — ([Ae, A))X,Y), (1.10)

onde [A¢, A,] = A¢ o A, — A, 0 Ag.

Se a variedade ambiente tiver curvatura seccional constante, obtemos o

—n+k

Corolario 1.3.1 Sejam (M™ {,),V) e (M, {,),V) variedades Riemannianas. Seja ¢ : M —

M uma imersao isométrica. Suponha que M tem curvatura seccional constante igual a c. Entao,
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dados X, Y, Z, W € TM e &, n € TM* valem as sequintes equacoes, conhecidas como as equagoes

de Gauss, Codazzi e Ricci, para o caso de curvatura seccional constante, respectivamente:

(RX,Y)Z,W) = (X, W)Y, Z) = (X, Z)(Y,WV)) (1.11)
+ <a(X7 W),Oé(}/, Z)) - <O‘(X> Z),CE(Y, W)>>

(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z), (1.12)

(RH(X,Y)Em) = ([Ae, A XY). (1.13)

Assim, sob as condigoes do coroldrio acima, temos que

(RX,Y)Z,W) = c((X, W)Y, Z) — (X, Z)(Y,IV))
(RIX,Y)Z, &) = 0
(R(X,Y)¢,m) = 0.

Note que se a imersao tiver codimensao um, sendo N o campo normal unitario a M, temos que
X(N,N) =0, X € TM. Assim, como VN € X(M), segue derivando (N, N) =1 que VxN = 0.
Logo, se £ € X(M)*, entdo

V& = X (& N)N.

Agora, podemos enuciar o teorema fundamental das subvariedades. Daremos uma demons-
tragao no caso particular em que o espago ambiente tem curvatura seccional nula (tal demonstragao
pode ser encontrada em [Dj], pg. 17). Esse teorema é fundamental para obtermos o resultado prin-

cipal deste trabalho.

Proposicao 1.3.2 (Teorema Fundamental das Subvariedades) Sejam M™ uma variedade Rieman-
niana, ™ : £ — M um fibrado vetorial de posto p com conexao V' compativel com a métrica, e
seja a uma se¢ao simétrica no fibrado dos homomorfismos Hom(T M x T M, E). Defina, para cada

secao local § de E, a aplicacao A¢ : TM — T M por
(A X,Y) = (o(X,Y),&), VX, Y eTM. (1.14)

Se ae V' satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso de curvatura seccional

constante ¢, entdo existe uma imersao isométrica, f : M™ & QPP e um isomorfismo de fibrados
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vetoriais f : E — TM* ao longo de f, tal que VX,Y € TM eV &, n, secoes locais de E,

(). f)) = (&m) (1.15)
fa(X,Y) = a(X.Y)
fVE = Vxf(©),
onde & e V* sdo a sequnda forma fundamental e a conexdo normal da imersdo f, respectivamente.

Demonstracao. Seja V a conexao de Levi-Civita em T'M. Considere a soma de Whitney

E = TM @y E munida com a soma ortogonal das métricas em TM e E e a conexao compativel

V" dadas por

<}/1 @517}6 69§2> - <}/17)/2>1\4 + <§17§2>E }/17}/27 € %<M) € 51752 € F(E) (1‘16)

V4Y = VxY+a(XY), X YeTM (1.17)
Vi€ = —AX+VyE XeTMe§el(B)

Note que
ViV ®¢) = [VxY — AX] & [Vi{+ a(X,Y)]
E claro que V” define uma conexdo em E. Mostraremos apenas que V” é compativel com a
métrica. De fato, seja V; & & € T'(TM ow E),i =1,2.
X<Yi@£17)/2@§2> - X<)/17§/2>1W +X<§17§2>E
= <VXY17Y2>M + <Y17 VXY2>M + < 3(51752>E + <£17 IX£2>E
+ <_A§1X7 YQ)M + <04(X> YZ)> £1>E + <Yla _A€2X>M + <£27 a(X’ Y1)>E
= <VXYV1 - A§1X7}/2>1\/I + <VIX€1 + a(X’ }/1)752>E
+ <}/17 VxY,; — A£2X>M + <§17 /X§2 + Oé(X, Y2)>E
= (Vi@ 6), Y20 &) + (Y106, V(Y2 @ &)
Isso mostra a compatibilidade de V”.
Portanto, usando o fato de que a e V' satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci, para
c =0, ou seja,
(ROXY)Z,W), = (X, W),a(Y, 2)), ~ (a(X, 2),alY, W), (1.18)
( iX'a) (Y7 Z) = ( g/Oé) <X7 Z) ou, equivalentemente, (VXA)<Y7 77) = (VYA) (X7 77)
([Ae, A )X, Y)Y, = (R(X.Y)n),, VXY, ZWeTMefnel(E),
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onde R é o operador de curvatura de M e R’ o operador de curvatura de F, segue que o operador
curvatura R do fibrado E é identicamente nulo.
De fato, como
VAV (Z @) = Vi([VyZ - AY]® [VyE+ aY, Z)])
= [VxVyZ = VxAY — Av e X — Ay X] & [V VyE + Via(Y, Z)
+a(X,VyZ) — a(X, AY)]

oy (Z @8 = [VixnZ = AX Y1 @ [Vix i + o([X, Y], 2)]
segue que
(RXY)NZ®E),(Wan) = (VIVHZ®E) -~ ViVi(Z®E) ~ Vixy(Z@€), (W on)
= ([VxVyZ = VxAY — Ay, X — Aqv )X
—VyVxZ + VyAcX + Av Y + Aaxz)Y
—Vixy)Z + 4&[X. Y]] &
[V Vi€ + Via(Y, Z) + a(X,Vy Z) — a(X, AcY)
— Vi Vié = Via(X, Z) — a(Y,VxZ) + aY, AcX)
ovi€ — (X Y], Z)], (W @)
= (RX,Y)Z, W), = (a(X, W), a(Y, Z)),; + (a(X, 2),a(Y, W),
+ (Vy A)(X,§) — (VxA)(Y.€), W),
HR(X,Y)E ) — ([Ae, A X, Y,
H(Vxa)(Y, 2) = (Vya)(X, Z),m)
0.

A dltima igualdade é devido as equagdes de compatibilibade (1.18).

Escolha um ponto x € M, e vetores ortonormais &1, ..., §pqp € E, = 7 1(x). Desde que M é sim-
plesmente conexa e o operador de curvatura de E é identicamente nulo, ou seja, o fibrado é trivial,
existe uma unica extensdo global &, ..., &,4, paralela com respeito a V", na qual & (q), ..., §nip(q)
sao ortonormais para ¢ € M. Escolha coordenadas locais (z1, ..., z,,) em uma vizinhanga simples-

mente conexa U de M. Entao existem fungoes a;, definidas em U, tais que

0 X
o g ai,&,, 1<i<n. (1.19)
€

v=1
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Assim, os coeficientes da métrica de M sao dados por

n+p

a"rz? 8:EJ Zaﬂ/a’jyu (120)

onde estamos fazendo % = 0,, por acomodacao.

Desde que as segoes &; sao paralelas, usando a equacao (1.19)

n+p n—+p

Vo 0o, = Y apVo &t Y Oulap)é (1.21)
v=1 v=1
n+p

- Z 8Iz‘<ajl’)€l/'
v=1

Usando o fato de a ser simétrico, V ser a conexao de Levi-Civita em TM e [0,,,0,,] = 0, temos

que
V., 0u; = Vo, 00; + (0, 0z;) = Vo, Op, + [0n,, 0] + (0, Or,) = ngj Oy, -
Desde que {¢, ..., & 4p} € uma base ortonormal, segue (da iltima igualdade e de (1.21)) que
au(ajl/) = 3zj(az‘u)7

ou seja, as 1 — formas 0., sdo fechadas, logo (U é simplesmente conexo) exatas em U. Entao,

existem fungoes f, satisfazendo 0,,(f,) = ;. Defina f: U — R"*? por f = (fi, ..., fotp). Assim,

f*(al‘z) = (axz(fl)> "'aaxi<fn+p)) = (aib "'7ai(n+p))>

e para todo i, 5 = 1,...,n, temos

n-+p

(02, f Z = iy = (00, D).

Em outras palavras, f é uma imersao isométrica. Defina um isomorfismo gz~5 entre os fibrados
TU @w E e TR™? | poy=Tf(U)@w T f(U)* por ¢(&,) = e,, onde e,, v = 1,...,n+p é o referencial
candnico de TR™*? restrito a f(U).

Para os vetores tangentes d,. = Z”+p a;,€,, temos

n-+p n—+p

&(8@) - Zaiu(;(fu) = Zaiueu - (aila «es Aij(n4p) ) f*( )
v=1 v=1
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Isso mostra que & leva TM | isomorficamente em T f(U). Sendo ¢ uma isometria nas fibras,
ele leva E isomorficamente em T f(U)1. Além disso, desde que q~5 transforma o referencial paralelo

&1, .., &ntp 1O referencial paralelo ey, ..., enp, ¢ satisfaz para todo X, Y € TM, e € E
H(VEY) =Dy xo(Y), &(V5E) = Dy xd(8), (1.22)

onde D é a conexdo do R"*P. Para verificar isso, basta escrever Y = > b;§; e usar o fato de

&1, ey Entp ser paralelo em relacao a conexao V”| e ey, ..., €,4p, ser paralelo no R"*?
HVRY) =) X(b:)&) =D d(X(1:)o(&) =Y f.X(bi)e; = Dy xp(Y).

Analogamente, verifica-se que ¢(V'%&) = Dy, xb(€).

Tomando componentes normais nas equagoes (1.22), e fazendo f=0¢ |z, obtemos

fa(X,)Y)=a(X)Y), [V4E=V%E (1.23)

Se tivessemos escolhido coordenadas locais diferentes (1, ..., y,), ainda teriamos as equagoes
0y, (fv) = a;,. Uma vez que essas equagoes determinam f a menos de constante, a imersao é deter-
minada a menos de translagao. Se tivessemos escolhido um outro referencial inicial, as isometrias
seriam diferentes apenas por uma rotacao. Assim, f é determinada a menos de movimentos rigidos.
Agora, basta usar o fato de M ser simplesmente conexa, para obter o resultado global (ver [Sp],

cap. 7.C). m

Podemos encontrar uma demonstragao alternativa, do teorema fundamental das subvariedades,

em [LTV], no apéndice.

1.4 Variedade Produto Warped

Na presente se¢ao, definimos um produto warped e listamos algumas propriedades. Para isso,

usamos fortemente o teorema das submersoes. O material aqui contido foi baseado em [ON] e [Le].

Proposicao 1.4.1 (Teorema das Submersoes). Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Se 7 :

M — N é uma submersdo entao, para todop € M, F = w7~ (w(p)) € uma subvariedade diferencidvel
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merqgulhada fechada com codimensdo igual a dimensao de N, ou seja, dim M = dim N + dim F.

Além disso, TpF = ker((7.),) € a restrigio de © ao subespago TpF* induz um isomorfismo linear
(m)p : F= — Tap)N.

Sejam F" uma variedade Riemanniana n-dimensional e f : R — R uma funcao positiva suave.
Entao, R x F™ é uma variedade diferenciavel (n + 1)-dimensional. Definamos em R x F™ a métrica

Riemanniana

() =o*(dt?) + (foo)*m*(,), (1.24)

onde 0 : RxF* - Renm:RXxF"— F” sao as projegoes canonicas de R x F" em cada fator e

(,) é a métrica em F". Podemos escrever por simplicidade,
() =dt* + f2(,). (1.25)
De outro modo, dados (t,p) € R x F* e U,V € X(M),
(U V)p) = dt*(o U, 0. V) + () (mU, V), (1.26)

onde o, e m, sao simplesmente as diferenciais de o e 7.

Munida com tal métrica, (R x F™ (,)) é uma variedade Riemanniana denominada produto
warped de F" e R com fungao warped f. Denotamos por M =R x; F".

Como o e T sdo submersoes, tem-se que, dado ¢ = (t,p) € M, o7 (t) e 77! (p) sdo subvariedades
de M de dimensoes n e 1, respectivamente. Por exemplo, a subvariedade o~'(¢) é a variedade

{t} x F" com a métrica

()= ()" (). (1.27)
Nas notacoes acima, M ¢é chamado espago total, R a fibra e F" a base de M = R x;F". Di-
zemos, também, que o (t) = {t} xF™ é uma folha de M e que 7 (p) = Rx {p} é uma fibra de M.
Observacoes:
(1) Para cada p € ™, a aplicagao o | (R x {p}) é uma isometria em R;
(2) Para cadat € R, a aplicagao 7 | ({t} x F") é uma homotetia em F™;
(3) Para cada q = (t,p) € M, a fibra R x {p} e a folha {t} x F™ sdo ortogonais em q.
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Os itens (1), (2) e (3) sequem diretamente da defini¢io de métrica warped e a particular ob-
servagao, para o item (3), que se V. € T,(r ' (p)) C T,M e U € T,(c7'(t)) C T,M, tem-se que
.V =0 eo,U =0 (teorema das submersoes).

Um vetor tangente a M serda chamado vertical se ele for tangente a uma fibra, e um campo de
vetores serd vertical se for inteiramente composto de vetores verticais. Analogamente, um vetor
tangente a M e normal a uma fibra sera chamado vetor horizontal, e um campo sera horizontal
se for composto somente por vetores horizontais. Note que, em cada ponto g = (t,p) € M, vetor
horizontal em ¢ é tangente a folha o~1(t), e vetor vertical em ¢ é tangente a fibra 7=*(p).

Segue do teorema das submersoes que V' € T'M é vertical se, e somente se, 7,V =0e U € TM

é horizontal se, e somente se, o,U = 0.

Definicao 1.4.1 Dizemos que um campo E € M ¢é mw-relacionado a um campo E, em F", ou E e

E., sao mw-relacionados, se

Analogamente, dizemos que um campo E € M ¢é a-relacionado a um campo E, em R, ou FE e E,

sao o-relacionados, se

(U*>qEq = (E*)O'(q)7 ‘v’q c M.

Em particular, um campo V' € X(M) é dito bésico vertical se V' é vertical e o-relacionado a um
campo em R. De outra forma, se V' for basico vertical, diremos que V' é o levantamento vertical
de um campo em R.

Da mesma maneira, um campo U € X(M) é dito bésico horizontal se U ¢é horizontal e -
relacionado a um campo em F”. De outra forma, se U for basico horizontal, diremos que U é o

levantamento horizontal de um campo em F".

Lema 1.4.1 Se V' é um campo vertical e X, é um campo em R, entao:
(a) Existe um tinico campo bdsico vertical X, o—relacionado a X,.
(b) O campo [X,V] € vertical.

Demonstracao. Ver [Le|. m

Esse lema diz que o levantamento vertical é tinico. E claro que vale um lema andlogo para

vetores basicos horizontais.
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Como consequéncia do lema 1.4.1, podemos definir em M o campo J; como o Unico campo
basico vertical o—relacionado a 1, ou seja, 0,0; = 1. Assim, todo campo bésico vertical é da forma

(go0)0;, onde g : R — R é diferenciavel. O campo 0; é claramente unitario e normal as folhas

o l(t), t e R.

Lema 1.4.2 No produto warped M = R x; F", se h : R — R é uma funcao suave, entao o

gradiente de h o o coincide com o levantamento vertical do gradiente de h em R.

Demonstragao. Denotando por grad h e V(h o o) respectivamente o gradiente de h em R e o
gradiente de h o 0 em M, temos de mostrar que V(h o o) é vertical e o—relacionado com grad h.
Para tanto, tomando um campo horizontal U € X(M), lembrando que o,.U = 0, temos pela

definicao de gradiente que
(V(hoo),U)y=U(hoo)=(c,U)h =0,

e segue dai que V(h o o) é vertical. Por outro lado, sendo X € X(M) bésico vertical, m.X = 0,

temos pela definicao de métrica warped
dt*(o,V(hoo),0.X) = (V(hoo),X) = X(hoo)= (0, X)h = dt*(grad h, 0, X),

e segue dai que 0,V (hoo) = grad h, conforme desejado. m

Devido ao lema 1.4.2, denotaremos o gradiente de h o ¢ simplesmente por Vh; o contexto

dirimira potenciais confusoes.

Lema 1.4.3 No produto warped (M =R x;F" (,),V), se X € um levantamento vertical e U €

um levantamento horizontal, entao

VxU =VyX = wU.

f

Demonstracao. Ver [ON]. =

Segue do tltimo lema que, se U é campo bésico horizontal, ou seja, (U, d;) = 0 entao

[U,0]=0 e VoU=Vyd, = f7U,

onde estamos usando o lema 1.4.2 para identificar f oo e f' oo com f e f’, respectivamente.

Assim, passamos a ver as funcoes foo e f' oo como funcgoes reais, de sorte que podemos identificar

Oy(foo) com f.
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1.5 Folheacoes e Distribuicoes Tangentes

Nesta secao, enuciamos uma versao do teorema de Frobenius que diz: se M ¢é uma variedade
diferencidvel e A € uma distribuicao involutiva em M, entao existe uma folheagdo F de M tal que
TF = A. O contetdo desta secao foi baseado em [Cal e [Le].

A idéia intuitiva de folheagao corresponde a decomposicao de uma variedade numa uniao de
subvariedades conexas e disjuntas, chamadas folhas, as quais se acumulam localmente como as
folhas de um livro. Passemos a formalizar essa idéia.

Seja U um subconjunto de R™. Uma fatia de U (de dimensao k) é qualquer subconjunto da

forma
S ={(x1, ooy Thy Tt 1y ooy T) C U Thi1 = Chp1y ooy Ty = Cpy, ONAE Chi1, ..., ¢ € R 880 constantes}.

Assim, dada uma variedade diferencidvel n—dimensional M e uma carta diferencidvel (U, ¢)
em M, dizemos que um subconjunto S de U é uma fatia k—dimensional de U se ¢(S) é uma fatia

k—dimensional de p(U).

Definigao 1.5.1 Uma folheagio (de dimensdao k) de uma variedade n—dimensional M € uma
colegao de subvariedades (de dimensao k), disjuntas, conexas e imersas de M (chamadas de folhas
da folheagdo) cuja unidgo é M e tais que, em uma vizinhanga de cada ponto p € M, existe uma
carta (U, p) com a propriedade que o(U) é o produto de dois abertos coneros U' x U" C RF x R"=*
e cada folha da folheagao intercepta U ou em um conjunto vazio ou em uma cole¢ao enumerdvel
de fatias de dimensao k da forma x4 = Cxi1, .., Tp = ¢, (tal carta € chamada de carta plana da
folheagao).

A folheacao € de classe C", se as subvariedades sao todas de classe C". O numero n — k € dito

a codimensao da folheagao.

Uma folheacao de dimensao k de uma variedade diferenciavel M"™ é, a grosso modo, uma
decomposicao de M"™ em subvariedades de dimensao k, disjuntas, conexas chamadas folhas, as
quais se aglomeram localmente como os subconjuntos de R” = R* x R"~* com segunda coordenada

constante.

Exemplo 1.5.1 Seja f: M — N wuma submersao, onde M, N sdao variedades diferencidaveis de
dimensao m, n respectivamente. Pelo teorema da forma local das submersoes, dado p € M e

q = f(p) € N existem cartas locais (U, ) em M, (V,4) em N tais que p € U, q € V, o(U) =
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U x Uy CR™™ e (V) = Vo D Uy, e, além disso, o fopt: U x Uy — Uy coincide com a
sequnda projecao (x,y) — y (para detalhes ver as referéncias acima citadas).
As cartas locais (U, ) definem uma estrutura de variedade folheada de classe C™ onde as folhas

s@o as componentes conexas das superficies de nivel f~1(c), c € N.

Assim, dado o produto warped M"*' = R x; F", onde F" é uma variedade Riemanniana,
como a projecao candnica o : R x F* — R é uma submersao, segue que a colegao F = {0~ !(t) =
{t} x F™;t € R}, é uma folheacao de dimensao n de M. Note que o campo 0; é normal as folhas.

Seja M uma variedade diferenciavel. Escolha para cada p € M um subespaco linear k—dimensio-
nal A, C T,M. Diremos que A =[] ., A, C TM é uma distribuigdo tangente (ou simples-
mente, uma distribui¢ao) em M, se a seguinte condigao é satisfeita: Cada ponto p € M tem
uma vizinhanga U na qual existem campos de vetores diferencidveis Yy, ...,Y, : U — T M tal que
Y1 |ps ooy Yi |p formam uma base para A, em cada p € U.

Um dos exemplos mais simples de distribuicao ¢ a dada na seguinte

Proposicao 1.5.1 Seja M wuma variedade diferencidvel. Se X € X(M), nao se anula em M,
entio A = {v € TM; (v, X) =0} é uma distribui¢ao em M.

Seja A uma distribui¢ao em M. Uma subvariedade imersa N C M é dita uma variedade
integral de A se T,N = A, para cada ponto p € N. A é dita integravel se cada ponto de M esta
contido em uma variedade integral de A. A é dita involutiva se dados campos diferenciaveis X e
Y em um aberto U de M tais que X,, Y, € A, para todo p € U, entao o colchete de Lie [X,Y] é
tal que [X,Y], € A,, para todo p € U.

Proposicao 1.5.2 Toda distribuicao integravel é involutiva.

Demonstracao. Seja A C T'M uma distribuicao integravel. Suponha que X e Y sao secoes
locais de A definidas em algum aberto U de M. Sejam p € U qualquer e N uma variedade integral
de A contendo p. Como X e Y sao secoes de A, segue-se que X e Y sao tangentes a N e, conse-

quentemente, [X, Y] também o é. Ja que p € U é qualquer, A é involutiva. =

Uma distribuicao A em M ¢ dita ser completamente integravel se existe uma folheagao F
sobre M tal que TF = A, onde TF = [[g.T'S. Estamos preparados para enunciar o resultado

principal desta secao.

Proposicao 1.5.3 (Teorema de Frobenius) Toda distribuicao involutiva é completamente integdvel.
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Demonstracao. Ver [Ca] (apéndice 2), ou [Le] (cap. 14) =
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Capitulo 2

Equacoes de Estrutura em uma

Variedade

Neste capitulo, estabelecemos condigoes necessarias para a existéncia de imersoes isométricas
em ambientes que possuem um campo de vetores conforme fechado. Na secao 2, mostramos
que os produtos warped possuem esses campos e determinamos as equacoes de estrutura dos
produtos warped. Observamos que as variedades Riemannianas, que possuem um campo de vetores
conforme fechado, sao localmente isométricas a um produto warped, e globalmente se a variedade

for completa (ver [Mo]).

2.1 Equacoes de Estrutura em uma Variedade do Tipo
(M, {,),V, X).

Os principais resultados obtidos nesta secao sao as proposicoes 2.1.1 e 2.1.2, pois contém
equagcoes importantissimas para o propoésito deste trabalho. Para provar a proposicao 2.1.1, de-
compomos o campo X nas componentes tangente e normal, e em seguida derivamos. Por outro
lado, a presente secao foi dedicada, quase exclusivamente, a provar a proposicao 2.1.2. A ideia é
expressar o operador de curvatura da variedade M em funcio do campo X . Para esse fim, usaremos

o lema 2.1.1 abaixo, equivalente a proposi¢ao 1 de [Mo]:

Definicao 2.1.1 Seja (M, {, >,7) uma variedade Riemanniana e ¢ : M — R uma funcio suave
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e positiva. Um campo de vetores conforme fechado X, sobre M, é um campo de vetores que satisfaz
VX = ¢V (2.1)
para todo V € TM. Dizemos que ¢ € o fator de conformidade de X .

Durante toda esta secao, M" serd uma variedade Riemanniana n-dimensional, com conexao
de Levi-Civita V, operador de curvatura B e X um campo de vetores conforme fechado, sem
singularidades, sobre M. Veremos, na préxima secio, que tais variedades existem.

Seja x : M* — M" uma imersio isométrica de uma variedade k-dimensional M* em M". Seja

o uma secao em TM+ e denotemos por X a projecao canonica de X em T M, de sorte que

X=X+o. (2.2)
Com essas condigoes, obtemos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1.1 Para todo v € T'M, temos
a(v,X)+Vio=0 (2.3)

VX — A = ¢v, (2.4)

onde V, V+, a e A,, denotam a conexio de Levi-Civita em M, a conexdo normal induzida em M,
a sequnda forma fundamental da imersio (M) e o endomorfismo de Weingarten associado a «,

respectivamente.

Demonstragao. Derivando a equagao (2.2) com respeito a v € T M e usando a equagao (2.1),

obtemos
v = VX
= V(X +0)
= va + vv@
= V., X +a(v,X)— A+ Vio.

Basta tomarmos agora as componentes tangente e normal da expressao acima para obtermos

o resultado desejado. m
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Lema 2.1.1 Seja (M, (,),V), n > 2, uma variedade Riemanniana dotada de wm campo de ve-

tores X, sem singularidades, conforme fechado. Entao, temos que:

(a) O campo unitdrio N' = X /| X| satisfaz

VN =0, VyN = %v se (V,X) = 0.
Em particular, o fluro de N' € um fluro geodésico unitdrio.
b) A distribuicao (n — 1)—dimensional A definida por
(b) ¢ p

peEM — A={veT,M;(X,v) =0}

determina uma folheacao Riemanniana umbilica de codimensao 1, ]—"(f(), orientada por N
Além disso, as funcoes | X|, div X e X(¢) sdo constantes em folhas conezas de F(X) e cada

folha tem curvatura média constante igual a H = —¢/|X|.

Demonstragao. (a) Seja V € TM. Temos que

¢V = Vv X = Vy|XIN = V(XN + X[V,

ou seja,
¢ V(X))
VN ==V - ———=N. 2.5
X 2
Como
2IX|V(IX]) = V(X)) = 2(Vv X, X) = 26(V, X),
ou melhor,
~ (ZS ~
V X - —= V,X 5 26
(X1 IX!< ) (2.6)
as equagoes (2.5) e (2.6) nos da
— B i B ) ~
Vv N = |)~(|V |)~(|2<V7 X)N. (2.7)

Em particular,

VAN =0, VyN = %V se (V,X) =0
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e o fluxo de N é um fluxo geodésico unitdrio.

(b) Usaremos a notacio U € A, para dizer que U, € A, Vp € M.
Dados U,V € A, derivando <)~( ,U) = 0 em relagao a V, e usando a compatibilidade da conexao,

obtemos (Vy X, U) + (X, VyU) = 0. Usando a equacio (2.1), obtemos
(X, VvU) = =¢(V,U).

Analogamente, como (X, V) =0,
(X,VyV) =—¢(UV).
Usando as duas ultimas equacoes acima, concluimos que
(X, [UV]) = (X, VyV = VyU) = (X, VuV) = (X, VyU) = =§(U, V) = (=6(V,U)) = 0.

Ou seja, [U,V] € A. Por definicao, A é involutiva. Logo, pelo teorema de Frobenius, a dis-
tribuicao A é completamente integravel. Ou seja, A determina uma folheacao Riemanniana de
codimensao 1, F(X), orientada por N.

Seja S uma folha da folheacdo F(X), ag
curvatura média. Dados U,V € TS, como (U,N) = (V,N) = 0 obtemos, usando o item (a) do

sua segunda forma fundamental e H, seu vetor

lema, que
(O U V). N) = (FuV M) =~V Tul) = — 2 (0
Seguue da ultima equagao que a folha & é umbilica e tem cuvatura média constante —‘%'.

Seja {E,..., E,} um referencial ortonormal em uma vizinhanca aberta 0 C M. Escrevendo

X =Y. (X, E)E;, temos que

em todo ponto de 2. Como a vizinhanca foi arbitraria em M,
1.
¢ =—div X. (2.8)
n
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Da mesma forma

VIX|? = ZE (X, X)E =2) (Ve X, X)E; = 26X,
donde,
oX = —V|X|2 (2.9)
ou melhor,
- -9 -
VIX[]? =2¢X = =(div X)X. (2.10)
n

Dados campos U,V € T'M, a forma Hessiana da funcéo |)E' |> é dada por

(Hess | X[*)(U, V) = (Hess|X|*(U),V)
= (Vu(VIXP),V)
= (Vu(20X),V)

= 2U(9)X +¢°U, V)
= 204U, V) 42U (¢)(X, V).

Pela simetria da forma Hessiana e da métrica, temos que
U)X, V)=V (¢p)(X,U), YUV eTM. (2.11)
Em particular, tomando U,V € TM tal que (U, X) =0e V = X, obtemos
U(¢) =0. (2.12)

Segue disso que div X = n¢ é contante em folhas conexas da folheacdo. Além disso, como
Vo € TM e U(p) =0, YU € TM com (U, X) = 0, concluimos que o campo V¢ t4 na mesma

direcio do campo X. Segue daf que

Vo ="—">2X. (2.13)

Isso conclui a demonstracao. m

Denotemos por A, a distribuigao (n — 1)—dimensional dada por

A={UecTM;(X,U)=0}.
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Pelo lema 2.1.1, A é completamente integravel.
Sejam F(X) a folheacdo determinada por A, S uma folha de F(X) e U € X(M). Denotemos

por US a projecio de U na folha S e por U a projecao candnica em X. Ou seja,

N U X) -~ -
U:<L >X e US=U-U. (2.14)
| X2

A equacao (2.12) diz que a funcao ¢ é constante em S, ou seja, US(¢) = 0, VU € X(M). Além

disso, como o campo U t4 na direcao de X, Ué ortogonal a folha §. Em particular, (U VO =

0 VYUV eX(M).
Dados U,V € X(M), por definicao de R temos que

RUVIX = VyVyX - Vy VX - VX

= VoV = VyoU —¢[U, V]

= U@V +oVuV = V(e)U = ¢VyU = 6[U, V]
= U@V =V(9)U +¢[U,V] = ¢[U, V]

= UV =V(9)U,

ou seja,

RU V)X =U(p)V — V(o). (2.15)

Assim, estamos preparados para comecar expressar o operador curvatura R, em funcao do
campo X.

Sejam U, V,W € X(M).

R(U, V)W = R(U,V)WS + R(U, V)W = R(U, V)W + %E(U, V)X. (2.16)
RUVYWS = RUS, VWS + R(U, VWS + R(US, VYWS + R(U, V)W, (2.17)

Dado Y € X(M), lembrando que U¥(¢) = 0 VYU € X(M), obtemos, usando as propriedades

do operador de curvatura e a equagao (2.15), que
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(RO VHWSY) = (R(WS,Y)U,V5)
(

RU,VHWS = —<U:—X~><WS, VSV (2.18)

Como R(US, VWS = —R(V,US)WS, segue que

RUS, VWS = <’V)’~(—)|~§>(WS, US\V¢. (2.19)
Dado Y € X(M) arbitrario,
(RU, VWS Y) = (R(WS,Y)U,V) = %—?(WS(@Y ~Y (@)W, V) =0.

A tltima igualdade é devido ao fato de ¢ ser constante nas folhas e (WS, V) = 0. Assim,
R(U, VWS =0. (2.20)

Segue das equagoes (2.16), (2.17), (2.18), (2.19), (2.20) e (2.15), que

RUVIW = RUS, VWS — %2? (WS, VSV (2.21)
(V. X) (W, X) -
+ |X—|2<W‘S, US)V + Fe (U(qﬁ)V - V(¢)U>.

Vamos manipular as trés ultimos termos do segundo membro da igualdade anterior.
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Desde que V = <V~’X>)~(, temos que

| X2
(WS, VS) = (W,VS) = (W, V) — (W, V) = (W, V) - %T? (X,w)
Assim, como ng— )E' usando a equacao anterior,
VX 1o S\W¢ = <ULX>WVX@XJULXHVLX)XWV 2.22
i VIYe = T (N RE S - T (ST e
_ X0y _wx) WX % W)V .
o X)X = S W)V
Analogamente,
<VLX> S US\WV :X@ vV, X WUX—<VLX> <ULX> X, W)Ve¢. 2.23
o WS USVe = TRV 0% - Lt W (2.23)
Por outro lado
<W:X>U V= <W:X>X~(¢) U, X V:X@ U, X)(W, X)V. 2.24
S VOV = SRR ROV = W D X) (2.24)
IV, X) U—@V}? W, X)U. 2.25
S VO = R ) (2.25)

RU VYW = RUS, VWS (2.26)
X(¢) X(¢) ;
- P~(|4 (W, X)(V, X)U + X (W, X)(U, X)V
X(9) 1%

Agora, vamos desenvolver o termo R(US, VS)WS.
Uma vez que ¢ é constante nas folhas, temos que R(US, VX = US(p)VE — VS (p)US = 0,
donde

(R(US, VWS, Z) = <F(US,V‘S)W‘9,Z‘S>+<|Z)%—X~><E(US,VS)WS,)~(>
= (R(U®, VWS, Z%) — <| Z><R US, V)X, W)
= (R(U®,V°)W?, Z%).
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Agora, usando a equacao de Gauss e o fato de que as folhas sao totalmente umbilicas (ver lema
2.1.1), ou seja, ag (U, V) = (U, V)H, onde H, é o vetor curvatura média e o ¢ a segunda forma
fundamental da folha S, temos que

(RUS, VO )WS, Z) = (R(U®, VW%, Z%)
= (RE(US, VWS, Z°) — (a (U°, Z9), a (VS W9))
+ (as(V®,29),a,(U°, W9))
— <RS(US,VS)WS, Z$> . h2(<US, ZS><VS,WS> . <VS, ZS><US, WS>>
onde h = [H_| e R® denota o operador de curvatura da folha S.

Supondo que a folha S tem curvatura seccional constante igual a ¢ = ¢(S), temos que
(RE(US, VWS, Z5) = c((US, 25 VS, W) — (VS 25 (US, W¥)),
donde,
(RUS, VWS, Z) = (c—h*)((U®, Z5)W (VS W) — (VS Z5W U, W?))
= (= W)U Z2)(Ve, W) = (V2, Z)(U%, W?)).

Como Z € X(M) foi tomado arbitrario, concluimos que

R(US, VWS = (¢ —h?)((VS,WS)U® — (U, W3)V9). (2.27)
Usando as equacoes US = U — U onde U = X)f X,

(WS, USHWVS = (WS U)W*®

= (W,U)VS — (W, XWX, U)\VS

X

— WU - ﬁw, 2w, U>5<
- ﬁwm@w WV |X| (W, X)(U, X)(V, X)X,

Considerando a equacao analoga, trocando U por V', obtemos

RUS, VWS = (c—h?) <<W,V>— <W,X><V,X>)U (2.28)

X

- (70) v X W X))

(W) - . X)) X

TP
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Assim, usando a equagao anterior e a equagao (2.26), obtemos o que querfamos, ou seja, a

expresao de R em funcao do campo X.

RUVIW = (=) | ((0.V) = 200 0, X))u (229)
~ (o) - D;P( XN0.K) )V
(X —w Hnv)x
S R R S8 Hw Ky

para todo U, V., W € X(M).

De posse da equagao (2.29), podemos determinar as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci para
uma subvariedade. Seja x : M* — M uma imersio isométrica de uma variedade Riemanniana
k-dimensional M* em M e sejam U,V,W € X(M) campos de vetores tangentes em M. Entao,

tomando a componente tangente da equagao (2.29) temos que

ROVW)T = (e—0)|(W.V) — 2w X) V. X))U

- (o) - X)W RV

+ﬁ(W,XMW,m <U,X><WV>)<X>T
X(0) irr s s vpr L X(0) o s
R0+ o w2

- f;f) (W)U, %) — v £)] ()

para todo U, V, W € X(M), onde (X)T denota a projecio ortogonal do campo X em TM.

De maneira andloga, tomando a componente normal da equagao (2.29), obtemos

wU Wy = CD (W) - R wv) )

X
Xt

(W)U, X) = (W, 00V, X) | ()

41



para todo U, V,W € X(M), onde (X)* denota a projecio ortogonal do campo X em TM™*.
Agora, seja & € X(M) um campo normal em M. Entdo, se U,V € X(M), segue da equacdo
(2.29) e do fato de (§,U) = (£, V) =0 que

RU.V)E = —(C‘}(—FQ)(@,XW,XW—<£,X><U,X>V)
X(¢) ; X (¢) ;
e R0+ T8 w0y
_ —(“';;‘ ) ﬁéﬁ)@,xw XU

(c—h%)  X(9) . -
+ T ’X|4>(§,X)<U,X>V.

Em particular,
(R(U,V)E*F = 0. (2.30)
Podemos resumir todo esse calculo na seguinte proposicao:

Proposicao 2.1.2 Seja = : M* — M" uma imersio isométrica de uma variedade Riemanniana
k-dimensional M* em M. Suponhamos que cada folha, da folheacao determinada pela distribui¢cao
A={U e TM,; (X,U) = 0}, tenha curvatura seccional constante c. Sejam U,V,W,Z € X(M) e
&,n € TM*. Entdo, as equacies de Gauss, Codazzi e Ricci, para a imersio ®, sio as sequintes:

1

TV . 2) (2:31)

(RUVIW.Z) = (e=h%) | (W.V) -

1
X2

. <<W, U — <W,)”(><U,f(>)<v, Z)

+ @(m XYW, U) — (U, X) (W, V) ) (X, 2)

- )’iﬁf) W, XV, XN, 2 + D gy, %y, 2)

- ﬁéﬁf [W.v)w. %) - W0V %)X, 2)
— (U, W),a(V, 2)) + (U, 2),a(V, W))

(Vi) VW) - (VE)U.w) = (v yw) - o 5w (Rt (@82

- Xy ) - v )] %)



(RH(U.V)E,n) = ([Ag, AU, V). (2.33)

E importante observar que nas hipéteses da proposicao 2.1.2, ou seja, M admite um campo
conforme fechado, sem singularidades, e que cada folha, da folheacao determinada pela distribuicao
A = {u € TM;(X,u) = 0}, tenha curvatura seccional constante, M é localmente isométrica
ao produto warped R x; F, onde F tem curvatura seccional constante. Mais que isso, se M for
completa e simplesmente conexa, M serd isométrica ao produto warped R x #F, onde F ¢ completa,
simplesmente conexa e tem curvatura seccional constante. Para detalhes, ver [Mo] proposi¢ao 3 e

observacao.

2.2 As Equacoes de Estrutura em um Produto Warped

Nesta secao, mostramos que o produto warped R x F" admite um campo conforme fechado,
estudamos a geometria de suas subvariedades e obtemos suas equagdes de compatibilidade (ou
equagoes de estrutura), desde que F™ tenha curvatura seccional constante.

Seja M =R X ¢ F™ um produto warped, com a métrica warped (, ) = dt* + f2(, ) e funcao

warped f. Sejam V e R a conexao de Levi-Civita e o operador de curvatura de M, respectivamente.

Proposicao 2.2.1 No produto warped M =R x; F", o campo X = (fo0)d; € conforme fechado

com fator conforme ¢x = f' oo.
Demonstragao. Como 9; é um campo unitario, segue que (J;, d;) = 1, ou seja, 9;(d;, ;) = 0, ou

melhor, <v8t8t7 8t> =0.

Seja U um campo basico horizontal, entao (U, 9;) = 0. Como V,U = fTIU, (lema 1.4.3) obtemos

que

0 - (%(U, 8t> - (VatU, 8t> + <Vat3t, U> - <Vat3t, U>
Logo, vale Vy,0; = 0.
Assim, por um lado,

Vo X =V, (f0) = 0,(f)0: + V5,0, = 0.

Por outro lado, pelo lema 1.4.3, sendo U um campo basico vertical,

X(f), . fof)
F U
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Em geral, dado E € X(M), como E = alU + bd;, onde a, b sdo funcdes diferencidveis em M e U é

um vetor basico vertical, temos que
vE)? = vaUerat)? = aVU)/(\' + bvat)? = CLf/U + bf’@t = f/E

Isso conclui a demonstragao. m
Assim, considerando o que foi feito na secao anterior, para M = R x ¢ F", temos que X = fo;

VeX = f'E,VYEeTM,

ou seja, ¢ = f’. Com isso, |X| = f, ‘% =0 e X(gb) = fo,(f")=fr".
Além disso, como U(f) = 0, se (U, ;) = 0, temos que V(f) = f'(V,0,)0, para todo V € X(M).

Dai, dado V' € X(M),
f'V =Ny for= fVva + V()0 = fVvo; + f{V.0)0,

ou seja,
/
Recordemos que o campo V(f" o o) estd na diregdo do campo 0, (ver equagao (2.13)). Assim,
como V(f'oo) = f"(0)Vo, podemos concluir que o campo Vo estd na diregdo do campo 0;.

Melhor ainda, como 0;(c) = 1, (ver comentdrio apds o lema 1.4.1 ) entao

Seja x : M*F — M uma imersdo isométrica da variedade Riemanniana k-dimensional M*
em M =R x s F". Seja o uma segao de TM+* e denotemos por X a projecio canonica de d; em
TM, tal que

O =X+ o. (2.36)

Denotemos a imersao x por x = (zg, zr), e defina uma funcao h : M — R por h(p) = zr(p).
Chamamos h de uma fun¢ao altura em M. Note que o(x(p)) = h(p), ou seja, h é a restrigao de
ocad M (h=o|y). Como (Vo)' = VMh, onde ()" denota a projecao em TM e VM denota o

gradiente em M, obtemos que
X=(0)" = (Vo) =V¥h,

44



ou seja,
X =VYh. (2.37)

Derivando a equagao (2.36), e em seguida tomando as componentes tangente e normal, obtemos

a seguinte proposicao:

Proposicao 2.2.2 Para todo v € T'M, temos

Lo '
a(U’X)+v”Q__f(h) (v, X)o (2.38)
V,X — A, = M(v — (v, X)X). (2.39)

f(h)
onde V, V*+, a e A,, denotam a conexdo de Levi-Civita em M, a conexdo normal induzida em M,
a sequnda forma fundamental da imersio (M) e o endomorfismo de Weingarten associado a «,

respectivamente.

Demonstragao. Por um lado, como 9, = X + p, a equgao (2.34) nos da

/! f/ f/ f/ f/

V0 = = (v —(v,0,)0,) = =(v — (v, X)(X +0)) = =v — =(v, X)X — (v, X)o 2.40
tf(<t>t>f(<>( ))ff<>f<>()
Por outro lado, usando as férmulas de Gauss e Weingarten,
Vo0 = V(X +0) =V, X +V,0=V, X +a(v,X) — A+ Vio. (2.41)
Assim,
oo I
Vo X +a(v,X)— A+ Vip= 71} - 7<U,X>X - 7<U,X>Q. (2.42)

Agora, basta tomar as componentes tangente e normal. =

Observacoes:

1. Suponha a imersao de codimensao um. Sejam N o campo normal unitario em M e vy tal

que Oy = X + v N. Entao, as equagoes (2.38) e (2.39) se resumem a
f'(h)

(a(v, X),N)+v(rn) = —W@,X)Vl
S,
V,.X —1rjAv = f(h)( ( ,X}X).
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2. Se, além disso, supusermos que f =1, obtemos

v(ry) = —(a(v,X),N)
V,.X = 1 Av.

Assim, podemos recuperar as proposicoes 3.1 de [CX] e 2.2 de [Dal], respectivamente.

A distribuicao n—dimensional dada por
A={UecTM;(X,U)=0}

é involutiva, logo completamente integravel pelo teorema de Frobenius. As folhas da folheagao
sao as hipersurperficies de nivel da submersao o (ver exemplo 1.5.1). Além disso, se a varie-
dade F tiver curvatura seccional constante igual a ¢, entao, na folheagao F(0;) determinada por

A, a folha 07'(0o(q)) terd curvatura seccional constante igual a c/[f(c(q))]?

, e curvatura média
—f'((q))/f(o(q)), Yq € M. De fato, sendo {, ) a restricio da métrica de M & S = o~ *(o(q)),
segue da definicdo da métrica warped que (, ) = (f(q))?(, ). Agora, basta ver que para todo

U,V € X(M), V§V = VEV, onde V¢ é a conexdo de S e V¥ ¢ a conexdo de F, para concluir que

A segunda afirmacio estd contida no lema 2.1.1. Entdo, dados U,V,W € X(M), pela equacio

(2.29) e as observagoes feitas desde o inicio desta segao,

RUVW = (555 - () [(wn) - avanwvan ) (249

- (wv) - vaW@DV
+ (Vonw.u) = o) w.v)) o)
S

"(o) f"(o)
/(o) f(o)

- f//(a_) B
(o) [(VV, VWU, 0,) — (W, UMV, 8t>](9t.

Temos assim, a seguinte proposicao:

(W, 000V, 0,)U + (W,0,)(U, o)V

.« o~ . —n+1 . ~ . - . . .
Proposicao 2.2.3 Seja z: M* — M " wma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana

. . 1 , . . .
k-dimensional M* no produto warped M =R X ¢ F" onde F" ¢ uma variedade Riemanniana
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n-dimensional com curvatura seccional constante igual a c. Seja o uma secio de TM* e X a
projecdo canonica de Oy em TM, tal que Oy = X + o. Sejam U, V,W,Z € X(M) e £,n € TM*.

Entao, as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci, para a imerssao x, sao as sequintes:

Equacao de Gauss

(RUVIW, Z) = <f(2)2 . (J}((g))f) [(W VWU, Z) — (W, UMY, Z>]
; )+ [vawown - waw

h
Z,X) = (W.V){U, X){Z, X)|
a(UW),a(V, 2)) + (U, Z), a(V, W))

Equacao de Codazzi

(VW) - (V)0 W) = (7 - () + S [ oo - rviwx]

Equacao de Ricci
<RL(U7 V)f, 7]> - <[A§7 AT]]U7 V>

Observacoes:

1. Se fizermos ¢ = 0 e supusermos a imersao de codimensao 1, as equacgoes de Gauss e Codazzi

S€ Tresumem a

ruvwz) = ~(Z9Y (wvyw.z) - woywvz)
f'(h

7(h)

()2 f” (1)
(- (f(h)) T
WUV, X)(Z, > (W, V)(U, X)(Z, X)]

(
— (U, W),a(V, 2)) +{a(U, 2),a(V, W))

+

) [V 20, X)(U, X) = (U, Z) (W, X)(V, X)

+

VuAV — Yy AU — AU, V) = ( - (%)2 + J;(—%)) (N, o)V, 0)U = (N, ) (U, 0}V |.

onde N € o campo normal unitdario a imersao.
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2. Se fizermos f =1 e supusermos a imersao de codimensao 1, as equacies de Gauss e Codazzi

Se€ resumem a

(RUVIW,Z) = c[(W,V)(U,Z) = (W,UNV, 2)
+ (V. Z)W, X)U, X) = (U, Z) (W, X)(V, X)
+ (W, >< XNZ, X) = (W, V){U, X)(Z,X)]
— (a(U,W),alV, 2)) + (a(U, Z),a(V, W)

onde N € o campo normal unitdario a imersao.

Assim, podemos recuperar o lema 2.1 de [CX] e a proposi¢ao 2.1 de [Dal], respectivamente.
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Capitulo 3

Um Teorema de Bonnet

3.1 Um Teorema de Bonnet Para Produtos Warped

Nesta secao, provamos que as condicoes necessarias obtidas nas proposicoes 2.2.2 e 2.2.3 sao su-
ficientes. Em outras palavras, provamos um teorema similar ao teorema de Bonnet para superficies
em R? para uma classe de variedades Riemannianas.

Para esse propdsito, fixamos algumas notacoes.

Seja (M*, (,), V) uma variedade Riemanniana k—dimensional, {,) sua métrica e V sua conexao
de Levi-Civita. Sejaw : E — M um fibrado vetorial Riemanniano de posto [ = n—k, com conexao
compativel V'. Sejam h € C*(M), o € ['(E) e o uma secao simétrica no fibrado dos homomo-
fismos Hom(TM x T M, E). Defina para cada segao local £ de F, a aplicacao A TM —TM
por

(AU V) = (U, V), &) UV eTM. (3.1)

As equacoes de compatibilidades para subvariedades de R x ; F", obtidas no capitulo anterior,

sugeri introduzir a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.1.1 Dizemos que ({,),V,V',a/,0,h) satisfaz as equagoes de compatibilidade para

—n+1 . . . . , -
M =R x;F" onde F" é uma variedade Riemanniana e f: R — R € positiva e suave, se

X+ o> =1, X=Vh (3.2)
e para todo U, VW, Z € X(M) e &,n € E, as sequintes equagoes valem:

/ A f/<h)
a(V,X)JerQ——WW,XM (3.3)
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VyX — AV = ) (V (V. X)X) (3.4)
(RWU.VW.Z) = ( ot (?fﬁ;)) (w.2v.w) - ). 2)) (35)
(

c B f/ h) 2 f//(h)
+<f(h)2 (f(h)> +f(h)>[<U7W><V7X><Z,X>+<V,Z)(U,X)<W,X>

— (U, Z)(V, X)(W, X) = (V,W)(U, X)(Z, X)]
- <O/<U> W>7 O/(V7 Z)> + <O/(U> Z)7 O/<Vv W>>

oy~ \Fw)) )
(UW)(V, X) = (VW) (U X) | (e, €)

(V! )(V. W) = (V) (U, W), €)= ( : —(f'<h>)2+f"<h>> 3.6

(R(U, V)& m) = ([Ag, AU, V). (3.7)

A definicao 3.1.1 estd bem posta.
E sdbido que podemos criar um outro fibrado vetorial Riemanniano E, dado pela soma de
Whitney E = TM &y E. De fato, ¢ facil ver que em E, podemos definir uma conexio compativel

com a métrica por

ViU = VyU+d(V,U) (3.8)
VE = AV VI

O lema a seguir mostra que as equacoes (3.2), (3.3) e (3.4), da definigao 3.1.1, determinam uma

se¢ao unitaria 0; em E satisfazendo

v (o= f(h)V, ¥V eX(M).

Lema 3.1.1 Assuma que as equagoes (3.2), (3.3) e (3.4) valem. FEntao existe uma se¢ao O,
unitdria em E, tal que

V(RO = f(h)V YV € X(M).
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Demonstracao. Defina

0, =X+ o.

Usando a equagao (3.2), temos que

V(f(h) = (V,V[f(h)) = (V. f'(R)Vh) = [/(R)(V,Vh) = ['(R)(V.X) = f'(h)(V.0)),

Vi(h) = (V,0,).

Agora, usando as equagoes (3.3), (3.4) e (3.8), temos que

Vv (o, = f(h)Vyor+ V(f(h)d,
= f(MVY(X +0) + f(h)(V. X)]
= f()(VEX + Vio) + f/(h){V. X)0,
= F) (Vv X + (V. X) = AV + Vo) + f/(R)(V, X))
— JW)(/(V. X) + Vo) + () (Vv X = AV ) + [/ (R)(V, X)2
= (V. X)o+ f'(M)V = f(R)V. X)X + f'(R)(V, X)0,
= SV = f/()V, X0 + f'(h)(V, X)),
= [V

h

para todo V' € X(M). Além disso,
0/ = 1X]* + lol* = 1.

Isso conclui a demonstragao. m

Em particular,

F' (V= Vi f(h)d, = f(M)Vy0; + V(f(h)0; = f(R)VV.0, + [ (h)(V, 0:) 0,

ou seja,

" /_@ o /\ 9
Vol = o (v <V,8t)8t), YV € X(M).

Além disso, se (V,0;) =0, temos que V(f(h)) =V(h) =0e V{0, = f—))V
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Suponha que M =R X ¢ S". Seja E = E ®w (¢) um fibrado Riemanniano de posto [ + 1,
onde (¢) é um fibrado de linhas em M. Defina em E
V: TMxE-—E
& : TMxTM — E

por
a(U, V) = o(UV)+ MU, V) = ulU, )V, 0,))¢ (3.10)
Vvo = Vi(@)e — (6, OV = u(V,9)8;) + V(. ()¢

onde U,V € TM, ¢ é uma secio em E, (¢)E é a projecao candnica de ¢ em E e \, u satisfazem

o L= () 1 (h)
DL o)

Note que com a definicao de A e u, temos que ter necessariamente,

Mei= N+

—1< f'(h) < 1.
Com essas notagoes, obtemos o seguinte lema:

Lema 3.1.2 Assuma que ({,),V,V', o/, 0,h) satisfaz as equacées de compatibilidade para M.
Entio ({,),V,V,a&) satisfaz as equagies de compatibilidade para o espaco euclidiano R, Em

outras palavras,

(RU,VIW,Z) = (U, Z),a(V,W)) —{(a(U,W),a(V, 2)) (3.11)
(Vva)(U,W) = (Voa)(V,W) (3.12)
(RUV)Em) = ([Ae, A)UV) (3.13)

Demonstracao. Vamos dividir a demostracao em trés partes.
(a) Primeiro, verificaremos que vale a equacao (3.11).
Como (/(U,V),() =0, VU,V € TM, segue que
(@UW).a(V.2)) = (o'(UW),a(V,2))
+ ((MUW) = iU, 0 (W, 00)C, (MV, 2) = plV, N Z, 5))C)
= <O‘,<U7 W)v O/(Vv Z)>
— MV, Z)(U, 0 (W, ;) + p*(U, 9;){V, 0,)(Z, 0,) (W, 0y).
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Da mesma forma

(@(U, 2),a(V.W)) = (d(U,2),a/(V,WV))
+X(U, Z)V. W) = MU, ZNV, 01 (W, )

Assim,
—((UW),a(V,Z)) +{(a(U, Z),a(V,W))
W

UW), (V. Z)) = XU, W NV, Z)Mu{U, WV, )2, 0)
V. Z)(U,0;)(W, 0;) + (! (U, Z), o/ (V. W) + X(U, ZW(V, W)
{

i (<v, Z) U0 (W, 8L) — (U, Z){V. O (W, 3)
WV, (Z,8)) — (VWU O, a;>)
= (R(U, V)W, Z).

(b) Verificaremos, agora, que a equagao (3.12) é satisfeita.

Lembrando que
(Vya) (U, W) = Vya(U,W) - a(VyU W) = a&(U, VyW),
temos, usando a equacao (3.10), que
Ta(UW) = Ve (U, W) — (MU — U, (W, 90 AV — ulV, )
+VAUW))C =V (iU, 0))(W. 8))¢
a(VyU, W) = o (VyU W)+ (MVvU W) — (Vv U, 0 (W, 97))¢
a(U,VyW) = (U, VyW)+ (MU, Vv W) — iU, (Vv W, 97))C.
Assim, se £ € I'(E), pela equagao (3.6)
(Voa)(V.W) = (Vva)(U,W),&) = (Vo) (VW) = (Via')(U,W),€)
= MU W)V, 9) — (V. W){U,9;)) (9], )
= 0.
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Por outro lado, observando que

V (MU, W)) = VYU, W) + MV U, W) + XU, Vy W),

V(U 00W.8) = V(u)U,3) (W, ) + u(VvU, o)W, ) + § (U, VYW, )
’}' (U, ANV, )W, 9)) + U, L) (T W, ) + ]} U, W. V)
f}' (U, AV, D)W, ).

(U, 0y = (U, ()T, onde (9/)" denota a projecao de 9] em T M,

e

V90, = f—)) (V —(V, 8;)82), obtemos que

<(vvd) <U7 W)a C) = V()‘<U7 W>) - V(:LL<U> 6{) <W7 81;)) - A(VvU, W> + :U<VVU7 a£><Wa£>
— MU, Vy W) + u(U, 0,)(Vy W, 8))
= VOWU,W) + MVyU W) + XU, VyW)

V() (UL AW, 8L) — (T, B (W, ) — J} U, VYW, )
(U, B (VW 8l — J} (U, 0 (W, V) +2{;’u<U a0 (V. 3)) (W, )

=MV U W)+ u(VyU, ) (W;) = MU, VW) + u(U, 0 (Vv W, 9)
= VOUW) =V (u)(U, )W, )

s no L :
7 U, V)W, 0%) — T U, 0 (W, V)

+2f7'u<U, oL (V. ) (W, ).

Além disso, como g s6 depende de t, Vu = 0,(pn)0, = (0, e V(u) = p/(V,0;), donde
V(p)(U, 0,) (W, 8;) = U(u){V, 0,) (W, ;) = ' (U, 0,) (W, 0}V, 97) — ' (U, 0V, 1) (W, 9y) =

Assim,
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(Tva) (U, W) = (Vua) (V,W).Q) = VWU W) — V(u)(U. 35 (W, )
f I

f I

+2— (U, 0V, 0,)(W, 9y)

(A)<V W) + U )V, 0,)(W, )

(U, VYW, 0;) — Z-pu(U, 0) (W, V)

Euv.oyw.ay + Luw. ooy
-n§ma%wwwm@>
= X W) - Loy )
XU, (VWY + J} WV, ) (W, 1Y,
Ou seja,
(Fva)(UI0) = (Fua)(V.W).0) = O+ Zvapw.w) - o+ Lyw.apaw.
E suficiente mostrar que X' + 11 = 0. Como
g ViR TIVIZUE f( o 1—UV>:_£M
2 A\vi—oe 7 7
temos que
(Vya) (U W) = (Vya)(V,W),¢) = 0. (3.15)
Concluimos pelas equacdes (3.14) e (3.15) que
(Vva) (U, W) = (Vua)(V,W). (3.16)

(c) Finalmente, mostraremos que a equagao (3.13) vale.

Se & e i sao segoes em F,

(Ao A,UV) = (AU AV) = (@(A,0.V).€) = (/(4,0.V).€) = (4,0, ALV)
= (A(AV.U).n) = (0! (ALV,U). ) = (ALV, ALU) = (A, o AUV,

Analogamente, (A, o A:U, V) = (A 0 AU, V), donde
<[A§> An]U7 V> = <[A,§7 A;]Ua V>
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Por outro lado, como V& = V4.€, segue que Vi V€ = Vi Vi€ = Vi, Vi€ Assim,

(RUV)Em) = (VuVyé = VvV = Vipné,n)
= (Vu V€ = Vi Vi€ — V/[U,V]€777>
= (R(UV)Em).

Usando as equacoes de compatibilidade,
(R(U,V)E ) = (R(U, V)&, m) = ([Ag, AU V) = ([Ag, A)U, V).
Se & é uma secao em E e n = (,
(R(U,V)E, ) = (R'(U,V)E,¢) = 0,

pois, R'(U, V)& é uma segao em F.

Se £ = ( en é uma secao em F,
(R(U,V)¢,m) = —(R(U,V)n,¢) = 0. (3.17)
Se £ = n = (, pela propriedade do tensor curvatura
(R(U,V)(,¢) =0, (3.18)
Por outro lado, se ¢ é uma secao em F,

(Ao AU V) = (AU, AV)
= (a(A:V,U),¢)
= MAVU) — (U ) (A, 9))
= (AAV — (A, 0,)0,,U)
= (Viv¢ U)
= 0

Como U,V € TM foi arbitrario, Ac o A: = 0. Logo, ([A¢, AcJU, V') = 0. Isso finaliza a demons-

tracao do lema. m
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Assim, pelo teorema fundamental das subvariedades (proposicao 1.3.2), existe uma imersao
isométrica ¢ : M — R™? e um isomorfismo de fibrados § : E — TM~* ao longo de g, tal que para
todo U,V € TM e toda secio local &, de E

) = (&n)
ga(U, V) = a(U,V) (3.19)

GVué = Vig(é)

onde V! e & sdo a conexiio normal e a segunda forma fundamental de g(M) C R™2, respectiva-
mente. Esta sendo feita a identificagdo ¢.(U) = U, U € TM, ou seja, TM = Tg(M).

E importante, para o que segue, explicitar alguns resultados que foram obtidos no decorrer
da demonstragao do teorema fundamental das subvariedades. Existe um isomorfismo de fibrados
¢ TM @y E — TR™? | o= Tg(M) &w Tg(M)* tal que dlry = go : TM — Tg(M) e
dlp=¢:E — Tg(M)*. Além disso, no fibrado TM @y E, a conexao

VoV = VyV+all,V), UVeTM (3.20)
Ve = —AU+Vye, UeTMetek

satisfaz
DyV = (VuV) e Dyg(§) = (Vi) (3.21)

onde D é a conexao de Levi-Civita do R"*2.

Temos que DV = ¢(VyV) = $(ViV + a(U,V)) = ¢.(VuV) + §a(U, V) = ViV + &(U, V).
Seja A o endomorfismo de Weingarten associado a @&. Entao, dados U,V € TM e € € F(E),
(@(U,V), 3(0)) = (3(U. V), §(€)) = (&(U, V),€), ou seja, (AygU, V) = (AU, V). Donde

AU = AyeU, YUETM e ¢ eT(E). (3.22)
Assim, Dyg(€) = d(Vu) = d(— AU + V&) = —Aye)U + Vi55(€). Logo,

DyV = VyV+a(U,V), UVeTM (3.23)
Dug(€) = —AyeoU +Vig(€), UeTMeéecT(E).

Fazendo ¢(d)) = 9, desde que Dy g(¢) = —Ag(C)U + @59(4“), obtemnos
(Dug(0),V) = ~(AU,V) = ~(a(U.V),¢) = =AU = u(U,9;)3,, V')
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(Dug(€), 3(€)) = (GVuC. 9(€)) = (Vu(, &) = =AU — u{U, 9,)}. €).

Asim, como todo campo de vetores X em R™""2 pode ser escrito na forma X =V + §(£) onde

V eTM e¢ el (E), segue que
(Dug(€), 9(&) + V) = (=AU + (U, )9, £ + V)
ou seja,
Dug(¢) = —\U + (U, 91, (3.24)
Fazendo (9))" =T e (0,)* = N, temos também que
Dvd, = DyT + DyN
= VyT +a(U,T)— AyU + VEN
= VuT + O/(Ua T) + ()‘<U7 T> - :u<
= VT + VN + (MU T) — (U,
= oVyd + (MU, T) — u(U, 8,)3(¢)

U,T)§(C) = ANU + ¢V N
7))4(C)

- J}’(U (U, 3)3) (U3 (A — w(C),
ou seja,
Dy, = 7’<U (U a)3) + (U, — 3(0), YU € TM. (3.25)

Seja 7' : (¢) — M um fibrado de linhas com conexao compativel V¥ e of uma secio simétrica

no fibrado dos homomorfismos Hom(TM x TM, (()), definidos por

ViE = X(£Q)C (3.26)
AXY) = (MX,Y) = WX, 0)(Y,0))¢, X, Y €TM, £eT((()), (3.27)
onde
o 1= (f(0)) o S 2 f"(o)
A = Foe AL = A"+ o) (3.28)

Para que \ esteja bem definido e positivo, tem-se necessariamente que
1< f'(0) <1.
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Defina a aplicacdo A* : TM — T'M por
(A'X,Y) = (}(X,Y),(), X,Y €TM, (3.29)

ou seja,
APX = AX — i(X,9,)0;.

Proposicao 3.1.1 Com as notagoes acima, ({,),V, V¢, of) satisfaz as equacdes de compatibilidade

para o espaco euclidiano R™"2. Em outras palavras,

RUVIW,Z) = (a4(U, 2),aX(V, W) — (a*(U, W), *(V, Z)) (3.30)
(Vo)) (U, W) = (Viah)(V, V) (3.31)
Assim, pelo teorema fundamental das subvariedades, existe uma imersdo isométrica ¢ : M —

R""2 ¢ um isomorfismo de fibrados ¢ : (¢) — TM a0 longo de ¢, tal que para todo U,V € TM e
toda secao local &, n de ()

(@), qm) = &)

Gt (U, V) = a(U,V) (3.32)

GVie = Vya(e)

_J_ - - JE— .
onde V' e @ sao a conexao normal e a segunda forma fundamental de (M) C R"™2, respectiva-

mente.

Segue que V4(€) = U((@(€).d(C))d() e @(U.V) = (MU.V) — (U, &)(V,8))d(C). Além

disso,

DyV = VyV+aUV), UVeTM (3.33)
Dyi(6) = ~AuoU +Vyil€), UeTMecte(C). (3.34)

onde D é a conexao de Levi-Civita do R™+2,

Em particular, temos que,

Dy(C) = —AyoU = =AU + (U, 0,)9,, U € TM. (3.35)

Dydr = LU~ (w.000) + W.0)0 - atc). VU € T (3.36)
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Finalizamos esta dissertacao com o enuciado do seguinte teorema, resumo de todo céalculo feito

nesta secao:

Teorema 3.1.1 Seja (M*,(,),V) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa k—dimen-
sional, (, ) sua métrica e V sua conexao de Levi-Civita. Assuma que ((,),V,V' a/ 0,h) satisfaz as
equagoes de compatibilidade para R x ;S"™, com —1 < f" < 1. Entdo, existe uma imersdo isométrica
g: MF — R x;S" e um isomorfismo de fibrados vetoriais g : E — TM* ao longo de g, tal que
para todo U,V € TM e toda se¢ao local ,mn € E

(9(€).9(m) = (&)
g/ (U, V) = «o(U,V)
Ve = Vi€,
onde V+ e a sio a conexio normal e a sequnda forma fundamental de g(M) C R x ; S™, respecti-

vamente. Além disso, a imersdao € tunica, a menos de isometrias globais na variedade R < S".

60



Referéncias Bibliograficas

[BGM] Bar, Ch., Gauduchon, P., Moroianu, A.: Generalized cylinders in semi-Riemannian and

[Cal

[Da2]

spin geometry, Math. Z 249, 545-580 (2005).

Camacho, C., Neto, L. A.: Teoria geométrica das folheagoes, Projeto Euclides, IMPA, Rio
de Janeiro, 1979.

Chen, Q., Cui, Q.: Isometric immersions into S™ x R and H™ x R with high codimensions,

Results. Math. 57, 319-333 (2010).

Chen, Q., Xiang, C. R.: Isometric immersions into warped product spaces, Acta Math.

Sinica, English Series 26, 2269-2282 (2010).

Ciarlet, P.G., Larsonneur, F.: On the recovery of a surface with prescribed first and second

fundamental form, J. Math. Pures Appl. 82, 167-185 (2002).

Daniel, B.: Isometric immersions into S™ X R and H" x R and applications to minimal

surfaces, Trans. American Math. Sosiety 361 6255-6282 (2009).

Daniel, B.: Isometric immersions into 3—dimensional homogeneous manifolds, Comment.

Math. Helv. 82, 87-131 (2007).

Do Carmo, M. P..Geometria Riemanniana, Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 42

edicao, 2008.

Dajczer, M. et al.: Submanifolds and isometric immersions , Publish or Perish Inc., Hous-

ton, 1990.

Dajczer, M., Tojeiro, R.: Isometric immersions in codimension two of warped products into

space forms, Illinois J. Math. 48 711-746 (2004).

61



[OB]

[ON]

[PT]

Lee, J. M.: Introduction to smooth manifolds, Springer Verlag, Nova lorque, 2000.

Lira, J. H., Tojeiro, R., Vitério, F.: A Bonnet theorem for isometric immersions into

products of space forms, Arch. Math. 95 469-479 (2010).

Montiel, S.: Stable constant mean curvature hypersurfaces in some Riemannian manifolds,

Comment. Math. Helv. 73, 584-602 (1998).

Bonnet, O.: Mémorie sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée, J.

Ecole Polytech. 42 (1867).
O’Neill, B.: Semi-Riemannian geometry, Academic Press, New York, 1983.

Piccione, P. & Tausk, D. An existence theorem for G-strucure preserving affine immersions,

Indiana Univ. Math. J. 57, 1431D1465 (2008).
S. Nolker : Isometric immersions of warped produts, Differential Geom. Appl. 6 1-30 (1996).

Spivak, M.: A comprehensive introduction to differential geometry, Vol.4, 2nd Edition,
Publish or Perish Inc, Houston, 1979.

Tenenblat, K.: On isometric immersions of Riemannian manifolds, Bol. Soc. Brasil. Mat.

2(2), 23-36 (1971).

62



