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Dissertação de Mestrado

Incompressibilidade de Toros
Transversais a Fluxos Axioma A

Alexsandro da Silva Néo
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sidade Federal de Alagoas, como parte
dos requisitos necessários à obtenção do
grau de mestre em Matemática.
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este texto.

E finalmente agradeço a Fundação de Amparo à Pesquisa do Estado de
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Resumo

Provaremos que um toro transversal a um campo de vetores Axioma A que
não exibe poço, fonte e órbita periódica homotópica a um ponto sobre uma
variedade tridimensional, fechada, irredut́ıvel é incompresśıvel.

Palavras-chave: Variedade irredut́ıvel, campo de vetores Axioma A, toro
incompresśıvel.



Abstract

We prove that a torus transverse to an Axiom A vector field that does not
exhibit sinks, sources or null homotopic periodic orbits on a closed irreducible
3-manifold is incompressible.

Keywords: Irreducible Manifold, Axiom A vector field, incompressible tori.
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Introdução

Esta dissertação foi baseada no artigo Incompressibility of Tori Transverse
to Axiom A Flows do prof. Carlos Morales, publicado no Proceedings of the
American Mathematical Society, volume 136, no ano de 2008.

Neste artigo é demonstrado que todo toro transversal a um fluxo Axioma
A que não exibe poço, fonte ou órbita periódica homotópica a um ponto sobre
uma variedade tridimensional fechada e irredut́ıvel é incompresśıvel. Esse é
o teorema principal da dissertação.

Uma das consequências desse resultado é que todo fluxo Anosov sobre
uma variedade tridimensional fechada e atoroidal é transitivo. Esse teo-
rema fornece uma generalização dos trabalhos feitos por Mosher (1992) [15],
Brunella (1993) [4] e Fenley (1995) [6].

No Caṕıtulo 1 destinamos a estabelecer a linguagem e os fatos básicos
necessários à compreensão do texto.

No Caṕıtulo 2 demonstramos os lemas e o teorema principal.

Teorema Principal. Sejam M uma variedade tridimensional fechada,
irredut́ıvel e Xt um fluxo Axioma A que não exibe poço, fonte e órbita
periódica homotópica a um ponto em M . Então todo toro contido em M
transversal ao fluxo Xt é incompresśıvel.

E o Caṕıtulo 3, dedicamos às consequências e mostramos que as condições
do teorema principal são necessárias.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo são introduzidos alguns conceitos, dentre eles: estrutura hi-
perbólica, fluxo Axioma A e variedade incompresśıvel. Além disso, são men-
cionados alguns teoremas clássicos como o Teorema da Decomposição Espec-
tral e o Teorema de Novikov. Exibiremos também algumas demonstrações e
alguns exemplos. O objetivo deste caṕıtulo é fixarmos conceitos, notações e
resultados básicos para uma compreensão melhor do texto.

1.1 Conjuntos Hiperbólicos

Vamos denotar por M uma variedade Riemanniana tridimensional de classe
Cr, com r ≥ 1, X : M → TM um campo de vetores sobre M de classe C1 e
Xt : M →M o fluxo gerado por X em M de classe C1.

Seja A um subconjunto de M . Denotaremos por Int(A), A e Ac, o inte-
rior, o fecho e o complementar de A em M , respectivamente.

Definição 1.1.1. A órbita de um ponto p ∈M para um fluxo Xt é o conjunto
O(p) = {Xt(p); t ∈ R}.

Definição 1.1.2. A órbita positiva de um ponto p ∈M para um fluxo Xt é
o conjunto O+(p) = {Xt(p); t ≥ 0} e a órbita negativa de um ponto p ∈ M
para um fluxo Xt é o conjunto O−(p) = {Xt(p); t ≤ 0}.

Definição 1.1.3. Um ponto p ∈M é chamado ponto fixo para um fluxo Xt

se Xt(p) = p, para todo t ∈ R. Um ponto fixo também é chamado de ponto
singular ou ponto de equiĺıbrio.

Definição 1.1.4. Um ponto p ∈ M é chamado ponto periódico para um
fluxo Xt se existe T > 0 tal que XT (p) = p e Xt(p) 6= p, para todo 0 < t < T .
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A órbita de um ponto periódico é chamada de órbita periódica. Uma
órbita fechada é uma órbita que é um conjunto fechado. Assim as órbitas
fechadas em conjuntos compactos são as singularidades e as órbitas periódicas.

Definição 1.1.5. O conjunto ω-limite de um ponto p ∈M é definido por

ω(p) =

{

y ∈M ;∃ tn → +∞ quando n→ ∞ tal que lim
tn→∞

Xtn(p) = y

}

,

ou seja, ω(p) é o conjunto dos pontos de acumulação da órbita positiva de p.
Analogamente, o conjunto α-limite de um ponto p ∈M é definido por

α(p) =

{

y ∈M ;∃ tn → −∞ quando n→ ∞ tal que lim
tn→−∞

Xtn(p) = y

}

,

ou seja, α(p) é o conjunto dos pontos de acumulação da órbita negativa de
p.

O exemplo a seguir mostra um campo de vetores com singularidades e
exibe os conjuntos ω-limite e α-limite.

Exemplo 1.1.1. Consideremos S2 ⊂ R
3 a esfera unitária com centro na

origem. Sejam pN = (0, 0, 1) e pS = (0, 0,−1), o pólo norte e o pólo sul da
esfera S2, respectivamente. Definimos o campo de vetores X de classe C∞

em S2 por
X(x, y, z) = (−xz,−yz, x2 + y2).

As singularidades de X são os pontos (x, y, z) ∈ S2 tais que

(−xz,−yz, x2 + y2) = (0, 0, 0).

Dáı,
x = y = 0.

Como
x2 + y2 + z2 = 1

temos que as singularidades são pN = (0, 0, 1) e pS = (0, 0,−1).
Uma parametrização da esfera S2 é dada por

Y (θ, ϕ) = (cos θsenϕ, cos θ cosϕ, senθ).

Para cada ϕ fixado temos uma parametrização de um meridiano. Notemos
que o campo de vetores X é tangente aos meridianos de S2. De fato, seja

α(θ) = (cos θsenϕ, cos θ cosϕ, senθ)
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a parametrização de um meridiano da esfera. Assim,

α′(θ) = (−senθsenϕ,−senθ cosϕ, cos θ)

e
X(α(θ)) = cos θ(−senθsenϕ,−senθ cosϕ, cos θ)

= cos θα′(θ).

Mostramos assim que o campo de vetores X é tangente aos meridianos
de S2. Como o campo de vetores X é tangente aos meridianos da esfera
apontando para cima, ω(p) = pN e α(p) = pS, se p ∈ S2 − {pN , pS}.

Definição 1.1.6. Um subconjunto compacto Λ ⊂ M é invariante para um
fluxo Xt se Xt(Λ) = Λ, para todo t ∈ R.

Definição 1.1.7. Um ponto p ∈M é não-errante para um fluxo Xt se, para
qualquer vizinhança V de p e qualquer número real T > 0, existe t tal que
|t| > T e Xt(V ) ∩ V 6= ∅. Se um ponto p ∈ M não é não-errante, então ele
é dito ser ponto errante.

Denotaremos por Ω(Xt) o conjunto dos pontos não-errantes para um fluxo
Xt. O conjunto Ω(Xt) é fechado, invariante e contém o conjunto dos pon-
tos periódicos de Xt. A presença de um ponto não-errante de um fluxo
implica a existência de uma certa complexidade nas trajetórias dos pontos
vizinhos, pois algumas destas trajetórias, por mais que se afastem do ponto
não-errante, depois de decorrido algum tempo devem retornar e voltar a ficar
novamente próximas do ponto não-errante.

A próxima definição envolve a noção da decomposição E1
Λ ⊕ E2

Λ ⊕ E3
Λ

do espaço fibrado tangente de uma variedade M restrito a um subconjunto
Λ ⊂ M . Vamos entender tal decomposição como sendo uma aplicação x 7→
(E1

x, E
2
x, E

3
x) que associa a cada ponto x ∈ Λ três subespaços do espaço tan-

gente TxM . Dizemos que a decomposição é cont́ınua se dado qualquer ponto
p ∈ Λ existe campos de vetores cont́ınuos X1, ..., Xu, Y1, ..., Ys, Z1, ..., Zl sobre
uma vizinhança U ⊂ Λ de p, linearmente independentes para todo ponto e
tal que E1

x é o subespaço gerado por X1(x), ..., Xu(x), E
2
x é o subespaço ger-

ado por Y1(x), ..., Ys(x) e E3
x é o subespaço gerado por Z1(x), ..., Zl(x), para

todo x ∈ U .

Definição 1.1.8. Um subconjunto invariante Λ ⊂M para um fluxo Xt é dito
ser hiperbólico ou possuir estrutura hiperbólica se existe uma decomposição
cont́ınua do espaço fibrado tangente de M restrito a Λ tal que

TΛM = Eu
Λ ⊕ EX

Λ ⊕ Es
Λ

4



com
D(Xt)pE

u
p = Eu

Xt(p),

D(Xt)pE
s
p = Es

Xt(p),

D(Xt)pX(p) = X(Xt(p)),

e existem constantes µ > 0 e c ≥ 1 tais que para todo t ≥ 0

‖D(Xt)pv‖ ≤ ce−µt ‖v‖ para todo v ∈ Es
p e

‖D(X−t)pv‖ ≤ ce−µt ‖v‖ para todo v ∈ Eu
p .

Observação 1.1.1. Em conjuntos que não possuem singularidades temos
que dim(EX

x ) = 1, para todo x ∈ Λ.

Em outras palavras, um subconjunto invariante Λ ⊂M para um fluxo Xt

é hiperbólico se existe uma decomposição cont́ınua do espaço fibrado tangente
TΛM = Eu

Λ ⊕ EX
Λ ⊕ Es

Λ sobre Λ consistindo de um subfibrado contrátil Es
Λ,

um subfibrado expansor Eu
Λ e um subfibrado EX

Λ gerado por X.

Definição 1.1.9. Um subconjunto Λ ⊂M compacto, invariante é transitivo
para um fluxo Xt se possui uma órbita que é densa em Λ.

Definição 1.1.10. Um fluxo Xt : M → M é transitivo, se existe um ponto
x ∈M tal que sua órbita O(x) é densa em M .

Definição 1.1.11. Uma superf́ıcie S é transversal ao campo de vetores X
em M se X(x) /∈ TxS, para todo x ∈ S.

Definição 1.1.12. Um atrator Λ ⊂ M de Xt é um conjunto transitivo tal
que

Λ =
⋂

t≥0

Xt(U)

para alguma vizinhança compacta U de Λ. Essa vizinhança é denominada
bacia de atração quando for uma variedade tridimensional compacta com
bordo ∂U não-vazio transverso a Xt. Um repulsor é um atrator para o fluxo
−Xt.

Um atrator com estrutura hiperbólica é chamado de atrator hiperbólico.

Definição 1.1.13. Um poço é um ponto fixo atrator ou uma órbita periódica
atratora. Uma fonte é um ponto fixo repulsor ou uma órbita periódica repul-
sora.

Exemplo 1.1.2. Considerando o Exemplo 1.1.1 temos que o ponto pN é um
poço e o ponto pS é uma fonte.
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Observação 1.1.2. Notemos que dim(Eu
Λ) = 0 quando Λ é um poço.

Definição 1.1.14. Os conjuntos

W ss(p) = {q ∈M ; d(Xt(q), Xt(p)) → 0, quando t→ ∞}

e
W uu(p) = {q ∈M ; d(Xt(q), Xt(p)) → 0, quando t→ −∞}

são chamados respectivamente variedade estável e instável forte do ponto p
para o campo de vetores X.

Dado ǫ > 0, a variedade estável local de tamanho ǫ do ponto p ∈ M é o
conjunto W ss

ǫ (p) dos pontos y ∈M tal que

lim
t→+∞

d(Xt(p), Xt(y)) = 0

e
d(Xt(p), Xt(y)) ≤ ǫ para todo t ≥ 0.

De forma análoga se definem a variedade instável forte W uu(p) e a varie-
dade instável local W uu

ǫ (p) de um ponto p ∈M .

Teorema 1.1.1 (Teorema da Variedade Estável para Fluxos). Seja Λ ⊂ M
um conjunto hiperbólico invariante para um fluxo Xt. Então existe um ǫ > 0
tal que para cada ponto p ∈ Λ existem dois discos mergulhados W ss

ǫ (p) e
W uu

ǫ (p) os quais são tangentes a Es
p e Eu

p , respectivamente.

Demonstração. Ver [7], página 545 ou ver [10]. �

O Teorema da Variedade Estável para Fluxos assegura que se p pertence
a um conjunto hiperbólico, então W ss(p) e W uu(p) são subvariedades imersas
em M de classe C1 e, consequentemente, a variedade estável e instável

W s(p) =
⋃

t∈R

W ss(Xt(p))

W u(p) =
⋃

t∈R

W uu(Xt(p))

também são subvariedades imersas em M .
Se Λ é um conjunto hiperbólico para um fluxo Xt, então W s(p) e W u(p)

são variedades tangentes a Es
p⊕E

X
p e Eu

p ⊕E
X
p , respectivamente, e dependem

continuamente de p. Para maiores detalhes ver [10].
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Observação 1.1.3. Um fato importante sobre a variedade estável de cada
ponto (respectivamente instável) é que são cópias imersas do espaço linear Es

p

(Eu
p ). Por meio disto, a aplicação σs : Es

p →M (σu : Eu
p →M) cuja imagem é

igual a W s(p) (W u(p)) é injetiva e não precisa ter inversa cont́ınua. Este fato
diz que a variedade estável (instável) são cópias imersas dos espaços lineares
o que implica que não são ćırculos ou cilindros. Para maiores detalhes ver
[20], página 272. Em particular, W s(p) e W u(p) não podem ser compactos.

Definição 1.1.15. Um fluxo Xt é Anosov se M é um conjunto hiperbólico
para Xt.

Um fluxo Anosov em uma variedade M é codimensão um se a dimensão
do espaço Es ou a dimensão do espaço Eu é igual a um, onde TM = Eu ⊕
EX ⊕ Es.

Definição 1.1.16. Um fluxo Xt é Axioma A se:

1. Ω(Xt) é hiperbólico e

2. Ω(Xt) é o fecho das órbitas fechadas de Xt.

Exemplo 1.1.3. Um fluxo Anosov é Axioma A.

Exemplo 1.1.4. Todo fluxo Xt : M → M Axioma A transitivo é Anosov.
De fato, como o fluxo Xt é transitivo, existe um ponto x ∈ M tal que sua
órbita O(x) é densa em M . Então,

O(x) = M e O(x) ⊂ Ω(Xt).

Assim,
M = O(x) ⊂ Ω(Xt) = Ω(Xt),

ou seja,
M ⊂ Ω(Xt).

Como Ω(Xt) ⊂M segue-se

Ω(Xt) = M.

Como o fluxo é Axioma A temos que Ω(Xt) = M é hiperbólico. Logo, o
fluxo Xt é Anosov.

7



Teorema 1.1.2 (Teorema da Decomposição Espectral para Fluxos). Se o
fluxo Xt : M → M é Axioma A, então o conjunto não-errante Ω(Xt) se
decompõe de maneira única e finita

Ω(Xt) = Ω1 ∪ · · · ∪ Ωk,

como uma união disjunta de conjuntos fechados, invariantes e Xt|Ωi
é tran-

sitivo. Estes Ωi’s são chamados de conjuntos básicos de Ω(Xt).

Demonstração. Ver [20]. �

Definição 1.1.17. Uma curva diferenciável c : R → M é chamada de ǫ-
órbita para um fluxo Xt : M → M se ||

.
c (t) − X(c(t))|| < ǫ, para todo

t ∈ R. Se a curva c é periódica então é chamada de ǫ-órbita fechada. Uma
curva diferenciável c : R → M é chamada de δ-sombreada por uma órbita
de x ∈ M se existe uma função s : R → R com | d

dt
s − 1| < δ tal que

d(c(s(t)), Xt(x)) < δ, para todo t ∈ R.

Teorema 1.1.3 (Teorema do Sombreamento para fluxos). Sejam M uma
variedade Riemanniana, Xt : M →M e Λ um conjunto hiperbólico para Xt.
Então existe uma vizinhança U(Λ) ⊃ Λ de Λ tal que para todo δ > 0 existe
um ǫ > 0 tal que toda ǫ-órbita é δ-sombreado por uma órbita de Xt.

1.2 Grupo de Homotopia

O objetivo desta seção é definir o primeiro grupo de homotopia, conhecido
como grupo fundamental, e o segundo grupo de homotopia. Para maiores
detalhes indicamos o livro [11].

Sejam M,N variedades, f, g : M → N duas aplicações cont́ınuas e I =
[0, 1].

Definição 1.2.1. Dizemos que f e g são homotópicas se existe uma aplicação
cont́ınua

F : M × I → N

tal que
F (x, 0) = f(x) e F (x, 1) = g(x),

para todo x ∈ M . A aplicação F é chamada de homotopia entre f e g.
Escreve-se, neste caso, F : f ≃ g, ou simplesmente f ≃ g.

A homotopia é pensada como sendo um processo de deformação cont́ınuo
da aplicação f na aplicação g. O parâmetro t pode ser imaginado como sendo
o tempo do processo de deformação.

8



Proposição 1.2.1. A relação de homotopia, f ≃ g, é uma relação de
equivalência no conjunto das aplicações cont́ınuas de M em N .

Demonstração. Para toda aplicação f : M → N cont́ınua, a aplicação

F : M × I → N

dada por F (x, t) = f(x), para todo x ∈ M , é uma homotopia entre f e f .
Assim ≃ é uma relação reflexiva. Seja agora

F : M × I → N

uma homotopia entre f e g. Temos

F (x, 0) = f(x) e F (x, 1) = g(x).

Definindo
K : M × I → N

por K(x, t) = F (x, 1− t), para todo x ∈M , obtemos uma homotopia entre g
e f . Assim a relação de homotopia é simétrica. Sejam F : f ≃ g e K : g ≃ f .
Temos

F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x),

K(x, 0) = g(x) e K(x, 1) = f(x).

Definimos
L : M × I → N

por

L(x, t) =

{

H(x, 2t), se 0 ≤ t ≤ 1/2
K(x, 2t− 1), se 1/2 ≤ t ≤ 1.

A aplicação L é uma homotopia entre f e h. Logo a relação de homotopia
é transitiva. �

As classes de equivalência segundo a relação de homotopia são denomi-
nadas classes de homotopia. Uma aplicação cont́ınua f : M → N chama-se
uma equivalência homotópica quando existe g : N → M cont́ınua tal que
g ◦ f ≃ idM e f ◦ g ≃ idN . Diz-se então que g é um inverso homotópico de
f e que as variedades M e N têm o mesmo tipo de homotopia. Escreve-se,
neste caso, f : M ≡ N ou M ≡ N .

Definição 1.2.2. Dizemos que α, β : I →M são homotópicas com extremos
fixos se existe uma homotopia

F : I × I →M

9



tal que dados s, t ∈ I valem

F (s, 0) = α(s), F (s, 1) = β(s),

F (0, t) = α(0) = β(0) e F (1, t) = α(1) = β(1).

Usamos a notação [α] para designar a classe de homotopia da curva α.

Definição 1.2.3. O primeiro grupo de homotopia de uma variedade M , com
ponto base x0, que se representa por π1(M,x0), é o grupo constitúıdo pelo
conjunto das classes de homotopia das aplicações cont́ınuas α : I → M tais
que α(∂(I)) = {x0}, munido com a operação justaposição (descrita abaixo).

Sejam α e β caminhos em M tais que o fim de α coincide com o ińıcio de
β, isto é, α(1) = β(0). Definimos a justaposição α ∗ β : I →M por

α ∗ β(t) =

{

α(2t), se 0 ≤ t ≤ 1/2
β(2t− 1), se 1/2 ≤ t ≤ 1.

O caminho inverso de α é, por definição, o caminho α−1(t) = α(1 − t).
Este produto induz naturalmente uma estrutura de grupo em π1(M,x0) com
a multiplicação ([α], [β]) 7→ [α ∗ β]. Isto decorre da seguinte proposição.

Proposição 1.2.2. Sejam [α], [β] e [γ] ∈ π1(M,x0). Valem as seguintes
propriedades:

1. Se α′ ≃ α rel x0 e β′ ≃ β rel x0 então α ∗ β ≃ α′ ∗ β′ rel x0;

2. Se α′ ≃ α então α−1 ≃ (α′)−1;

3. α ∗ α−1 ≃ Cx0
, onde Cx0

denota a curva constante Cx0
(t) = x0;

4. Cx0
∗ α ≃ α ∗ Cx0

≃ α;

5. (α ∗ β) ∗ γ ≃ α ∗ (β ∗ γ).

As propriedades 1) e 2) nos dizem que o produto e o inverso estão bem
definidos em π1(M,x0). As propriedades 3), 4) e 5) nos dizem que π1(M,x0)
possui estrutura de grupo com identidade [Cx0

]. A identidade será denotada
por 1. Quando M é conexo por caminhos e π1(M,x0) = 1 dizemos que M é
simplesmente conexo. A proposição abaixo mostra que o grupo fundamental
independe do ponto base escolhido. Portanto, podemos representar o grupo
fundamental por π1(M), sem nenhuma referência expĺıcita ao ponto básico.

Observação 1.2.1. Recordemos o seguinte fato. Se f : X → Y e g : Y → X
satisfazem g ◦ f = idX então f é injetiva e g é sobrejetiva. Se f ◦ g = idY

então g é injetiva e f é sobrejetiva.
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Proposição 1.2.3. Seja M conexo por caminhos. Dados x0, x1 ∈ M e
η : I →M tal que η(0) = x0 e η(1) = x1, então existe um isomorfismo entre
π1(M,x0) e π1(M,x1).

Demonstração. Seja η : I →M um caminho tal que η(0) = x0 e η(1) = x1.
Se α é uma curva fechada de x0 então η−1 ∗ α ∗ η é uma curva fechada de
x1. Dado um elemento [α] ∈ π1(M,x0), a aplicação acima induz um único
elemento [α′] = [η−1 ∗ α ∗ η] ∈ π1(M,x1). Denotaremos esta aplicação por

Pη : π1(M,x0) → π1(M,x1)

tal que [α′] = Pη([α]).
Pη é um isomorfismo. Com efeito, dados [α], [β] ∈ π1(M,x0) temos

Pη([α] ∗ [β]) = [η−1] ∗ [α] ∗ [β] ∗ [η]
= [η−1] ∗ [α] ∗ [η] ∗ [η−1] ∗ [β] ∗ [η]
= Pη([α]) ∗ Pη([β]).

Assim, Pη é um homomorfismo. Para mostrar que Pη é bijetivo, vamos
introduzir a inversa de Pη. Seja

P−1
η : π1(M,x1) → π1(M,x0)

tal que
P−1

η ([α′]) = [η ∗ α′ ∗ η−1].

P−1
η é a inversa de Pη. De fato,

P−1
η Pη([α]) = P−1

η ([η−1 ∗ α ∗ η])
= [η ∗ η−1 ∗ α ∗ η ∗ η−1]
= [α].

Assim
P−1

η Pη = idπ1(M,x0)

e por simetria
PηP

−1
η = idπ1(M,x1).

Utilizando a Observação 1.2.1 obtemos que Pη é injetiva e sobrejetiva.
Logo Pη é um isomorfismo. �

Proposição 1.2.4. Sejam M e N variedades conexas por caminhos. Então
π1(M ×N) = π1(M) × π1(N).

Os resultados acima podem ser generalizados e suas demonstrações seguem
a mesma linha de racioćınio. Para maiores detalhes ver [16], Caṕıtulo 4.
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Definição 1.2.4. O n-ésimo grupo de homotopia de uma variedade M , com
ponto base x0, que se representa por πn(M,x0), é o grupo constitúıdo pelo
conjunto das classes de homotopia das aplicações cont́ınuas α : In → M
tais que α(∂(In)) = {x0}, munido com a operação justaposição, onde In =
[0, 1] × . . .× [0, 1].

Usaremos neste texto o primeiro e o segundo grupo de homotopia.

Proposição 1.2.5. Seja M conexo por caminhos. Dados x0, x1 ∈ M e
η : I →M tal que η(0) = x0 e η(1) = x1, então existe um isomorfismo entre
πn(M,x0) e πn(M,x1).

Proposição 1.2.6. Sejam M e N variedades conexas por caminhos. Então
πn(M ×N) = πn(M) × πn(N).

Exemplo 1.2.1. Alguns exemplos do segundo grupo de homotopia. Ver [16],
página 120.

π2(S
1) = 1, π2(S

2) = Z, π2(S
2 × S1) = π2(S

2) × π2(S
1) = Z.

Definição 1.2.5. Uma variedade M é contrátil quando ela tem o mesmo
tipo de homotopia que um ponto (uma aplicação constante).

Proposição 1.2.7. M é contrátil se, e somente se, a aplicação identidade
id : M →M é homotópica a uma aplicação constante p : M →M .

Proposição 1.2.8. Se M ou N é contrátil então toda aplicação cont́ınua
f : M → N é homotópica a uma constante.

Demonstração. Seja M contrátil. Utilizando a Proposição 1.2.7 existe uma
homotopia

H : M × I →M

entre idM e uma aplicação constante g, digamos g : M → M com g(x) = p,
para todo x ∈M . Temos

H(x, 0) = idM(x) = x e H(x, 1) = g(x) = p,

para todo x ∈M . Dada qualquer aplicação cont́ınua f : M → N , tomemos

F : M × I → N

definida por
F (x, t) = (f ◦H)(x, t) = f(H(x, t)).
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Assim,

F (x, 0) = f(H(x, 0)) = f(x) e F (x, 1) = f(H(x, 1)) = f(p).

Logo F é uma homotopia entre f e a constante f(p).
Se N for contrátil, então existe a homotopia

K : N × I → N

entre idN e uma constante. Definindo

L : M × I → N

por
L(x, t) = K(f(x), t),

teremos que L é uma homotopia entre f : M → N e uma aplicação constante.
�

Observação 1.2.2. Conseguimos com a proposição anterior que toda órbita
periódica em uma bola é homotópica a uma constante, já que uma bola é
contrátil.

1.3 Aspectos Topológicos

Em toda esta dissertação chamaremos de bola uma variedade homeomorfa
à bola unitária de dimensão 3 do R

3, esfera uma variedade homeoforma à
esfera unitária do R

3 e um toro sólido uma variedade tridimensional compacta
homeoforma à D2 × S1.

Definição 1.3.1. Uma variedade é fechada se for compacta, conexa e sem
bordo.

Exemplo 1.3.1. O toro é um exemplo de uma variedade fechada.

Definição 1.3.2. Uma superf́ıcie S separa M se M\S é desconexa.

Definição 1.3.3. Uma variedade M é irredut́ıvel se toda esfera S2 ⊂ M
é bordo de uma bola B3 ⊂ M . Se M não é irredut́ıvel dizemos que M é
redut́ıvel.

Exemplo 1.3.2. O toro sólido D2 × S1 e a variedade S3 são irredut́ıveis.
Detalhes em [1], página 45.
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Definição 1.3.4. Uma variedade F ⊂ M compacta é 2-sided se existe um
mergulho h : F × [−1, 1] → M com h(x, 0) = x, para todo x ∈ F e h(F ×
[−1, 1]) ∩ ∂M = h(∂F × [−1, 1]).

Uma superf́ıcie S ⊂M 2-sided separa a variedade M . Ver [9].

Definição 1.3.5. Uma superf́ıcie S ⊂ M 2-sided sem componentes S2 ou
D2 é dita ser incompresśıvel se para todo disco D ⊂ M com D ∩ S = ∂D
existe outro disco D′ ⊂ S com ∂D′ = ∂D. O disco D com D ∩ S = ∂D é
chamado disco de comprensão para S. Se S não é incompresśıvel dizemos
que é compresśıvel.

Proposição 1.3.1. Uma variedade 2-sided S ⊂ M é incompresśıvel se o
homomorfismo π1(S) → π1(M) induzido pela inclusão for injetivo.

Demonstração. Ver [8], página 10. �

Exemplo 1.3.3. Todo toro T = S1 × S1 em S3 é compresśıvel. De fato, o
homomorfismo π1(T ) → π1(S

3) induzido pela inclusão não é injetivo, pois
π1(T ) = π1(S

1)×π1(S
1) = Z×Z é infinito enquanto que π1(S

3) = 1 é finito.
Logo, usando a proposição anterior segue que T é compresśıvel em S3.

Proposição 1.3.2. Se um toro é compresśıvel em uma variedade irredut́ıvel
M então o toro é bordo de um toro sólido em M ou o toro está contido em
uma bola contida em M .

Demonstração. Ver [8] , página 11. �

Definição 1.3.6. Uma variedade tridimensional, fechada M é atoroidal se
M não contém toro incompresśıvel. Dizemos que M é toroidal quando M
não é atoroidal.

Exemplo 1.3.4. O toro sólido D2 × S1 é uma variedade atoroidal.

Definição 1.3.7. Sejam M1, M2 variedades com bordo, X1 ⊂ ∂M1, X2 ⊂

∂M2 abertos e fechados e φ : X1

∼=
→ X2 um difeomorfismo. Então escrevemos

M1

⋃

φ

M2 = M/τ,

onde M = M1 ∪ M2 (união disjunta) e τ : X1 ∪ X2 → X1 ∪ X2 (união
disjunta) é dado por τ |X1 = φ, τ |X2 = φ−1.
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Em particular, se M e N são variedades com bordos e ∂M = ∂N então
M

⋃

idN , id : ∂M → ∂N , é uma variedade sem bordo.

Exemplo 1.3.5. Podemos colar dois toros sólidos D2 × S1 pelo bordo e
obtermos uma variedade D2 ×S1 ∪idD

2 ×S1, id : ∂(D2 ×S1) → ∂(D2 ×S1),
difeomorfo a S2 × S1. Detalhes em [8], página 31.

1.4 Folheações

A ideia intuitiva de folheação corresponde a decomposição de uma variedade
numa união de subvariedades conexas, disjuntas e de mesma dimensão, as
quais se acumulam localmente como as folhas de um livro.

Definição 1.4.1. Seja M uma variedade de dimensão m e classe C∞. Uma
folheação de classe Cr de dimensão n de M é um atlas máximo F de classe
Cr em M com as seguintes propriedades:

1. Se (U,ϕ) ∈ F então

ϕ(U) = U1 × U2 ⊂ R
n × R

m−n,

onde U1 e U2 são discos abertos de R
n e de R

m−n, respectivamente.

2. Se (U,ϕ) e (V, ψ) ∈ F são tais que

U ∩ V 6= ∅

então a mudança de coordenadas

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

é da forma
ψ ◦ ϕ−1(x, y) = (h1(x, y), h2(y)).
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Neste caso dizemos que M é folheada por F ou ainda que F é uma
folheação de codimensão q = m− n de M .

Definição 1.4.2. Sejam F uma folheação de classe Cr de dimensão n, 0 <
n < m , de Mm e (U,ϕ) uma carta local de F tal que

ϕ(U) = U1 × U2 ⊂ R
n × R

m−n.

Os conjuntos da forma ϕ−1(U1 ×{c}), c ∈ U2 são chamados placas de U , ou
placas de F .

Fixando c ∈ U2, a aplicação f = ϕ−1|U1×{c} : U1 × {c} → U é uma
subvariedade conexa de dimensão n e de classe Cr de M . Portanto, se α e β
são placas de U então α ∩ β = ∅ ou α = β.

Definição 1.4.3. Um caminho de placas de F é uma sequência α1, ..., αk de
placas tal que αj ∩ αj+1 6= ∅, para todo j ∈ {1, ..., k − 1}.

Dado que a variedadeM é coberta por placas de F , podemos definir emM
uma relação de equivalência: ”pRq se existe um caminho de placas α1, ..., αk

com p ∈ α1, q ∈ αk. ”A classe de equivalência da relação R são chamadas
folhas de F . Por definição segue-se que as folhas de F são subconjuntos de
M conexos por caminhos.

Definição 1.4.4. Se F é uma folheação de uma variedade M , então um
subconjunto S ⊂ M é dito ser F -saturado ou simplesmente saturado se é
uma união de folhas de F .

Observação 1.4.1. Seja Eu ⊕EX ⊕Es a decomposição do fibrado tangente
da Definição 1.1.8. Sabe-se que os subfibrados Eu⊕EX , Es⊕EX , Eu, Es são
unicamente integráveis e que as variedades integráveis são de classe Cr. As
variedades integráveis determinam folheações de M as quais são denotadas
por Fu, F s, Fuu, F ss, respectivamente. Se x ∈ M então as respectivas
folhas dessas folheações contendo x são W u(x), W s(x), W uu(x), W ss(x),
respectivamente, ver [19].

Recordemos a definição de submersão e o Teorema da Forma Local das
Submersões.

Definição 1.4.5. Uma aplicação f : Mm → Nn é uma submersão se (df)p

é sobrejetiva para cada ponto p ∈ Mm, isto é, o posto da matriz jacobiana
(Jf)p é igual a n para todo ponto p ∈Mm.

16



Teorema 1.4.1 (Forma Local das Submersões). Sejam f : Mm → Nn de
classe Cr, r ≤ 1 e (df)p : TpM → TqN , q = f(p), sobrejetiva. Então existem
cartas locais ϕ : U → R

m, p ∈ U , ψ : V → R
n, q ∈ V e uma decomposição

R
m = R

n × R
m−n tal que f(U) ⊂ V e f é expressa em cartas (U,ϕ), (V, ψ)

com ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x, y) = x. Em outras palavras, f é localmente equivalente a
projeção (x, y) 7→ x.

Proposição 1.4.1. Seja f : Mm → Nn uma submersão de classe Cr. Então
as curvas de ńıvel f−1(c), c ∈ N , são folhas de uma folheação F de codi-
mensão n e classe Cr de M .

Demonstração. Utilizando o Teorema da Forma Local das Submersões
temos que dados x ∈M e q = f(x) ∈ N , existem cartas locais (U,ϕ) em M ,
(V, ψ) em N tais que x ∈ U , q ∈ V ,

1. ϕ(U) = U1 × U2 ⊂ R
n × R

n−m

2. ψ(V ) = U2 ⊂ R
n−m

3. ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x, y) = (h1(x, y), h2(y)) = π2

As cartas dadas pelo Teorema da Forma Local das Submersões de M
definem uma folheação F de M . Com efeito, o Item 1 da Definição 1.4.1,
definição de folheação, é satisfeito como podemos ver acima. Para mostrar-
mos o Item 2 da Definição 1.4.1 basta mostrar que a composição do Item 2
independe de x. Sejam (U,ϕ) e (Ū , ϕ̄) cartas de M fornecidas pelo Teorema
da Forma Local das Submersões. Mostraremos, agora, que ϕ̄◦ϕ−1 independe
de x ∈ U1.

π2 ◦ ϕ̄ ◦ ϕ−1 = ψ̄ ◦ f ◦ (ϕ̄)−1 ◦ ϕ̄ ◦ ϕ−1

= ψ̄ ◦ f ◦ ϕ−1

= ψ̄ ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ f ◦ ϕ−1

= ψ̄ ◦ ψ−1 ◦ π2.

Então
π2 ◦ (ϕ̄ ◦ ϕ−1) = (ψ̄ ◦ ψ−1) ◦ π2

não depende de x ∈ U1. Isto prova que F é uma folheação de classe Cr e
codimensão m − n de M . Por definição as placas de F estão contidas nas
curvas de ńıvel de f . Isto prova que as folhas de F são precisamente os
conjuntos de ńıvel de f e segue o resultado. �

Exemplo 1.4.1. Seja f : R
3 → R uma aplicação definida por

f(x, y, z) = α(r2)ez,
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onde
r2 = x2 + y2

e
α : R → R

é uma aplicação C∞ tal que

α(0) = 1, α(1) = 0 e α′(t) < 0,

para todo t > 0.
Afirmação: f é uma submersão.

Suponhamos, por absurdo, que f não seja uma submersão. Então existe
um ponto (x, y, z) tal que

∇f(x, y, z) = 0,

ou seja,
(2α′(r2)xez, 2α′(r2)yez, α(r2)ez) = (0, 0, 0).

Dáı,
x = y = 0 e α(r2) = 0

e, portanto,
x = y = 0 com x2 + y2 = 1,

contradição. Logo f é uma submersão e como visto no Teorema 1.4.1 as
curvas de ńıvel são folhas de uma folheação F de codimensão um e de classe
C∞ de M .

As folhas desta folheação são descritas por

f(x, y, z) = c,

ou seja,
α(r2)ez = c.

Se c = 0 então α(r2) = 0 e, portanto, x2 + y2 = 1. Aqui as curvas de
ńıvel correspondem ao cilindro de raio 1.

Se c > 0 então α(r2)ez = c > 0. Assim α(r2) > 0. Mais precisamente,

z = ln(c) − ln(α(r2)).

Quando c = 1 temos
z = −ln(α(r2)).

O gráfico da curva acima no plano y = 0 é dado por

z = −ln(α(x2)).
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Dáı,

z′ = −
2α(x2)

α(x2)
.x = 0 ⇒ x = 0.

Então x = 0 é o único ponto cŕıtico de z. Temos z → ∞ quando x→ 1+

ou 1−. O gráfico de z é uma parábola. O gráfico das folhas de F está
representado logo abaixo.

Consideremos a folheação F construida no exemplo acima restrita ao cilin-
dro sólido {(x, y, z);x2 + y2 ≤ 1}. As folhas desta folheação são invariantes
pela translação (x, y, z) → (x, y, z + 1). Notemos que a variedade quociente
cilindro sólido/(x, y, z) → (x, y, z + 1) é um toro sólido D2 × S1. Assim
a folheação F induz uma folheação no toro sólido, como na figura abaixo.
Esta folheação é chamada de folheação de Reeb no toro sólido. Notemos que
∂(D2 × S1) = S1 × S1 é uma folha compacta na folheação de Reeb.

Uma componente de Reeb de uma folheação F é um toro sólido cujo
interior é união de superf́ıcies disjuntas que são planos topológicos espiralando
assintoticamente ao bordo. Como descrito acima.
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Definição 1.4.6. Uma semicomponente de Reeb de uma folheação F sobre
uma variedade tridimensional N com bordo é um subconjunto saturado H ⊂
N , cujo bordo é formado por uma folha A ∈ F , A ≃ S1 × [0, 1], e um anel
K ⊂ ∂N com ∂K = ∂A, tal que a variedade dupla H ∪idA

H ⊂ N ∪id∂N
N é

uma componente de Reeb da folheação dupla 2F .

Proposição 1.4.2. Uma variedade M fechada possui uma folheção F de
codimensão um se, e somente se, X (M) = 0, ou seja, a caracteŕıstica de
Euler de M é zero.

Demonstração. Ver [22], página 250. �

Proposição 1.4.3. Se F é uma folha não compacta de uma folheação de
codimensão um de uma variedade compacta, então para todo p ∈ F existe
uma curva fechada transversal a F , passando por p.

Demonstração. Ver [17], página 271. �

Teorema 1.4.2 (Novikov). Se existe uma curva fechada homotópica a um
ponto, transversal às folhas de uma folheação F de uma variedade tridimen-
sional, então F tem uma folha compacta.

Demonstração. Ver [5], caṕıtulo VII ou ver [17]. �

Teorema 1.4.3 (Novikov). Seja M uma variedade tridimensional, orientável,
fechada com uma folheação F sem componentes de Reeb, então ou F é a fol-
heação produto sobre M = S2 × S1 ou π2(M) = 0.

Demonstração. Ver [17]. �

Definição 1.4.7. Uma aplicação p : M∗ → M chama-se uma aplicação
de recobrimento (ou, simplesmente, um recobrimento) quando cada ponto
x ∈M pertence a um aberto V ⊂M tal que p−1(V ) = ∪αUα é uma união de
abertos Uα de M∗, dois a dois disjuntos, cada um dos quais se aplica por p
homeomorficamente sobre V . O espaço M∗ chama-se espaço de recobrimento
de M .
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Definição 1.4.8. Um recobrimento p : M∗ → M com M∗ simplesmente
conexo e localmente conexo por caminhos chama-se um recobrimento univer-
sal.

Proposição 1.4.4. Seja M uma variedade e p : R
3 →M uma aplicação de

recobrimento. Então M é irredut́ıvel.

Demonstração. Ver [21], página 131. �

Observação 1.4.2. Seja π : M∗ →M o espaço de recobrimento universal de
M . As folheações estáveis F s e instáveis Fu do fluxo Anosov induz folheações
F s

∗ e Fu
∗ em M∗. As folhas de F s

∗ e Fu
∗ são topologicamente planas (ver [18])

e então M∗ é homeomorfo a R
3 (ver [17]). Como podemos ver a hipótese

do teorema acima é satisfeita e, portanto, M é irredut́ıvel. Conclúımos que
toda variedade tridimensional que admite fluxo Anosov é irredut́ıvel.
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Caṕıtulo 2

Resultado Principal

2.1 Lemas

Lema 2.1.1. Sejam ST 1, ST 2 ⊂ ST , onde ST 1, ST 2 e ST são toros sólidos.
Se ∂(ST 1) ⊂ Int(ST 2) então ST 1 ⊂ Int(ST 2).

Demonstração. Como

∂(ST 1) ⊂ Int(ST 2)

e
Int(ST 2) ∩ ∂(ST 2) = ∅

então,
∂(ST 1) ∩ ∂(ST 2) = ∅. (2.1)

Suponhamos, por absurdo, que ST 1 6⊂ Int(ST 2).

Afirmação 1. ST 1 ∩ ∂(ST 2) 6= ∅.

Seja x ∈ ∂(ST 1) ⊂ Int(ST 2). Tomemos y ∈ ST 1 tal que y /∈ Int(ST 2).
A existência de y é garantida pois estamos supondo ST 1 6⊂ Int(ST 2). Se o
ponto y pertence ao bordo de ST 2 então ST 1 ∩ ∂(ST 2) 6= ∅. Caso contrário,
y ∈ ST\ST 2. Como ST 1 é conexo por caminhos, existe um caminho em
ST 1 que liga x a y, e este caminho passa por ∂(ST 2) pois x ∈ Int(ST 2)
e y ∈ ST\ST 2 (∂(ST 2) separa ST em duas componentes conexas). Logo
existe um ponto z no caminho em ST 1 tal que z ∈ ∂(ST 2) e, portanto,
ST 1 ∩ ∂(ST 2) 6= ∅.

Afirmação 2. ∂(ST 2) ⊂ Int(ST 1).
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Notemos que o conjunto ST 1 ∩ ∂(ST 2) é aberto e fechado em ∂(ST 2).
Com efeito, utilizando (2.1) obtemos

ST 1 ∩ ∂(ST 2) = (Int(ST 1) ∪ ∂(ST 1)) ∩ ∂(ST 2)
= (Int(ST 1) ∩ ∂(ST 2)) ∪ (∂(ST 1) ∩ ∂(ST 2))
= Int(ST 1) ∩ ∂(ST 2).

Dáı, ST 1 ∩ ∂(ST 2) é aberto em ∂(ST 2). Sendo ST 1 e ∂(ST 2) fechados
em ST segue-se que o conjunto ST 1 ∩ ∂(ST 2) é fechado em ST e, portanto,
ST 1 ∩ ∂(ST 2) ⊂ ∂(ST 2) é fechado em ∂(ST 2).

Como ST 1∩∂(ST 2) é aberto e fechado no conjunto conexo ∂(ST 2) temos

ST 1 ∩ ∂(ST 2) = ∂(ST 2).

Assim,
∂(ST 2) ⊂ ST 1 = Int(ST 1) ∪ ∂(ST 1)

e utilizando novamente (2.1) vem

∂(ST 2) ⊂ Int(ST 1).

Provamos assim a afirmação 2.

Como os bordos de ST 1 e ST 2 estão contidos um no interior do outro,
∂(ST 2) ⊂ Int(ST 1) (afirmação 2) e ∂(ST 1) ⊂ Int(ST 2) (hipótese), con-
clúımos então que

ST 1 ∪ ST 2 = Int(ST 1) ∪ ∂(ST 1) ∪ Int(ST 2) ∪ ∂(ST 2)
= Int(ST 1) ∪ Int(ST 2).

Logo ST 1 ∪ ST 2 é um conjunto fechado e ao mesmo tempo aberto e sem
bordo em ST . Visto que ST é conexo, podemos concluir ST 1 ∪ ST 2 = ST .
Isto nos leva a uma contradição dado que ST tem bordo e ST 1 ∪ ST 2 não.
Provamos assim o lema. �

Lema 2.1.2. Sejam ST um toro sólido e U ⊂ ST uma variedade tridimen-
sional compacta, conexa e cujo bordo ∂U = T1 ∪ · · · ∪ Tn é a união disjunta
de toros. Se cada toro Ti é bordo de um toro sólido STi em ST então existe
i0 ∈ {1, 2, ..., n} tal que STi ∩ U = Ti, para todo i 6= i0 em {1, 2, ..., n} e

U ∪





⋃

i∈{1,...,n},i6=i0

STi



 ⊂ STi0 .

Em particular, se n = 1, então U é um toro sólido.
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Demonstração. Notemos que por hipótese cada toro Ti separa o toro sólido
ST em duas componentes, onde uma delas é o toro sólido STi.

Mostraremos que U está contido em STi, para algum i. Suponhamos,
por absurdo, que U 6⊂ STi, para todo i. Fazendo a união de U com todos os
toros sólidos STi

⋃

i

(U ∪id STi)

obtemos um conjunto fechado, aberto e sem bordo em ST .
Dado que ST é conexo e o conjunto acima descrito é fechado e aberto em

ST temos que o conjunto descrito é o toro sólido ST , o que é uma contradição,
pois ST possui bordo. Portanto existe i0 em {1, 2, ..., n} tal que

U ⊂ STi0 . (2.2)

Dáı,
Ti ⊂ ∂U ⊂ U ⊂ STi0 ,

ou seja,
Ti ⊂ STi0 ,

para todo i 6= i0. Como Ti ∩ Tj = ∅ para todo i, j temos

Ti ⊂ Int(STi0),

para todo i 6= i0 e aplicando o Lema 2.1.1 temos

STi ⊂ Int(STi0),

para todo i 6= i0. Dáı,

⋃

i∈{1,...,n},i6=i0

STi ⊂ Int(STi0) ⊂ STi0 . (2.3)

Por (2.2) e (2.3) obtemos um dos resultados desejados,

U ∪





⋃

i∈{1,...,n},i6=i0

STi



 ⊂ STi0 .

Mostraremos, agora, que STi ∩ U = Ti, para todo i 6= i0 em {1, ..., n}.
Fixamos i 6= i0 em {1, ..., n} de modo arbitrário. O bordo de STi separa ST
em duas componentes, STi e ST\STi. Observemos que

Int(U) ⊂ STi
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ou
Int(U) ⊂ ST\STi,

pois caso contrário teŕıamos

Int(U) ∩ Ti 6= ∅

o que é absurdo, pois
Ti ⊂ ∂U

e
Int(U) ∩ ∂U = ∅.

Se Int(U) ⊂ STi então ∂U ⊂ STi e, portanto,

Ti0 ⊂ ∂U ⊂ STi ⊂ Int(STi0)

o que é uma contradição, pois Ti0 6⊂ Int(STi0).
Logo Int(U) ⊂ ST\STi, ou seja, Int(U) ∩ STi = ∅. Assim

STi ∩ U = Ti,

para todo i 6= i0, dado que Ti ⊂ STi e Ti ⊂ ∂U .
Para o caso particular n = 1, temos ∂U = T1, onde T1 é bordo de um

toro sólido ST1 em ST . Pela primeira parte da prova temos U ⊂ ST1. O
conjunto U é o toro sólido ST1. De fato, como U ⊂ ST1 e ∂U = ∂(ST1)
obtemos Int(U) ⊂ Int(ST1). Mostraremos, agora, que Int(ST1) ⊂ Int(U).
Suponhamos, por absurdo, que Int(ST1) 6⊂ Int(U). Então o conjunto A =
Int(ST1) − Int(U) é não-vazio. Notemos que A é aberto em ST 1 pois Ac é
fechado em ST 1. De fato,

A = Int(ST 1) − Int(U)
= Int(ST 1) ∩ [Int(U)]c

e
Ac = Int(ST 1)c ∪ [Int(U)]c

c

= ∂(ST 1) ∪ Int(U)
= ∂U ∪ Int(U)
= U.

Como U é fechado em ST 1 segue-se que Ac é fechado em ST 1 e, portanto,
A é aberto em ST 1. Dessa forma, A e Int(U) são abertos em ST 1 tais que

A ∩ Int(U) = Int(ST 1) ∩ [Int(U)]c ∩ Int(U)
= ∅
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e
A ∪ Int(U) = (Int(ST1) − Int(U)) ∪ Int(U)

= Int(ST1).

Logo, o conjunto Int(ST1) é desconexo, contradição, pois Int(ST 1) é
conexo. Visto que ∂(ST 1) = ∂U e Int(U) = Int(ST1) temos que U é o toro
sólido ST 1. Finalizando assim a demonstração do lema. �

O próximo lema garante que um atrator hiperbólico contendo um toro
sólido como bacia de atração é um poço.

Lema 2.1.3. Seja X um campo de classe C1 numa vizinhança de um toro
sólido ST apontando para dentro e transversal ao bordo de ST . Se

Λ =
⋂

t≥0

Xt(ST )

é atrator hiperbólico, então Λ é um poço.

Demonstração. Seja Eu
Λ ⊕ EX

Λ ⊕ Es
Λ a decomposição do fibrado tangente

de M restrito a Λ. Lembremos que, para que Λ seja um poço é suficiente
provar que a dimensão do subfibrado expansor Eu

Λ é igual a zero.
Suponhamos, por absurdo, que Eu

x 6= 0, para algum x ∈ Λ. Dado que Λ
é conexo então Eu

x 6= 0, para todo x ∈ Λ. Com efeito, seja

A = {x ∈ Λ;Eu
x 6= 0} .

Temos que A é aberto em Λ. Mostraremos que A é fechado em Λ.

Ac = {x ∈ Λ;Eu
x = 0}

= {x ∈ Λ;Es
x 6= 0} .

Assim Ac é aberto em Λ e, portanto, A é fechado em Λ. Como A é aberto
e fechado no conexo Λ, segue-se que Eu

x 6= 0, para todo x ∈ Λ. E como Λ é
atrator também temos que Es

x 6= 0, para todo x ∈ Λ.
Em particular, não existe uma singularidade no atrator Λ, pois se existisse

uma singularidade p, teŕıamos Eu
p = 0, o que é uma contradição pois Eu

x 6= 0,
para todo x ∈ Λ.

Como visto na Observação 1.1.1 temos que

dim(EX
Λ ) = 1.

Como
1 ≤ dim(Es

Λ) ≤ 2,
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1 ≤ dim(Eu
Λ) ≤ 2

e
dim(Eu

Λ) + dim(Es
Λ) + dim(EX

Λ ) = dim(TΛM) = 3

segue-se que dim(Es
Λ) = dim(Eu

Λ) = 1.
Assim as variedades estáveis {W s(x);x ∈ Λ} induzem uma folheação F

de codimensão um em ST transversal a ∂(ST ). Ver Observação 1.4.1.

F não contém componente de Reeb. De fato, uma vez que F é induzido
por variedades estáveis temos pela Observação 1.1.3 que F não contém folhas
compactas em Int(ST ) e como toda componente de Reeb exibe uma folha
compacta temos consequentemente que F não contém componente de Reeb.

F não contém semicomponente de Reeb. Com efeito, suponhamos, por
absurdo, que existe uma semicomponente de Reeb H em F . Então H ⊂ ST
é, por definição, um subconjunto saturado, cujo bordo é formado por uma
folha em forma de anel A e existe outro anel K ⊂ ∂(ST ) com ∂K = ∂A.
Tomemos x ∈ Int(H). Por F ser transversal a ∂(ST ) obtemos que a órbita
positiva de x não intersecta A. Como X aponta para dentro de ST , veja a
figura abaixo, temos que ω(x) ⊂ Int(H). Como Λ é um atrator hiperbólico
com ST como bacia de atração de X e x ∈ ST temos ω(x) ⊂ Λ. Dado
ω(x) ⊂ Λ podemos encontrar uma órbita periódica O ⊂ Int(H) de X por
ω(x) aplicando o Lema do Sombreamento.

Temos que O está contido numa folha L de F e como O ⊂ Int(H) e
A ⊂ ∂H segue L 6= A. A última propriedade implica que L é um semiplano,
e então, L é simplesmente conexo. Consequentemente, a órbita periódica O
é o bordo de um disco em L. Aplicando o Teorema de Poincaré-Bendixson
podemos encontrar uma singularidade em H, o que é absurdo, pois Λ não
possui singularidades.

Tomemos agora a folheação dupla 2F definida sobre a variedade dupla
M = 2ST . Como ST é um toro sólido D2 × S1 então M é difeomorfo a
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S2 × S1, ver Exemplo 1.3.5, página 20. Consequentemente,

π2(M) = π2(S
2 × S1) = π2(S

2) × π2(S
1) = Z 6= 0.

Uma vez que F não tem componente e nem semicomponente de Reeb
temos que 2F não tem componente de Reeb. Então, aplicando o Teorema
1.4.3 segue-se que 2F é a folheação produto S2 ×∗ de M = S2 × S1. Assim,
F é uma folheação produto D × ∗ pelos discos meridianos sobre ST e então
as folhas de F são discos invariantes. Mas aplicando novamente o Teorema
de Poincaré-Bendixson em um dos discos, podemos encontrar uma singular-
idade de X em Int(ST ), o que é absurdo, pois Λ não possui singularidades.
Portanto, Eu

x = 0, para todo x ∈ Λ o que nos diz que Λ é um poço. �

Lema 2.1.4. Seja M uma variedade tridimensional e orientável. Sejam X
um campo de vetores em M , Λ um atrator hiperbólico e U bacia de atração
de Λ com X transversal ao bordo de U apontando para dentro. Então o bordo
de U é uma união de toros.

Demonstração. Como Λ é hiperbólico, a sua estrutura hiperbólica pode ser
estendida a U . Portanto, a variedade estável dos pontos de U determina uma
folheação F de dimensão dois em U transversal a ∂U . Assim, a folheação F
induz uma outra folheação F∗ de dimensão um no bordo de U . Aplicando
a Proposição 1.4.2 em ∂U , temos que cada componente conexa de ∂U tem
caracteŕıstica de Euler zero e, portanto, é um toro ou uma garrafa de Klein.
Como M é orientável, as componentes conexas de ∂U são união de toros. �

Lema 2.1.5. Seja M uma variedade tridimensional fechada e seja Xt um
fluxo Axioma A. Se existe um toro sólido em M tal que seu bordo é transversal
ao fluxo Xt, então o fluxo Xt exibe poço, fonte ou órbita periódica homotópica
a um ponto.

Demonstração. Seja ST o toro sólido nas condições do lema. Podemos
assumir que X aponta para dentro de ST , pois caso contrário podemos sub-
stituir X por −X dentro do mesmo argumento. Uma consequência do Teo-
rema da Decomposição Espectral é que existe um atrator hiperbólico Λ de
X em ST . Suponhamos que Λ não é um poço, pois caso contrário não há
nada a provar. Como o fluxo Xt não é transitivo (X aponta para dentro de
ST transversal a ∂(ST )) segue-se que o atrator Λ é próprio. Seja U ⊂ ST
bacia de atração de Λ. O bordo de U é uma união disjunta de toros, ou seja,
∂U = ∪n

i=1Ti.
Suponhamos, adicionalmente, que Xt não exibe órbita periódica homotó-

pica a um ponto. Afirmamos que os toros do bordo de U são bordos de toros
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sólidos em ST . Suponhamos, por absurdo, que existe um toro em ∂U o qual
não é bordo de um toro sólido em ST . Como ST é irredut́ıvel e atoroidal
podemos aplicar a Proposição 1.3.2 e, portanto, tal toro está contido em
uma bola pertencente a ST . Então tal toro divide ST em duas compo-
nentes conexas, uma das quais está contida na bola. Portanto, podemos
encontrar uma órbita periódica dentro da bola, ou seja, uma órbita periódica
homotópica a um ponto, contradição, pois estamos supondo que Xt não exibe
órbita periódica homotópica a um ponto. Assim provamos que os toros do
bordo de U são bordos de toros sólidos em ST .

Aplicando o Lema 2.1.2 em U e observando que ST é o STi0 do lema,
podemos assumir que ∂(ST ) é uma das componentes do bordo de U . Se
∂(ST ) for a única componente de ∂U então U será um toro sólido através do
Lema 2.1.2 (caso particular, n = 1). Aplicando o Lema 2.1.3 teremos que Λ é
um poço, contradição, já que estamos supondo que Λ não é poço. Portanto,
existe uma outra componente no bordo de U , digamos T 1. Seja ST 0 = ST e
ST 1 o toro sólido de bordo T 1 em ST 0 (ver Lema 2.1.2).

Notemos que X aponta para fora de ST 1 transversal a T 1 e como con-
sequência do Teorema da Decomposição Espectral temos que ST 1 contém
um repulsor R1 em ST 1. Podemos assumir que R1 não é fonte, senão acabou
a prova.

Repetindo o argumento acima temos uma sequência encaixante de toros
sólidos

ST 0 ⊃ ST 1 ⊃ ST 2 ⊃ · · · ⊃ ST k ⊃ · · ·

podemos reescrever a sequência

STA0 ⊃ STR0 ⊃ STA1 ⊃ · · · ⊃ STRi ⊃ · · ·

com STAi ⊃ Ai e STRi ⊃ Ri, onde Ai são atratores e Ri são repulsores.

A
1

R
1

Como o número de conjuntos básicos de Λ é finito a sequência acima é
finita. Logo existe um toro sólido ST k que é bacia de atração (ou repulsão)
de um atrator (ou repulsor) hiperbólico de X. Por conseguinte, Xt exibe um
poço ou uma fonte pelo Lema 2.1.3. Isto conclui a prova. �
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2.2 Teorema Principal

Agora podemos provar o Teorema Principal.

Teorema 2.2.1 (Teorema Principal). Sejam M uma variedade tridimen-
sional fechada, irredut́ıvel e Xt um fluxo Axioma A que não exibe poço, fonte
e órbita periódica homotópica a um ponto em M . Então todo toro contido
em M transversal ao fluxo Xt é incompresśıvel.

Demonstração. Seja T ⊂ M um toro transversal ao fluxo Xt Axioma A,
onde M é uma variedade tridimensional fechada, irredut́ıvel e Xt não exibe
poço, fonte e órbita periódica homotópica a um ponto em M .

Suponhamos, por absurdo, que o toro T seja compresśıvel. Como M é
irredut́ıvel e T compresśıvel segue-se pela Proposição 1.3.2 que T é bordo de
um toro sólido em M ou T está contido numa bola em M .

Se T é bordo de um toro sólido em M , aplicando o Lema 2.1.5, o fluxo
Xt exibirá um poço, uma fonte ou uma órbita periódica homotópica a um
ponto, o que contradiz a hipótese.

Se T está contido em uma bola, então existe uma órbita periódica na
bola e, portanto, essa órbita é homotópica a um ponto. Assim, Xt exibirá
uma órbita periódica homotópica a um ponto, ver Observação 1.2.2, o que
contradiz a hipótese.

Em ambos os casos, chegamos a uma contradição e, portanto, T é incom-
presśıvel, como queŕıamos. �
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Caṕıtulo 3

Consequências e Comentários

Corolário 3.0.1. Seja Xt um fluxo Axioma A que não exibe poço, fonte e
órbita periódica homotópica a um ponto em M , onde M é tridimensional,
fechada, orientável e irredut́ıvel. Se M é atoroidal então Xt é um fluxo
Anosov transitivo.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que o fluxo Xt não seja transi-
tivo. Utilizando o Teorema da Decomposição Espectral obtemos que um dos
conjuntos básicos de Ω(Xt) é atrator. Como o fluxo é não transitivo o atra-
tor é próprio. Para esse atrator existe uma bacia de atração U tal que ∂U é
transversal ao fluxo Xt. Logo usando o Lema 2.1.4 temos que ∂U é formado
por uma união de toros transversais a Xt, os quais são incompresśıveis por
conta do Teorema Principal, Teorema 2.2.1, o que é um absurdo, dado que
a variedade M é atoroidal. Portanto o fluxo Xt é transitivo.

Como todo campo de vetores Axioma A transitivo é Anosov (ver Exemplo
1.1.4) temos que Xt é um fluxo Anosov transitivo. �

Corolário 3.0.2. Seja M uma variedade tridimensional, fechada, orientável
e atoroidal. Se o fluxo Xt é Anosov então o fluxo Xt é transitivo.

Demonstração. Se mostrarmos que todo fluxo Anosov sobre uma variedade
tridimensional, fechada e atoroidal satisfaz as hipóteses do Corolário 3.0.1
então obteremos o resultado desejado. Vejamos que o fluxo Xt realmente
satisfaz as hipóteses:

É de conhecimento geral que todo fluxo Anosov é Axioma A, que fluxo
Anosov não tem poço e nem fonte. E como visto na Observação 1.4.2, M
é irredut́ıvel. Nós resta, demonstrarmos que o fluxo Xt não exibe órbita
periódica homotópica a um ponto. De fato, pois para uma órbita periódica
hirpebólica α as folhas estáveis são acumuladas à folha correspondente a α.
Usando a Proposição 1.4.3, podemos encontrar uma curva β homotópica a α,
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transversal as folhas da folheação estável. Se α for homotópica a um ponto, β
também será. Logo, pela Proposição 1.4.2 existe uma folha compacta, o que
é uma contradição, já que as folhas da folheação são geradas pelas variedades
estáveis e elas não podem ser compactas, ver Observação 1.1.3. Portanto, o
fluxo Xt não exibe órbita periódica homotópica a um ponto.

Logo as hipóteses são satisfeitas e o resultado desejado segue do corolário
anterior. �

Podemos retirar a hipótese “Xt não exibe órbita periódica homotópica a
um ponto” do teorema principal, Teorema 2.2.1, e mostrar que a conclusão
é falsa. Em [2], página 3, podemos encontrar um toro em S3 transversal a
um fluxo Axioma A sem poço nem fonte.

Logo, S3 é uma variedade tridimensional, fechada, irredut́ıvel e existe um
fluxo Axioma A sem poço nem fonte, contendo um toro transversal ao fluxo
(todo toro em S3 é compresśıvel).
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