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RESUMO

Nesta dissertacao de Mestrado, exploraremos hipersuperficies n-dimensionais (conexas)
no espaco Euclidiano R™™! e no espaco hiperbélico H"*'. Consideraremos que as hiper-
superficies possuem curvatura média constante e sao folheadas por (n — 1)-hiperesferas.
Necessitaremos de resultados classicos como o teorema de Alexandrov e um teorema de
simetria. Basicamente responderemos a seguinte pergunta: Quando uma hipersuperficie
de dimensdo n com curvatura média constante e folheada por esferas em um dos espacos
acima citados, € uma hipersuperficie de revolucdao?

Além disso, em R™™! as esferas estar@io contidas nos hiperplanos paralelos e em H" ™! nas
horoesferas.
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INTRODUCAO

Nesta dissertacao estudaremos alguns teoremas de classificacao de hipersuperficies de
curvatura média constante folheadas por esferas conforme as definicoes que deixaremos

precisas no texto.

: = . ——n+k
O estudo da classificacao de uma subvariedade M"™ C M “folheada por esferas”
abrange varios casos. Aqui veremos os casos em que o espaco ambiente é o espaco Eucli-

diano R™ ou o espaco hiperbdlico H" ™.

No espaco Euclidiano tridimensional R?, é conhecido que a tnica superficie minima
completa e de rotacdo é o catendide (veja [Meusnier, 1785] e [Barbosa, Colares, 1986]).
Em particular, o catendide é folheado por circulos em planos paralelos. B. Riemann

descobriu outras superficies minimas em R? folheadas por circulos em planos paralelos.

Em 1869 A. Enneper mostrou que todas as superficies minimas que sao geradas por
uma familia a um-parametro de circulos sao catendides ou uma das superficies descobertas
por Riemann. Veja [Enneper, 1869].

J. Nitsche (veja [Nitsche, 1989]) encontrou todas as superficies de curvatura média
constante nao-nula em R? geradas por uma familia a um-parametro de circunferéncias.
Ele provou que a superficie deve ser uma esfera ou, no caso nao-esférico, as circunferéncias
devem pertencer a planos paralelos. Neste ultimo caso, Nitsche provou que as superficies

tém que ser necessariamente de revolucao.

Aqui recordamos que C. Delaunay, no século XI1X, classificou as superficies de
revolugdo de curvatura média constante no espago Euclidiano (cf. [Delaunay, 1841]).



Estas ficaram conhecidas na literatura especializada como superficies de Delaunay.

Ao estudar hipersuperficies minimas folheadas por esferas em R"™, W. Jagy (veja
[Jagy, 1991]) observou uma grande diferenca entre os ambientes R? e R", n > 4. Para
n > 4, todas as hipersuperficies minimas geradas por uma familia a um-parametro de
hiperesferas em hiperplanos paralelos sao de rotacao, ou seja, nao existem as superficies

descobertas por Riemann em dimensoes mais altas.

R. Lépez estudou as superficies de curvatura média constante folheadas por esferas

em varios ambientes, e também o caso de dimensoes altas.

Nesta dissertacao, nos basearemos no artigo de R. Lépez [Lépez, 1999] onde sao es-
tudadas as hipersuperficies (conexas) n-dimensionais em dois ambientes diferentes: os
espagos (n + 1)-dimensionais Euclidiano e hiperbélico. Consideraremos que as hipersu-
perficies sao folheadas por (n — 1)-hiperesferas em hiperplanos paralelos (ao longo desta

dissertacao, hiperesferas serao chamadas de esferas, por simplicidade). Mais precisamente:

1. Hipersuperficies de dimensao n de curvatura média constante no espaco Euclidiano

R"™"! folheadas por esferas em hiperplanos paralelos.

2. Hipersuperficies de dimensao n de curvatura média constante no espaco hiperbdlico
H"*! folheadas por esferas em horosferas paralelas.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados basicos de geometria
Riemanniana que serao usados no decorrer desta dissertacao. A referéncia padrao para
este capitulo é o livro de do Carmo [do Carmo, 2005].

1.1 Introducao

Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional, munida de uma métrica

Riemanniana que denotaremos por (-, -).

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por
D (M) o anel das fungoes reais de classe C*° definidas em M.

Consideraremos a conexao de Levi-Civita
V:X(M)xX(M)— X(M)
que é simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.

Se X € X(M), definamos a aplicagdo linear T : T,M — T,M pondo
T(Y(p)) = VyX(p). Definimos a divergéncia de X como o trago da aplicacao T, isto é,
div X : M — R dada por

div X (p) = tr(7).

Se f € ©(M), definimos também o gradiente de f como o campo vetorial grad f em
M definido por
(grad f(p),v) = df,(v), pe M, v e T,M,
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enquanto o Laplaciano de f é definido por
Af = div(gradf).

Exemplo 1.1 Consideremos que a variedade é o espago Fuclidiano, M = R", com coorde-
=(0,...,1,...,0) =¢;. Dada f: R" - R

nadas (x1,...,x,) e campos coordenados

81?2'

f. Além disso podemos escrever qualquer campo X em R"

vamos denotar por f; = 3
Li

n
da seguinte forma X = E z;e;. Neste caso, € bem conhecido que
i=1

grad f = i fies,
i=1

- 87;2»
divX =
1v ; axz

)

1.2 A Curvatura Média

Seja & : M" — M uma imersdo isométrica de uma hipersuperficie orientavel
completa M em uma variedade Riemanniana orientével M. Como usual, identificaremos
M com a sua imagem por &, &(M). Com esta identificagdo, o espago tangente de M em
um dado ponto p € M, T, M, é um subespago do espago tangente de M em p, TpM.

Seja V a conexao Riemanniana de M e consideremos um campo vetorial normal
unitario n em M. Chamamos de segunda forma fundamental de M em p € M o operador

linear auto-adjunto S, : T,M — T, M definido como
S,(X) =—-Vxn(p), X e€T,M.

Seja ey, ..., e, uma base ortonormal de T, M tal que e; ¢ um autovetor de S, associado

ao autovalor k; € R, isto é, S, (e;) = kie;, i = 1,...,n. Cada e; é chamado uma dire¢ao
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principal de M em p e k; a curvatura principal na direcao e;. Definimos em M a curvatura
média H como

n n

1 1 1 1
H = —tr Sﬁ = — Z(Sn(ei),ei) = ﬁ Z<ki€i,€i> = (kl 4+ ...+ kn)

- - n
=1 =1

Sejam f : M S R uma funcao diferenciavel e a um valor regular de f. E bem

conhecido que M = {p € M; f(p) = a} é hipersuperficie de M.

Proposicao 1.1 Seja f : M — R diferencidvel e a um valor regular de f. Se M = f~'(a)
grad f

| grad f |’

grad f )
|grad f |/

é orientada pela campo vetorial normal unitarion = entao sua curvatura média

H é dada por
nH = —diVM (

Demonstracao Sendo a um valor regular de f e M = f~'(a) vamos escolher ey, ..., e,

grad f

€ntl = W = n um referencial ortonormal em uma vizinhanca p € M em M.
gra

Inicialmente verificamos que

0=n(1) =n(n,n =2(V,n,n).

Assim,
nH = tragoSn=Z<Sn(€¢)7€i>
i=1
= - Z(veinv ei> - <v7ln77]>
i=1
n+1
- - Z(veﬂ?a ei> - —diVM’f]
i=1
) grad f )
= —div | ———— .
(I grad f |
|



Corolério 1.1 Para hipersuperficies M C R™ que sdo imagem inversa de um valor
p p q df
gra

Jgrad f |

regular de f, orientadas pelo campo vetorial normal unitario N = vale a

seguinte identidade:
nH | grad f |*= Af | grad f |* —Hess;(grad f, grad f),

onde grad, A e Hess denotam os operadores gradiente, Laplaciano e Hessiana respectiva-
mente com a métrica Fuclidiana ([Lima, 2005], pags. 139, 155 e 183).

Demonstragao Ora, na métrica Euclidiana temos que

Cogradf (= fio = fas)
lgrad f | (f2+... + f2 )Y

(_fla R _fn+1)

temos
P+ fr)h?

Derivando a i-ésima coordenada de

2-(fifrit .+ farr fneny)

_ _(f12+~-+fn2+1)1/2'f”_fi. 2-(ff 4.+ fr)?

Om; | (fE+... 4+ [ )2 i
P+ A+ ) fu— (fufifu+ .+ faa fifmeni)

(fE+ ...+ f2)%?
n+1

| grad f | fu — ijfisz‘

j=1
| grad f [*

n+1

ijfifji_ | grad f |* fi

j=1

| grad f | ’




e entao,

fififsi— | grad f |* fi

n+1
n+1 a f n+l &
;a_xi{_(f%---ﬁ%ﬂ)l/?] - ;

n+1

grad f [°

n+1

Z fififij— grad f [ qu

i,7=1

=1

| grad f |3

Hess;(grad f, grad f)— | grad f |* Af

| grad f |?

fi

_ grad f 1\ 0
Como —div (—W} - _;O_xl {_ (fi
grad f

1.1, nH = —div ( ), segue-se que

| grad f |

nH:|

o fa)?

e, pela Proposigao

grad f | Af — Hess;(grad f, grad f)

| grad f |3

que nos leva a identidade proposta. I

1.3 Principio do maximo para hipersuperficies

Y

Aqui, enunciaremos uma generalizacao do principio do maximo para fungdes harmonicas

que englobara o caso de equagoes diferenciais parciais elipticas, dada por E. Hopf em 1927

(ver [Hopf, 1927]), o qual diz que, dentre as fung¢des harmonicas, somente as constantes

podem atingir maximos relativos em um conjunto aberto conexo. Para o que apresentare-

mos a seguir utilizamos a referéncia [Leao, 1983].

Uma expressao do tipo

Lu= i Qi

2,j=1

0%u i b,
1

— 4
&ciaxj i

ou
8mi

-+ cu,



onde a;j, bj, ¢ : U — R, 1,5 = 1,...,n, sao fungoes definidas em um subconjunto aberto
U de R", serda chamada um operador diferencial de ordem dois.

Vamos sempre supor que a matriz A(x) = (a;;(x)) é simétrica e positiva definida para
todo ponto x € U, isto é,

i aij)\i)\j > 0,

ij=1

para todo x € U e todo A = (A1,...,\,) € R" — {0}. Neste caso a expressao Lu = 0 ¢é
chamada uma equacao eliptica linear de sequnda ordem.

Agora, enunciaremos o principio do maximo:

Teorema 1.1 (E. Hopf) Seja

u d%u "L Ou
Lu = A A b; )
U Za]@xiaxj+; a$i~|—cu

onde u : U C R" — R é uma funcao duas vezes diterenciavel, e b;,c : U — R sao fungoes
localmente limitadas com ¢ < 0. Suponhamos ainda que para todo p € U existem uma
vizinhanca V' de p e constantes ¢, ¢ > 0 tais que

2 n 2
52)\? < Z aijAidj < EZA?7
i=1

i=1 i,j=1

para todo x € V e todo A = (A,...,\,) € R". Se Lu > 0 em U e p é um ponto de

maximo local nao-negativo, entao u é constante em uma vizinhanca de p.

Sabemos que, localmente, toda hipersuperficie pode ser vista como um grafico (sobre o
seu hiperplano tangente). Quando escrita assim, é bem conhecido que a equagao H = H,
constante é uma equagao diferencial eliptica de segunda ordem. Nestes termos o Principio
do Maximo de E. Hopf pode ser reformulado assim:



Teorema 1.2 Sejam M; e M, hipersupertficies em R" com curvatura média constante
Hy, e p € My N My um ponto de tangéncia. Se M, e My possuem a mesma orientagao em
p, e My esta acima de M, em uma vizinhanca conexa, V' de p, entao M, e My coincidem

emV.

E importante frisar que este teorema vale em outros espacos ambientes, dentre os quais
o espago hiperbdlico (veja [Levitt, Rosenberg, 1985]).

Usando esse fato Alexandrov (veja [Alexandrov, 1962]) mostrou que uma subvariedade
(portanto mergulhada) M™ fechada no espaco Euclidiano R™! e com curvatura média
constante tem que ser uma esfera. Para mostrar isso Alexandrov fez reflexdes da hiper-
superficie ao longo de hiperplanos paralelos, encontrando, pelo teorema acima, um hiper-
plano de simetria para a hipersuperficie em cada diregao. Essa técnica ficou conhecida
como Método da Reflexdo de Alexandrov e a utilizaremos também nesse nosso trabalho.



CAPITULO 2

SIMETRIA VERTICAL

Neste capitulo provaremos um teorema de simetria para hipersuperficies com bordo nao
vazio do espaco Euclidiano com curvatura média constante. O resultado nos diz que uma
hipersuperficie com tais caracteristicas herda a simetria do bordo. O resultado que vamos
apresentar aparece em [Lépez, 1998] no caso de superficies em R3. Aqui, consideraremos
algumas notacoes. Sejam P e P, dois hiperplanos paralelos e ortogonais ao eixo 1, isto
é,sea=(0,...,0,1), entdo P, La, i =1,2. Também, assumimos que P; = {z,+1 = ¢}
e P, = {x,11 = ¢}, com ¢; < ¢o. Sejam I'y e T'y duas hipersuperficies C™ conexas,
orientaveis e fechadas como subconjuntos do R" tal que I'; C P;, ¢ = 1,2. Denotaremos
por €2; o dominio limitado por I'; em P; e ext(2;) = P; — Q, o exterior do dominio €; em
P;. Além disso, seja V; o volume de €2;, © = 1,2. Agora,

1. Sejam Pt = {z,11 > ¢;} e P7 = {x,41 < ¢;} os semi-espacos abertos superior e

inferior determinados por P;, i = 1, 2;

2. Seja S = Pf“ NPy ={c1 < zpy1 < ¢} a faixa determinada pelos planos Py e P.

Denotamos por H a familia das hipersuperficies de curvatura média constante mergu-
lhadas com fronteira I'y U T's.

Teorema 2.1 (Simetria Vertical). Seja > € H contido na faixa S. Seja Il um hiperplano
ortogonal a P; tal que I'y UT'y é invariante por reflexao através de I1. Suponhamos ainda
que cada parte de I'; determinada por Il é um grafico sobre I1. Entao Il é um hiperplano
de simetria de .. Além disso, a parte de ¥ em qualquer um dos lados de I1 é um grafico
sobre II. Em particular, se I'1 e I'y sao duas esferas concéntricas, a hipersuperficie é de

rotacao.
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Demonstracao Considere a hipersuperficie F fechada mergulhada da seguinte maneira:
F - E U Ql U QQ.

Seja W o dominio interior limitado por F' em R™™ e escolhamos um campo vetorial
(C* por partes) unitario normal para F' apontando para dentro de W. Depois de uma
mudanca de coordenadas se necessario, suponhamos que o hiperplano vertical IT é o
hiperplano IT = {z5 = 0} gerado pelos vetores e, €3, €4, ..., €, € a = e,,1. Consideremos
os hiperplanos verticais II(t) = {z, = t}. Se A C R™™!  definimos A+ = AN {zy > t}
e A a reflexdio de A;+ pelo hiperplano I1(¢). Se A, B C R™"!  dizemos que A > B se
para todo x € A, y € B, tal que x; = y; para 1= 1,3,4,...,n,n+ 1, entdo x5 > yo. Da
mesma maneira, definimos A;- e A;_. Tomemos um numero real ¢ > 0 grande o suficiente
para obtermos Y. NTI(¢t) = () (o que é possivel porque ¥ é compacto). Agora, movamos
I1(t), t — 0, até que I1(t) tangencie X num instante ¢ > 0. Neste ponto, podemos mover
I1(¢) para a esquerda tal que para um d > 0 pequeno 2’&7 5+ fique contido em W. Como
W é limitado, seguimos refletindo > ao longo de hiperplanos verticais para obtermos o
primeiro instante, ty > 0 tal que 3j + C W mas X7, ¢ W para t < ty. Se entre Z;‘g e
EtJ existe um ponto de tangencia, entao pelo principio do maximo e por analiticidade,
temos Xf . = Et& e II(tp) é um hiperplano de simetria de X. Portanto, o = 0, II é um
hiperplano de simetria e II divide ¥ em dois graficos sobre II. Senao, o primeiro ponto
de tangéncia é um ponto da fronteira e, ja que cada parte de I'; determinada por II é um
grafico, ele ocorre quando ty = 0 e TI(ty) = II. Entao temos duas possibilidades:

1. O hiperplano II é um hiperplano de simetria, ou

2. X5+ = ¥o-. Neste caso, iniciamos com hiperplanos II(f) para ¢ < 0 grande em
modulo. Entao, analogamente, refletindo ¥;_ com respeito a II(¢) para obter o primeiro
ponto de contato entre X;_ e ¥+, concluimos que existe um hiperplano de simetria I1(¢)
de ¥ e t; < 0; contradigao com a simetria do bordo que ocorre em relagao a II.

11



CAPITULO 3

HIPERSUPERFICIES NO ESPACO EUCLIDIANO

J. Nitsche provou que uma superficie M de curvatura média constante H # 0 e
folheada por circulos em planos paralelos em R? é uma superficie de Delaunay. Neste
capitulo apresentaremos uma generalizacdo para o caso de hipersuperficies no R"* feita
por R. Lépez em [Lépez, 1999].

Teorema 3.1 Seja M" uma subvariedade n-dimensional de R"™ com curvatura média
constante H # 0 e folheada por esferas em hiperplanos paralelos. Entao M"™ é uma

hipersuperticie de revolucao.

Demonstracao Sem perda de generalidade, assumamos que cada hiperplano da
folheagao é paralelo a x,,1 = 0. Seja P, = {x,01 = t1} e P, = {2,417 = t2} dois
hiperplanos da folheacao com t; < ty. Consideremos M™* como a parte de M entre P,
e P,. Usaremos o método de reflexao de Alexandrov no espaco Euclidiano, aludido no
Capitulo 1. Aplicando este método com hiperplanos ortogonais a folheacao mostramos,
no Capitulo 2, que M™* herda as simetrias de sua fronteira OM™* = (M*NP)U(M* N Py).
Logo, para cada t; < t < g, 0s centros de cada nivel M N{x, 1 = t} pertencem ao mesmo
plano bidimensional. Apds uma translacao, se necessario, podemos escrever esse plano
bidimensional como x5 = ... = x, = 0. Como a curva dos centros das esferas pertence
a esse plano, podemos parametriza-la como t — (¢(t),0,...,0,t), t € [t1,t3]. Portanto,

M* é o conjunto de nivel de uma func¢ao suave f dada por
f=(o—c)?+) af—r(t) =0,
=2

onde r(t) > 0 denota o raio da esfera no nivel z,; = t. Provaremos que a curva dos
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centros das esferas é uma reta ortogonal ao hiperplano z,.1, isto é, ¢ é uma funcao
constante. Isso mostra que M™ é uma hipersuperficie de revolucao.

Suponhamos, por contradi¢ao, que exista um subintervalo de [t1, ;] onde ¢ é nao-
constante, e assim, ¢ # 0. Sem perda de generalidade, suponhamos que este intervalo é
[t1,t2]. Agora, usaremos a igualdade do Corolédrio 1.1 da introdugao:

grad f = 2(x1 — ¢, o, ..., 2, — (21 — ) — 1),

lgrad f |° = 4{(x1 —c)®+ a3+ ... +al +[(x1 — ) + 1'%}
= 4{r* + [(z1 — o) +r']?},

Af = 2[} +1+4+...+ 1/—(x1 _ O — (=) =" — 1]
npa?“gelas

= 2n—(z; — o) +*—rr" — 1"

1 0 --- —c

82 1 PR O
Hessy = [8 éf } =2

xl x n n . .

Jd (n+1) x (n+1) o .. —(3’31 _ C)C” L2yl 2
n+1 82f
Hessy(grad f,grad f) = 8w-8x-(x)fifj
i0%;

2,j=1

"L 92 p / / " "
- Z a_l‘];<$>fi2 — A fifur + [ =07 =" — (21 = )] [
=1

=8(z; —¢)* + 8 E x3 +16c (21 — o)[(z1 — ) + 1] +8[c* — 1 — 1" — (z1 — ¢)"][(z1
i1
—c)d —rr']?

= 8{r? +2¢(x1 — o)[(x1 — ) +rr'] +[* =1 — 1" — (x1 — )"|[(z1 — ) —rr']?}.

Por um lado, podemos escrever o primeiro membro da igualdade do Corolario 1.1 como
SnH{r? + [(z1 — ¢) + rr')?}/2.
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Vamos fixar uma secao t. Como x; é variavel, introduzimos a variavel A por

\ = (x1 — ) +rr’

r

Como ¢’ # 0 para cada esfera da folheacao de M*, X toma valores num intervalo da reta
R. Observando que A = (z1 — ¢)d +rr' e x1 = r(A — ')/ + ¢, podemos escrever o
segundo membro da igualdade do Corolario 1.1 assim:

8{r? +2c(x1 — o)[(x1 — o) +r'] + [* —r* —rr" — (21 — e)"][(x1 — ) +rr']?}
—8[n — (21 — )’ + % —rr” —*{r? + [(xy — ) + ']}

—8 {r2 + QC’MW] + {C’z — =’ = MCH} MQ}

/ C/

)\ !
—8 |:n . T(C—/T)C// + C/2 . 7"7“” . T,2:| {7,2 + [)\7"]2}
)\ !
= 8{r* +2r(A — ')A} — 8n[\r]* — & {n _ra=r) - T )c" + =" — T’/2:|
c
8 3.1 8 3.0 .01
— 812 + 167202 — 16721\ — 8nA2r? — 82 4+ o ,C p 7; C 822 4 8 4 82"
c c

/!

!0
g <1 L S r'2) 18y <_27,/ I g) A 82(2 — )\,
c

Cl

ou seja,
87"2(@0 + Cll)\ + CL2>\2),

com

Z

YN/
rr'c r
— P+ 4+, ay = —=2r' + —, as =2 —n.

c

ap=1-n——
c

Reparamos que os coeficientes do polinomio em A sao fungoes da variavel independente t.
O primeiro membro da igualdade do Corolario 1.1 da introdugao pode ser escrito como
SnH{r*+[(z1—c)+rr')2Y/? = SnH[r24+-(rN)?*? = SnH{r?[1+ 4] }*/% = 8nHr3(1+)?)%/2,

e assim temos 8nHr*(1 + \)*/? = 8r%(ag + a1\ + az)?). Elevando ambos os membros ao

quadrado, temos
822 H?r%(1 4+ \)? = 8% (ag + a1\ + ax\?)?

14



= n2H2 (1 + 302 + 30N + X\O) = a2 + 2apa1 A + (2apa2 + aF)A? + 2a1a2)\% + aZA*.
Dai temos
nH*r*\ =0- X = n?H*? =0= H =0,

o que é uma contradigao, pois supomos que H ¢é diferente de zero. Portanto, ¢'(t) = 0.
Como t é arbitréario, entao ¢ é constante e assim, M™ é uma hipersuperficie de revolucao.

Como M™ é uma parte arbitraria de M, entao M é uma hipersuperficie de revolugao. 1
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CAPITULO 4

HIPERSUPERFICIES NO ESPACO HIPERBOLICO

Vamos considerar o modelo do semi-espaco superior do espaco hiperbdlico
H™ = RTI = {<$17 e 7‘rn+1) e Rz > 0}

munido com a métrica
(d$1)2 + ...+ (dl’n+1>2

ds® = 5
X
n+1

O espaco hiperbélico possui uma compactificacio natural Hr+t = H™™ U 9, H" ™, onde
05 H" ™ pode ser identificado com as classes assintéticas de raios geodésicos em H™™.
No modelo do semi-espaco superior, dsH"™ = {z,.; = 0} U {c0} é a compactificacio

um-ponto do hiperplano {z,,; = 0}.

Para enunciarmos os resultados principais desse capitulo vamos precisar apresentar al-
gumas das hipersuperficies de curvatura média constante em H"™!. Sugerimos a referéncia
Freire, 2000], para maiores detalhes. As principais sao as que se seguem:
b )

1. As componentes conexas dos hiperplanos verticais de R"™! em Rfl e os hemisférios
contidos em R’fl, ortogonais a OH"™'. Eles sao hiperplanos totalmente geodésicos de

H""!: assim eles tém curvatura média constante zero.

2. As esferas geodésicas de H"™!. Elas sdo as esferas Euclidianas contidas em ]R’fl.
Uma esfera geodésica em H"™' com raio hiperbélico p tem curvatura média constante
H = cotghp > 1.

3. As horoesferas. Uma horoesfera é uma hipersuperficie com curvatura média cons-
tante 1 em H"™' e pode ser descrita como uma esfera Euclidiana em R’}r“ tangente a
OH™! ou como um hiperplano Euclidiano horizontal {z,,,.1 = cte.} em H" ™.

+

4. As esferas eqiiidistantes. Elas sdo os conjuntos S’ = SNH"™, onde S é uma esfera

Euclidiana em R™! que intercepta OH"™' por um angulo « diferente de 7/2. Cada S’

16



é um conjunto de pontos a mesma distancia de um hiperplano totalmente geodésico de

H"! e tem curvatura média constante menor que 1.

Esfera Horoesferas

b
@

Hiperplanos Esferas Eqglidistantes

N BN

Figura 1. Algumas hipersuperficies de curvatura média constante do espaco hiperbdlico

Lidaremos com hipersuperficies folheadas por esferas contidas em horoesferas ou hiper-
planos em duas situagoes naturais, que serao chamadas simplesmente de horoesferas pa-
ralelas ou hiperplanos paralelos. Para nossa conveniéncia, daremos nossa definicao.

Definicao 4.1 Uma familia a um-parametro de horoesferas ou hiperplanos geodésicos
sao chamadas paralelas se as fronteiras assintéticas delas coincidem em exatamente um

ponto.

Como a fronteira assintética de uma horoesfera é exatamente um ponto, ‘horoes-
feras paralelas’ significa que elas tém a mesma fronteira assintética. Por meio do uso de
uma isometria de H"™', podemos descrever uma familia de horoesferas paralelas como
hiperplanos Euclidianos em {z,,; > 0} paralelos ao hiperplano {z,;; = 0} no sentido
Euclidiano. Da mesma maneira, uma familia de hiperplanos geodésicos paralelos pode
ser vista como hiperplanos paralelos ao hiperplano {z,, = 0}. Também, em nosso modelo
para H"™'| (n — 1)-esferas sao simplesmente (n — 1)-esferas Euclidianas contidas em R’

17



Na demonstracao, escreveremos uma hipersuperficie M no espaco hiperbdlico local-
mente como o conjunto de nivel de uma funcao suave f. Assim, necessitamos de uma
igualdade andloga a igualdade do Corolario 1.1 para descrever a curvatura média H de
M em termos de f. Lembramos que no nosso modelo de H" ™, a métrica hiperbélica é

conforme a métrica Euclidiana em Rfl.

Proposicao 4.1 Seja M uma hipersuperficie orientada imersa em ]RT“I e sejam dsj e ds®
as métricas Fuclidiana e hiperbdlica em Ri“, respectivamente. Seja N uma aplicacao
de Gauss para a imersao M — (R, dsj) e considere a orientagdo em M — (R, ds?)
dada por n = x,1N. Denotemos por h e H as curvaturas médias de M para a imersao
de M em (R’ffl, ds?) e em (R, ds?), respectivamente. Entdo, para cada p € M,

H(p) = 2ni1(p)h(p) + Nota(p), (4.1)

onde N, .1(p) denota a x,1-coordenada de N (p).

0 0 0

Oz, 0x, 0Ty

R"™"!. Definindo F; = xn+1a— temos que {E1,..., F,11} é uma base ortonormal para o
x

Demonstracao Consideremos a base ortonormal { } para o espago

espaco H" .

n+1 n+1
0 0
Escrevendo N = Zlea_xj en = jzlnja_l”j e usando o fato que n = z,,1 N temos
n+1
que 7; = Tp11Nj, j = 1,...,n+ 1. Também temos que n = Z N;E;.
j=1
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Dai, o divergente do espaco hiperbdlico é dado por

n+1

i=1

n+1 n+1
S (Ee) )
i=1 j=1 H

n+1

= > (Ei(N))E; + N;Vy,E;, By
i,j=1
n+1

0
= Z <EZ<N])EJ + vaxn+1% ($n+18_37j> ’EZ>H

3,j=1

n+1 n+1 a
= Z<E2(N])EJ7EZ>H + Z <$n+1vaaZi (l’n+1a—xj) ,EZ'>H

i,j=1 4,j=1
n+1 n+1
0 0 0
= Z EZ(N])< H + Z <l’n+1N (a (xn+1)a_:L‘j +xn+lviﬁia_l‘j> ,E1>H
7,7=1 3,j=1
n+1 n+1 n+1 a
k
i,j=1 7,7=1 k=1 H
n+1 n+1 n+1
— ZE +) < an)E + Ny Y Th EkE>
i,j=1 k=1 H
n+1 n+1 9 n+1
— k
= Tpy1 Z oz, )+ ”21 Nj— oz, (Tn1)(E;, Ei)m + Tt ij;l N;UiA By, Ei)m
n+1 n+1 n+1
ON; 0
= Tn+1 Z Z N]a $n+l)5jl + Tnt1 Z N Fk 51%
i=1 xl 4,j=1 i,7,k=1
n+1 n+1

0
= T, divg N + ZN oz, (Tpa1) + Traa Z N; F

i,7=1

n+1
—1
= Ty divgN + Ny + T Z |:Nn+1 : ( )]

T
i=1 ntl

= TpdivgN — nN, 4

onde usamos o fato de que I';; = — quando j = n+1, e é igual a zero caso contrario.

Tn+41
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Usando essa igualdade temos que
nH = —divgn = —x,11divg N + nN, 1 = zpnh + 0Ny,

ou seja,
H = $n+1h + Nn+1.

A igualdade do Corolério 1.1 e a relac¢do (4.1) da Proposigao acima dizem que se M
é uma hipersuperficie em H"™ de curvatura média constante H dada pelo conjunto de
— N,
nivel de f = 0, entao, ja que h = = temos
Tn41

[H - Nn—i—l
n —
Tni1

} | grad f |°= Af | grad f |* —Hess; (grad f, grad f).

Dai,

n[H ~ Noi] | grad f [= z,1[Af | grad f > —Hess; (grad f,grad f)],

donde obtemos,
nH | grad f |3: nN,1 | grad f ]3 +z,1[Af | grad f ]2 —Hessy (grad f, grad f)], (4.2)

onde grad, A e Hess sao as mesmas notagoes usadas no Corolario 1.1.

Estamos em condigoes de estudar subvariedades de curvatura média constante em
H"*! folheadas por esferas em horoesferas paralelas. Em contraste com o caso Euclidiano
(quando H = 0), a tnica possibilidade serd que a hipersuperficie é uma hipersuperficie

rotacional com uma geodésica como eixo de revolucgao.

Teorema 4.1 Seja M™ uma subvariedade de dimensao n em H"™' de curvatura média
constante e folheada por esferas em horoesteras paralelas. Entao M é uma hipersuperficie
de revolucgao, isto é, existe uma geodésica y tal que M é invariante pelo grupo de isometrias

que deixa vy fixa pontualmente.
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Demonstracao Podemos assumir que as horoesferas sao hiperplanos Euclidianos de
R’}fl paralelos ao hiperplano z,,; = 0. Considere M* como uma parte de M entre
dois niveis P = {zp,41 = t1} e Py = {x,41 = tao}, t1 < ta. A reflexdo de Alexandrov
pode ser aplicada neste caso como no Teorema 3.1, onde por reflexdes queremos dizer
reflexoes hiperbolicas através de hiperplanos totalmente geodésicos. Em nosso modelo
para H" ™ essas reflexdes sdo consideradas como reflexdes Euclidianas através de hiper-
planos verticais e inversoes Euclidianas com respeito a esferas que se encontram ortogo-
nalmente em 0, H" . Portanto podemos parametrizar os centros Euclidianos das esferas
M* N {xp41 =t} por t — (c(t),0,...,0,t), onde r(t) > 0 denota o raio Euclidiano para
cada t. Entao a superficie M* é o conjunto de nivel para a mesma funcao f definida no

Teorema 3.1.
Procederemos por contradi¢ao. Assim, suponhamos que ¢’ # 0 no intervalo [t1,t5]. A
(n + 1)-ésima coordenada da aplicacdo de Gauss N de M* C R™™ ¢ dada por

(x1 —c)d +rr’
(r2 + [(z1 — )¢ + rr']2)V/2’

NnJrl =

grad f
| grad f |

Vamos fixar o nivel x,,,; = t. Usando \ =

jaque N = —

/ /
L —
(x1 — ) +rr

a equagao (4.2) pode ser escrita

da seguinte maneira:

nr
SnHr? (14 A?)%/2 = 21+ A2))i72 P2 (14 X2 4+ 8r%z 11 (a0 + A + a2\)

= nrH(14+ A2)*2 = nrA(1 + \2) + i1 (ag + ai ) + ag)?),

onde ag, a; e as sao coeficientes que nao dependem de A. O lado direito na equacao acima
é um polinémio de grau 3: by + b1 A + byA? + b3A®. Elevando ambos os membros dessa

equacao ao quadrado temos
n?r? H? (1 + A?)% = (b + biA + boA? + b3 A?)2.

Comparando os coeficientes lideres dos polinomios dessa ultima igualdade segue-se que

n?r’H* = n*r?. Portanto H*> = 1. Como o membro esquerdo da igualdade acima é um
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polinémio sem termos \ elevados a poténcias fmpares, os coeficientes de A> e A\* sdo 0
no membro direito. O coeficiente do termo do quinto grau nos dé 2bsb3 = 0. Como
by = nr # 0, entdao, by = 0. Assim, o coeficiente de X* é 2bybs = 0 e entdo, by = 0.
Contudo, o termo independente de A no membro esquerdo é n?r*H? = n*r* # 0 e nao
bo = 0. Esta contradigdo nos dd ¢ = 0 em [t1, 5], isto é, ¢ é constante. Portanto M ¢é
uma hipersuperficie de revolugao com a geodésica y(t) = (¢,0,...,0,t) sendo o eixo de
rotacao. I
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