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RESUMO

Nesta dissertação de Mestrado, exploraremos hipersuperf́ıcies n-dimensionais (conexas)

no espaço Euclidiano Rn+1 e no espaço hiperbólico Hn+1. Consideraremos que as hiper-

superf́ıcies possuem curvatura média constante e são folheadas por (n − 1)-hiperesferas.

Necessitaremos de resultados clássicos como o teorema de Alexandrov e um teorema de

simetria. Basicamente responderemos à seguinte pergunta: Quando uma hipersuperf́ıcie

de dimensão n com curvatura média constante e folheada por esferas em um dos espaços

acima citados, é uma hipersuperf́ıcie de revolução?

Além disso, em Rn+1 as esferas estarão contidas nos hiperplanos paralelos e em Hn+1 nas

horoesferas.
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INTRODUÇÃO

Nesta dissertação estudaremos alguns teoremas de classificação de hipersuperf́ıcies de

curvatura média constante folheadas por esferas conforme as definições que deixaremos

precisas no texto.

O estudo da classificação de uma subvariedade Mn ⊂ M
n+k

“folheada por esferas”

abrange vários casos. Aqui veremos os casos em que o espaço ambiente é o espaço Eucli-

diano Rn+1 ou o espaço hiperbólico Hn+1.

No espaço Euclidiano tridimensional R3, é conhecido que a única superf́ıcie mı́nima

completa e de rotação é o catenóide (veja [Meusnier, 1785] e [Barbosa, Colares, 1986]).

Em particular, o catenóide é folheado por ćırculos em planos paralelos. B. Riemann

descobriu outras superf́ıcies mı́nimas em R3 folheadas por ćırculos em planos paralelos.

Em 1869 A. Enneper mostrou que todas as superf́ıcies mı́nimas que são geradas por

uma famı́lia a um-parâmetro de ćırculos são catenóides ou uma das superf́ıcies descobertas

por Riemann. Veja [Enneper, 1869].

J. Nitsche (veja [Nitsche, 1989]) encontrou todas as superf́ıcies de curvatura média

constante não-nula em R3 geradas por uma famı́lia a um-parâmetro de circunferências.

Ele provou que a superf́ıcie deve ser uma esfera ou, no caso não-esférico, as circunferências

devem pertencer a planos paralelos. Neste último caso, Nitsche provou que as superf́ıcies

têm que ser necessariamente de revolução.

Aqui recordamos que C. Delaunay, no século XIX, classificou as superf́ıcies de

revolução de curvatura média constante no espaço Euclidiano (cf. [Delaunay, 1841]).
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Estas ficaram conhecidas na literatura especializada como superf́ıcies de Delaunay.

Ao estudar hipersuperf́ıcies mı́nimas folheadas por esferas em Rn+1, W. Jagy (veja

[Jagy, 1991]) observou uma grande diferença entre os ambientes R3 e Rn, n > 4. Para

n > 4, todas as hipersuperf́ıcies mı́nimas geradas por uma famı́lia a um-parâmetro de

hiperesferas em hiperplanos paralelos são de rotação, ou seja, não existem as superf́ıcies

descobertas por Riemann em dimensões mais altas.

R. López estudou as superf́ıcies de curvatura média constante folheadas por esferas

em vários ambientes, e também o caso de dimensões altas.

Nesta dissertação, nos basearemos no artigo de R. López [López, 1999] onde são es-

tudadas as hipersuperf́ıcies (conexas) n-dimensionais em dois ambientes diferentes: os

espaços (n + 1)-dimensionais Euclidiano e hiperbólico. Consideraremos que as hipersu-

perf́ıcies são folheadas por (n − 1)-hiperesferas em hiperplanos paralelos (ao longo desta

dissertação, hiperesferas serão chamadas de esferas, por simplicidade). Mais precisamente:

1. Hipersuperf́ıcies de dimensão n de curvatura média constante no espaço Euclidiano

Rn+1 folheadas por esferas em hiperplanos paralelos.

2. Hipersuperf́ıcies de dimensão n de curvatura média constante no espaço hiperbólico

Hn+1 folheadas por esferas em horosferas paralelas.
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CAṔITULO 1

PRELIMINARES

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas definições e resultados básicos de geometria

Riemanniana que serão usados no decorrer desta dissertação. A referência padrão para

este caṕıtulo é o livro de do Carmo [do Carmo, 2005].

1.1 Introdução

Seja M uma variedade diferenciável n-dimensional, munida de uma métrica

Riemanniana que denotaremos por 〈· , ·〉.

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em M e por

D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M .

Consideraremos a conexão de Levi-Civita

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

que é simétrica e compat́ıvel com a métrica Riemanniana.

Se X ∈ X(M), definamos a aplicação linear T : TpM → TpM pondo

T (Y (p)) = ∇YX(p). Definimos a divergência de X como o traço da aplicação T , isto é,

divX : M → R dada por

divX(p) = tr(T ).

Se f ∈ D(M), definimos também o gradiente de f como o campo vetorial grad f em

M definido por

〈grad f(p), v〉 = dfp(v), p ∈M, v ∈ TpM,
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enquanto o Laplaciano de f é definido por

∆f = div(gradf).

Exemplo 1.1 Consideremos que a variedade é o espaço Euclidiano, M = Rn, com coorde-

nadas (x1, . . . , xn) e campos coordenados
∂

∂xi
= (0, . . . , 1, . . . , 0) = ei. Dada f : Rn → R

vamos denotar por fi =
∂

∂xi
f . Além disso podemos escrever qualquer campo X em Rn

da seguinte forma X =
n∑
i=1

ziei. Neste caso, é bem conhecido que

grad f =
n∑
i=1

fiei,

divX =
n∑
i=1

∂zi
∂xi

e

∆f =
n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

.

1.2 A Curvatura Média

Seja Φ : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie orientável

completa M em uma variedade Riemanniana orientável M . Como usual, identificaremos

M com a sua imagem por Φ, Φ(M). Com esta identificação, o espaço tangente de M em

um dado ponto p ∈M , TpM , é um subespaço do espaço tangente de M em p, TpM .

Seja ∇ a conexão Riemanniana de M e consideremos um campo vetorial normal

unitário η em M . Chamamos de segunda forma fundamental de M em p ∈M o operador

linear auto-adjunto Sη : TpM → TpM definido como

Sη(X) = −∇Xη(p), X ∈ TpM.

Seja e1, . . . , en uma base ortonormal de TpM tal que ei é um autovetor de Sη associado

ao autovalor ki ∈ R, isto é, Sη(ei) = kiei, i = 1, . . . , n. Cada ei é chamado uma direção
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principal de M em p e ki a curvatura principal na direção ei. Definimos em M a curvatura

média H como

H =
1

n
trSη =

1

n

n∑
i=1

〈Sη(ei), ei〉 =
1

n

n∑
i=1

〈kiei, ei〉 =
1

n
(k1 + . . .+ kn).

Sejam f : M
n+1 → R uma função diferenciável e a um valor regular de f . É bem

conhecido que M = {p ∈M ; f(p) = a} é hipersuperf́ıcie de M .

Proposição 1.1 Seja f : M → R diferenciável e a um valor regular de f . Se M = f−1(a)

é orientada pela campo vetorial normal unitário η =
grad f

| grad f |
, então sua curvatura média

H é dada por

nH = −divM

(
grad f

| grad f |

)
.

Demonstração Sendo a um valor regular de f e M = f−1(a) vamos escolher e1, . . . , en,

en+1 =
grad f

| grad f |
= η um referencial ortonormal em uma vizinhança p ∈ M em M .

Inicialmente verificamos que

0 = η(1) = η〈η, η〉 = 2〈∇ηη, η〉.

Assim,

nH = traçoSη =
n∑
i=1

〈Sη(ei), ei〉

= −
n∑
i=1

〈∇ei
η, ei〉 − 〈∇ηη, η〉

= −
n+1∑
i=1

〈∇ei
η, ei〉 = −divM η

= −div

(
grad f

| grad f |

)
.

5



Corolário 1.1 Para hipersuperf́ıcies M ⊂ Rn+1 que são imagem inversa de um valor

regular de f , orientadas pelo campo vetorial normal unitário N = − grad f

| grad f |
, vale a

seguinte identidade:

nH | grad f |3= ∆f | grad f |2 −Hessf (grad f, grad f),

onde grad, ∆ e Hess denotam os operadores gradiente, Laplaciano e Hessiana respectiva-

mente com a métrica Euclidiana ([Lima, 2005], págs. 139, 155 e 183).

Demonstração Ora, na métrica Euclidiana temos que

− grad f

| grad f |
=

(−f1, . . . ,−fn+1)

(f 2
1 + . . .+ f 2

n+1)
1/2
.

Derivando a i-ésima coordenada de
(−f1, . . . ,−fn+1)

(f 2
1 + . . .+ f 2

n+1)
1/2

temos

∂

∂xi

[
− fi

(f 2
1 + . . .+ f 2

n+1)
1/2

]
= −

(f 2
1 + . . .+ f 2

n+1)
1/2 · fii − fi ·

2 · (f1f1i + . . .+ fn+1f(n+1)i)

2 · (f 2
1 + . . .+ f 2

n+1)
1/2

f 2
1 + . . .+ f 2

n+1

= −
(f 2

1 + . . .+ f 2
n+1)fii − (f1fif1i + . . .+ fn+1fif(n+1)i)

(f 2
1 + . . .+ f 2

n+1)
3/2

= −

| grad f |2 fii −
n+1∑
j=1

fjfifji

| grad f |3

=

n+1∑
j=1

fjfifji− | grad f |2 fii

| grad f |3
,
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e então,

n+1∑
i=1

∂

∂xi

[
− fi

(f 2
1 + . . .+ f 2

n+1)
1/2

]
=

n+1∑
i=1

n+1∑
j=1

fjfifji− | grad f |2 fii

| grad f |3

=

n+1∑
i,j=1

fifjfij− | grad f |2 ·
n+1∑
i=1

fii

| grad f |3

=
Hessf (grad f, grad f)− | grad f |2 ∆f

| grad f |3
.

Como −div

(
− grad f

| grad f |

)
= −

n+1∑
i=1

∂

∂xi

[
− fi

(f 2
1 + . . .+ f 2

n+1)
1/2

]
e, pela Proposição

1.1, nH = −div

(
− grad f

| grad f |

)
, segue-se que

nH =
| grad f |2 ∆f − Hessf (grad f, grad f)

| grad f |3
,

que nos leva à identidade proposta.

1.3 Prinćıpio do máximo para hipersuperf́ıcies

Aqui, enunciaremos uma generalização do prinćıpio do máximo para funções harmônicas

que englobará o caso de equações diferenciais parciais eĺıpticas, dada por E. Hopf em 1927

(ver [Hopf, 1927]), o qual diz que, dentre as funções harmônicas, somente as constantes

podem atingir máximos relativos em um conjunto aberto conexo. Para o que apresentare-

mos a seguir utilizamos a referência [Leão, 1983].

Uma expressão do tipo

Lu =
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu,
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onde aij, bi, c : U → R, i, j = 1, . . . , n, são funções definidas em um subconjunto aberto

U de Rn, será chamada um operador diferencial de ordem dois.

Vamos sempre supor que a matriz A(x) = (aij(x)) é simétrica e positiva definida para

todo ponto x ∈ U , isto é,
n∑

i,j=1

aijλiλj > 0,

para todo x ∈ U e todo λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn − {0}. Neste caso a expressão Lu = 0 é

chamada uma equação eĺıptica linear de segunda ordem.

Agora, enunciaremos o prinćıpio do máximo:

Teorema 1.1 (E. Hopf) Seja

Lu =
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu,

onde u : U ⊂ Rn → R é uma função duas vezes diferenciável, e bi, c : U → R são funções

localmente limitadas com c 6 0. Suponhamos ainda que para todo p ∈ U existem uma

vizinhança V de p e constantes δ, ε > 0 tais que

δ
2∑
i=1

λ2
i 6

n∑
i,j=1

aijλiλj 6 ε
2∑
i=1

λ2
i ,

para todo x ∈ V e todo λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn. Se Lu > 0 em U e p é um ponto de

máximo local não-negativo, então u é constante em uma vizinhança de p.

Sabemos que, localmente, toda hipersuperf́ıcie pode ser vista como um gráfico (sobre o

seu hiperplano tangente). Quando escrita assim, é bem conhecido que a equação H = H0

constante é uma equação diferencial eĺıptica de segunda ordem. Nestes termos o Prinćıpio

do Máximo de E. Hopf pode ser reformulado assim:
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Teorema 1.2 Sejam M1 e M2 hipersuperf́ıcies em Rn com curvatura média constante

H0, e p ∈M1 ∩M2 um ponto de tangência. Se M1 e M2 possuem a mesma orientação em

p, e M2 está acima de M1 em uma vizinhança conexa, V de p, então M1 e M2 coincidem

em V .

É importante frisar que este teorema vale em outros espaços ambientes, dentre os quais

o espaço hiperbólico (veja [Levitt, Rosenberg, 1985]).

Usando esse fato Alexandrov (veja [Alexandrov, 1962]) mostrou que uma subvariedade

(portanto mergulhada) Mn fechada no espaço Euclidiano Rn+1 e com curvatura média

constante tem que ser uma esfera. Para mostrar isso Alexandrov fez reflexões da hiper-

superf́ıcie ao longo de hiperplanos paralelos, encontrando, pelo teorema acima, um hiper-

plano de simetria para a hipersuperf́ıcie em cada direção. Essa técnica ficou conhecida

como Método da Reflexão de Alexandrov e a utilizaremos também nesse nosso trabalho.
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CAṔITULO 2

SIMETRIA VERTICAL

Neste caṕıtulo provaremos um teorema de simetria para hipersuperf́ıcies com bordo não

vazio do espaço Euclidiano com curvatura média constante. O resultado nos diz que uma

hipersuperf́ıcie com tais caracteŕısticas herda a simetria do bordo. O resultado que vamos

apresentar aparece em [López, 1998] no caso de superf́ıcies em R3. Aqui, consideraremos

algumas notações. Sejam P1 e P2 dois hiperplanos paralelos e ortogonais ao eixo xn+1, isto

é, se a = (0, . . . , 0, 1), então Pi⊥ a, i = 1, 2. Também, assumimos que P1 = {xn+1 = c1}
e P2 = {xn+1 = c2}, com c1 < c2. Sejam Γ1 e Γ2 duas hipersuperf́ıcies C∞ conexas,

orientáveis e fechadas como subconjuntos do Rn tal que Γi ⊂ Pi, i = 1, 2. Denotaremos

por Ωi o domı́nio limitado por Γi em Pi e ext(Ωi) = Pi −Ωi o exterior do domı́nio Ωi em

Pi. Além disso, seja Vi o volume de Ωi, i = 1, 2. Agora,

1. Sejam P+
i = {xn+1 > ci} e P−i = {xn+1 < ci} os semi-espaços abertos superior e

inferior determinados por Pi, i = 1, 2;

2. Seja S = P+
1 ∩ P−2 = {c1 < xn+1 < c2} a faixa determinada pelos planos P1 e P2.

Denotamos por H a famı́lia das hipersuperf́ıcies de curvatura média constante mergu-

lhadas com fronteira Γ1 ∪ Γ2.

Teorema 2.1 (Simetria Vertical). Seja Σ ∈ H contido na faixa S. Seja Π um hiperplano

ortogonal a Pi tal que Γ1 ∪ Γ2 é invariante por reflexão através de Π. Suponhamos ainda

que cada parte de Γi determinada por Π é um gráfico sobre Π. Então Π é um hiperplano

de simetria de Σ. Além disso, a parte de Σ em qualquer um dos lados de Π é um gráfico

sobre Π. Em particular, se Γ1 e Γ2 são duas esferas concêntricas, a hipersuperf́ıcie é de

rotação.
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Demonstração Considere a hipersuperf́ıcie F fechada mergulhada da seguinte maneira:

F = Σ ∪ Ω1 ∪ Ω2.

Seja W o domı́nio interior limitado por F em Rn+1 e escolhamos um campo vetorial

(C∞ por partes) unitário normal para F apontando para dentro de W . Depois de uma

mudança de coordenadas se necessário, suponhamos que o hiperplano vertical Π é o

hiperplano Π = {x2 = 0} gerado pelos vetores e1, e3, e4, . . . , en e a = en+1. Consideremos

os hiperplanos verticais Π(t) = {x2 = t}. Se A ⊂ Rn+1, definimos At+ = A ∩ {x2 > t}
e A∗t+ a reflexão de At+ pelo hiperplano Π(t). Se A,B ⊂ Rn+1, dizemos que A > B se

para todo x ∈ A, y ∈ B, tal que xi = yi para i = 1, 3, 4, . . . , n, n + 1, então x2 > y2. Da

mesma maneira, definimos At− e A∗t− . Tomemos um número real t > 0 grande o suficiente

para obtermos Σ ∩ Π(t) = ∅ (o que é posśıvel porque Σ é compacto). Agora, movamos

Π(t), t→ 0, até que Π(t) tangencie Σ num instante t > 0. Neste ponto, podemos mover

Π(t) para a esquerda tal que para um δ > 0 pequeno Σ∗(t−δ)+ fique contido em W . Como

W é limitado, seguimos refletindo Σ ao longo de hiperplanos verticais para obtermos o

primeiro instante, t0 ≥ 0 tal que Σ∗t0+ ⊂ W mas Σ∗t+ 6⊂ W para t < t0. Se entre Σ∗
t+0

e

Σt−0
existe um ponto de tangência, então pelo prinćıpio do máximo e por analiticidade,

temos Σ∗t0+ = Σt−0
e Π(t0) é um hiperplano de simetria de Σ. Portanto, t0 = 0, Π é um

hiperplano de simetria e Π divide Σ em dois gráficos sobre Π. Senão, o primeiro ponto

de tangência é um ponto da fronteira e, já que cada parte de Γi determinada por Π é um

gráfico, ele ocorre quando t0 = 0 e Π(t0) = Π. Então temos duas possibilidades:

1. O hiperplano Π é um hiperplano de simetria, ou

2. Σ∗0+ > Σ0− . Neste caso, iniciamos com hiperplanos Π(t) para t < 0 grande em

módulo. Então, analogamente, refletindo Σ∗t− com respeito a Π(t) para obter o primeiro

ponto de contato entre Σ∗t− e Σt+ , conclúımos que existe um hiperplano de simetria Π(t1)

de Σ e t1 < 0; contradição com a simetria do bordo que ocorre em relação a Π.
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CAṔITULO 3

HIPERSUPERF́ICIES NO ESPAÇO EUCLIDIANO

J. Nitsche provou que uma superf́ıcie M de curvatura média constante H 6= 0 e

folheada por ćırculos em planos paralelos em R3 é uma superf́ıcie de Delaunay. Neste

caṕıtulo apresentaremos uma generalização para o caso de hipersuperf́ıcies no Rn+1 feita

por R. López em [López, 1999].

Teorema 3.1 Seja Mn uma subvariedade n-dimensional de Rn+1 com curvatura média

constante H 6= 0 e folheada por esferas em hiperplanos paralelos. Então Mn é uma

hipersuperf́ıcie de revolução.

Demonstração Sem perda de generalidade, assumamos que cada hiperplano da

folheação é paralelo a xn+1 = 0. Seja P1 = {xn+1 = t1} e P2 = {xn+1 = t2} dois

hiperplanos da folheação com t1 < t2. Consideremos M∗ como a parte de M entre P1

e P2. Usaremos o método de reflexão de Alexandrov no espaço Euclidiano, aludido no

Caṕıtulo 1. Aplicando este método com hiperplanos ortogonais à folheação mostramos,

no Caṕıtulo 2, que M∗ herda as simetrias de sua fronteira ∂M∗ = (M∗ ∩P1)∪ (M∗ ∩P2).

Logo, para cada t1 6 t 6 t2, os centros de cada ńıvel M ∩{xn+1 = t} pertencem ao mesmo

plano bidimensional. Após uma translação, se necessário, podemos escrever esse plano

bidimensional como x2 = . . . = xn = 0. Como a curva dos centros das esferas pertence

a esse plano, podemos parametrizá-la como t 7−→ (c(t), 0, . . . , 0, t), t ∈ [t1, t2]. Portanto,

M∗ é o conjunto de ńıvel de uma função suave f dada por

f = (x1 − c(t))2 +
n∑
i=2

x2
i − r(t)2 = 0,

onde r(t) > 0 denota o raio da esfera no ńıvel xn+1 = t. Provaremos que a curva dos
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centros das esferas é uma reta ortogonal ao hiperplano xn+1, isto é, c é uma função

constante. Isso mostra que M∗ é uma hipersuperf́ıcie de revolução.

Suponhamos, por contradição, que exista um subintervalo de [t1, t2] onde c é não-

constante, e assim, c′ 6= 0. Sem perda de generalidade, suponhamos que este intervalo é

[t1, t2]. Agora, usaremos a igualdade do Corolário 1.1 da introdução:

grad f = 2(x1 − c, x2, . . . , xn,−(x1 − c)c′ − rr′),

| grad f |2 = 4{(x1 − c)2 + x2
2 + . . .+ x2

n + [(x1 − c)c′ + rr′]2}
= 4{r2 + [(x1 − c)c′ + rr′]2},

∆f = 2[1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n parcelas

−(x1 − c)c′′ − (−c′)c′ − rr′′ − r′r′]

= 2[n− (x1 − c)c′′ + c′2 − rr′′ − r′2]

Hessf =

[
∂2f

∂xi∂xj

]
(n+1)× (n+1)

= 2


1 0 · · · −c′
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
−c′ 0 · · · −(x1 − c)c′′ + c′2 − rr′′ − r′2



Hessf (grad f, grad f) =
n+1∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x)fifj

=
n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

(x)f 2
i − 4c′f1fn+1 + [c′2 − r′2 − rr′′ − (x1 − c)c′′]f 2

n+1

= 8(x1 − c)2 + 8
n∑
i=1

x2
i + 16c′(x1 − c)[(x1 − c)c′ + rr′] + 8[c′2 − r′2 − rr′′ − (x1 − c)c′′][(x1

− c)c′ − rr′]2

= 8{r2 + 2c′(x1 − c)[(x1 − c)c′ + rr′] + [c′2 − r′2 − rr′′ − (x1 − c)c′′][(x1 − c)c′ − rr′]2}.

Por um lado, podemos escrever o primeiro membro da igualdade do Corolário 1.1 como

8nH{r2 + [(x1 − c)c′ + rr′]2}3/2.

13



Vamos fixar uma seção t. Como x1 é variável, introduzimos a variável λ por

λ =
(x1 − c)c′ + rr′

r
.

Como c′ 6= 0 para cada esfera da folheação de M∗, λ toma valores num intervalo da reta

R. Observando que rλ = (x1 − c)c′ + rr′ e x1 = r(λ − r′)/c′ + c, podemos escrever o

segundo membro da igualdade do Corolário 1.1 assim:

8{r2 + 2c′(x1 − c)[(x1 − c)c′ + rr′] + [c′2 − r′2 − rr′′ − (x1 − c)c′′][(x1 − c)c′ + rr′]2}
−8[n− (x1 − c)c′′ + c′2 − rr′′ − r′2]{r2 + [(x1 − c)c′ + rr′]2}

= 8

{
r2 + 2c′

r(λ− r′)
c′

[λr] +

[
c′2 − r′2 − rr′′ − r(λ− r′)

c′
c′′
]

[λr]2
}

−8

[
n− r(λ− r′)

c′
c′′ + c′2 − rr′′ − r′2

]
{r2 + [λr]2}

= 8{r2 + 2r(λ− r′)λr} − 8n[λr]2 − 8r2

[
n− r(λ− r′)

c′
c′′ + c′2 − rr′′ − r′2

]
= 8r2 + 16r2λ2 − 16r2r′λ− 8nλ2r2 − 8r2n+

8r3c′′

c′
λ− 8r3r′c′′

c′
− 8r2c′2 + 8r3r′′ + 8r2r′2

= 8r2

(
1− n− rr′c′′

c′
− c′2 + rr′′ + r′2

)
+ 8r2

(
−2r′ +

rc′′

c′

)
λ+ 8r2(2− n)λ2,

ou seja,

8r2(a0 + a1λ+ a2λ
2),

com

a0 = 1− n− rr′c′′

c′
− c′2 + rr′′ + r′2, a1 = −2r′ +

rc′′

c′
, a2 = 2− n.

Reparamos que os coeficientes do polinômio em λ são funções da variável independente t.

O primeiro membro da igualdade do Corolário 1.1 da introdução pode ser escrito como

8nH{r2+[(x1−c)c′+rr′]2}3/2 = 8nH[r2+(rλ)2]3/2 = 8nH{r2[1+λ2]}3/2 = 8nHr3(1+λ2)3/2,

e assim temos 8nHr3(1 + λ)3/2 = 8r2(a0 + a1λ + a2λ
2). Elevando ambos os membros ao

quadrado, temos

82n2H2r6(1 + λ2)3 = 82r4(a0 + a1λ+ a2λ
2)2
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⇒ n2H2r2(1 + 3λ2 + 3λ4 + λ6) = a2
0 + 2a0a1λ+ (2a0a2 + a2

1)λ
2 + 2a1a2λ

3 + a2
2λ

4.

Dáı temos

n2H2r2λ6 = 0 · λ6 ⇒ n2H2r2 = 0⇒ H = 0,

o que é uma contradição, pois supomos que H é diferente de zero. Portanto, c′(t) = 0.

Como t é arbitrário, então c é constante e assim, M∗ é uma hipersuperf́ıcie de revolução.

Como M∗ é uma parte arbitrária de M , então M é uma hipersuperf́ıcie de revolução.
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CAṔITULO 4

HIPERSUPERF́ICIES NO ESPAÇO HIPERBÓLICO

Vamos considerar o modelo do semi-espaço superior do espaço hiperbólico

Hn+1 := Rn+1
+ = {(x1, . . . , xn+1) ∈ R;xn+1 > 0}

munido com a métrica

ds2 =
(dx1)

2 + . . .+ (dxn+1)
2

x2
n+1

.

O espaço hiperbólico possui uma compactificação natural Hn+1 = Hn+1 ∪ ∂∞Hn+1, onde

∂∞Hn+1 pode ser identificado com as classes assintóticas de raios geodésicos em Hn+1.

No modelo do semi-espaço superior, ∂∞Hn+1 = {xn+1 = 0} ∪ {∞} é a compactificação

um-ponto do hiperplano {xn+1 = 0}.

Para enunciarmos os resultados principais desse caṕıtulo vamos precisar apresentar al-

gumas das hipersuperf́ıcies de curvatura média constante em Hn+1. Sugerimos a referência

[Freire, 2000], para maiores detalhes. As principais são as que se seguem:

1. As componentes conexas dos hiperplanos verticais de Rn+1 em Rn+1
+ e os hemisférios

contidos em Rn+1
+ , ortogonais a ∂Hn+1. Eles são hiperplanos totalmente geodésicos de

Hn+1; assim eles têm curvatura média constante zero.

2. As esferas geodésicas de Hn+1. Elas são as esferas Euclidianas contidas em Rn+1
+ .

Uma esfera geodésica em Hn+1 com raio hiperbólico ρ tem curvatura média constante

H = cotgh ρ > 1.

3. As horoesferas. Uma horoesfera é uma hipersuperf́ıcie com curvatura média cons-

tante 1 em Hn+1 e pode ser descrita como uma esfera Euclidiana em Rn+1
+ tangente a

∂Hn+1 ou como um hiperplano Euclidiano horizontal {xn+1 = cte.} em Hn+1.

4. As esferas eqüidistantes. Elas são os conjuntos S ′ = S ∩Hn+1, onde S é uma esfera

Euclidiana em Rn+1 que intercepta ∂Hn+1 por um ângulo α diferente de π/2. Cada S ′
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é um conjunto de pontos à mesma distância de um hiperplano totalmente geodésico de

Hn+1 e tem curvatura média constante menor que 1.

Figura 1. Algumas hipersuperf́ıcies de curvatura média constante do espaço hiperbólico

Lidaremos com hipersuperf́ıcies folheadas por esferas contidas em horoesferas ou hiper-

planos em duas situações naturais, que serão chamadas simplesmente de horoesferas pa-

ralelas ou hiperplanos paralelos. Para nossa conveniência, daremos nossa definição.

Definição 4.1 Uma famı́lia a um-parâmetro de horoesferas ou hiperplanos geodésicos

são chamadas paralelas se as fronteiras assintóticas delas coincidem em exatamente um

ponto.

Como a fronteira assintótica de uma horoesfera é exatamente um ponto, ‘horoes-

feras paralelas’ significa que elas têm a mesma fronteira assintótica. Por meio do uso de

uma isometria de Hn+1, podemos descrever uma famı́lia de horoesferas paralelas como

hiperplanos Euclidianos em {xn+1 > 0} paralelos ao hiperplano {xn+1 = 0} no sentido

Euclidiano. Da mesma maneira, uma famı́lia de hiperplanos geodésicos paralelos pode

ser vista como hiperplanos paralelos ao hiperplano {xn = 0}. Também, em nosso modelo

para Hn+1, (n−1)-esferas são simplesmente (n−1)-esferas Euclidianas contidas em Rn+1
+ .
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Na demonstração, escreveremos uma hipersuperf́ıcie M no espaço hiperbólico local-

mente como o conjunto de ńıvel de uma função suave f . Assim, necessitamos de uma

igualdade análoga à igualdade do Corolário 1.1 para descrever a curvatura média H de

M em termos de f . Lembramos que no nosso modelo de Hn+1, a métrica hiperbólica é

conforme à métrica Euclidiana em Rn+1
+ .

Proposição 4.1 Seja M uma hipersuperf́ıcie orientada imersa em Rn+1
+ e sejam ds2

0 e ds2

as métricas Euclidiana e hiperbólica em Rn+1
+ , respectivamente. Seja N uma aplicação

de Gauss para a imersão M → (Rn+1
+ , ds2

0) e considere a orientação em M → (Rn+1
+ , ds2)

dada por η = xn+1N . Denotemos por h e H as curvaturas médias de M para a imersão

de M em (Rn+1
+ , ds2

0) e em (Rn+1
+ , ds2), respectivamente. Então, para cada p ∈M ,

H(p) = xn+1(p)h(p) +Nn+1(p), (.)

onde Nn+1(p) denota a xn+1-coordenada de N(p).

Demonstração Consideremos a base ortonormal

{
∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xn
,

∂

∂xn+1

}
para o espaço

Rn+1. Definindo Ei = xn+1
∂

∂xi
temos que {E1, . . . , En+1} é uma base ortonormal para o

espaço Hn+1.

Escrevendo N =
n+1∑
j=1

Nj
∂

∂xj
e η =

n+1∑
j=1

ηj
∂

∂xj
e usando o fato que η = xn+1N temos

que ηj = xn+1Nj, j = 1, . . . , n+ 1. Também temos que η =
n+1∑
j=1

NjEj.
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Dáı, o divergente do espaço hiperbólico é dado por

divH η =
n+1∑
i=1

〈∇Ei
η, Ei〉H

=
n+1∑
i=1

〈
∇Ei

(
n+1∑
j=1

NjEj

)
, Ei

〉
H

=
n+1∑
i,j=1

〈Ei(Nj)Ej +Nj∇Ei
Ej, Ei〉H

=
n+1∑
i,j=1

〈
Ei(Nj)Ej +Nj∇xn+1

∂
∂xi

(
xn+1

∂

∂xj

)
, Ei

〉
H

=
n+1∑
i,j=1

〈Ei(Nj)Ej, Ei〉H +
n+1∑
i,j=1

〈
xn+1Nj∇ ∂

∂xi

(
xn+1

∂

∂xj

)
, Ei

〉
H

=
n+1∑
i,j=1

Ei(Nj)〈Ej, Ei〉H +
n+1∑
i,j=1

〈
xn+1Nj

(
∂

∂xi
(xn+1)

∂

∂xj
+ xn+1∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

)
, Ei

〉
H

=
n+1∑
i,j=1

Ei(Nj)δji +
n+1∑
i,j=1

〈
Nj

(
∂

∂xi
(xn+1)Ej + x2

n+1

n+1∑
k=1

Γkij
∂

∂xk

)
, Ei

〉
H

=
n+1∑
i=1

Ei(Ni) +
n+1∑
i,j=1

〈
Nj

∂

∂xi
(xn+1)Ej + xn+1Nj

n+1∑
k=1

ΓkijEk, Ei

〉
H

= xn+1

n+1∑
i=1

∂

∂xi
(Ni) +

n+1∑
i,j=1

Nj
∂

∂xi
(xn+1)〈Ej, Ei〉H + xn+1

n+1∑
i,j,k=1

NjΓ
k
ij〈Ek, Ei〉H

= xn+1

n+1∑
i=1

∂Ni

∂xi
+

n+1∑
i,j=1

Nj
∂

∂xi
(xn+1)δji + xn+1

n+1∑
i,j,k=1

NjΓ
k
ijδki

= xn+1divRN +
n+1∑
i=1

Ni
∂

∂xi
(xn+1) + xn+1

n+1∑
i,j=1

NjΓ
i
ij

= xn+1divRN +Nn+1 + xn+1

n+1∑
i=1

[
Nn+1 ·

(
−1

xn+1

)]
= xn+1divRN − nNn+1

onde usamos o fato de que Γiij = − 1

xn+1

quando j = n+ 1, e é igual a zero caso contrário.
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Usando essa igualdade temos que

nH = −divH η = −xn+1divRN + nNn+1 = xn+1nh+ nNn+1,

ou seja,

H = xn+1h+Nn+1.

A igualdade do Corolário 1.1 e a relação (.) da Proposição acima dizem que se M

é uma hipersuperf́ıcie em Hn+1 de curvatura média constante H dada pelo conjunto de

ńıvel de f = 0, então, já que h =
H −Nn+1

xn+1

temos

n

[
H −Nn+1

xn+1

]
| grad f |3= ∆f | grad f |2 −Hessf (grad f, grad f).

Dáı,

n [H −Nn+1] | grad f |3= xn+1[∆f | grad f |2 −Hessf (grad f, grad f)],

donde obtemos,

nH | grad f |3= nNn+1 | grad f |3 +xn+1[∆f | grad f |2 −Hessf (grad f, grad f)], (.)

onde grad, ∆ e Hess são as mesmas notações usadas no Corolário 1.1.

Estamos em condições de estudar subvariedades de curvatura média constante em

Hn+1 folheadas por esferas em horoesferas paralelas. Em contraste com o caso Euclidiano

(quando H = 0), a única possibilidade será que a hipersuperf́ıcie é uma hipersuperf́ıcie

rotacional com uma geodésica como eixo de revolução.

Teorema 4.1 Seja Mn uma subvariedade de dimensão n em Hn+1 de curvatura média

constante e folheada por esferas em horoesferas paralelas. Então M é uma hipersuperf́ıcie

de revolução, isto é, existe uma geodésica γ tal que M é invariante pelo grupo de isometrias

que deixa γ fixa pontualmente.

20



Demonstração Podemos assumir que as horoesferas são hiperplanos Euclidianos de

Rn+1
+ paralelos ao hiperplano xn+1 = 0. Considere M∗ como uma parte de M entre

dois ńıveis P1 = {xn+1 = t1} e P2 = {xn+1 = t2}, t1 < t2. A reflexão de Alexandrov

pode ser aplicada neste caso como no Teorema 3.1, onde por reflexões queremos dizer

reflexões hiperbólicas através de hiperplanos totalmente geodésicos. Em nosso modelo

para Hn+1, essas reflexões são consideradas como reflexões Euclidianas através de hiper-

planos verticais e inversões Euclidianas com respeito a esferas que se encontram ortogo-

nalmente em ∂∞Hn+1. Portanto podemos parametrizar os centros Euclidianos das esferas

M∗ ∩ {xn+1 = t} por t → (c(t), 0, . . . , 0, t), onde r(t) > 0 denota o raio Euclidiano para

cada t. Então a superf́ıcie M∗ é o conjunto de ńıvel para a mesma função f definida no

Teorema 3.1.

Procederemos por contradição. Assim, suponhamos que c′ 6= 0 no intervalo [t1, t2]. A

(n+ 1)-ésima coordenada da aplicação de Gauss N de M∗ ⊂ Rn+1 é dada por

Nn+1 =
(x1 − c)c′ + rr′

(r2 + [(x1 − c)c′ + rr′]2)1/2
,

já que N = − grad f

| grad f |
.

Vamos fixar o ńıvel xn+1 = t. Usando λ =
(x1 − c)c′ + rr′

r
a equação (.) pode ser escrita

da seguinte maneira:

8nHr3(1 + λ2)3/2 =
8nrλ

[r2(1 + λ2)]1/2
· r3(1 + λ2)3/2 + 8r2xn+1(a0 + a1λ+ a2λ

2)

⇒ nrH(1 + λ2)3/2 = nrλ(1 + λ2) + xn+1(a0 + a1λ+ a2λ
2),

onde a0, a1 e a2 são coeficientes que não dependem de λ. O lado direito na equação acima

é um polinômio de grau 3: b0 + b1λ + b2λ
2 + b3λ

3. Elevando ambos os membros dessa

equação ao quadrado temos

n2r2H2(1 + λ2)3 = (b0 + b1λ+ b2λ
2 + b3λ

3)2.

Comparando os coeficientes ĺıderes dos polinômios dessa última igualdade segue-se que

n2r2H2 = n2r2. Portanto H2 = 1. Como o membro esquerdo da igualdade acima é um
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polinômio sem termos λ elevados a potências ı́mpares, os coeficientes de λ5 e λ3 são 0

no membro direito. O coeficiente do termo do quinto grau nos dá 2b2b3 = 0. Como

b3 = nr 6= 0, então, b2 = 0. Assim, o coeficiente de λ3 é 2b0b3 = 0 e então, b0 = 0.

Contudo, o termo independente de λ no membro esquerdo é n2r2H2 = n2r2 6= 0 e não

b0 = 0. Esta contradição nos dá c′ = 0 em [t1, t2], isto é, c é constante. Portanto M é

uma hipersuperf́ıcie de revolução com a geodésica γ(t) = (c, 0, . . . , 0, t) sendo o eixo de

rotação.
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