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Resumo

Este trabalho visa obter estimativas para o primeiro autovalor nao-nulo de Stekloff.
Nos concentramos, basicamente, em trés artigos de J. F. Escobar, publicados nos anos
1997, 1999 e 2000. Nestes artigos, sao obtidas estimativas para o primeiro autovalor
nao-nulo de Stekloff em fungao da geometria da variedade Riemanianna.

Inicialmente, demonstramos um teorema afirmando que para o problema de Stekloff
em uma superficie compacta, com curvartura Gaussiana nao-negativa e curvatura
geodésica da fronteira limitada inferiormente por uma constante positiva ¢, o primeiro
autovalor nao-nulo de Stekloff é necessariamente maior ou igual a ¢ e, além disso, a
igualdade ocorre se, e somente se, a superficie é o disco Euclidiano. Este resultado é
obtido usando a féormula de Bochner-Lichnerowicz e o Principio do Maximo.

No problema de Stekloff em variedades Riemannianas n-dimensionais, com n > 3,
mostramos uma estimativa para o primeiro autovalor nao-nulo de Stekloff em funcao do
primeiro autovalor nao-nulo do Laplaciano no bordo da variedade dada. Apresentamos
também uma conjectura feita por Escobar afirmando que o teorema descrito no paragrafo
anterior também ¢é verdadeiro para dimensoes maiores ou igual a trés. Esta conjectura se
encontra em aberto e mostramos uma contribuicao para a mesma exibindo uma estimativa
aproximada, embora nao tao 6tima, feita por Escobar em 1999.

Palavras-chave: Autovalor, Stekloff, Laplaciano.
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Introducao

Este trabalho descreve algumas estimativas sobre o primeiro autovalor nao-nulo para
o problema de Stekloff obtido por J. F. Escobar, publicado no Journal of Functional
Analysis em 1997, 1999 e 2000. Este problema foi introduzido por Stekloff em 1902 no
seu trabalho intitulado “Sur les probléemes fondamentaux de la physique mathématique”,
ver [13], e consiste em encontrar uma funcao ¢, nao-nula, satisfazendo o seguinte sistema:

Ap=0em M,

0

—Sozucp em OM,
on

onde v é um numero real e M é uma variedade Riemanniana de dimensao n.

A motivacao para este problema provém da fisica, neste caso M é um dominio do
plano e a fungao ¢ representa o estado de temperatura em M tal que o fluxo na fronteira
é proporcional a temperatura.

Visto que tecnicamente é dificil determinar tais autovalores e autofunc¢oes, um
importante problema tedrico consite em determinar limites inferiores e superiores sobre
os autovalores. Como o primeiro autovalor nao-nulo tem um carater variacional dado por

d f|*d
min fM‘gra 2f‘ U’
Jons =0 faMf do

vy =

observamos que é mais comum obtermos estimativas superiores a estimativas inferiores
mas, tanto do ponto de vista mateméatico quanto fisico, os limites inferiores sao mais
interessantes.

Em 1997, Escobar demonstrou, usando o Principio do Maximo e a Férmula de
Bochner-Lichnerowicz, o seguinte teorema:

Teorema 1. Seja (M, g) uma superficie compacta com fronteira. Suponhamos M
com curvatura Gaussiana, K, nao-negativa e, além disso, a curvatura geodésica, k4, da
fronteira OM , satisfaca ky > ko > 0. Entdao o primeiro autovalor do problema de Stekloff,
vy, satisfaz vy > ko. A igualdade ocorre se, e somente se, M € o disco Fuclidiano de raio
kot

Além disso, pelo exemplo 2, secao 2.1, vemos que este resultado pode nao ser verificado
se retirarmos a hipétese da curvatura Gaussiana ser nao-negativa. Este resultado
generaliza o Teorema de Payne (1970), o qual tinha mostrado que o teorema acima é
verificado para dominios no plano.



Escobar apresentou no mesmo artigo um resultado semelhante para dimensoes maiores
que dois, a saber:

Teorema 2. Seja (M",g), n > 3, uma variedade Riemanniana compacta com
fronteira. Assuma que a curvatura de Ricci de M € nao-negativa e a sequnda forma
fundamental 7 satisfaz m > kol em OM, ko > 0. Entao

v > 5"

Os detalhes do Teoremas 1 e Teorema 2 podem ser encontrados nas secoes 2.1 e 3.1.

Observamos que no Teorema 2 a estimativa nao é 6tima no sentido de nao sabermos
onde ocorre a igualdade, ou seja, a estimativa pode ser melhorada conforme Escobar
conjecturou em 1999.

Trabalhando em dominios simplesmente conexos em superficies, Escobar apresentou
outras duas estimativas, a primeira, conforme enuciada a seguir:

Teorema 3. Seja (M, qgy) uwma superficie completa simplesmente conexa com
curvatura Gaussiana constante. Seja 2 C M um dominio limitado, simplesmente conexo
com Area(Q)= Area(B, (x,)), onde B, (r0) C M ¢ uma bola geodésica de raio r com
centro xg € M. Entao

v (Q) < w1 (B (20)) -

A igualdade ocorre se, e somente se, Q é isométrico a B, (o).

Usamos para a demonstracao deste o Teorema de Weinstock e a Desigualdade
Isoperimétrica. A segunda estimativa é uma generalizacao do Teorema 3 para superficies
compactas com curvatura Gaussiana nao-positiva, o qual afirma que:

Teorema 4. Seja (M, g) uma superficie completa simplesmente conexa com curvatura
Gaussiana nao-positiva. Seja 2 C M uma conjunto limitado e simplesmente conexo com
Area(Q)=Area(B,(0)), onde B,(0) € a bola Euclidiana de raio r com centro na origem.
Entao

v1 () <1 (B,(0)).

A igualdade ocorre se, e somente se, Q0 € isométrico a bola Euclidiana B, (0).

A demonstragao deste tltimo segue-se da Desigualdade Isoperimétrica de Weyl para
superficies com curvatura nao-positiva, como pode ser visto na secao 2.2. Salientamos
que este resultado pode nao ser verificado se retirarmos a hipotese dos dominios serem
simplesmente conexos, ver exemplo em [6], pagina 109.

Na secao 3.1 apresentamos, para variedade Riemanniana n-dimensional, compacta
e com bordo, com n > 3, um resultado o qual estabelece uma estimativa para o
primeiro autovalor nao-nulo de Stekloff em funcao do primeiro autovalor nao-nulo do
Laplaciano no bordo da variedade Riemanniana dada. Usaremos para sua demonstracao
a caracterizagao variacional do primeiro autovalor nao-nulo de Stekloff. Finalizaremos
nosso trabalho apresentando a seguinte conjectura feita por Escobar em 1999, ver [6].



Conjectura. Seja (M",g), n > 3, uma variedade Riemanniana compacta com
fronteira. Assuma que Ric(g) > 0 e a sequnda forma fundamental © satisfaz m > kol em
OM, k > 0. Entao

%1 Z ]{30.

A igualdade ocorre se, e somente se, M é a bola Fuclidiana de raio T
0



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢oes bésicas e os fatos que serao usados nos
capitulos subseqiientes. Na secao 1.1, definiremos operadores importantes em Geometria
Riemanniana, como divergente de um campo de vetores e o Laplaciano de uma funcao
f € C®(M), onde demonstraremos, para tais operadores, sua expressao em coordenadas
locais. Na secao 1.2, introduziremos o tensor curvatura, operador indispensavel para
conceituar curvatura seccional e curvatura escalar, apresentaremos também, na mesma
secao, o tensor de Ricci. Na secao 1.3, exibiremos os teoremas de divergéncia e os
teoremas de Green tanto para variedades compactas sem bordo quanto para as variedades
compactas com bordo. Introduziremos, na secao 1.4, os problemas de autovalores,
dentre os quais o que mais estamos interessados é o problema de autovalor de Stekloff e
finalizaremos este capitulo com a férmula de Bochner-Lichnerowicz e com um resultado
decorrente da mesma, bastante utilizado nos demais capitulos desta dissertacao.

1.1 Preliminares e Definicoes

Denotaremos por (M™ g) uma variedade Riemanniana de classe C*°, conexa,
compacta e com bordo. Assumiremos que M é orientada e, além disso, que OM € C°.
Para cada p € M, denotamos por T,M o espaco tangente a M em p e TM o seu
fibrado tangente, o qual definiremos como a uniao de todos os espacos tangentes. A
métrica Riemanniana em M associa, a cada p € M, um produto interno em 7,M o
qual denotamos por (,). A norma associada a est4 métrica serd representada por |,|. A
métrica Riemanniana é de classe C'™ no seguinte sentido: se X e Y sao dois campos de
vetores de classe C*™ em M, entdo (X,Y) é uma funcao real de classe C* em M.

Sejam f € C°°(M) uma fungao definida numa vizinhanca de p e £ € T, M um vetor.
Representaremos por £(f) a derivada direcional de f em p na diregao &.

Definigao 1.1.1. Dada uma funcao real f € C*°(M), definimos o gradiente de f, grad f,
como campo de vetores para o qual

{grad f,&) = &(f) (1.1)

10



para todo £ € T'M.

Segue diretamente das definigdes que, para f, h € C*(M), temos

grad(f +h) = grad f+ grad h,
grad(fh) = hgrad f+ fgrad h.

Visto que a diferenciacao de fungoes em variedades é naturalmente determinada por
uma estrutura diferenciavel, a derivada de campos de vetores nao ¢ determinada por uma
estrutura diferenciavel. Portanto, faz-se necesséario introduzir uma conexao, isto é, uma
aplicacao V, definida por

YV X(M) x X(M) — X(M)
(X, Y) — VX}/,

onde X' (M) representa o conjunto de campos de vetores, satisfazendo:
L. VleH-szz}/ = flVX1Y + vaXQY;
2. Vx(Y1+Ys) =VxY] + VxYo;
3. Vx(fY)=VxY + X(f)Y.

A métrica Riemanniana em M determina uma tnica conexao, chamada Levi-Civita
ou conexao Rimanniana, que satisfaz

1. XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),
2. VxY = VyX = [X,Y],
onde [X, Y] é o colchete dos campos X e Y, ou seja, é o campo de vetores dado por
(X,Y]=XY -YX.

Definicao 1.1.2. Dado X € X (M), definimos divergente de X a func¢do real, div X,
dada por
div X =tr(Y — VyX).

O divergente é uma funcao de classe C* em M e, claramente, satisfaz para todo
X, Y e X(M),

div(X+Y)=div X +divY,
div(fX) = fdiv X + (grad f,X).

Definicao 1.1.3. Seja f € C*°(M). O Laplaciano de f € a funcdo real, Af, dada por

Af = div(grad f).

11



Segue-se, diretamente, que

A(f+h) = Af + A,
div(h(grad f)) = h(Af) + (grad f,grad h), (1.2)
A(fh) = h(Af)+2{grad f,grad h) + f(Ah).

Consideremos um referencial ortonormal {eq, es ..., e, } numa vizinhanga de um ponto
n

p € M e um campo X = Z a;e; definido nesta vizinhanga. Podemos escrever o gradiente
i=1
de f, o divergente de X e o Laplaciano de f neste referencial, como

grad f = (eif)es,
i=1

div X = Zei(&i) — (Vee, X)),
i=1

Af = Z eieif - (vez'ei)f7
=1

respectivamente.

Definigao 1.1.4. Seja f € C°(M). Definimos a Hessiana de f, Hess f, como tensor
simétrico dado por

Hess f(X,Y)= XY f—VxY}/. (1.3)

Observamos que o Laplaciano é o trago da Hessiana, isto é,

n

Af = iHess fleiei) = Z eieif — (Veei) f. (1.4)
i=1

i=1

Calcularemos agora as expressoes dos operadores citados acima em coordenadas
locais.
Inicialmente, sejam U C M um aberto e x : U — R™ uma carta local. Existem n

campos de vetores, 1 =1,...n, associados a carta os quais sao chamados derivadas

3@’

direcionais e satisfazem, para cada p € U e f, funcao diferencidavel numa vizinhanga de
p,

0 0 _1
oz, (p)f = axi(f oz )(z(p)).
0 0
Para cada p € U, os vetores %(p), ce %(p) formam uma base para o espaco
1 n

T,M, portanto, dado um campo de vetores X, podemos escreve-lo nesta base da seguinte

forma:
o
N i=1 "0y’

12



onde z; : U — R sao funcoes diferenciaveis.

Observacao: Nos calculos abaixo substituiremos, sempre que for conveniente,

por X;.
Tomemos f € C*(M). Entao

Seja (,) a métrica Riemanniana, definimos

Xf—;xi%f.

Oz,

(1.5)

0 0
gij_<0_xiaa_xj>a G_(gij)

g = det G,
onde 7,5 = 1,...,n. Entao

0

Xf= ;xiaxif = > :vigmg"“jﬁf

ij,k=1 J

Segue-se da Definicao 1.1.1 que

G—l

(

= (9"), (1.6)

X E kj
5 (g Oz, )>
k,j=1

grad f = Z (gk]aix]f) (1.7)

k,j=1

Usando os simbolos de Christoffel, os quais sao determinados pela igualdade

Vi, X;=» TEX;
k=1

em U, calcularemos o divergente do campo X.
n

Inicialmente observemos que se Y = E y;X; ¢ um campo de vetores, entao

J=1

VyX = Zijxj (szXz>
=1 i—1

= Z YV, Xi+ Z y; X, (z;) X,

1,j=1

1,j=1

1,5,k=1

jk=1

- Z Yj {Xj(xk) + Z%FZ} X (1.8)

jk=1

13



Agora, pela Definicao 1.1.2, obtemos que

div X = Z { () + foij} . (1.9)

Por outro lado, temos a seguinte igualdade:

— ngl{

o . _9 .
8xjgzl axlgu )

ver [5], pagina 56. Logo

Z%Ffj = %{ Z ng _glj + Z ng _gzl - Z ng o gzg}

i,j=1 i,5,0=1 i,5,0=1 ,7,l=1

i=1  jl=1
= —Zn:x-tr G! 0 G
2 — ! ox;
I~ 0

Substituindo (1.10) em (1.9), obtemos

div X = Zn:{ai](x])vtlxjaa (lng)}

j=1

= —Z{ )+ ija (lng)}
= —Za% (1.11)

Usando a Definicao 1.1.3 e as equagoes (1.7) e (1.11), vemos que

n

1 o (., -0
Af = 7 > - (g @8—%f>, (1.12)

’L]f

o qual é a expressao do Laplaciano em coordenadas locais.

14



1.2 O Tensor Curvatura

Definigcao 1.2.1. Sejam X, Y, Z € X(M), definimos o tensor curvatura a
correspondéncia que, para cada X, Y € X(M), associa a fungdo

R(X,Y): X(M) — X(M), (1.13)

dada por
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ - VyxZ. (1.14)

Propriedades do tensor curvatura

1. Para quaisquer campos X, Y € X(M) temos que

R(X,Y) + R(Y, X) = 0;

2. Afuncio R: X (M) x X(M)x X (M) — X(M)
T,M x T,M x T,M — T,M, ou seja, (R(X,Y
dos camposX Y Zemp

pode ser vista como uma funcao de
)Z)(p) depende apenas dos valores

Sejam x, y vetores linearmente independentes em 7, , entao

(R(z,y)z,t)
[[* [y[* = (,y)

K(.T,y) =

depende apenas do espago bi-dimensional gerado por z, y, ver [5] pagina 94.
Denominaremos K (z,y) a curvatura seccional do 2-plano gerado por z, y. Se Go(M)
denota o Grassmanniano, ou seja, a colegao de todos os espacos bi-dimensionais tangentes
a M, entao Go(M) pode ser munido de modo natural com uma estrutura diferencidvel
e, portanto,

K :Gy(M)—R

¢ uma funcao de classe C'°.

No caso particular, quando dim M = 2 e, conseqiientemente, Go(M) = TM
denominamos K a curvatura Gaussiana de M.

Sejam p € M, z, y, z € T,M, obtemos para o caso bi-dimensional a igualdade

R(z,y)z = K(p) {{z,2)y — (y,2) x} .

Este resultado também é verificado quando a curvatura seccional é constante, ver [5],
pagina 96.

Definicao 1.2.2. Seja p € M, o tensor de Ricci, Ric: T,M — R ¢é definido por

Ric(z,y) = tr(z — R(z,2)y).

15



Denominamos o traco de Ric com respeito a métrica Riemanniana por curvatura
escalar e representamos por S. Dessa forma, para qualquer base ortonormal, {eq, ..., e,},
de T,M, temos

n

Ric(x,y) = Z (R(z,e:)y, e:)

=1

e, em particular, Ric é uma forma bilinear simétrica em T,M. Se x = |z|e,, vemos que

Ric(z,z) = {Z K(ei,en)} |z|* .

No caso geral, obtemos

S=>" Kleie;).

i#]

1.3 As Formulas de Green

Seja M uma variedade Riemanniana com a métrica Riemanniana dada por ().
Associamos a tal métrica uma teoria de integracao a qual possui as seguintes propriedades:

1. A funcao f é mensurdvel se, para cada carta  : U — R", f o x7! é mensurdvel na
imagem de U em R";

2. Para toda cobertura {z, : U, — R", a € I}, onde I é um conjunto aberto de M
por cartas subordinadas a parti¢do da unidade {¢,, : a € I}, a medida Riemanniana
em M ¢é dada pela densidade

dv =" Qor/Jadz}, ... dx},

onde dzl ...dx" é a densidade da medida de Lebesgue em x,(U,) C R" e g, ¢ o

0 0

, > da carta z, : U, — R™.
Ta)i O(Ta);

O ponto essencial é que a densidade /godz! .. .dz" no dominio U ¢ independente da

fungao z. A particdo da unidade é o artificio no qual a medida é definida globalmente
em M.

determinante da matriz G, = (ga)ij = <6(

Teorema 1.3.1 (Teorema da Divergéncia). Seja X uma campo de vetores de classe
O com suporte compacto. Entdo

/ (div X)dv =0 (1.15)

Demonstracao. Ver [4], pdgina 142.

16



Teorema 1.3.2 (Teorema de Green). Sejam h € CY (M) e f € C?*(M) tais que
h(grad f) tem suporte compacto. Entdao

/ {RAf + (grad h,grad f)}dv =0. (1.16)
M

Se também assumirmos que f e h tém suporte compacto e, além disso, h € C*(M) entdo

/ (hAf — FARY dv = 0 (1.17)

Demonstracao. Segue-se diretamente do Teorema 1.3.1 e da igualdade (1.2).
[
Suponhamos que M tem fronteira M # () com a métrica e a medida de M induzida
pela métrica Riemanniana e pela densidade em M. Denotamos a densidade em 0M por
do. Seja n o vetor normal unitario apontando para fora em dM. Diante disso, temos a
seguinte versao do Teorema da Divergeéncia.

Teorema 1.3.3 (Teorema da Dilergéncia). Seja X uma campo de vetores de classe
CY(M) com suporte compacto em M. Entdo

/ (div X)dv = / (X,n)do. (1.18)
M oM
Demonstragao. Ver [4], pagina 143.

Teorema 1.3.4 (Férmula de Green). Sejam h € C'(M), f € C*(M) tais que
h(grad f) tem suporte compacto em M. Entdo

/ {RAf + (grad h,grad f)}dv = / ha—fda (1.19)
M o 0N
Se h também é C?(M) e ambas f, h tem suporte compacto em M, entdo

_ of _ oh\ .-
/M{hAf—fAh}dv_/aM{h@n an}d (1.20)

Demonstracao. Usar o Teorema 1.3.3 e a equagao (1.2).

Como aplicacao dos Teoremas de Green temos os seguintes resultados.

Corolario 1.3.1. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta sem bordo e p : M —
R uma fun¢ao harmonica. Entao ¢ é uma funcdo constante.

Demonstragao. Usando o Teorema 1.3.2 temos, tomando h = f = ¢,

/ {oAp + |grade|’} dv = 0.
M

Como Ap =0 em M, temos

/ \grade|® dv =0,
M

logo grad ¢ = 0 e, conseqiientemente, ¢ é constante.

17



Corolario 1.3.2. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta com bordo e ¢ : M —
R uma funcao, tal que

Ap=0em M
v =0em M.

Entao ¢ € a funcdo identicamente nula.

Demonstragao. Tomando h = f = ¢ no Teorema 1.3.4, obtemos
2 dp
{pAp + |grade|™} dv = p—"do.
M on 0N

Usando as hipoteses do corolario vemos que / | gmdgp] dv = 0, o que implica que

|grady| = 0 e, portanto, ¢ = cte. Visto que ¢ =0 em M, temos que ¢ = 0.
]

1.4 Problemas de Autovalores

Os modelos matematicos para os problemas de autovalores em Geometria
Riemanniana surgiram das aplicagoes fisicas em diversas areas como: acustica,
ondulatoéria, elasticidade, etc. Estes problemas vém sendo estudados desde o século XVIII
e sao rigorosamente divididos em dois tipos: problemas diretos e problemas inversos.

O problema direto, o qual é o nosso interesse neste trabalho, busca informagcoes sobre
os autovalores e as autofuncoes, ver Definicao 1.4.1, do problema correspondente em
termos da geometria da variedade Riemanniana, embora saibamos que usualmente nao é
possivel determinar especificamente tais autofungoes e autovalores.

Um importante problema tedrico consiste em determinar limites inferiores e superiores
sobre os autovalores. Devido a sua forma variacional, ver [3], pagina 16, vemos que é mais
facil obter limites superiores do que limites inferiores para os autovalores mas, tanto do
ponto de vista matematico quanto fisico, os limites inferiores sao os mais interessantes,
ver [1], capitulo III.

No problema inverso assume-se que um dos autovalores do problema é conhecido
e busca-se obter informagoes sobre a variedade Riemanniana (M, g) como: curvatura,
topologia, etc, ver [1], capitulo VII.

Em virtude disso, apresentaremos, nesta se¢ao, alguns problemas de autovalores
importantes em geometria Riemanniana e faremos algumas consideracoes. Para maiores
detalhes e informagoes ver [1], capitulo III; [3], capitulo I; [12], capitulo III e [8], capitulo
II.

Problemas de autovalor fechado: Seja M compacta, conexa e sem bordo.
Encontrar todos os niimeros reais v para os quais existe uma soluc¢ao nao-trivial ¢ €

C?*(M) para
Ap+rp=0.
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Problemas de autovalor de Dirichlet: Seja M compacta, conexa e com bordo.
Encontrar todos os niimeros reais v para os quais existe uma soluc¢ao nao-trivial ¢ €

C%(M) N C°(M) satisfazendo

Ap+ve=0em M,
w=0em OM.

Problemas de autovalor de Neumann: Para OM # (), M compacta e conexa.
Encontrar todos os nimeros reais v para os quais o sistema

Ap+vp=0em M
%IOemﬁM
on

admite uma solugao nao-trivial p € C?(M) N C°(M).
Problemas de autovalor de Stekloff: Seja M compacta, conexa e com M # ().
Encontrar todos os niimeros reais v para os quais o sistema

Ap=0em M,
g—(’; = vp em OM. (1.21)

admite uma solugao nao-trivial p € C2(M) N C°(M).

Definicao 1.4.1. Uma funcdo ¢ satisfazendo qualquer um dos problemas descritos
acima € denominada autofuncdo e v € dito autovalor para o problema correspondente.
O conjunto das solucoes para cada um dos problemas acima associado ao autovalor v
constitut um espaco vetorial denominado auto-espaco E,, .

Um resultado simples é que, para qualquer um dos problemas anteriores, os
autovalores devem ser nao-negativos. De fato, usando as formulas de Green e a condi¢ao
de fronteira, considerando f = g = ¢, obtemos que

B fM |grad g0|2 dv
N [y ?do

nos trés primeiros problemas. No problema de Stekloff, usando o mesmo argumento
anterior, vemos que

v

fM |grad g0|2 dv
v = 5
Jous ¥?do

Visto que nosso objetivo, nesta dissertacao, é estimar o primeiro autovalor de
Stekloff, apresentaremos alguns resultados para este problema que serao bastante usados
posteriormente. Para os leitores interessados em maiores infomagoes sobre os problemas
de autovalores: fechado, Dirichlet e Neumann recomendamos [1], [3] e [12], como citados
anteriormente.
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Teorema 1.4.1. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana compacta com fronteira. O
conjunto de autovalores do problema de Stekloff consiste de uma seqiiéncia

0<vi<wvy<...1 400

e cada um dos seus auto-espacos associados possui dimensao finita. Além disso, o espaco
vetorial gerado por todos os auto-espagos é denso em L*(M).

Demonstracao. Ver [8], pagina 28.

Teorema 1.4.2. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana compacta com fronteira.
Eziste um minimo para o problema variacional

d fI*d
Y1 = min fM |g7’a f| U,
fea [y, frdo

onde A = {f € C®(M); [, fdo = 0}. O minimo satisfaz o problema de Stekloff (1.21).

Demonstracao. Ver [8], pagina 26.
Teorema 1.4.3. O k-ésimo autovalor para o problema de Stekloff € caracterizado por

B ' [y lgrad o|* dv
=  max min ,
(fifornfiit \ @ L{ftLonfia} [, 92do

Vi

onde as funcoes {fi1, fa, ..., fe—1} s@o continuas por partes.

Demonstragao. Ver [8], pdgina 32.
1.5 A Foérmula de Bochner-Lichnerowicz

A férmula de Bochner-Lichnerowicz, embora seja uma identidade simples, é bastante
utilizada em Analise Geométrica para obter desigualdades importantes, como se vé em
varios teoremas de comparacao e em estimativas do gradiente. Também ¢é bastante
aplicada para estimar autovalores em variedades Riemanniana compactas e, portanto,
serd bastante usada em diversas partes desta dissertacao.

Proposigao 1.5.1 (Férmula de Bochner-Lichnerowicz). Seja f € C? uma funcao
definida em M. Entdo

%A (lgrad f|?) = |Hess f|* + (grad f,grad (Af))+ Ric(grad f,grad f).

Demonstracao. Seja {ey, ..., e, } um referencial otonormal em torno do ponto p. Neste
referencial, o gradiente de f é dado por

grad f = 2": a;e;.
i=1
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Logo
eif - fl = <g7"ad f7 6i> = Gy,

portanto,
n
grad f =) fiei.
i=1
Conseqlientemente,
n
lgrad fI* = 7.
i=1
Observe que, para cada 5 = 1,...,n, temos

(%|gmd f|2)j = Zlfifij-

Dessa forma,

1 1<
gA (lgrad f?) = 3 ; (lgrad fI?),,

t,j=1 joo =l

A equacao de Ricci é dada por, para todo 1 <1, j <n,
Fiis = fijs + Rij [y,

onde R;; denota os coeficientes do tensor de Ricci.
Usando a simetria da hessiana e a equagao de Ricci, obtemos

n

(Algrad f|*) = Z (f%+ fifjsi + Rijfif;)

ij=1

— Z o+ Z fifisi+ Z Rijfif;

4,j=1 4,j=1 4,j=1

1
2

(1.22)

(1.23)

= |Hess f|* + (grad f,grad (Af)) + Ric(grad f,grad f).

Proposicao 1.5.2. Sejam (M™, g) uma variedade n-dimensional, compacta com fronteira

e f€C>®(M). Entao

/ ((Af)2 — |Hess f|* — Ric(grad f,grad f)) dv
M

= 7 (grad v, grad v) +u (Av + (n — 1)hyu) — {grad v, grad v)) do,
oM !
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of
on’
a métrica induzida em M, e além disso, m € a sequnda forma fundamental e h, € a
curvatura média.

onde u = v = f, A€ o Laplaciano e grad ¢ o gradiente em OM com respeito

Demonstragao. Integrando a férmula de Bochner-Lichnerowicz, obtemos que

/ 1A (lgrad f|*) dv :/ (|Hess f|* + (grad f,grad (Af))+ Ric(grad f,grad f)) do.
M2 M

Por outro lado, usando o Teorema da Divergéncia, vemos que o membro esquerdo da
expressao acima é dado por

/ lA (|gmd f|2) dv = 1/ div grad(|grad f|2) dv
M2 2 )y
1
— 5/ <gmd (\grad f|2),77> do
oM

1

_ 0 2
— 5/aMa—n(]gmdﬂ ) do

Agora, para calcularmos os termos da expressao acima na fronteira, tomaremos um
campo ortonormal numa vizinhanga do ponto ponto P € OM, {e1, ey, ..., e,}, tal que
e, seja o vetor normal apontando para fora. Assim,

Observe que, para 1 <i<n —1,

N | —

n—1

fin = eienf - Veienf = U; — Z <v ;Eny ej = U; — Z hzgf] = U; — Z hljvj’

j=1

onde h;; sao os coeficientes da segunda forma fundamental. Dessa forma,

n—1 n—1 n—1
Z fifin = Zviui — Z hijviv; = <gr71 v, grad u> -7 (gmd v, grad v) . (1.25)
i=1 i=1

i.j=1
Usando integragao por partes, temos

/M<grad f,grad (Af)) :—/M(Af)2dv+/ (Af) gf; (1.26)

oM

22



n—1

Comop € OM e Af = fon + Z fii, vemos que

=1
n—1 n—1
Af = fan = me = Zeieif —Veeif
=1 i=1
n—1 n—1
= Z eieif — veieif + Zveieif — Veieif
=1 i=1
n—1
= Zf + Z <ve¢€i - Veiei: en> fna
=1

onde tltima igualdade segue-se da definicdo do A e do fato que V é a projecio ortogonal
de V em OM. Portanto

i
L

Af = fon = Zf_ <veiei7€n> fn

ﬂ.
_

3
|

= Af+ ) (e, Veen) fo=2Av+ (n—1)hyu, (1.27)

1

~.
I

onde hy ¢ a curvatura média.
Usando (1.24), (1.25) e (1.27), obtemos

L[ 9 2) 4o — Of 45 —
5| g lared ;Pyao— [ (apZla

/ (grad v, grad u) do — / 7 (grad v, grad v) do — / u (Av+ (n — 1)hgu) do
oM oM oM

Usando esta tultima igualdade, temos

/ Ric(grad f, grad f)dv—l—/ |Hess f\2dv+/ (grad f,gmd(Af))dv—/ (Af)gda =
M M M oM on
<g7’ad v, grad u> do — / 7 (grad v, grad v) do — / U (ZU + (n — 1)hgu) do,
oM oM oM

e, portanto, usando a equagao (1.26), concluimos que

/ ((Af)2 — Ric(grad f,grad f) — |Hess f|2) dv = / T (Wl v, grad v) do —
M oM

/ (grad v, grad u) da+/ u(Bo+ (n— 1)hyu) do.
oM oM
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Capitulo 2

Teoremas de Comparacao em
Superficies

Neste capitulo, analisaremos o problema de autovalores de Stekloff para as superficies,
ou seja, em variedades Riemannianas de dimensao igual a dois. Nosso interesse
neste problema é estimar, inferiormente e superiormente, o primeiro autovalor nao-
nulo do problema de Stekloff em fungao da geometria da superficie. Na secao 2.1,
usaremos a geometria da superficie para estimar, inferiormente, o primeiro autovalor de
Stekloff em superficies de curvatura Gaussiana nao-negativa. Na se¢ao 2.2, estimaremos
superiormente o primeiro autovalor de Stekloff em dominios simplesmente conexos na
superficie.

2.1 Estimativa Inferior para o Primeiro Autovalor de
Stekloff.

Seja (M, g) uma superficie compacta com fronteira. Discutiremos o primeiro autovalor
nao-nulo do problema de Stekloff, a saber:

Ap = 0em M,

— = 1 em OM.
Teorema 2.1.1. Seja (M, g) uma superficie compacta com fronteira. Suponhamos M
com curvatura Gaussiana, K, nao-negativa e, além disso, a curvatura geodésica, kg, da
fronteira OM , satisfaca ky > ko > 0. Entao o primeiro autovalor do problema de Stekloff,
vy, satisfaz v1 > ko. A igualdade ocorre se, e somente se, M € o disco Euclidiano de raio
kot
Demonstracao. Seja ¢ uma autofuncao nao-constante para o problema de Stekloff.

Aplicando a férmula de Bochner-Lichnerowicz a funcao f = §| grad o|?, obtemos

Af = |Hessp|> + (grad ¢, grad (Ap)) + K|grad ¢|*.

24



Como ¢ é uma funcao harmonica e K > 0, temos

Af = |Hessp|* + K|grad o|* > 0, (2.1)

e, portanto, f é uma funcao subharmonica. O Principio do Maximo mostra que se M é

uma variedade Riemanniana compacta com bordo e f € C%(M) é uma funcao tal que
Af>0

em M e, além disso, seja P é o ponto de maximo de f entao verifica-se que:

1. Se P é um ponto interior em M entao f é identicamente constante;

2. Se P € OM entao I (P) > 0, ou seja, a derivada na dire¢do normal apontando
n

para fora tomada em P ¢é positiva, ver [11].

0
Suponhamos que a—f (P) > 0. Seja (t,x) as coordenadas de Fermi em torno de P, ou
Ui

seja, x representa um ponto sobre OM e t a distancia a fronteira do ponto x.
Escreveremos a métrica na coordenada de Fermi.
Observemos, primeiramente, que

d/o 9N _ /Do DN [0 DD 22)
dt \ot’ oz / — \dtot’ ox ot'dtox '
_/bo o
N dt 0z’ Ot
d /0 0 Do 0 Do 0
0:a<a@> = 2<d—a§>:2<aa—a> (2:3)

Usando (2.2) e (2.3) temos que, fixado z,

<%(t,x),é%(t,x)> _ cte.

para todo t. Tomando t = 0, obtemos

<%(t,x), %(zﬁ,x)> =0, V(t,xz) € M,

portanto

g = dt* + h*(t,z)dx?,
0 0
2 _ ]
onde h* (t,z) = <8x (t,x), e (t,a:)>.
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Considerando que OM esta parametrizada pelo comprimento de arco, temos que

h(P)_le%(P):O.

Calcularemos, agora, o gradiente de . Para isso escrevamos

0 0
grad ¢ = Ao —|—b%

Assim,
8_g0 = rad O\ _ a
ot~ A\ a/) "
dp _ d _ 112
o <gmd ©, 8x> = bh”.
Logo
B &p 0 _,0p 0
grade = oot s oe
Portanto
8(,08 _,0p 0 0p 0 _,0p 0
2 _ _ 27 7 Zr = 27 7
lgrad o = (grad ¢, grad ¢) = < ot ot +h Ox Ox’ Ot Ot +h Ox Ox
o Dip o [ Op ?
- (at) 1 (5)
e
Of _0p Pp  y0pPp_, 0h (00’
or Ot 0xot Ox Ox? ox \ox )
Calculando a expressao acima no ponto P, obtemos

dp Op  Op Py 0
Ot Oxdt ' dx Hx2

pois P é um ponto de méximo de f na direcao x.
Por outro lado, sabemos, da equagao (1.12), que o Laplaciano em coordenadas locais

¢é dado por
1 0 ~8g0)
Ap=— V.
14 \/EHZZI ox; (\/ﬁg Oz

(2.4)

Observe que

10 D 10
G:(glj):<0 h2)7 Gl:(g]):(o h_g),g:detG:h2.

Dessa forma,
2
_ 0 L Op 0 00
— 1 E 1Y i2Y7

=1
[0 Op 0 _10p
_ 1) =7 -r _ 17
= h {8t< 8t)+83:(h ax)}
Ohdp  Pp | ,0ndp D%
_ 1 _ 1z 7
= {875815 o T e T o
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Tomando a equagao acima no ponto P, obtemos que
0h 0 0? 0?
ot ot ot?  0x?

Agora, calcularemos a curvatura geodésica de dM. Observemos que

0 0 o 0
by = —<V§za’%>——<vm’%>

_ Lo /0 0N _ 9 ey 00
B _28t<8x’8x>_ at(h)_ "o

Tomando esta tultima igualdade em P, vemos que

oh
k’g — —a

Resulta de (2.5) e (2.6) que

2 2
S L

Ap — = ©
L YO R TR

Derivando f em relacao a t obtemos

o _ete ade e (02!

ot~ ot o2 Ox OtOx ot \ ox

Assumindo a expressao acima em P e usando o fato que k; = ——, temos

8t

ot ot o2 ' Or otz or

Usando (2.7) concluimos, em P,

) 002y O O? 9o\ 2 00\ 2 00\ 2
of _ el Op @Mg(_w) +kg(_¢) _kg(_w)

ot ot ot Ox Otox Ox ot ot

0p0*p  Op 0%  0pd*p  0pd?*p
_ 2 -rZ -
= holgrad o'+ o ot S Bior ot 0 9t 922

dp Pp  dpdyp

_ 2 _r-r

= Kolgrad o™+ 5 Stor ~ ot oar
Oy

Se 2 (P) # 0, segue-se de (2.4) que

T

Op &y

e _ ot ozt

ox? dp

Ox
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0 0
A condicao de fronteira implica que % _ V1, logo _ V1 e, conseqiientemente,

on ot
e Oy
R 1/1%. (2.10)
Dessa forma, (2.9) e (2.10) implicam
Op  0Op
Pe otV ox _ Op
axz = a_g@ = Vla. (211)
ox

Usando (2.8), (2.10) e (2.11) temos

of _ 2 o9\’ 0\
5 kylgrad | V1<at) 5o

kglgrad of* — wi|grad o|*
(ky — 11) |grad ¢|* < 0.

Logo 11 > k, (P) > ko.
Suponhamos que ge (P) = 0. Sabemos que

ox
of _0p &, 5000% | 40h (0p\*
or Ot Oxot Ox Ox? or \ozr )

Derivando a expressao acima em relacao a x, obtemos

*f <0290>2+390 Gy +h_2{(82¢)2+a¢a3¢}_Qh_3aha¢82¢

Ox? Dot Ot 0220t 022 Oz 03 Oz Oz Ox?
o (B (3 e e (B (3)
Como % (P)=0e g—‘j (P) = 0, temos
- () o (52) 212

Utilizando a equagao (2.10) em (2.12), vemos que

ﬁzy28_@2+a_¢83(p+a2¢2
o2 Y\ ox ot 0x20t Ox2

8o\ 8¢ 2o\’
o 2 - _ _ _r _
= <ax> * ”“”)( ”13952)*(@:62) '
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Como g—i (P) = 0, obtemos

o2 f %0 D% 2
—(P)=vilp—+ (== < 2.1
T () =gl (2] <o (213
pois P é um ponto de méximo de f na direcao z.

0
Aplicando a condigdo de fronteira e a igualdade ad (P) = 0 na equagao (2.8),

Ox
encontraremos que
of oo\ P
ZL(p) = el halh
o PV = ks (815) G
82
= ]4'97/12902 + 1/1508—;2.
Visto que aa—{ (P) = —g—£ (P) < 0 temos

2

0%
]{?91/12@2 + VﬂO@ <0

e portanto
2

0
kovi®p* + Vfgoa—xf < 0. (2.14)

Somando (2.13) com (2.14) resulta
920\’ 0
(a_xz) + 21/%(,0@ + k?gl/i))@2 < 0,
o qual completando o quadrado desta tultima desigualdade, obtemos
0? ?
(a—mf + Vfgp) + 1} (kg — 1) 9* < 0,

portanto v; > k, > k.

Suponhamos agora que f é constante. Observe que f # 0 pois ¢ nao é constante,
logo f é harmonica e segue-se da equagao (2.1) que Hess ¢ =0e K =0 em M.

Seja {e1, ea} um campo ortonormal tal que e; é tangente a OM e es = 1. Logo

0= Hessp (e1,e2) = e1ea9p — Ve e
= e () — kgerp
= (- kg) 1.

Observe que se e = 0 em OM entao ¢ = cte em OM.
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Dessa forma, chegamos ao seguinte sistema:

Ap = 0Oem M
¢ = cteem OM.

Considere ¢ = ¢ — cte. Temos

AYp = 0em M
v = 0em OM.

Pelo corolario (1.3.2) temos que 1 é constante. Conseqiientemente ¢ é constante, o
que é uma contradigao. Logo vy = kg, exceto quando e;p = 0. Como Hessy (e1,e1) =0
temos

Hessyp (61, 61) = ee1p — Ve €19
= ere10 + kgeap
= ee1p+ ki =0.

Portanto ¢ satisfaz, na fronteira, a equagao diferencial de segunda ordem dada por

d*p
ﬁ —f—kgl/l(p = O
0 (0) =¢(l)

onde [ representa o comprimento de dM.

Como a func¢ao ¢ nao é identicamente nula temos que ¢, se anula num ntmero finito
de pontos, portanto v; = kg, exceto num ntmero finito de pontos. Usando a continuidade
de kg4, concluimos que v; = k, em todos os pontos. Logo v = k, > ky.

0
Se vy = ko, entao f é constante, pois caso contrario, a—f(P) > (0 e terfamos
vy > ky(P) > ko, contradigdo. Como f é constante temos que k, = ko em todos os

pontos e K =0 em M, logo M é o disco de raio T [
0
Estabeleceremos agora algumas relagoes entre os primeiros autovalores nao-nulos de

Stekolff em variedades Riemannianas com métricas conformes.

Sejam (M, go) uma superficie compacta com fronteira e g = €2/ gy a métrica conforme
obtida da métrica go. Denotamos por v (g) o primeiro autovalor ndo-nulo para o
problema de Stekloff com respeito a métrica g. As seguintes proposicoes estabelecem
a relacao entre v (g) e v1 (go)-
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Proposicao 2.1.1.
vi(g) > (maxe! ™) (go).

Demonstragao. Seja ¢ € C* (M). Definimos

0u(0) = Jys lgrad <p|§ dv,
! Jors ©2dog

Como a integral de Dirichlet é um invariante conforme e do, = e/do,,, temos

2
_ fM ]gmd S0‘90 dvy > ng(‘zp)

Qqylp) = ) z .
efdo (=)

Por outro lado, sabemos que

d fI*d
1(g) = miy D 0T T2
rea [y, frdo

onde A={feC>/ [  fdo=0}.

Portanto, tomando o infimo sobre todas as fun¢os ¢ € A, obtemos que

-1
> f(z) )
n(0) = (1m0

Segue-se diretamente da proposicao anterior, os seguintes resultados:

Corolario 2.1.1. Se f for constante em OM, entao

vi(g) = e v1 (90).

Corolario 2.1.2. Seja (M, gy) uwma superficie compacta com fronteira e curvatura
Gaussiana nao-negativa. Suponhamos que a curvatura geodésica de OM, com respeito
a métrica go, satisfaz kg, > ko > 0. Entdo para a métrica g = e*/ g, temos

—1
v(g) > (max ef(z)> kg

x€OM

vi(g) > (xrggﬁ 6“”) (J?alﬁb {ef(x)kg(iv) - anjg: (’L’)}) :

Demonstracao. A primeira desigualdade é conseqiiéncia direta da Proposicao 2.1.1 e
do Teorema 2.1.1. A segunda desigualdade segue do fato que, se g = €*/ gy, entdo k, e

k,. satisfazem
of
k,=e’ (k + —) .
g go ango

g0
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Apresentaremos, a seguir, dois exemplos do problema de autovalor de Stekloff.

Exemplo 1. Sejam S* a esfera unitdria em R® e N = {(0,0,1)} o pédlo norte. Seja o:
S? — {N} — R? a projecio estereogrifica, a qual é definida por

T i)
O-(xlv'r27x3) - ( >

1-56371—1'3

Usando coordenadas locais temos que
¢ (u,v) = (\/1 —vZcosu, V1 — v2senu,v> ,ve(—=1,1)

é uma parametrizagiao de S? — {N U S} e, além disso

14+wv 14+wv
VW=00p= cos u, senu | .
1—v 1—wv
Desta forma,

Py = <—\/1—U2SQHU,V1—1}2COSU,O>, Py = (

—
———senu, 1
vV1—12 ’ )

—v
——— Cos u,
V1—v?
implicam .
g1 v, Gi2 € 922 1 — 2

Por outro lado, os coeficientes de 1) sao dados por

_ I+
911—1_

0’ G12 =0 € Gggy =

=0 (1+v)
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Observe que

1\? 1\? 1\?
9n = (m) g11, Y12 = (m) 912 € G2z = (m) g22-

Portanto, para wy, wy € T,S temos

)\2 <w1, w2>p - <d0p (wl) 7dO-P (w2>>o'(p) )

1
onde \ =
1—w
Como
1 B 2z 2z -1+ 22 + 22
g (l'l,xQ) - 2 PR 2 2 2 2 )
1+ 425 14+27+25 1427+ 25
temos
1+t + a3
14 a4l

Denominamos = = (1, x2), podemos escrever

=1+ =) . 2

1+ ||z IREAER

Definimos a métrica em 7,5 por

(wy, qu)p = % (dop, (w1) , doy (w2)>a(p)
(wi,wa), = (1=0)*(do, (w1) ,doy, (ws)),,,,

9 2
(wi,wa), = (TH»THQ) (doy (w1) , doy (w2)) ) -

a qual representamos abreviadamente por

(™) (90) = €53,
4

—_—.
(1 + ll=)

A bola geodésica de raio r com centro S = (0,0,—1), B, (S) C S? satisfaz que
o (B, (S)) = Br(0), onde R = tan (g) Tomando g = (671)" (go) vemos que a funcao f

é constante em 0Bpg. Dessa forma o coroldrio (2.1.1) implica que

onde e/ =

1
v (g) = e*f}—%. (2.15)
Usando a igualdade
of
k:ﬂ%k+——) 2.16
g go a,r]go ( )
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obtemos,

Mgy
1 . 0f
_ f= f
e R+e 37790
1 d
= e = — —f 2.17
€ R 0ng, (e ) ( )
1+ R*1 9 (1+R?
N 2 R OR 2
1+ R* . 1-R* [ 2R \'
2R 2R \1—-R?

_ ( 2 tan(r/2)

-1
= tan~'r = cot .
1—tan2(r/2)) e

Por outro lado, por (2.15) e (2.17) temos

0
vi(9) = ky+ — (e
! Mg ( )
= cotr+ i 1+ R
B OR\ 2
cotr + R
r
= t tan —.
cotr + tan 5
Exemplo 2. Considere R® munido com a métrica {x,y) = x1y1 + oy — T3y3, onde

= (21,22,23), ¥y = (y1,y2,y3) € R3. Definimos espaco Hiperbdlico o conjunto
H? = {x €ER3 (x,2) = —1,23 > 0}.

Seja D = {(ur,uz) € R%* uf+u3 <1}. Consideremos a “projecio estereogrdfica”
o : H?> — D definida por

T i)
o (r1,x9,29) = ( ) )

1+£L'3’]_+J,’3

Usando coordenadas locais temos que
¢ (u,v) = (vcosu,vsenu, V14 v2> ,

v>0eu € (0,27), é uma parametrizacao do espago hiperbdlico excluindo apenas um
meridiano e o ponto N = (0,0, 1), mas qualquer ponto a menos de N é coberto ajustando

o dominio. 1

1+ 02

Os coeficientes de ¢ sao g1; = v?, gia = 0, oo =
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Tomando

v v
=0o0opYy=|—"F——COosSUu, ———=senu |,
v 4 (1+\/1+112 1+ V14 v? >

obtemos,
v? 1

» G12=0e7p= :
(1+viter) 7 T+ 1+ vITe)

g1 =

donde,

2

1 ? 1 1 ?
— _ , = — __ e aq. = —_— .
Ju <1+ 1+v2> e <1+ 1+v2> g€ e <1+ 1+v2> 922

Portanto para wq, wy € TpH2 temos,

)\2 <’w1, U)2>p = <d0'p (wl) ,dO'p (w2)>a(p) R

1
onde A = —————. Como

1+ V1 + 02
—1 o
g (1’1,513‘2)—(

21 279 1+ 22 + 23
l—a?—a2’1—a? =23 1—2%—2%)’

escrevendo ||z|* = 22 + 22, obtemos

1 2 2
Vil | RS T wrr S

L~ lal® L~ flal*
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Definimos a métrica em 71, H 2 por
1
(wi,wy), = = (doy (w1) , doy (w2)) ()

(wy, w2>p = (1 +V1+ "U2>2 (dop (w1) , do, (w2)>0(17)
(whwz)p = <

ou abreviadamente por

9 2

1_—||a;||2> (doy (wr) , doy, (w2)>a(p) ’
(071)" (g0) = e,

4

(1 [l2l?)”

Tomemos agora a bola geodésica de centro N = (0,0, 1) e raio r. Entao r = ¢(a(t)),

onde e/ =

2t 1+t
ondet € [O,R] e Oé(t) = Uﬁl(t) = (O, TtQ, 1%152)
Dessa forma,
R R
2 1+ R
- / lo/ (1) dt = / 2 g (1EEY
1+ R T—1
Logo e" = i e, portanto, R = c = tanh(i). Novamente pelo corolario (2.1.1)
1-R e + 2
temos,
1
v (g) = e*fﬁ.

Usando (2.16), vemos que

_ —f=- _ =f
by = e R 0Ony, (6 )
1

Segue-se entao que

o , _
nile) = byt g ()

1 — 2
= cothr—ki( R>

OoR 2
= cothr — R
= cothr — tanh g

Este exemplo nos mostra que, se a curvatura Gaussiana for negativa entao o Teorema
2.1.1 pode nao ser verificado.

36



2.2 Estimativa em Dominios Simplesmente Conexos.

Seja M um dominio simplesmente conexo do plano. R. Weinstock obteve em [15] que o

2m
primeiro autovalor nao-nulo de Stekloff, v, satisfaz v, < T onde L é o comprimento da

fronteira e a igualdade é satisfeita se, e somente se, M é o disco unitario. Posteriormente,
2

4
J. Hersch, L. E Payne e M. M Schiffer demonstraram em [9] que vy > Tz
é o segundo autovalor nao-nulo do problema de Stekloff. Nesta secao, apresentaremos
um resultado, demonstrado por Escobar em [6], o qual generaliza os resultados obtidos
por Weinstock, ou seja, obtemos um resultado analogo para superficies compactas com

fronteira.

onde s

Teorema 2.2.1. Seja (M, gy) wuma superficie completa simplesmente conexa com
curvatura Gaussiana constante. Seja 2 C M um dominio limitado, simplesmente conezxo
com Area(Q)= Area(B, (x,)), onde B, (x0) C M ¢é uma bola geodésica de raio r com
centro xo € M. Entao

v (€2) < v (Br (20)) -

A igualdade ocorre se, e somente se, Q € isométrico a B, (x).

Demonstracao. Seja g; = cgg, ¢ > 0. Considere (M, g;). Como (M, gy) tem curvatura

Gaussiana constante K, entdao (M, g;) terd curvatura constante e igual a —Kj. Além
c

disso, pelo Corolario 2.1.1 temos que

v1(g1) = cvi(go)-

Dessa forma, basta considerarmos no enunciado do teorema a curvatura Gaussiana de
(M, g0), Ko € {1,0,—1}. Portanto, temos que M é isométrica a esfera unitéria, o plano
Euclidiano ou ao espaco hiperbdlico de curvatura -1. O Teorema de Wienstock diz que

2
11 () < —, onde L é o perimetro de 9. A desigualdade isoperimétrica em M implica

que, em M, L > L (r) onde L (1) representa o perimetro da 0B, (xg), igualdade satisfeita
somente quando € é isométrica a B,(x). Portanto

2m
~ L(r)

v1(§2) : (2.18)
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No Exemplo 1 mostramos que, se B,(1y) € S?, entao

v1(Bo(xg)) = cotr + tan(

CosTr sen
+

senr COS

(@]
]
n
V)
—~
|
~—
|
n
@
=
—~
~—
n
@
=
—~
13|01
~—

~—

N N

r
2
2sen(3) cos() cos(
3
c

Se no Exemplo 1 tomarmos «(t) = (Rcost, Rsent) e

B(t) = cr_l(&(t» _ (QRCOSt 2Rsent —1+ R )

1+R21+R 1+ R?

entao

2 ™ 9R 2R
L = ! - :2 —_—
0= [ 1wla= [ W(HRQ),

onde R = tan (g) Logo

ETN
[

Assim, concluimos que

Analogamente, usando o Exemplo 2, se B,.(zo) C H?, entao
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| 3

oIS (o1t DN
~— | ~~— ~—

v1(Bo(xo)) = cothr — tanh(

coshr  sinh(

sinhr  cosh(

2sinh(3) cosh(5)
B 1 1
~ 2sinh(%)cosh(%)  sinhr’

Tomando agora a(t) = (Rcost, Rsent) e

ﬁ(t):O'_l(O(@)):(l_RQ, 1_R2’1_R2

2 2 2R 2R
L(r)= "(t)| dt = dt =21 | ——
0= [ = [ 2 - (25,

onde R = tanh (g) Logo

B 2 tanh (g)
Lr) = am (m)

2Rcost 2Rsent 1 —I—R2>

temos

cosh™2 (g)
= 27 (2 sinh (g) cosh (g)) = 2 sinh r.
Desta forma, temos )
T
121 (BT(.T())) = m (219)

No caso da bola Euclidiana, vé-se facilmente que (2.19) é satisfeita. Observamos que
para todos estes casos a igualdade de (2.18) é satisfeita.

u

Generalizamos este ultimo resultado para superficies completas e simplesmente

conexas com curvatura Gaussiana nao-positiva, como pode ser visto em [6], pagina 108.

Teorema 2.2.2. Seja (M,g) wuma superficie completa simplesmente conexa com
curvatura Gaussiana nao-positiva. Seja @ C M uma conjunto limitado e simplesmente
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conezo com Area(2)=Area(B,(0)), onde B,(0) € a bola Euclidiana de raio r com centro
na origem. Entao

v () <1 (B:(0)).

A igualdade ocorre se, e somente se, Q € isométrico a bola Euclidiana B,(0).

Demonstracao. O Teorema de Wienstock diz que

onde L é o perimetro de 0f). A desigualdade isoperimétrica de Weyl em variedades com
curvaturas nao-positivas, ver [14], diz que

L? > 47 A,

onde A= Area(Q) e a igualdade é satisfeita apenas para a bola Euclidiana. Dessa forma
temos que L > 2mr, portanto

1241 (Q) S

S |

= 11(B,(0)).

u

A hipétese do dominio ser simplesmente conexo nos teoremas anteriores é

indispensavel e um exemplo, o qual nos mostra isto, foi construido por Escobar e pode
ser encontrado em [6], pagina 109.
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Capitulo 3

Teoremas de Comparacao em
Variedades n-Dimensionais

Neste capitulo discutiremos estimativas, superiores e inferiores, do primeiro autovalor
nao-nulo de Stekloff em variedades n-dimensionais. Veremos no Teorema 3.1.1 que a
estimativa encontrada nao é 6tima como no caso de superficies, ver Teorema 2.1.1.
Finalizaremos este capitulo com uma conjectura feita por J. F. Escobar em [6], pdgina
115.

3.1 Estimativas em variedades M".

O préximo teorema estabelece uma estimativa superior do primeiro autovalor nao-
nulo de Stekloff em funcao do primeiro autovalor do Laplaciano na fronteira da variedade
Riemanniana.

Teorema 3.1.1. Seja M", n > 3, uma variedade Riemanniana compacta com fronteira.
Assuma que a curvatura de Ricci de M € nao-negativa e a sequnda forma fundamental
de OM, m > 0. Entao

. 2\
min h,(x) | v, <
(:EE(?M g( )) ! n—1 ’
onde A1 € o primeiro autovalor nao-nulo do Laplaciano em OM e hy é a curvatura média.

Demonstracao. A Proposicao 1.5.2 mostra que para uma funcao suave f definida em

0
Meu= 8_f em OM, a seguinte identidade é satisfeita,
n

/ ((Af)* —|Hess f|2) dv = / Ric(grad f, grad f)dv+/ (Af + (n — 1)hyu)udo
M M

oM

— / <gmd f,grad u> da+/ mw(grad f,grad f)do,
oM o

M
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onde grad, A representam, respectivamente, o gradiente e o Laplaciano em M com
respeito a métrica induzida em OM. Seja ¢; a primeira autofungao do Laplaciano em
oM.

Seja f uma fungao harmonica em M satisfazendo que f = ¢; em OM. Aplicando a
Proposicao 1.5.2 encontramos que

/ (Apr + (n — 1)hyu)udo — / <gmd o1, grad u> do < 0.
oM

oM

Usando o Teorema de Green, obtemos

/ <g7‘ad w1, grad u> do = —/ uApido,
oM oM

portanto,

2/ ulAgido < —(n — 1)/ hu’do.
oM oM

Como Ap; + Ap; = 0 em OM, temos que
—2/\1/ prudo < —(n — 1)/ hgu2da,
oM oM

2\ faM hgyu*do
> .
n—1 faM orudo

donde

Dessa forma
2 2d

. 3.1
n—1" zeoM Jous Prudo (3:1)

Observe que o primeiro autovalor nao-nulo para o problema de Stekloff tem a seguinte
caracterizagao:

2

d
min —fM|Vf2’ U.
faMfZO faMf do

Por outro lado, usando o Teorema de Green e a condicao de fronteira, obtemos que

Vi*d
vy = min —fM’ fJ Y
Jons £=0 faMf do
2
iy doa Ao
Af=0 [, ufdo

Usando esta ultima igualdade e a desigualdade (3.1), obtemos

2
al > (min hg(m)) V1.

V=

n—1 T€EOM
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Teorema 3.1.2. Seja (M™,g), n > 3, uma variedade Riemanniana compacta com
fronteira. Assuma que a curvatura de Ricci de M é nao-negativa e a sequnda forma
fundamental 7 satisfaz @ > kol em OM, kg > 0. Entdo

ko
vy > E
Demonstracao. Usando a Proposicao 1.5.2 temos que, para uma funcao suave f definida
0
em M, u = O_f em OM, a seguinte identidade é satisfeita:
U]

/ ((Af)* —|Hess f|2) dv = / Ric(grad f, grad f)dv—l—/ (Af + (n —1)hyu)udo
M M

oM

M

— / <gmd f,grad u> da—i—/ m(grad f,grad f)do,
oM 0

onde grad, A representam, respectivamente, o gradiente e o Laplaciano em OM com
respeito a métrica induzida em OM.

Seja f a primeira autofuncao do problema de Stekloff. Como f é harmonica, obtemos,
usando a identidade acima, que

=}

>/ (—]Hess f\2 — Ric(grad f,grad f)) dv
M

_ / (Zf+<n_1>hgu>udo—_/ (grad f,Mu}daJr/ r(grad f,grad f)do
oM oM oM

> —2/ <g7‘ad fygrad u> da+k‘0/ ‘gmd f|2da.
oM oM

Usando a condicao de fronteira da funcao f, obtemos que

0>_2y1/ (grad f}2d0+k0/ igrad /|1 do.
oM oM

Observe que
/ |gmd f‘2d0 > 0,
oM

pois, caso contrario, teriamos f = cte em OM e, portanto, f = cte em M. Isto é uma
contradicao visto que f é a primeira autofuncao de Stekloff. Dessa forma concluimos que
ko

v > —.
L7759

u
: , k
Vimos no teorema anterior que vy > = quando n > 3. No Teorema 2.1.1, ou

seja, quando n = 2, obtemos uma estimativa melhor, 1y > ky. Dessa forma vemos que a
estimativa obtida pelo teorema acima nao é 6tima, isto é, ela pode ser melhorada. Diante
disso, Escobar acreditava, conforme conjectura em [6], pagina 115, que o Teorema 3.1.2
também ¢é verdadeiro quando v; > kg, isto é, que o resultado a seguir também ¢ valido.
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Conjectura 3.1.1. Seja (M",g), n > 3, uma variedade Riemanniana compacta com
fronteira. Assuma que Ric(g) > 0 e a sequnda forma fundamental 7 satisfaz m > kol em
OM, k > 0. Entao

%1 Z ]{30.

A igualdade ocorre se, e somente se, M é a bola Fuclidiana de raio T
0
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