UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
INSTITUTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA UFBA-UFAL

GIOVANE FERREIRA SILVA

FATORES DE MEDIDAS GIBBS SEQUENCIAIS

Maceio

2016



GIOVANE FERREIRA SILVA

FATORES DE MEDIDAS GIBBS SEQUENCIAIS

Tese de Doutorado apresentada ao Programa de
Pés-graduacdo em Matemdtica UFBA-UFAL
da Universidade Federal de Alagoas, como re-
quisito parcial para obtencao do grau de Doutor
em Matemadtica.

Orientador: Prof. Dr. Krerley Irraciel Martins
Oliveira

Maceio

2016



Catalogacao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisdo de Tratamento Técnico
Bibliotecaria Responsavel: Helena Cristina Pimentel do Vale

S586f Silva, Giovane Ferreira.
Fatores de medidas Gibbs seqiienciais / Giovane Ferreira Silva. — 2016.
48f.

Orientador: Krerley Irraciel Martins Oliveira.

Tese (doutorado em Matemaética) — Universidade Federal de Alagoas.
Instituto de Matematica. Macei6, 2011.

Bibliografia: f. 46-48.
1. Medida Gibbs seqtiencial. 2. Shift total. 3. Aplicacao fator 1-bloco.
4. Decaimento exponencial esticado. 5. Decaimento polinomial. 6. Variacdo

Somavel.I. Titulo.

CDU: 519.24




AUTOR: GIOVANE FERREIRA SILVA

FATORES DE MEDIDAS GIBBS SEQUENCIAIS

Tese submetida ao corpo docente do
Programa de Pés-graduacdo em Matemdtica
da Universidade Federal de Alagoas como
requisito parcial para a obtengdo do grau de
Doutor em Matemdtica, aprovada ao 09 dia
do més de agosto do ano de 2016.

,M %\\d Ibvv-;

Dr. Krerley Irraciel Martins Oliveira, UFAL (Orientador)

Banca Examinadora:

Dr. Ali Tahzibi, USP(Examinador Externo)

RES iy L b L

Dr. Rafael N6obrega Lucena, UFAL

Dr. Ali Golmakgni, UFAL

|
Dr. Nivaldo Costa MunizZU/FMQ(Examinador Externo)




A minha familia



AGRADECIMENTOS

A CAPES pelo suporte financeiro ao longo de todo o curso de Doutorado.
A minha esposa Regina, pelo companheirismo durante essa jornada. Aos meus filhotes Giovane
Jr e Giovana, razdes do meu viver.
A minha me e ao meu pai pela vida, pelos incentivos... Aos meus irméos Junior, Fldvia e Bris.
Ao meu orientador Krerley pelas motiva¢des, encorajamentos e atengcao para comigo € minha
familia.
Ao Renaud pelos conselhos, atengdo e receptividade no tempo em que estive em Brest.
Ao professores Ali Tahzibi, Ali Golmakani, Rafael Lucena e Nivaldo Muniz pela participacao
em minha banca. Ao professor Yuri Lima pelas vérias sugestdes dadas para a melhoria da escrita
desta tese.
Aos professores da UFAL e UFBA, pela atencdo e motivacao durante esses anos. Em especial
ao Paulo Varandas por ter lido essa tese e ter dado varias sugestoes.
Aos professores do DEMAT, pelo incentivo e encorajamento. Dando destaque a Vanessa e ao
Nivaldo pela revisao e sugestdes dadas para a melhora deste trabalho.
Aos meu colegas de doutorado que compartilharam comigo todos esses anos.

E a todos que participaram diretamente e indiretamente na para que essa etapa de concretizasse.



RESUMO

Definimos uma nocao fraca de medidas de Gibbs, que chamamos de medidas Gibbs sequenci-
ais. Essas medidas sdo apropriadas para o estudo de dindmica nao-uniformemente hiperbdlica.
Extendemos os resultados anteriores de Kempton e Pollicot (POLLICOTT; KEMPTON, 2011),
Ugalde e Chazottes (CHAZOTTES; UGALDE, 2011). Mostramos que a imagem de uma apli-
cacdo fator 1-bloco de uma medida Gibbs sequencial é também Gibbs sequencial, com a mesma
sequéncia de Gibbs. Obtemos algumas estimativas sobre a regularidade do potencial da medida

imagem.

Palavras-chaves: Medida Gibbs Sequencial; Shift Total; Aplicagcdo Fator 1-bloco; Decaimento

Exponencial Esticado; Decaimento Polinomial; Variacio Somavel.



ABSTRACT

We define a weaker notion of Gibbs measures, that we call sequential Gibbs measures. These
measures are suitable for the study of non-uniform hyperbolic dynamics. Extending previous re-
sults of Kempton and Pollicot (POLLICOTT; KEMPTON, 2011), Ugalde and Chazottes (CHA-
ZOTTES; UGALDE, 2011), we show that the images of one block factor maps of a sequential
Gibbs measure is also a sequential Gibbs measure, with the same Gibbs sequence. We obtain

some estimates on the regularity of the potential of the image measure.

Keywords: Sequential Gibbs Measure; Full Shift; One Block Factor Map; Stretched Exponen-
tial Decay; Polinomial Decay; Summable Variations.
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1 INTRODUCAO

Apesar de suas bases serem langadas no século XIX, o estudo da Mecanica Estatistica
de Reticulados s6 comecgou no final dos anos 60 com a introdu¢ao do conceito de medida de
Gibbs nas obras de Dobrushin, Lanford e Ruelle (DOBRUSCHIN, 1968), (LANFORD; RU-
ELLE, 1969)). Um pouco mais tarde, essas medidas desempenharam um papel fundamental
no desenvolvimento de uma subdrea da Teoria ergddica, conhecida como Formalismo Termo-
dindmico. Sinai, Ruelle, Bowen, Walters, entre outros autores, introduziram na década de 70
algumas no¢des emprestadas da Mecanica Estatistica e produziram vdrios resultados interes-

santes e profundos para transformacdes hiperbdlicas e expansoras.

Posteriormente, vérios trabalhos aplicaram este formalismo em muitos topicos que ainda
sdo objetos de intensa investigagdo, tais como: Dimensdo de Repulsores (Conformes) Invarian-
tes, Distribui¢do de pontos e 6rbitas periddicas, Existéncia de medidas invariantes absoluta-

mente continuas com respeito a medida de Lebesgue, apenas para mencionar alguns topicos.

Para introduzir a nocdo de medida de Gibbs em Teoria Ergddica, iremos considerar um
shift unilateral total £ em um alfabeto finito de simbolos, uma aplicacao deslocamento ¢ : ¥ — X
e um potencial ¢ : ¥ — R. Dizemos que t é uma medida de Gibbs com respeito a ¢ se existem

constantes K > 0 e P tais que para cada x = xgx| --- € X e cada n € N temos que:

1 u([xoxl...xn_l])
=T w6

onde ¢"(x) = Y0 ¢ (fi(x)) e [xox1 ... x1] 1= {y=yoy1--- €Xiyi=x;,parai=0,...,n—1}.
Essas medidas sdo estados de equilibrio para potenciais Holder continuos, isto é, elas maximi-

K~ (1.1)

zam a expressdo hy (o) + [ @ dp, sob todas as medidas invariantes por ©.

Observe que o potencial ¢ ndo € Unico, pois v é também uma medida de Gibbs para

cada potencial cohomdlogo da forma ¢ +uo o —u com u € L*(¥).

Um problema interessante surge quando consideramos uma aplicagdo sobrejetiva 7 :
{1,...,ki} = {1,... ko }, que algumas vezes é chamada de amalgamacdo e a estendemos para

uma aplicagio IT: X; — Xy, onde X1 = {1,....,k; N e X = {1,....,k»}Y, de tal forma que

H(X1X2...) = 71'()61)71'()(2)....

Ugalde , Chazottes ((CHAZOTTES; UGALDE, 2011)) e Kempton, Pollicott ((POL-
LICOTT; KEMPTON, 2011)) provaram que se y € uma medida de Gibbs para um potencial
regular y; em X, entdo a medida pushforward v = g oIT~! é uma medida de Gibbs para
algum potencial regular(pode ser com menos regularidade) Yy, em X;. Mais precisamente, a

n-ésima variag¢do de uma fungdo y; : £; — R é definida por var,(y) = sup{|wi1(z) — y1(w)| :
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d(w,z) <27"}. A continuidade (uniforme) da func¢@o y; corresponde a var,(y;) — 0 quando
n — o e a Holder continuidade corresponde a existéncia de constantes C >0e 6 € (0, 1) tal que
var,(y1) < CO", para n > 1. Dizemos que Y is exponencial esticada, se existem constantes
C>0,te(0,1)e 6 e (0,1) tais que var,(y;) < CO", para n > 1. Resumimos abaixo alguns
dos resultados que estdo em ((POLLICOTT; KEMPTON, 2011),(CHAZOTTES; UGALDE,
2011), (VERBITSKIY, 2011)):

1. (POLLICOTT; KEMPTON, 2011; CHAZOTTES; UGALDE, 2011) Se y; é continuo,

entdo v € uma medida de Gibbs para algum potencial continuo y5.

2. (VERBITSKIY, 2011) Se y; é Holder continuo, entdo v é uma medida de Gibbs para
algum potencial Holder continuo y5.

3. (POLLICOTT; KEMPTON, 2011) Se y; é exponencial esticada(com t = %), entao Y,

pode ser escolhido exponencial esticada.

4. (POLLICOTT; KEMPTON, 2011) Se ¥, n"'var,(y1) < +oo para algum d > 0, entdo
v é tal que ¥,,> névar, (yn) < +oo.

Em (KEMPTON, 2011), Kempton considera o mesmo problema para o caso de subshifts.
Ele generaliza os resultados acima(1,3 e 4) e prova o resultado 2 para uma classe de potenciais.

Mais detalhes sdo dados no Capitulo 5.

O problema que € tratado nesta tese € de maior importancia para o estudo dos Processos
Ocultos de Markov(POM) que tem sido o foco de intensa pesquisa por causa do grande nimero
de aplicagdes em Matemética Pura e Aplicada(Teoria da Informacao, Teoria de Probabilidade e
Sistemas Dinamicos, por exemplo) e em outras areas, tais como biologia e Computacdo. O POM
consiste de um formalismo markoviano que € frequentemente usado para modelar contextos que
sdo governados por um processo markoviano embutido, cuja dindmica ndo pode ser diretamente
observada, ou seja, € usado para modelar a fonte que gera os sinais observados que estd oculta a
quem o observa. Os sinais observaveis s@o enviados pelo processo markoviano, que evolui com
o tempo, através das transicoes de seus estados. Esse formalismo também € titil para a andlise da
natureza dessa fonte podendo assim prever observagdes futuras. Para mais detalhes sobre POM,
sugerimos (JUANG, 1984), (EPHRAIM; MERHAYV, 2002), (BOYLE; PETERSEN, 2011) e
(VERBITSKIY, 2011).

A seguir, enunciaremos com mais detalhes os resultados que foram citados anterior-
mente e que se encontram nos trabalhos de Chazottes, Ugalde((CHAZOTTES; UGALDE,
2003), (CHAZOTTES; UGALDE, 2011)), Kempton, Pollicott((POLLICOTT; KEMPTON, 2011))
e Kempton((KEMPTON, 2011)).
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Seja IT: £; — ¥, uma amalgamacdo entre dois shifts totais X£; e X, sobre alfabetos
finitos A e B, respectivamente. Seja Ly, uma medida de Gibbs o -invariante para um potencial

V1 : X1 — R. Em particular, a imagem vV = [y, o IT~! serd uma medida o,-invariante.

Abaixo, enunciamos o teorema principal de (CHAZOTTES; UGALDE, 2011).

Teorema 1.1. Seja I1: X1 — X uma aplicacdo amalgamacdo e Yy : £1 — R um potencial
Hélder continuo. Entdo, a medida [y, o IT~! é uma medida de Gibbs com suporte X5, para um
potencial Y, : Xy — R tal que

var,(yr) < De ¢V

para algum ¢, D > 0 e todo n € N.

Além disso, este potencial Y, : Xy — R é normalizado e é dado por

¥2(z) = lim lim log

(1T o)

Hy, 0TI [z1...20—1]

onde Y, é a (r+ 1)-simbolo aproximagdo de .

Se y é localmente constante, entdo para todo n

var,(yr) < CO"

onde 6 € (0,1), e C > 0.

Observacao 1.1. Um potencial continuo (r+ 1)-simbolos v : £ — R significa que existe um
r € N tal que

Vi(x) = wi(y) sempre que x;=y;,0<j<r

Posteriormente, nos trabalhos em (POLLICOTT; KEMPTON, 2011) e (KEMPTON,
2011) os resultados de (CHAZOTTES; UGALDE, 2011) sao generalizados. A hipé6tese de Hol-
der continuidade € removida. Em contraste, quando Y possui variacdo somavel, y, também
possui. O caso de preservar Holder continuidade é mais delicado. Em (VERBITSKIY, 2011),
Verbitsky prova isso para o caso do shift total e em (KEMPTON, 2011), Kempton prova para
uma classe de potenciais no caso do subshift de tipo finito. Para o caso geral, isto € um problema

em aberto. Daremos os detalhes abaixo.

Teorema 1.2 (Corolério 3.4, (POLLICOTT; KEMPTON, 2011)). Se iy, é uma medida de
Gibbs para 1, entdo existe um potencial Y, : X5 — R tal que vV = [y, o 1! é uma medida de
Gibbs para ;.

Em adic¢do, temos os seguintes teoremas sobre a regularidade do potencial da medida

projetada.
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Teorema 1.3 (Teorema 5.1, (POLLICOTT; KEMPTON, 2011)). Sejad > 0. Se ¥ n? var,(y;) <

oo entdo

Z ndvar,(y) < oo.
n=0

Teorema 1.4 (Teorema 5.3, (POLLICOTT; KEMPTON, 2011)). Assuma que exista ¢y > 0 e
0 < 6y < 11tal que var,(y) < c191\m, para todo n > 0. Entdo existe co >0e 0 < 0, < 1 tal que
var,(yr) < czeﬁ, para todo n > 0.

Em (YAYAMA, 2016), Yayama considera um caso mais geral do que o encontrado em
(POLLICOTT; KEMPTON, 2011). Ela considera dois subshifts unilaterais (£;,01), (X2,02),
onde X satisfaz a propriedade de especificacdo e I1: X — X, € uma aplicacdo fator. Seja u
a unica medida de Gibbs para a sequéncia de potenciais continuos quase aditivo com variacao
limitada .# = {log f,, }»_, em X. Ela mostra que 1 o IT-! ¢ a tinica medida de Gibbs invariante
para uma sequéncia de fung¢des continuas ¢4 = {logg,}_, em ;. E quando (X, 61) é um shift
total, 4 e u podem ser caracterizadas usando pressao relativa. E ¢ é uma generalizacido da
fungdes continuas encontras em (POLLICOTT; KEMPTON, 2011).

Como consequéncia de tudo isso, algumas questdes surgem. Uma delas € a seguinte:

Pergunta:

Se Uy, € uma versdo mais fraca de medida de Gibbs. Sob quais condi¢des a medida
Hy, © IT~!, suportada em um shift total(ou subshift) também é Gibbs ou uma versio mais fraca
de medida de Gibbs? O potencial associado a medida fiy, o IT-! “herda” a mesma regularidade

do potencial y; associado a medida fiy, ?

Em geral, o estudo de medidas de Gibbs requer alguma forma de hiperbolicidade e
quando consideramos aplicacdes ndo-uniformemente expansoras, mesmo a existéncia de tais
medidas € em geral um problema em aberto. O que queremos aqui € exatamente abordar o

contexto de transformacdes ndo-uniformemente expansoras.

Para tentar entender a dindmica de um conjunto mais amplo dessas transformacdes,
Oliveira e Viana((OLIVEIRA; VIANA, 2008)) introduziram a no¢ao de medida de Gibbs ndo-
lacunar(veja também (VARANDAS; VIANA, 2010) e (RAMOS; VIANA, 2015)). Essas me-
didas sdo tais que para quase todo ponto x existe uma subsequéncia n;(x) de niimeros naturais
que satisfazem (1.1) e tal que n;11/n; — 1. Elas sdo relacionadas com as medidas de Gibbs
fracas introduzidas por Yuri(veja (YURI, 1999)), no sentido que o quociente em (1.1) cresce

subexponencialmente: existe uma constante P e uma sequéncia de fungdes positivas K, (x) tal
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que para quase todo x = xpx; - - - € X temos que lim 1 /nlog K, (x) = 0 e para cada n € N temos:

- /.L([xoxl...xn_l])
Ky(x)7" < )P < Ky (x). (1.2)
Nesta tese, introduzimos a no¢do de medida Gibbs sequencial para um potencial y :
Y — R. Isto significa que existem constantes K > 0 e P € R, tal que em f-q.t.p. x existe uma

sequencia (ng(x)) satisfazendo

— ,u[xj...xn[,l]
K 1< 1 <K 1.3
= Wi (ei(y) ()P = (1-3)

para cada para cada y € 0/ ([xj..x5—1]) € 0 < j <n — 1.

Os resultados que obtemos aqui sdo uma contrapartida ndo-uniforme dos resultados
em (POLLICOTT; KEMPTON, 2011) para potenciais com muito menos regularidades e mais
adequado para o estudo de sistemas dinamicos ndo-uniformemente hiperbélico. Os principais

resultados sdo os seguintes:

Teorema A. Seja U uma medida Gibbs sequencial para o potencial Wy, : £1 — R. Se y é con-
tinuo em U-q.t.p. e I1 é uma aplicacdo fator 1-bloco regular com respeito a U, entdo a medida
v = poll~ ! em X, também é uma medida Gibbs sequencial para um potencial continuo em

V-q.t.p. Y : Xy — R.

Teorema B. Seja 1 uma medida Gibbs sequencial para um potencial Wy : £1 — R continuo em

U-g.t.p. Assuma que em V-q.t.p. 7 € Xy temos limsupy_,, nk,gg) < Ho0 e que existe uma fungdo

positiva decrescente f; : N — R tal que limsup_,., f;(k)k < +o0 e para cada 1 < j < ny temos

que

var; (v, I (6™ (2))) < £().

Entdo, dado 'y < 1, existem constantes 0 < ot < 1 e C > 0 tal que

var(yn,2) < Cmax{a® ", £,([K"])k}.

A estratégia da demonstragdo do Teorema A consiste primeiramente em definir uma
sequéncia de funcdes auxiliares uy ,,(z), onde w € X e z € X, que estdo inteiramente relaciona-
das com o potencial y;. O potencial y» estard bem definido se a sequéncia u,, 4 (-) convergir em
v-q.t.p. A parte crucial da demonstragdo do Teorema A € justamente provar essa convergéncia.
Para isso, definimos uma sequéncia de intervalos Ag(z) = [min,, uy, x(z), max, u, (z)] e pro-
vamos que ela forma uma sequencia de intervalos encaixados. Posteriormente provamos que

o comprimento destes intervalos converge para zero. Isso € feito mostrando que a sequéncia

A(z) = sup { :%’;(é)) cwow € X4 }(quociente dos extremos do intervalo Ay (z)) converge para 1.
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Para a demonstracdo do Teorema B, usaremos o fato que médulo da continuidade de
log Ay dd uma estimativa para o médulo da continuidade de vary(y», z). Usaremos a regularidade

de y; u-q.t.p. para estimar o médulo da continuidade de log Ay.

Como exemplo e aplicagdo principal incluimos estados de equilibrio para o shift cons-
truido em (HOFBAUER, 1977) e imagens de medidas Gibbs nao-lacunares de difeomorfismos
locais para potenciais Holder continuos estudados em (OLIVEIRA; VIANA, 2008).

Esta tese é organizada da seguinte forma: No Capitulo 2 citaremos alguns resultados e
notacdes que serdo usadas neste trabalho. No Capitulo 3 definimos as medidas Gibbs sequen-
ciais e demonstramos os resultados principais desta tese. Como corolarios temos que decai-
mento polinomial local, decaimento exponencial esticado local e variacio somével local sdo
preservadas pelo potencial da medida projetada. No Capitulo 4 estudamos a relacdo das me-
didas Gibbs sequenciais com as medidas Gibbs nao-lacunares((OLIVEIRA; VIANA, 2008),
(VARANDAS; VIANA, 2010)), com as medida de Gibbs fracas para um potencial, segundo
Yuri((YURI, 1999)), e com as medidas de Gibbs fracas para uma sequéncia de potenciais assin-
téticos, segundo lommi-Yayama((IOMMI; YAYAMA, )). Damos condi¢des para que uma me-
dida conforme(auto-medida do Operador de Ruelle-Perron-Frobenius) seja uma medida Gibbs
sequencial. E consideramos um exemplo em que a medida Gibbs sequencial € um estado de
equilibrio para um potencial continuo. E no Capitulo 5 discutimos uma possivel aplicacdo dos
resultados no contexto de dimensdo em sistemas dindmicos, mas especificamente, no estudo da
convergéncia da dimensdo de uma medida Gibbs sequencial para um produto torcido 7' = (f, g)
definido no toro T", semelhante ao que foi feito em (LEPLAIDEUR; SAUSSOL, 2012). E tam-
bém ha um comentdrio sobre uma extensao dos resultados desta tese para o caso do subshift.
E por fim, comentamos sobre perspectivas futuras e problemas em abertos relacionados aos

resultados desta tese.



2 PRELIMINARES E NOTACOES

Seja AN = ¥, um shift sob um alfabeto finito A = {1,2,...,k; }. Tais sequéncias sdo
denotadas por x = (x;);en, Ou por x = xox1x3..., onde cada x; € A. Um bloco ou palavra sob A é

concatenac¢do de simbolos de A.

Seja a matriz M : A x A — {0, 1}. Chamamos de subshift 4 (M), o conjunto de ¥4 como
sendo o conjunto de todas as palavras permitidas(admissiveis), ou seja,

Za (M> = {(xj);;o : ijxj+1 =1, paraj€ N}

Se todas as palavras sdo admissiveis, dizemos que o subshift £4 (M) = X4 é um shift to-
tal. E se o conjunto formado pelas palavras ndo admissiveis for finito, dizemos que X4 (M) é um
subshift do tipo finito. A dindmica que consideraremos em X4 (M) é a aplica¢do deslocamento
0 : Zo(M) — Z4(M) que associa cada sequéncia x a sequéncia y = 6(x) cuja i-ésima coorde-
nada é y; = x; 1. Chamamos também de shift de Markov topolégico unilateral(X4(M),o)(ou
simplesmente shift de Markov) ao conjunto X4 (M) juntamente com a aplicagdo o.

Chamamos de cilindro o conjunto [w| = [wowj..w,—1] = {x € L : xo = wp...xp—1 =
anl}.

Dado 6 € (0,1). A distancia entre duas sequéncias x e y ¢ dada por

d(x,y) = V0.

onde N(x,y) = ming>o{xg 7 yx } U{+oo}.

A métrica d gera uma topologia em X4 (M). £4(M) é compacto, pois #A < co. A O-
algebra gerada pelos conjuntos abertos coincide com a gerada pelos cilindros.

O seguinte teorema da uma férmula para a pressao topoldgica, veja (WALTERS, ) e
(OLIVEIRA; VIANA, ) para mais detalhes.

Teorema 2.1 (Principio Variacional). Seja f uma transformagdo continua de um espaco mé-

trico compacto X e g € C(X,R). Entdo, a pressdo topoldgica de g é dada por

Py(g) = sup{hu(f) + [ edu s p € .47}

onde Ay (f) é a entropia de Kolmogorov-Sinai. Em particular, para g = 0 temos que a
entropia topolégica Ay, (f) € o supremo sobre todas as medidas de probabilidade da entropia

de Kolmogorov-Sinai.
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Em (BOWEN, 1970), Bowen mostra que a entropia topoldgica de um Axioma A ¢é
igual a taxa de crescimento do nimero de Orbitas periddicas. Isto foi estendido para a pressao
topoldgica e foi mostrado que o resultado vale para varias classes de sistemas dindmicos, em

particular para shifts de Markov.

Teorema 2.2. Seja (X4(M), o) um shift de Markov topologicamente mixing sobre um alfabeto
finito e g € C(£4(M),R). Entdo

1 n
Ps(g) = lim —log < Z e® (x)> .
e n X€X: 0" (x)=x
Observacio 2.1. Denotaremos Ls(M) = AN simplesmente por X, quando ndo houver confusdo

em relacdo ao alfabeto A.

Abaixo damos a definicdo de medida de Gibbs.

Definicao 2.1. Chamamos uma medida |l em ¥ de medida de Gibbs para uma fungdo ¥ : ¥ — R

se existem constantes C > 0 e P(y) tal que

C_l < [.L[x()...xn_l]

S vwnry) = ¢

para todo x € X, onde y"(x) := Zz;é (o (x)) e [xo..x,_1] = Y eX yo.-Yn—1=X0--Xn—1}-

Como consequéncia da defini¢do acima € que cada potencial y associado a medida de
Gibbs p € continuo. Ruelle prova em (RUELLE, 1968) que se A € finito e (X, 0) é topologi-
camente mixing, entdo existe uma unica medida de Gibbs associada a cada potencial Holder
continuo Yy : X — R. Além disso, cada medida de Gibbs é também um estado de equilibrio para

Y, definido como segue:

Definicao 2.2. Chamamos a medida L € M de um estado de equilibrio para ¥ se
hy (f) +/deu = sup{hv(0)+/2l/fdv Ve //fcr,/zllfdv > —oo}

Quando A € infinito, € bem possivel que certos potenciais Holder continuos nao tenham
um estado de equilibrio ou/e uma medida de Gibbs. Para garantir a existéncia de uma medida

de Gibbs, hipdteses adicionais sdo assumidas. Um delas € a seguinte:

Definicio 2.3. Seja A um alfabeto infinito. Um potencial y : £4(M) — R € dito somdvel se

satisfaz a condi¢cdo

Z esupge[a] v(x) < oo
acA
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Denotamos por %)y o conjunto de todas as fungdes somdveis Y : X4 (M) — R que satis-

fazem a condigdo adicional Y-, var,(y) < .

Dizemos que a matriz M € finitamente primitiva se existe um inteiro N e um conjunto
finito C C A tal que para cada a,b € A podemos encontrar (ji...j,) € CV tal que o cilindro
[ajy...jnb] € Xa(M) é ndo vazio. R. D. Mauldin e M. Urbariski demonstram o seguinte teorema
(veja [MAULDIN; URBANSKI, b; MAULDIN; URBANSKI, a)]):

Teorema 2.3 (MAULDIN; URBANSKI, b; MAULDIN; URBANSKI, a)). Se y € .y e M é

finitamente primitiva, entdo P(y) é finita e Y possui uma tinica medida de Gibbs invariante

Hy-

Nota-se que, enquanto cada Y € ., possui pressao finita e possui uma medida de Gibbs
invariante, em alguns casos, esta medida pode ter entropia infinita e, portanto, ndo é um estado

de equilibrio. No entanto, Mauldin e Urbariski foram capazes de mostrar o seguinte:

Proposicao 2.1. Seja y € .Sy e suponha que a condigdo adicional

Z Sup ‘ll/ Supxe W(i) < [o'e)

a x€ld]
vale. Entdo a medida invariante [y satisfaz hy,, < oo, [|W|diy < oo e [y é um estado de

equilibrio.

Em (BOWEN, 1975), Bowen considera subshifts do tipo finito unilaterais X e o conjunto
F (X) C C(X) de todas fungdes que sdo Holder continuas com respeito a uma certa métrica. Para
y € % (L), ele prova a existéncia e unicidade de um estado de equilibrio p(Teorema 1.7) que é
uma medida de Gibbs(Teorema 1.16).

Em (HOFBAUER, 1977), Hofbauer considera o mesmo problema para fun¢des que nio
sao Holder continuas. Ele d4 informacdes acerca da unicidade e ndo unicidade de estados de
equilibrio e condi¢des para que o estado de equilibrio seja uma medida de Gibbs. Mais detalhes

serdo dados posteriormente na Secao 4.0.1.

Dadas duas sequéncias de nimeros reais (a)i>1 € (bg)r>1. Dizemos que a; ~ by se

existe constantes K1, K> > 0 tal que
ag
K < b < K, paratodo k > 1.
k
A definicdo abaixo de variagdo pontual e variagdo em um conjunto serdo uteis para dar
uma estimativa para a regularidade do potencial ¥, no Teorema B.

Definiciio 2.4. Dado um alfabeto finito A e o espago shift associado ¥. = AY. Definimos n-ésima

varia¢do de Y em x = xoX|...Xp..., POF
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var,(y,x) = sup{|y(x) —y(w)| : w € Cu(x) }.

onde, Cy(x) = [x0...xp—1] = {w € X : wp...wp_1 = x¢...xp—1}. E a variagdo de y : X — R no
conjunto K C X por

var,(y,K) := supvar,(y,x).
xeK
Seja (X4,01) e (L, 0,) dois subshifts sobre os alfabetos finitos A e B, respectivamente.
Dizemos que Xp € um fator de X4 se, existe uma aplicac¢do continua e sobrejetiva I1: X4 — Xp
tal que [To oy = 0 oIl. A aplicacdo I1 € chamada de uma aplicacdo fator. Além disso IT é

chamado uma aplicacao fator 1-bloco se existe uma aplicacdo 7 : A — B tal que

II(x) = (m(x;));=; onde x =xpxjxp... € Xy
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3 RESULTADOS

3.1 Definicao de Medida Gibbs Sequencial

Agora, daremos a definicdo de uma classe de medidas chamadas medidas Gibbs sequen-
ciais que incluem como exemplos as medidas de Gibbs, segundo Bowen, e as medidas Gibbs

ndo-lacunares.

Definicao 3.1. Dizemos que uma medida | é uma medida Gibbs sequencial para um poten-
cial y : X — R se existem constantes K > 0 e P € R, e um conjunto G C £ com u(G) =1,
tal que dado x € G existe um sequéncia ny(x) < ny(x) < n3(x) < --- tal que para cada y €

oI ([xj...Xn,—1]) temos

G bgesa]
= T —mr =X G-

onde 0 < j<n;—1.

A subsequéncia maximal (n;(x)); que satisfaz a Desigualdade (3.1) é chamada de sequén-
cia de tempos Gibbs sequencial de x. Chamaremos simplesmente de tempo Gibbs de x. Note

que se n;(x) € um tempo Gibbs de x entdo para n < n;(x), n;(x) —n € um tempo Gibbs de 6" (x).

A definicao de medidas Gibbs sequenciais depende das constantes K e P. Nesta tese,
assumiremos que essas constantes sdo fixadas e, por causa da notagado e claridade nao mencio-

naremos essa dependéncia.

Se denotarmos por G = {x € ¥ : x possui infinitos tempos Gibbs}, provaremos que P é

unicamente determinado pela pressdo Pg(y) de y com respeito a G.

Para definir P(y), denotamos por %, o conjunto de todos os cilindros de comprimento

n. Consideramos a familia mq/(-, ¥, N) de medidas exteriores definidas por

m G7 7N =inf efan(c)+supcq/”(c)(x),
G %C;Z/

onde o infimo é tomado sobre todas as coberturas abertas % C U,>ny%, de G e n(C) é o com-

primento de C. Entdo, podemos tomar o limite
m(x(G, ll/) — llm ma(G, l’/, N)
N—c0

e definir

Ps(y) =inf{a € Rimy(G,y) =0}.
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Prova-se(Proposicdo 1.2 de (PESIN, 1997)) que Pg(y) também é dada por

Pg(y) = sup{a € Rimq (G, y) = oo}
Para mais detalhes, veja Secao 11, Capitulo 4 de (PESIN, 1997). Agora, provaremos que

Proposicao 3.1. Se y admite uma medida Gibbs sequencial L, entdo P = Pg(y) é o tinico

niimero P que satisfaz a Equacdo (3.1). Além disso, se |l é uma medida invariante e ergodica

temos Pe(y) = hu(f) + [ wdp.

Demonstragdo. De fato, assuma que y € uma medida Gibbs sequencial com constantes K e P
satisfazendo a Equacdo (3.1). Para a primeira parte, denote por ¢, a colecio de todos os cilindros
C = [xp...x,—1] tal que n é um tempo Gibbs para algum x € C. Fixado k, pela definicdo de G
temos que % = U,~1¥, € uma cobertura aberta de G e

U{[xo Xn—1] €Yy xo. .. x1-1] €9, fork <1< n}

n>k

€ uma particao aberta de G. Para cada y > P temos que

m?’(Gv v, k) < Z e—}’n(C)+SupC y© (@) —

ce
e (1-Pn(C) y g Prl (O)+supcy" D) < grp=(r-Pk Y u(c)
ce ce

Sendo Y.ccy, U(C) < 1, fazendo k — oo, temos que my(G,y) =0e P > Ps(y).

Para a outra desigualdade temos, que para cada Y < P e dado € > 0, existe uma cobertura
de G, % C U,>;y, tal que

”n’}/((;7 II/, k) +8 Z Z e‘?’”(c)‘*‘supc W”<C>(X) Z Z e_f)/n(c)+supc Wn(C) ()C)
cew ce;

onde % =VU,~ 9, C % e j > k. Entdo
my(G,y.k)+& > e TPInC) Y oPn(C)rsupc v ()
ce?;

> K lem(r-PKk Z 1(C)

ce?;
Sendo 0 < B < Ycey; M(C) < 1, fazendo k — eo(que implica j — o), temos que my (G, ) = oo
eP< Pg(l//).

Agora, provaremos que Pg(y) = hy(f)+ [ wdu para uma medida Gibbs sequencial
invariante e ergddica. Observe que pela formula de entropia local de Brin-Katok temos que

para U-q.t.p. x € G, se n;(x) é a sequéncia de tempos Gibbs de x entdo

1
hu(f)z—hm;logu([ - Xni—1]) /wdu
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Como a constante P € unicamente definida, a chamamos de pressdo da medida Gibbs

sequencial u.

De acordo com a Proposicao 3.2 abaixo, nao hd perda de generalidade em assumir que
P = 0na Equacao (3.1).

Proposicao 3.2. A medida L é uma medida Gibbs sequencial para o potencial Wy com constante
P se, e somente se, L é uma medida Gibbs sequencial para o potencial Yy — P com constante

zero.

Demonstragcdo. Se 1 é uma medida Gibbs sequencial para o potencial ¥ com constante P,

entao
WX xp—1] = V(07 ()~ (ni—j)P

para cada y € 0/ ([x;...x,,—1]) € tempo Gibbs n; com 0 < j <n; — 1.

Defina o potencial ¥ := y — P. Note que,

P (07() = (Y =P (ol 1) = v (0! () — (= )P

Entao,
Mxj. X1 = V(07 (y))

Provando uma parte. A reciproca segue de maneira andloga.

]

Sejam X = X4 e Xy = Xp dois shifts totais em alfabetos finitos A e B, respectivamente.

Sejam o7 e 0, suas aplicagdes deslocamentos, respectivamente.

Definicao 3.2. Dizemos que uma aplicacdo fator 1-bloco I1: X1 — ¥, é regular com respeito a
medida Gibbs sequencial L em X1, se existe um conjunto de medida total C C G C X tal que
dado x € C entdo T1"' (TI(x)) C G e ny(x) =ni(y), se y € I (TI(x)).

Suponha que i é uma medida tal que y(F) = 1= u(c~'(F)) =1 paratodo F C ¥;.

A Proposi¢do 3.3 abaixo nos diz que em pu-q.t.p. se I1(x) = I1(y) entdo temos que a sequéncia

de tempos Gibbs de x e y € a mesma.

Proposiciio 3.3. Existe um conjunto C C C, u(C) = 1, tal que dado X,y € C, com (x) =T1(y),

entdo ni(x) = ni(y), para cada k > 1.

ny_1(x)

Demonstragdo. Sendo ny(x) = ni(o, (x)) e IT regular com respeito a y entdo podemos

definir D = I1(M>00, k(C)) C £, satisfazendo

v(D) = v(II(N=00, (C))) = u(Ni=00;, ¥(C)) =1
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isto é, D C £, é um conjunto de medida total em relacdo 2 medida v = o IT~! tal que € :=
II"'(D) C Cedadox,y€ C, com I(x) = I1(y) entdo ny(x) = ni(y), para cada k > 1. O

Observaciio 3.1. Se I1 ¢ regular, ndo hd perda de generalidade em assumir que C = G. Entdo
I1(G) =D.

3.2 Demonstracao do Teorema A

Nesta secdo iremos enunciar e demonstrar o Teorema A.

Teorema A. Seja i uma medida Gibbs sequencial para o potencial Wy, : £; — R. Se y é con-
tinuo em U-q.t.p. e I1 é uma aplicacdo fator 1-bloco regular com respeito a U, entdo a medida
v:=puoll~! em X, também é uma medida Gibbs sequencial para um potencial continuo em

V-q.t.p. Y : Xy — R.

Abaixo, discutiremos uma forma natural para produzir medidas Gibbs sequenciais. A
funcdo de primeiro tempo Gibbs n; : G — R possui alguma informacdo a cerca do crescimento

da funcdo ny. De fato, a proposi¢do abaixo retrata isso.

Proposicao 3.4. Se | é uma medida Gibbs sequencial ergddica tal que [ nydu < oo, entdo para

U-q.t.p. x € X1, existe b(x) tal que para cada k > 0 temos que ni(x) < bk.

Demonstragdo. Seja G o conjunto dos pontos que possuem infinitos tempos Gibbs. Podemos
definir g : G — G por
g:G—G, gx)=0"W(x),

Sendo [ n;du < oo, usando o Teorema 1.1 de (ZWEIMULLER, 2005) temos que existe
uma medida g-invariante ergddica [, absolutamente continua com respeito a (. Além disso, se
Gy é o subconjunto de pontos x € G tal que nj(x) = k entdo podemos caracterizar esta medida
definindo

u(B) =Y. Y (o (B)NGy), 62)

n=0k>n
para cada conjunto mensuravel B C Y. Entdo, pelo Teorema Ergodico de Birkhoff aplicado ao

sistema (g, g ), temos que para [e-q.t.p. X

lkfl

lim — Z n(g/(x)) = /nla’ug.

k—kajZO

k-1 ,
Observe que ni(x) = Y. n1(g’/(x)). Consequentemente, temos que
j=0

L=
lim "klg)_c) — lim %Z« n1 (¢ (x)) = /n1 dit,, (3.3)
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e isto finaliza a prova.

3.2.1 Definicdo do Potencial y,

Nesta secao, construiremos o potencial Yy, do Teorema A, obtido como o limite de
uma sequéncia de fungdes. As explicacdes abaixo nos dardo uma motivacao de como serd essa

construcao.

Sendo p uma medida Gibbs sequencial para o potencial Y, entdo existe uma constante

K > 0 tal que

1] _

K< e <
eV (07(y)
para0 < j <nm;— 1.
Fixado j = 0, entdo
K| < uu[xo"n"xnﬁl] <K

Seja z € I1(G) = D C X, onde IT € a aplicagdo fator 1-bloco regular da Defini¢ao 3.2.

Tomando a soma sobre todos x...x,;,—1 que sdo projetados em z, temos

Kil Z e"’?i@g Z [.L[X()...xni_l] = V[ZO---Zn,-—l]

EZXO-"xni—l XQ-- .xni_l

< K Z VI @)

X=X0- ..an.7]

Se pudermos encontrar uma constante positiva C e uma fungdo y, tal que em v-q.t.p.

z € X tenhamos

cl Y W' < W) < ¢ y V'@ (3.4)

EZX()...an.,l gzxo...x,,l.,l

Entao, combinado as duas desigualdades anteriores, teriamos

-1
K < v[z()..’;lzni,l] < K
C e‘l’zl(é) C_l
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Isto faria de y, um potencial para v.

Pode-se aplicar as mesmas ideias para xj...x,,_; pois n; — 1 é tempo Gibbs de o;(x),

entao teriamos

ni—1 n;—1 n:
c! W' (01) < W' (@20) < ¢ VT (01()
X=X 1;.)6" i—1 X=X IZJ%,» 1
nifl
Entdo, dividindo por e¥2' (92()) na Equacdo 3.4 temos
¢! Z)f‘:xo"'xnrl Mt < %20 < ¢ ZK:XQ--xnﬁl eV’
C ”Fl( n — 1 nl»fl( )
ZE/:XI ~~~xni—l eWI - Z&IZX] ...xni_l ewl =

Nosso objetivo € usar essas equacoes, fazendo i — oo, para definir um potencial y»
em V-q.t.p. z € Xp. Para isso definimos a sequéncia de fungdes abaixo e investigaremos sua

convergéncia.

Defini¢io 3.3. Dado k € N e w € X4, definimos u, . : D C X5 — R por

np+1
y Vit (w)
X=X0---Xny,

uw.k(Z) =

n )
- Yo Vit @'w)
X =X1 ..Ax,,k

onde ZFXomxnk representa a soma sobre todas palavras finitas x = xoX| ... xp, tal que 7(x;) = z;,

parai=0,...,n; e XW = Xq...XaWoW] ....

Mostraremos que a sequéncia u,, ¢ (-) converge em vV-q.t.p. z € X, e o limite ndo depende

da escolha de w.

Proposicdo 3.5. O limite u(z) 1= limy_,e uty, £ (2) estd bem definido e ndo depende de w.

A Proposi¢do 3.5 € o ponto central da prova do Teorema A. Iremos deixar a demons-
tracdo para a Subsecao 3.2.2. Por enquanto assumiremos a veracidade da Proposi¢ao, e iremos
provar que v = y oIT~! é uma medida Gibbs sequencial para y> = logu. Mas primeiramente,

provaremos o seguinte lema.

Lema 3.1. Existe uma constante C > 0, dependendo somente de y, tal que para cada w,w/,

para a sequéncia de temos Gibbs (ni(x))i>1 ¢ 0 <1 < n;, temos

i (o (aw)
<c

n;—I1+1
Wi (el aw))
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Demonstragcdo. Note que na definicdo de medida Gibbs sequencial, temos para cada escolha w,

wex=xp..xp, (com0 <1[<ny),

KV O <l x, ] < Kpe¥i' (010)

Assim,

O

Corolario 3.1. Com as mesmas hipoteses do Lema 3.1, temos que existe uma constante C > (),

dependendo somente de , tal que para cada n; e 0 <[ < n;, temos

Demonstragdo. A demonstragdo segue trivialmente do fato elementar de que se 7* < C, com
k

a,bjcRTei=1,....k entﬁo%SC. O

j=1YJj
Podemos agora definir o potencial para v.

Definicio 3.4. Definimos o potencial W, : D C Xy — R por y»(z) := logu(z).

O obstdculo principal é mostrar que o potencial Y, estd bem definido. Seguiremos as
mesmas linhas de (POLLICOTT; KEMPTON, 2011) para provarmos o Teorema A. Suponha,

por um momento, que a Proposi¢do 3.5 seja verdadeira. Temos o seguinte lema:

Lema 3.2. A medida v = o IT™! é uma medida Gibbs sequencial para o potencial W (z) =
logu(z).

Demonstragdo. Fixemos n > 1. Podemos escrever
n .
¥t (2) = Y logu(a'(z)) = lim loguty, x(2) + ... + lim logu, (0" (2))
i=0 e e

Sendo nx(z) — 1 um tempo Gibbs de o! (z), para 1 <1 < ng, podemos escolher uma

sequéncia (it)x>1, tal que ny (6'(z)) = mi(z) — 1. Consequentemente, dado 7
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Vi (2) = lim log (10, 0 (2) ..t p(on(0) (6"(2) ) =

k—boo
Vlk 1(xw) nk
xw vt (aw)
— lim lOg Z@:xo Xy, erl ‘ Z)ile..,xnk erl '
oo M (1 Tk (1
k— Zz’:xl...xnk eV (@w) Zz’=)fz.-.xnk eVi (X'w)
n;—n+1 n,+1
Zx =Xp...Xn e‘lﬁk (M) Zx:xo...x,, e%k (M)
. = —khm log ~ e
—ro0 x
Z@’ =Xy, eV (¥w) Z}:x,ﬁ_l . g (w)
Note que da mesma forma, para 1 <[ < n, temos
Zx_x[ . ew;lk I+1 (aw)
y; " (0'(2)) = lim log e (3.5)
oo Xw
ijxn+1.'_x11k eyll W
Além disso, para n; > n; e 0 <1 < n; podemos escrever
n—l+1 ni—l4+1, _ —nj
y vt @y y W " w) Ly o)

X=X] - Xny, X=X]..-Xn; X:xniﬂ - Xy

Pelo Coroldrio 3.1, para 0 <[ < n; temos
—I+ —I+1 np—n; ,_
Yoot ey oy e,
X=X Xy, xX'=x;.. X, X:Xni+l...xnk

e também segue do Coroléario 3.1 que

nje— 1+1
z e‘l’]
L k

A4 A (Xw)

(aw)

C—] . Z e‘lll I—H(E/K) S

/ —
X 7x1...xni Zx:x,,iﬂ‘..xnk

<c. Y M W)

X'=xp.. X,
Fazendo k — oo e usando a Equacdo 3.5, temos

ﬂl

cl Yy w0y e

xX'=x;.. X, x'=x;.. Xn;

E entao

Sendo u uma medida Gibbs sequencial para yi, existe uma constante K > 0, tal que

para cada x € IT7!(z) NG e uma sequéncia (n;(x));>1,
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ni-‘rl—l l’ll‘+l—l

K—16W1 (Gl(é)) S ul([xl~xn,]) S Kellll (Gl(ﬁ)).

para 0 <[ < n;. Adicionando sobre todas as palavras x € G que sdo projetadas em z, temos

ni—l+1,
K, Z eV (x'w)

IA

™M
=
=
5&

X'=xp.. X, X[ X
n;—I+1
< K Y, e )
X'=Xp.. X,
entao,
ni—Il+1, ,
Y uxm))x Y oMW
X[ Xp X'=x; Xp;
Portanto,

ni71+1
V([Zl...Zni]> = Z I.L([Xl...xni]) ~ eWQ (Gl(g))

xl..,xni
para cada 0 <[ < n;, provando que v é uma medida Gibbs sequencial de 0, : D C ¥, — ¥, para
o potencial y» : D C ¥, — R. 0
3.2.2 O potencial y, estd bem definido

Nesta secdo, provaremos que Y, estd bem definido. Daremos algumas defini¢des que

nos ajudario nesse propdsito.

Definicao 3.5. Seja k € N e z € D. Definimos o intervalo fechado

Ar(2) = {mwjn thy (2), max Mw',k(z)} :
n w

Dado k € N e z € D. Definimos

=~

A(z) == sup{ = :v_v,m'ezl}.

Dizemos que a sequéncia de intervalos I, ¢ monotonicamente encaixada se temos

hoLOD..OL,D...

No préximo lema, mostraremos que a sequéncia (A (z))x>1 ¢ monotonicamente encai-
xada. Entdo, a existéncia de y» em Vv-q.t.p. z € X, corresponde a convergéncia para zero do

comprimento de (A(z)). Isso é feito mostrando a convergéncia para 1(em v-q.t.p.) da sequén-

cia A (z).
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Lema 3.3. A sequéncia de intervalos (Ay(z))i>1 € monotonicamente encaixada.

Demonstragdo. Dado z € D, observe que

ny +1
'I:xo“'x”kﬂ

ZL’ZX],

Uy k+1 (2) = W ()
1 -~ Y

Kngey

Z)g:xo...xnk Zizxnkqt 1"'x"k+l

nk+1
eV

(w) T (Fw)

Z&’:xl oo Xy Zizx,,k +1 Xy g

n+1
z _ eV
X=X0---Xny,
ax

oY1 (W)

(xxw)

IA

m

X

Z@’le Xy

IN

max iz i (2)
X

< maxu,, i (z)
woo T

Por outro lado, para um dado x

min iz, (2)

minu, ;(z) <
wo =T xw

n+1, _
y Wit (aw)
. EZXO.A.xnk

R ()
W X Xw
- ZE/:-XI"'XI'!]( eu/l T

Z@zxo...xnk Zfzxnk+1...xnk+] e

IN

nk+1
L4

Me+1~ "k

oW1 (w) v, (xw)

(tw) T (Fw)

Zg’:xl oKy ZX:xnk—i-l...x,,kH

N 1+1
Y. e (aw)
X=X0-- Xy, |

"k
Z . ewl +1(£’&)
)L—xl...xnkﬂ

= Upk+1 (é)

Lema 3.4. Para v-q.t.p. z € X, temos que Ao(z) > A1(z) > ... > A(2) > Ayg1(2) > ...

Mh+1""k

oV (w) ¥, (Fw)

Demonstracdo. Das desigualdades do Lema 3.3, para w,w’ € ¥, temos

I/t%k—l-l(z) < sup { uk,k(é) } _ Afk(Z)
wver B

Uy k+1 (Z) My/,k(é)

Tomando o supremo sobre w,w’ € X1, temos A 1(z) < 4 (2).
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Agora, mostraremos que A;(z) — 1 para v-q.t.p. z € X,. Essa parte é bastante técnica.
Para facilitar as notacdes, iremos definir um vetor de probabilidade de coordenadas(para cada
escolha X) Pk’i()_c, w). Seja n; < n um tempo Gibbs de z e palavras xg...x,, que se projetam em

z. Dado X = x,,,41...Xy, , definimos

l’lk —
i Zzle...xni eV (tw)
P (X,w) =

n
Yo Vi (xw)
X=X Xy

O vetor de probabilidade (P*(X,w)) nos permite expressar a fungdo u,,  em termos da

fungdo u,, ;, para i < k. De fato, temos que

Lema 3.5. Seja n; < ny tempos Gibbs de z € D. Entdo, temos que

k(@)= ), uni(@PY(EW).

X=Xy 1. Xny

onde a soma é sob todas as palavras xo, ... , Xy, que se projetam em 2, ..., Zn,.

Demonstragdo. Pela defini¢do, o numerador de u,, x(z) é

Z ewfk+l(m): Z Z ewﬁ“(@@g’f“”%m) (3.6)

X=XQ--- Xy szo...xl1ix:xni+l...xnk

Além disso, podemos reescrever o lado direito da Equacao (3.6) como

n; +1, _
y eV (w)
X=X(..-Xp

n; — np—n; ,__
— Z T Z elllll(zl'xw) elplk l('xm) (3.7)
T=x Y eVi' (¥Tw) I—
nj+1--Xny X =X] - X X =X Xn;
N AN -
Usw,i(2) Y l//?k (x"3w)
X =X] Xy

Entdo, dividindo ambos os membros da Equagdo (3.7) por ¥, g Vi (xw), temos

up(D) = Y, uniz) - PY (W)

X=Xp; 1.+ Xny

Corolario 3.2.

£
=

umk(g) Zizxni_‘.l oo Xy Uxw.i (g)Pk’i(

Myﬁk(g) B Z}:xniﬂ_uxnk MXE/J(g)Pk,i(

i
<
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Demonstragdo. Segue diretamente do Lema 3.5.
O]

Lema 3.6. Existe ¢ > 0 tal que para cada n; < ny tempo Gibbs de z, X = Xp;11...Xn, que se
projetam em 7z = Zp,11...Zn, € W, w temos

PH (3, w)
— >
kal()_c,y’) —

Demonstracdo. Sendo que xxw e xxw’ coincide em ny, locais e pela propriedade Gibbs em (3.1)

temos

oV (axw) .
e, S K2 : K]
V1" ()

Podemos escrever

X et 1

(% XXW w
Pk,l(x,w) Zile_“xnie 1 (xxw) Y, o, € (x'w)
Pki(x. w' - [T -
( , ) Z%:xl”'x”i e% (7 7) ZE/le...xnk e’ (7 7)

< (Ky-Ki')?

Para finalizar a prova do Lema 3.6, basta tomar
1

(Kr-K; 12

Lema 3.7. Com as mesmas notacdes do Lema 3.6 temos
Mowi(2) _ X, var(y I (03 ()
Uzy' i\Z

Demonstracdo. Considerando primeiramente o numerador, temos

numerador(uzy,i(2)) ZFXOMXHI'@W (xw)
numerador iz, ;(2)) e e VI ()

e comparando termo a termo, vemos que ¢’ (x¥w) e o/ (xxw') coincide em ny — n; + (n; — j)

locais, e entdo para cada escolha de X,

(@)

ni+1, _
vt (axw) n ny—n n _
e’ S ez‘”k:"kfni W”’n(l//lvo'lk (x)) S ean:nkfnivarn(lVlaH 1(0-2

ni+1, _
ST ()
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Somando sobre todas escolhas de x e fazendo um calculo idéntico para o denominador o lema

estara demonstrado. ]

Corolario 3.3.
ufw’"”,i(g) S622,,’;,1](,,,1,varn(qll,H*I(sz ()

e

onde w"* e xw™" sdo concatenagdes Xw que maximizam e minimizam, respectivamente, zyi(z).

Lema 3.8 (Lema chave). Seja (n;);>1 a sequéncia de tempos Gibbs de z. Para k > i, temos

Np—n

ﬂ,k(g) <c- eZZZ’Lnrni var,(y1,1T7 1 (0% 7(2))) + (1 . C)li(g) (3.8)

Demonstragcdo. Suponha que para k > i

sy i(2) \ 2Dk, van (v T (03 @)

7\ i (2

Ai(z) = max

Entdo, pelo Lema 3.4, (A (z))x € decrescente e temos que

h(z) < Ai(z) =chi(z) +(1—c)Ai(z)
H (1.

n _
< c- ezznkznkfni Va’n(‘lfl 1T 1(62

Agora se assumimos que

Uzyma ;(2)

7\ i (2

2221(:}1](7%' Varn(llfl 7H71 (Gélk_n(g)))

Ai(z) = max >e

Pelo Corolario 3.2, temos

Uyymax (é) Z)?:xnldrl R Uzymax j (g)Pkﬂ' (x, mmax)

Uyymin (z) Zf:x,lﬁ,l Xy, Ui (g)Pk'j (%, V_Vmin)

Para simplificar a notag@o, iremos fixar z e enumerar o conjunto .# de todas as possiveis

escolhas ¥ € IT! (z). Entdo, a soma Yz, e pode ser denotada pela soma ) ;- .

Seja P; o vetor de probabilidade PX (X, W) e P, o vetor P%{(%,w™"). Também denote
por Vi o vetor (uzgymex ;(z)) e V2 0 vetor (ug,min ;j(z)), onde X é escolhido sobre .#. Se a; e by
representa o [-ésimo termo de V) e Vs, respectivamente, e I é o vetor de |.# | coordenadas e com

1 em todas as suas coordenadas. Entdo, podemos resumir a igualdade acima como
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Mwmclx7k(§) PV PV (1—c)P, -V}

= = (3.9)
ummink(g) P -V, cP -V, + (Pz — CP1) -V

onde o sinal - é representa o produto interno em RM1.

nk —1 nkfn
Pelo Lema 3.7, a; < b, ezz":”k*"i vara (Y1l (0" 7 (2)) para cada /. Assim,

np—n

P1 . Vl S eZZnI;nkfni var, (¥ aH_l(Gz (5)))1)1 . VZ'

Portanto, na Equagdo (3.9) temos

nk —1 nkfn
Uymax (2) - ce®Enzn—n; vara (Y111 (0 (5)))P1 Vo+(1—=c)P -V
Uymin 1 (2) cP-Vo+ (Py—cPy) -V

nk —1 nkfn
cezz”:"k*”i vary(y1,I17' (0, (;)))Pl Vo + (1 _ C)P] . Imaxl as
- cPy-Vo+ (P, —cPy) - Imin; by

Provaremos o seguinte lema:

nk —1 l‘lk*n
Lema 3.9. Pondo o = Cez):”:”k_"i vara (Y1, (0, (g)))Pl -V, ,31 =cP -V, ap = (1 — C)P1 .

Imax;a; e B = (P, —cPy) - Imin; b;. Entdo % < %.

Demonstragao.
nf = cP-Va(l—c)P ~Imlaxal
> cezzzkz"k_”i varn(lI/hH*l(c;'k*n(;)))pl Va(l=c)P, 'Imlinbl
> CeZZZ":nk,ni varn(lI/hH*l(G;'k*ﬂ(g)))pl Va(Py—cPy) 'Imlinbl =B

O

, X Xy . . CXp+x X1 +x
E um fato elementar que 12 implica 1=z At
, . yo_y» cyrL+y2  yi+y
numeros reais positivos xi,x3,y; € y2. Usando o Lema 3.9, temos que

, para todo ¢ € (0,1) e

nk —1 nkfn
= 11 .
Mwmax’k (g) Ce2 annkfni Varn(W] B (62 (g)))Pl . Imlnl bl

Upmin 1 (2) cPy - Imin; by + (P, — cPy) - Imin; by
(I —c)Py -Imax; q;
cP; - Imin; b; + (P2 - CPI) -I'min; b;

N
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Como P; e P, sdo vetores de probabilidade, entdo 1 = P, -1 = P, - 1. Dividindo por min; b;, temos

25 g vara (w1 T (0K (2))) +(1—0¢) max; (a;)

l/lwmax7k(§) < ce min[(b,-)
Upmin 1 (2) c+(l1—c)
= PTG @) (g M)
min; (b;)

n 1, ng—n
22”1(:"](,”1.\/&1’”(1[/1711 (GZk

resultando que A4 (z) < ce @) 4 (1 —c¢)Ai(z), como desejavamos.

Corolario 3.4. Em v—q.t.p. z € X3, a sequéncia (Ax(z))i converge para 1.

Demonstracdo. Parak > i,temos ny —n; = (ng—np_1)+ (mg—1 —nk—2)+...+ (nip1 —n;) > k—i.
Em particular, ny;, —n; > k. Pelo Lema 3.8, temos

A (2) ¢ Lt vara(vIT! (03 (@) + (1 =) M(z)

Aor(2) = M(z) < cezz"k:”k—”i vary (v T (03* "(2))) A(2)

IN

Sendo que y; € continua, segue que

eZ:k:O VarnZk—n(Wl ,Hfl(GS(z))) < eznzzkn%—nk vary (Y1) N 1’ quando k — oo,

Como a sequéncia (A, (z))x € decrescente,

lim Ax(z) < 1.

k—roo

Pelo Lema 3.4, temos que limy_,. Ax(z) > 1 e, portanto, limy_,e A (z) = 1. O

Para finalizar a prova do resultado principal desta se¢do, provaremos o seguinte lema:

Lema 3.10. Para v—a.e. z € X5 o limite u(z) = limy_,o.ut,, 1 (2) existe e Y1 (z) :=log(u(z)) é

continua.

Demonstracdo. Para a existéncia do limite € suficiente usar o fato que Ax(z) — 1 em v—q.t.p.
zZ€ Xs.

Agora, provaremos a continuidade. Seja (n;);>1 a sequéncia de tempos Gibbs de z e n
tal que n > ny (note que k < n). Seja 7’ € [z9...z4]. Pela defini¢do de medida Gibbs sequencial,
temos que Ax(z) = Ax(Z). E o fato da sequéncia (A,(z)), ser monotonicamente encaixada,

ambos u(z) e u(z') estdo no intervalo A;(z). Portanto,

Uy 1 (2) } {uwk(g)}
< su = = su = =X (z
u(gl) m,y’gEl { um’,k(?) m,y’gﬁl uy’,k(é) k(_>
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Entao

|log(u(z)) —log(u(z))| < log Ax(z)

isso implica que Y, = logu é continuo em z € X,. Portanto, como A;(z) — 1 é v-q.t.p. entdo y»

¢ continuo em V- q.t.p. z € Xs. [

3.3 Demonstracio do Teorema B

Nesta sec@o iremos enunciar e demonstrar o Teorema B.

Seja u uma medida Gibbs sequencial para um potencial y; continuo em u-q.t.p., IT
uma aplicacio fator 1-bloco regular e v = p oIT~! a medida Gibbs sequencial do potencial y»
construido no Teorema A e n;(z) a sequéncia de tempos Gibbs de z € ¥,. Estudamos o médulo
da continuidade de W, em um ponto z com respeito a0 médulo da continuidade de y; em IT~!(2)

para uma classe de medidas Gibbs sequenciais.

Teorema B. Seja 1 uma medida Gibbs sequencial para um potencial Y, : £1 — R continuo

em [-q.t.p. Suponha que para V-q.t.p. 7 € X temos que limsup;_,, "",Eg) < +oo e que existe

uma fungdo positiva decrescente f, : N — R tal que limsup,_,., f;(k)k < +o0 e que para cada
1 < j < ny temos

varj(wl,H*I(Gn"fj(E))) < fz(J)-

Entdo, dado y < 1, existem constantes o € (0,1) e C > 0 tal que

varg(y,w) < Cmax{a* 7, £.([K")k},

Nas proximas subse¢des demonstraremos alguns corolérios dos Teoremas A e B.

3.3.1 Decaimento Exponencial Esticado Local

Corolario A. (Decaimento exponencial esticado local): Suponha que existam constantes I'1,0 <
Bi1 <1e 6 €(0,1) tal que para cada w € D =T1(G), se ni(w) € a sequéncia de tempos Gibbs

de w e para 1 < j < ny tivermos para k suficientemente grande

varj(wl,H_l (Gnk_j(ﬂ)) <Iq Gljﬁl .

Entdo, podemos escolher y, de tal forma que v é uma medida Gibbs sequencial para

Y, e que existam constantes 6, € (0,1), T, > 0e 0 < B, < 1 tais que para v-q.t.p. w € ¥, temos
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var (Yo, w) < Tzezkﬁz-
Demonstragdo. No Teorema B, pomos f,,(j) =TI - Gljﬁl . Entdo, para y < 1, temos

var(ya,w) < Cmax{ockl*y,rl 0, [k")P1 k)

1

Y
Seja kg tal que 0 := le([)ko] "<le B < 1 tal que [k"]Pt > kB. Entio, para k > ko, temos

vary(yo,w) < Cmax{akl_y,rleﬁ} < eré‘ﬁz
onde 6, = max{c,0} e B, = max{l —7,B}. O

3.3.2 Decaimento Polinomial Local

Corolario B. (Decaimento Polinomial Local): Suponha que existam constantes 'y >0er > 2

tal que para cada w € D, cada tempo Gibbs ni(w) de w e para cada 1 < j < ny temos

varj(y1, T (6™ (w))) <T1j "

Entdo, podemos escolher y, de tal forma que v é uma medida Gibbs sequencial para

Y, e que existe uma constante I'y > 0 tal que para cada s < r—1 e para v-q.t.p. w € X, temos

vari(ya,w) <Iok™.

Demonstragdo. No Teorema B, pomos f,,(k) =I'1k~". Entio,

var(ya,w) < Cmax{a* ', T1[k"] "k} < CTy[k"] "k

Podemos escolher A < 1 tal que [k?] > k* para cada k. De fato,

-1 [k
<

YA _
k 1 o

Entao

varg(ya,w) < CT1k' A < €Tk

Para finalizar a prova, basta por I'; = CT'.
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3.3.3 Variacdo Somadvel Local

Corolario C. (Variacdo Somdvel Local) Suponha que exista d > 0 tal que para cada w € D e

cada tempo Gibbs ny de w, temos

Z kK Yar (wy, T H(w)) < oo
k>1

Entdo, podemos escolher y, de tal forma que v é uma medida Gibbs sequencial para

W, satisfazendo 'Y, k?vary(ya,w) < o para v-q.tp. w € .

n>1
Demonstragdo. Seja v = 1 — B, como na prova do Teorema B. Definimos
fw(k) = var[k h 1(1;/1,1]—1 (w)). Entéo, pelo Teorema B, temos
- +

var(yo,w) < Cmax{akl—y,kmr[[mh+l(y/1,n1(@)}

< cmax{a® " kvarg(yy, T (w))}

. 1- ~ . .o,
Obviamente, Y, Kok " < oo, Entdo, juntamente com a hipétese, temos
k>1

Y Kvar(yaw) < o
k>1

3.3.4 Modulo da Continuidade de y» (Prova do Teorema B)
Aqui daremos a prova do Teorema B. A estratégia é dar uma estimativa para log Ay.

Demonstracdo do Teorema B:
Tomando ko (x) tal que k > ko(x) implica ny(x) < bk. Assim, temos que

Varpg] (WZ?%) < varnk(ll/27§) < loglka (3.10)

onde [x] denota o maior inteiro menor ou igual a x. Dai, segue diretamente que o mddulo da

continuidade de log A d4 uma estimativa para o médulo da continuidade de var(y2,z2).

Para estimar log A, observamos que dado k > kg e [ > 2, para cada 2 < i < [ temos que

ik —n(_1)x = k e que ny < bik < blk. Logo, pelo teste da integral para séries, temos que
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Nk . Nik .
Y vari(yi,lT (03" (2)) < Y vari(yr, T (05" (2)))
J=NiE—n (i 1)k j=k
< fln < LRIk, @3.11)

Pelo Lema 3.8, para v-q.t.p. z € X, paracada k > ko(z) e i =2,...,1[:

var; ,I'[*1 ik~
iy (0, (;)))+a}tf(i—1)k(§)~

2 ik
Aie(z) < ce DI

Assim, usando a Equacgdo (3.11):

Air(2) < ce?=BPlk A1)k (2)-
Multiplicando por &/~ em ambos os lados, temos
o a(z) < col i f(K)blk | Oﬂl_iH}L(iq)k(é)

Adicionando todas as equagdes acima e cancelando respectivamente os termos, temos que:

[
Mi(z) < Y al e Wbk 4 o112, (2) < WP 4 o 7T (2). (3.12)
i=2

Tome [ = @y, acima, para k > k. Dividindo por 22 (KbkO & ysando que A — 1, log(1+
x) & x para x suficientemente pequeno, temos que para k suficientemente grande que

1 o 2
log),a,kk < &(e%fz(k)k)“’klk +2bf§(k)a)kk < aoc“’k + 2bfg(k)wkk. (3.13)

Dado n € N suficientemente grande e 0 < y < 1, definimos 8 = 1 — y e consideramos
k, = [n"] ¢ ®, = [nP]. Assim, para cada n maior do que algum ng, temos que wyk, < n e
log Ay, k, > logA,. Pela Equacdo (3.13) e (3.10) temos que para z existe np(z) tal que para
cada n > ny(z):

2 2 _
log A, <log Ak, < aanﬁ_l +2bf,([n")n < 2 a" y—|—2bf§([ny])n, (3.14)

como queriamos demonstrar.
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4 EXEMPLOS DE MEDIDAS GIBBS SEQUENCIAIS

4.0.1 Medida Conforme e Medida Gibbs Sequencial

Podemos nos perguntar sobre a existéncia de medidas Gibbs sequenciais. Veremos que
uma candidata natural para medida Gibbs sequencial é a automedida do operador de Ruelle-
Perron-Frobenius(operador RPF). De fato, denotando por 4’(X) o conjunto das fungdes reais
contfnuas em X. O operador de Ruelle-Perrén-Frobenius .2y, : ¢ (X) — ¢'(X) associado a y €
% (X) € definido por

290 = Y V().

yeo1(2) -

Observe que para n € N temos

Lop@)= Y, Yoy

yea(2) -

Este operador preserva o cone de fungdes positivas C(X)". Além disso, podemos res-
tringir o operador dual .Z; ao cone (C(X)™)*. Se identificarmos o cone (C(X)™)* com o espago

das medidas finitas e positivas .# (X), pelo Teorema de Riesz o operador £\ € definido por:

Ly ME) — M(X)
v = Zy(v):¢E)—R

0 L5()(0) = [ Zy(g)av

Como o cone C(Z)* é normal e A = r(.%y,) = r(Z) > 0 (raio espectral de %), a ver-
sdo para operadores ndo-compactos do Teorema de Krein-Rutman((EDMUNDS A. J. B. POT-
TER, 1972, Teorema 1)) garante que r(-Z,;) € um autovalor de £, com autovetor v € .#(X).

Consequentemente,

Lyv=r(Zy)-v
Essas medidas sdo chamadas de medidas conformes para y.

Proposicao 4.1. Seja v € .# (X) uma medida conforme para y € € (X). Entdo paran € N e

y€ o /([xj,..,xq1]), com 0 < j < n, temos que se logr(Zy) =P

—var,_i(y" 7, 6/ (x)) V([Xj, s Xn=1]) vary—;j(y"J, 0/ (x))
e = VW) =€ 1)
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Demonstragdo. Paratodo [x,...,x,—1] e y € 6 /([x},...,x,-1]), com 0 < j < n, temos

Vit = [y pdv
= () / LNV

- lolj{/ Y L (ei))e? T Wav(y)

ol(y)eo— " (x)

< g (n=h) gvara—j (Y7, 67(y) ¥ (0 ()

onde logr(.%y) = A. Similarmente,

A 0D g LDV 0 < ([ )
Entao,

—var,_j(y" I, 67 (y)) V([Xj, s Xn=1]) var,—j(y" 7,67 (y))
¢ = el P = ¢ .

onde podemos tomar P = log A. [

Para nos auxiliar a demonstracdo de como as medidas conformes e as medidas Gibbs

sequenciais se relacionam, definiremos a seguinte sequéncia de fungdes:

n—1
&)= sup {} [y(o/(x) —w(c/W)I} (4.2)

yeCu(x) i=0

A Proposicao abaixo nos dd uma condic¢do para que uma medida conforme v seja uma

medida Gibbs sequencial.

Proposicao 4.2. Dada uma medida conforme v tal que liminf, .. &,(x) < C em v-q.t.p. x €L,

para alguma constante C > 0, entdo v é uma medida Gibbs sequencial.

Demonstragdo. Observe que var,(Y",x) < &,(x) e &i—j(07(x)) < &,(x), paracada 0 < j < n.

Entao,

var, (", 69(2)) < Euj(07(x)) < &ul)

Pela hipdtese, em v-q.t.p. x € X existe uma sequéncia n;(x) tal que &,,(x) < C. Entio,

pela Equacdo (4.1), temos que para cada n;(x)

e € < e—varni_j(y/”i*j,aj(;)) < v([xj"‘xnifl]) < evar,,l._j(u/”i*j,oj(g)) < €
B = Vi 0/ ()= (i—j)P -

E isto finaliza a demonstracao da proposi¢ao. [



Capitulo 4. EXEMPLOS DE MEDIDAS GIBBS SEQUENCIAIS 33

Um caso especial do operador RPF é quando y =logg,onde g€ ¥ ={gc ¥ (X): g >
Oe Zxéd_l(g) g(X) =1, \V/)_C}- Entao, ﬁoggd’(ﬁ) = ZXEG—I(E) g(X)(P(X)

Teorema 4.1 (Ledrappier, (LEDRAPPIER, 1974)). Seja g € € (X) e v € 4 (X). Sdo equiva-

lentes:

1. 4

1oggv =V

2. V€ Ms(X) eV éum estado de equilibrio para logg.

A medida v que satisfaz as condi¢des do Teorema 4.1 sdo chamadas de g-medidas.
Para mais detalhes, veja (KEANE, 1972). Note que para uma g-medida v, temos hy (o) +
[loggdv =0

Corolario 4.1. Se v é uma g-medida e liminf,_,.. &,(x) < C em v-q.t.p. x € ¥, para alguma
constante C > 0, entdo v é uma medida Gibbs sequencial invariante e é um estado de equilibrio

para o potencial log g.
Demonstragdo. Para a demonstracdo, basta combinar a Proposicdo 4.2 e o Teorema 4.1. 0

Em (BOWEN, 1975), Bowen trata da condi¢do de Ruelle-Perron-Fobenius(condi¢do
RPF) dada na defini¢cdo abaixo.

Definiciio 4.1. Dizemos que o operador de Ruelle-Perrén-Frobenius Ly : € (L) — € (Xa)
associado a ¢ € € (L4) satisfaz a condi¢do de RPF se existem A > 0, h € C(X4) com h positivo
e V€ M(Ey) tal que Lyh = Ah, Z5v = Av, v(h) =1 e para cada y € C(Xa) a sequéncia
l*qu’,"l// converge uniformemente para v (f)h.

Bowen(veja (BOWEN, 1975)) mostra que se ¢ € Holder continuo com relacdo a uma
certa métrica em X, entdo . satisfaz a condi¢do RPF. Como consequéncia, A = P9 ven
sdo unicos e a medida u := u(f) = v(hf) é uma medida de Gibbs e invariante pela aplicacdo

deslocamento. Ele também mostra que t € o tnico estado de equilibrio para ¢.

Em (HOFBAUER, 1977), Hofbauer considera o mesmo problema de existéncia e uni-
cidade de estados de equilibrio mas agora para uma classe de fungdes que nao sao Holder
continuas. Ele caracteriza as fungdes dessa classe que satisfazem a condi¢do RPF, que admi-
tem medidas de Gibbs e que possuem unicidade de seus estados de equilibrio. Ele também da

condig¢des para que ndo haja unicidade dos estados de equilibrio. Daremos os detalhes agora.

O Teorema 4.2 abaixo relaciona a condi¢gdo RPF com a unicidade de estados de equili-

brio.

Teorema 4.2 (HOFBAUER, 1977), pag. 225). Seja ¢ satisfazendo a condicdo RPF. Entdo

W = Vh é o tinico estado de equilibrio para ¢.
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Retrataremos aqui um exemplo em que as medidas Gibbs sequenciais sdo estados de
equilibrio para potenciais que sdo apenas continuos. O exemplo se encontra em (HOFBAUER,

1977) e o descreveremos agora.

Exemplo 4.1. Seja A = {1,...,n}, o shift X4 = [T, _o{1,2,....,n}, Mo = Z4\[1]o, onde [1]p =
{xeXpixo=1eMy={x€Zy:xi=1for0<i<k—1,x # 1} para k =1,2,.... Entdo
os conjuntos My juntamente com ponto 1111... formam uma particdo de X5. Seja (ay) uma

sequéncia de niimeros reais com limay = 0. Seja sy = ag + ... + ay. Definimos g € C(X4) por

g(x)=ayforxeMyeg(ll...)=0.

Note que g é continua por que

vary(g) = ap — 0, quando k — o

Abaixo, enunciamos alguns dos teoremas em (HOFBAUER, 1977).

Teorema 4.3 (HOFBAUER, 1977), pagina 226). Se } ;> e’ > n%, entdo g satisfaz a condi-
¢do RPF.

Teorema 4.4 (HOFBAUER, 1977), pagina 230). A funcdo g possui uma medida de Gibbs se,

(o] Ve
e somente se, ) ;" ay € convergente.

O teorema abaixo dd um exemplo da ndo-unicidade de estados de equilibrio para uma

classe de fungoes g.

Teorema 4.5 (HOFBAUER, 1977),p4gina 236). Se g satisfaz
Y ei=1 ¢ Y (k+1)e’* <oo
k=0 k=0

Entdo g possui dois estados de equilibrio.

Reproduzimos abaixo uma tabela, semelhante a encontrada na pdgina 239 em (HOF-

BAUER, 1977), que resume os resultados do artigo.
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g satisfaz | g admite | g possui

a con- | um  me- | um unico

dicdo dida de | estado de

RPF Gibbs equilibrio
Y o€t > nTl1 Yok < oo sim sim sim
Y oGk = sim ndo sim
Y o€k = nTll Yiolk+1)e’t < oo | nao ndao ndo
Y olk+1)e’t = oo | nao nédo sim
Y pet < ﬁ ndo ndo sim

Neste mesmo contexto, iremos examinar um caso quando a fungdo g possui uma medida

Gibbs sequencial.

Pelo Teorema 4.3 e 4.4, se } ;. e’* > 1e )" jay = o entdo a medida |1 ndo é uma me-

dida de Gibbs para g. Mas a Proposicdo 4.3 abaixo diz que |1 é uma medida Gibbs sequencial.

Proposicao 4.3. u é uma medida Gibbs sequencial com a func¢do de primeiro tempo Gibbs ny

integrdvel

Demonstracdo. Seja a sequéncia (&,(+)), como na Equacéo 4.2. Na demons-tra¢do do Teorema
4.3 em (HOFBAUER, 1977) Hofbauer prova que p({1}) = 0, isto é, que i # 911;.... E como
existe uma constante L > 0 tal que

L v({1}) < /{ v =p({1) <L-v({1) 4.3)

entdo v({1}) = 0. Logo, em v-q.t.p. x, existe uma sequéncia (n;(x)); tal que 6" (x) € My e
entdo &, 1 1(x) = 0. Logo, liminfy_,., & (x) = 0 e pela Proposi¢do 4.2 v ¢ uma medida Gibbs
sequencial e pela Equacdo 4.3 u também ¢ uma medida Gibbs sequencial.

Note agora que a funcdo primeiro tempo Gibbs n; de u é menor ou igual ao tempo
de primeiro retorno a M. Logo, pelo Lema de Kdc, temos que a funcdo n; € integravel com

respeito a (L. O

4.0.2 Medida Gibbs Nao-lacunar e Medida Gibbs Sequencial

Nesta subsecdo, iremos dar um exemplo que mostra que as medidas Gibbs nao-lacunares
sdo exemplos particulares de medidas Gibbs sequenciais. As medidas Gibbs nio-lacunares sdo
estados de equilibrio para potenciais Holder continuos[(OLIVEIRA; VIANA, 2008),(VARAN-
DAS; VIANA, 2010), (RAMOS; VIANA, 2015)] de difeomorfismos locais C'. Discutiremos o
cenario de (OLIVEIRA; VIANA, 2008).
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Seja f : M — M um difeomorfismo local C', M uma variedade riemanniana compacta

d-dimensional, satisfazendo as condi¢des (H1) e (H2) listadas abaixo.

(H1) Existem naturais p > 1 e ¢ > 0, uma familia #Z = {Ry,...,Ry,Rg+1,...,Rg+p} de
conjuntos abertos dois a dois disjuntos cujo fecho possui dia-metro finito e que cobre toda a

variedade M, tal que

o fl®ury € injetivo sempre que RiNR; # 0;

se f(R;))NR; # 0, entdo f(R;) D R; e portanto f(R;) D R;;

e cxiste um natural N > 1 tal que fV(R;) = M para cada i.

(H2) Existe A;,A; > 1, com A, suficientemente préximo de 1, tal que

|Df(x)~1|~! > Ay paracadax € Ryy1U...UR4)

|IDf(x)~"|7" > A, ! paracadax € RjU...URy

(H3) ¢ é Holder continuo e sup ¢ —inf¢ < logdeg(f)—logg.
Para cada natural n > 1, chamamos de cilindro de comprimento » a cada conjunto nao-

vazio da forma

R" = R"ig, ..rin1] = {y €Riy N f ' (R;,) N Nf "R, )}

Seja %, a familia de todos os cilindros de comprimento 7.

A nocdo de tempos hiperbodlicos € importante para o estudo das medidas Gibbs nao-
lacunares. Essa nocao foi introduzida por Alves((ALVES, 2000)) e posteriormente desenvolvida
em (ALVES et al., 2000).

Definicao 4.2. Seja A > 0 fixado. Dizemos que n € N é um tempo hiperbdlico para x € M se

n—1
[TIDA(F @) < et
j=k

paracada 0 <k <n-—1.

Dizemos que R" C %, é um cilindro hiperbélico se n € um tempo hiperbdlico para cada

ponto x € R,,.

Seja H o conjunto de pontos x € M que pertence ao fecho de algum cilindro hiperbdlico
R" para infinitos valores nj(x) < ... < ng(x) < ... de n. Em (OLIVEIRA; VIANA, 2008), temos

os seguintes resultados.
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Teorema 4.6 (Teorema A, (OLIVEIRA; VIANA, 2008)). Existe alguma medida de probabili-
dade Vv tal que Z5v = Av. Além disso, v(H) =1 e supp(v) = H.

Dizemos que uma fungdo i : M — (0,1) é Holder continua por partes se existe uma

particdo finita de M tal que & é Holder continua em cada um de seus dtomos.

Teorema 4.7 (Teorema B, (OLIVEIRA; VIANA, 2008)). Existe uma funcdo Holder continua
por partes h: M — (0, 1), afastada de zero e infinito, tal que Lyh = Ah e ) = hv é uma medida

ndo-lacunar para @, invariante e ergodica por f.

Teorema 4.8 (Teorema C, (OLIVEIRA; VIANA, 2008)). A aplicacdo f possui um tinico estado

de equilibrio para o potencial ¢ e o estado de equilibrio é uma medida Gibbs ndo-lacunar.

Note que a parti¢do de Markov %, da condicdo (H1) nao é uma parti¢do geradora.
Porém, os autores em (OLIVEIRA; VIANA, 2008) mostram que a particdo de Markov %, €

geradora para H.

SejaX={l,...,q,q+1, ...,q+p}N. Podemos definir a aplicagdo invertivel 7 : H — X,
satisfazendo 7o f|y = |G o m, onde 7(x) é o itinerario de x com respeito a particio Z definida
por R; = R;NH e 0| é o deslocamento em G. Seja R;(x) o elemento da parti¢io que contem o
ponto x. Considere a medida push-foward = poz~! em X. Entio, n(G) = 1, onde G = 7(H)
e 1 é uma medida Gibbs sequencial para o potencial ¢ := ¢ o~ !. De fato, pelo Teorema 4.8,
( é uma medida Gibbs ndo-lacunar para ¢. Entdo, existem constantes P(¢) € R e K > 0 tal que

paracadax € H

—1 N(Rnk(x))
K = e <K

onde (n(x))r = (ng)x é a sequéncia de tempos hiperbdlicos de x.

Entdo, para (x) = x = xox1... € G C L, temos

(o) p (omn 1]) _ pRAR)

K@) -mP(9)  e(@omT)k(x)—mP(9) 9"k (x)—mkP(9)
< K

Usando o fato que se ng é tempo hiperbodlico de x entdo ny — j também € tempo hiper-

bélico de f/(x) para cada 0 < j < ny, temos

YIRS
29" (01 (x))—(me—j)P(9)

<K

Similarmente, para 0 < j < ng, temos
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(CTRE)
09" (04 (x))— (me—)P(9)

provando assim que 1 é uma medida Gibbs sequencial para ¢.

> K1

4.0.3 Medida de Gibbs Fraca e Medida Gibbs Sequencial

Uma sequéncia de fun¢des continuas @ := (¢, ), € assintoticamente aditiva em X se para

cada € > 0 existe uma funcdo continua Y tal que

. 1
11msup;\|q)n— vl <€

n—oo

onde || - || é a norma do supremo.

A nocao classica de medidas de Gibbs foi generalizada por Yuri((YURI, 1999)) para
potenciais no cendrio nao-uniformemente expansor. Essas medidas sao mais adequadas para o
estudo de potenciais com menos regularidades e para uma classe mais ampla de sistemas di-
namicos. Tecnicamente, a principal diferenca entre os dois conceitos € que, para medidas de
Gibbs temos um controle uniforme sobre a medida dos cilindros enquanto que para medidas de
Gibbs fracas esse controle nao € uniforme. Em (IOMMI; YAYAMA, ), lommi e Yayama gene-
ralizaram a no¢do dada por Yuri para uma sequéncia de potenciais assintoticamente aditivos.

Daremos os detalhes abaixo.

Definicao 4.3. Uma medida de probabilidade | é chamada de medida de Gibbs fraca para o
potencial ¥ : ¥ — R se existe uma constante P € R e uma sequéncia de niimeros reais positivos

K, satisfazendo

log K,
lim &8 _
n—e  p

0,

tal que, para cada n € N, cada cilindro [xo...x,—1] e cada y € [xg...x,1] temos

1 < ‘LL([XO...xnfl])

i < R
K= oo =K ‘4

E a medida | é chamada de medida de Gibbs fraca para uma sequéncia assintoti-
camente aditiva ® := (¢,), em ¥ se para cada n € N, cada cilindro [xo...x,—1] e cada y €

[X0...xn—1] temos

K ([xo--xn—1])

—1
(Kn> S e(bn(X)_nP

< K, (4.5)

Proposicio 4.4. Seja (E(+)), a sequéncia da Equagdo (4.2). Se lim,,_,o(1/n)&,(x) = 0 em todo

ponto, entdo cada medida conforme é uma medida de Gibbs fraca, no sentido de Yuri.
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Demonstragcdo. Seguindo os mesmos passos da demonstra¢ido da Proposicado 4.2, temos que

efsuplgn(l) < €_€”(£) < e—varn(l//",X) < V([X(), "'7~xn—l])
N - V'(y)-nP

< evarn(l[/",X) < eén(z) < esupién(l)

Para finalizar a demonstracio da proposicdo, basta tomar K, := ¢*"Px&n(), O

Observacao 4.1. Observe que &, é uma sequéncia subaditiva de fun¢des ndo negativas, ou
seja, Enrm(x) < En(x) + En(0™(x)) para todo x e nym € N, entdo pelo Teorema Subaditivo Er-
gddico de Kingman(veja (OLIVEIRA; VIANA, ), Teorema 3.3.3), temos que a sequéncia (1/n)&,

converge em q.t.p. para uma fungdo & > 0 e

1
/édu = inf—/éndu.
n>1ln
Se inf,>1(1/n) [&,du = 0, temos que & = 0 q.t.p. Entdo, se definimos a sequéncia K, (x) :=
&0 a4 Equacao (4.4) é satisfeita e a sequéncia (1/n)1ogK,(x) — 0 em q.t.p.

A proxima Proposi¢ado, relaciona as medidas Gibbs sequenciais com as medidas de

Gibbs fracas segundo lommi-Yayama.

Seja G o conjunto de pontos que possuem infinitos tempos Gibbs.

Proposicao 4.5. Se u é uma medida Gibbs sequencial e a funcdo ny é integrdvel, entdo existe
uma sequéncia assintoticamente aditiva ® = (¢,), em um conjunto de medida total G" tal que

para todo x € G” e para todo n € N, temos

,u([X()...xn_1])

-1
K, (x) < o) P

n

< Kn(x) (4.6)

logKy(x) _

onde a sequéncia K, (x) satisfaz lim,, ., == = 0.

Demonstracdo. Como U € Gibbs sequencial, entdo existem constantes K > 0 e P, e um conjunto
G C X com u(G) = 1, tal que dado x € G entdo existe alguma sequéncia n; (x) < na(x) < nz(x) <

--- tal que

-l < M)
= V'K (0V(x)—(m—j)P

para0 < j <m;—1.

Se ni(x) < n < nyyi(x), definimos uma sequéncia de fungdes em G

On(x) := (gp1(x) — mi(x)) (max [y])
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Note que
(o xn 1)) < p([xo--x0-1]) < p([x0.-Xn,—1])

Note ainda que

W' (x) = W™ @)+ Ga(x)] < (n—ng) max [y] + (ngs1 — i) max |y
< ognmax|y|

Y (x) — ognmax [y] < y"'(x) +¢u(x) < ognmax|y] + v (x)

Analogamente,
W (x) — W™ (2) + 6u ()] < ognmax | y] =

Y (x) — ognmax [y| <y (x) + Ga(x) < ognmax [y| + y" (x)

Entdo, para x € [xg...x,—1], obtemos

‘I,L([X()...xn_l]) < ,u([x()...xnk_l])
V' (X4 (x)—nP = pY"k(x)—oygnmax|y|—nP

[,L([X()...xnkfl]) _enakmax|l[/|+(n—nk)P
V)P

P(bxo-Xu—1]) oy (ma i+
eV'k (x)—mP

Koo max [y +1P)

IN

IN

Similarmente,

w(lo-xaa]) o H(bxo-Xme,—1])

V' (D) +P(x)—nP T Yk (x)+ogn max |y|—nP
_ K([xo--xm—1]) 1
eV ()= P on oy max | W+ (g —n)P
- u([xo...xp,,  —1]) 1

VL ()~ P pnog(max|y[+P))
> g1 p—now(max|y|+[P[)

Pondo K,,(x) := K - " %@ max|yI+[P) ‘temos que
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. logK,(x) .. logk .
tim P2 i 2R a1 - im0

Como a fungido n; € integravel entdo oy (x) — 0 para todo x € G/, onde u(G') =1 (veja
Lema 4.6 (OLIVEIRA; VIANA, 2008)). E como n — oo implica que k — oo, temos que K, (x)

possui crescimento subexponencial, ou seja

log K,
lim og K, (x)

n—oo n

=0

em U-q.t.p. x.
Definimos a sequéncia ¢,(x) := ¢, (x) + y"*(x) em G” = GNG'. Provaremos que (¢,),

é uma sequéncia assintoticamente aditiva em G”.

. 1 , 1~
limsup —|¢,(x) — y"(x)| = limsup—|¢(x)]
n—oo N n—oo N
< max |y|limsup o (x) = 0.
n—oo

Aplicando a norma do supremo no conjunto G”, temos que (¢,), é assintoticamente

aditiva.

Logo, para cada x € G”, temos

() < MbociD) g ) 4.7)

Finalizando a prova da Proposic¢ao.
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5 EXTENSAO, APLICACAO E PERSPECTIVAS FUTU-
RAS

E possivel com as mesmas ideias usadas no caso do shift total, estender os resultados
para o caso do subshift de tipo finito semelhante ao que aparece em (KEMPTON, 2011). Iremos

escrever o contexto no qual, possivelmente, isso podera ser feito.

Sejam os alfabetos A = {1,...,k;1} e B={l,...,ka}. Seja IT : £; — X, uma aplicagio
fator 1-bloco, onde £; € um subshift de tipo finito e X, é um subshift.

Definicao 5.1. Dizemos que uma aplicacdo fator 1-bloco 11 : X1 — X, é regular com respeito
a uma medida Gibbs sequencial |1 em ¥y, se existe um conjunto de medida total C C G C Xy,
com respeito a L, tal que dado x € C entdo IT"1(I1(x)) C G e ny(x) = n (), sey € T 1(I1(x)).

Denotamos por <7, (E) o conjunto de valores x,, das sequéncias xem E C X;.

Hipétese. Seja I1: X, — X, uma aplicacdo fator 1-bloco e U uma medida em ¥|. Assumimos
que existe um nuimero natural N e um conjunto de medida total F C X, em relagdo a vV :=

woII~! tal que para cada z € F, temos que as seguintes condigdes que sdo satisfeitas em Xy:

1. Se Ay {x € Xy : xpsm = J,1I(x) = z} € ndo-vazio para cada m > N, entdo </,{x € ¥; :
Xnm = J,11(x) =z} = @ {x € Ty : TI(x) = z};

2. dp{x €Ly W(Xp-N)---T(XpntN) = Zn-N---ZniN } = Dp{x € L1 : TI(x) = z}.

Note que a condicio 1, é uma condigio de mixing nas fibras II~!(z), isto significa que se
existe uma sequéncia x,x’ € IT~!(z) entdo para cada n e m > N existe uma sequéncia y € IT"!(z)

COM Y1 = X1, .00, Y0 = Xn € Yntm = Xy pps -1V —x .. paratodo j > n-+m.

Proposicao 5.1. Seja uma aplicacdo fator 1-bloco 11 : X1 — Xy regular com respeito a uma
medida Gibbs sequencial |1 em ¥. Entdo existe uma conjunto de medida total E, em relagcdo
a W, tal que dado x,y € E C Xy com I1(x) = I(y), entdo ni(x) = n(y) para cada k > 1 e as

Condigoes 1 e 2 sao satisfeitas em E.

Demonstragdo. A demonstracao é semelhante a da Proposi¢ao 3.3. Com efeito,

Sendo ni(x) = n1 (6”1 (x)), 1 uma medida invariante e IT regular com respeito  u
entdo podemos definir D = I1(M=00 %(A)) C X, satisfazendo

v(D) = v(I(Mi=00(A))) = (Mi=00 *(4)) = 1
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isto €, D C ¥, é um conjunto de medida total em relacdo a v. Entdo, DN F tem medida total
em X, em relagdo v tal que E :=TI"'(DNF) C A e dado x,y € E, com I(x) = II(y) entdo
ni(x) = ni(y), para cada k > 1 e a Condig@o 1 e 2 sdo satisfeitas em E. O

Em (KEMPTON, 2011), temos o seguinte exemplo:

Exemplo 5.1. Considere o espago shift ¢ : X1 — X1 associado a matriz de transi¢do

S O = =
— e

S~ O
—_ = = O

e projecdo T dos simbolos de X1 em um shift total de dois simbolos dado por

Entdo, {2} = o{x: n(x1xz) = ba} # 1 {x: n(x)) = b} = {2,3,4}. Também vemos
que x1 = 3 torna impossivel que x; = 3, mas nenhum restricdo hd nos possiveis valores de

X3,X4,.... Assim, a Hipotese falha para N = 0. Pondo N = 1, temos que é satisfeita.

Iremos dar um exemplo inspirado em (KEMPTON, 2011) que mostra que as condi¢des

da Hipdtese sao necessarias.

Exemplo 5.2. Considere a aplicacdo deslocamento ¢ : X1 — X1 associado a matriz de transi-

cdo
1 110
1 101
M=
1 010
01 01

Seja yi : 1 — R uma fungdo limitada tal que P(y1) = 0. Considere a aplicacdo fator 1-bloco
regular I1: X1 — X, para uma medida Gibbs sequencial i1 com (1) =1,7(2) =2 e n(3) =
n(4) = 3. Suponhamos que poIl~! = v é uma medida Gibbs sequencial para um potencial

Y, 1 X — R. Assuma adicionalmente que n; + 1 é tempo Gibbs de x = 23...3x,, 4 1Xp;42... € de

nj
/ __ / /
x =1 3...3xni+]xni+2..

nj

.. Entdo, para w € X, temos

KW (23.3w)
el/é”(?)..ﬁm)

Vv

v[23..3] = u24..4] =
upa.4 _ p24.4

v

De maneira andloga,
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+1
kLW (13.3w) < yi3 31— u[i3.3] =
LV (3..3w) < w1[13...3] < ,u.[13...3]
K-1e¥2(13..3w) = p—1,inf{y2(2)}

n;

(y) _ H2E3)

Se u é tal que K*eV40
ull

, por exemplo se U é uma medida de Bernoulli com
3...3]

K[3] < u[4] e n; for suficientemente gllfémde, entdo
n; n;
vyi(3.3w) < v (3. 3w)
para cada w. Assim Vlgi ndo estd definido em [3...3] que é um conjunto de medida positiva.
Logo, existe um conjunto de medida positiva tal que v ndo satisfaz a Desigualdade 3.1, e entdo

V ndo é uma medida Gibbs sequencial para .

Em (LEPLAIDEUR; SAUSSOL, 2012) os autores tratam de um andlogo do Teorema
Central do Limite para a flutuagdo do logaritmo da medida da bola de raio indo para zero, onde
a medida [y, em questdo € o unico estado de equilibrio para um potencial Holder continuo
v1 : T? = R de um difeomorfismo C!*% ou um produto-torcido expansor T : T?> — T?, dado
por T'(x,y) = (f(x),g(x,y). Eles discutem o caso ndo-conforme, isto é, quando ha expoentes de

Lyapunov diferentes.

Neste contexto € bem conhecido a existéncia de uma particdo de Markov. E eles usam
a conjugacdo com um shift total e usam os resultados em (POLLICOTT; KEMPTON, 2011)
ou (CHAZOTTES; UGALDE, 2011). Mais precisamente, eles consideram uma particao, que
nio é de Markov, %, formado pela colecio das componentes conexas de T~"(T?\Sy), onde
So={(xoxT)U(T x {y0})}. A particdo %, induz uma parti¢ao &2, em T formada pela cole¢do

das componentes conexas de f~"(T\{xo}). Veja a figura abaixo .

i
<iWAL
=

T-Y(T x {wo})

A estratégia da prova do teorema principal é trocar a bola B((x,y),€) por um cilin-

dro“dindmico” C,)((x,y),€). Usando o fato que T preserva as fibras, medir o cilindro Cy¢)((x,y), €)
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com [y, (que é uma medida de Gibbs) de y; para um n(€) suficientemente grande, é equi-
valente a medir com a medida invariante Vy, = Ly, © IT-! que é também uma medida de
Gibbs de f para um potencial y», pelos resultados em (POLLICOTT; KEMPTON, 2011)
ou (CHAZOTTES; UGALDE, 2011). Trocando a expressdo log tt(Cp)((x,y),€)) pela soma
Snte) (W1 — W2 0 IT)(x,¥) + Spy(e) (W2 0 IT) (x, ) onde S, € a soma de Birkhoff usa-se argumentos

de probabilidades para concluir o teorema principal.
Aqui, surgem algumas questdes:

Questdo 1: O mesmo resultado é verdade no cendrio ndo-uniformemente expansor? Em
algumas situag¢des, a medida [y, em questdo ndo € uma medida de Gibbs e sim uma medida
Gibbs ndo-lacunar(medida Gibbs sequencial). E bem possivel que o mesmo método usado em
(LEPLAIDEUR; SAUSSOL, 2012) juntamente com os resultados desta tese possam ser usados
para responder essa questdo, mas somente se 7 possui uma particdo de Markov geradora, como
no caso em (OLIVEIRA; VIANA, 2008). Outra questdo que surge é se 0 mesmo resultado é

verdade para o caso em que 7 ndo possui uma particao de Markov.

Questao 2: Na Subsec¢do 4.0.1, temos um exemplo de uma medida Gibbs sequencial que
€ o tnico estado de equilibrio para um potencial que nao € Holder continuo. Em que contexto do
cendrio ndo-uniformemente expansor, temos unicidade do estado de equilibrio para potenciais

que nao sao Holder continuos?
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