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Abstract

We prove the existence of relative maximal entropy measures for certain random
dynamical systems of the type F(x,y) = (6(z), f2(y)), where 0 is a invertibe map
preserving an ergodic measure P and f, is a local diffeomorphism of a compact
Riemannian manifold exhibiting some non-uniform expansion. As a consequence
of our proofs, we obtain an integral formula for the relative topological entropy
as the integral the of logarithm of the topological degree of f, with respect to
P. When F is topologically exact and the supremum of the topological degree

of f, is finite, the maximizing measure is unique and positive on open sets.

Keywords: Relative entropy, non-uniform expansion, relative topological
entropy, topologically exact, maximizing measure.
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Resumo

Provamos a existéncia de medidas de entropia maxima relativa para certos siste-
mas dindmicos aleatérios do tipo F(z,y) = (8(x), f»(y)), onde 6 é uma aplicagdo
invertivel preservando uma medida ergédica P e f,, é um difeomorfismo local sob
uma variedade Riemanniana compacta exibindo alguma expansao nao uniforme.
Como consequéncia da prova, obtemos uma férmula de integracao para entro-
pia topoldgica relativa como a integral dos logaritmo do grau topoldgico das f,
com respeito a P. Quando F' é topologicamente exata e o supremo dos graus
topoldgicos das f, € finito, a medida que atinge o maximo é Unica e positiva sob
conjuntos abertos.

Palavras-chave: Entropia relativa, expansao nao-uniforme, entropia to-
polodgica relativa, topologicamente exata e medida maximizante.
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Introducao

A entropia topoldgica hiop(f) é um nimero invariante topolégico importante do
sistema dinamico f. Para aplicacoes que expandem distancia uniformemente, foi
provado [8, Pa64] que este nimero descreve a taxa exponencial de crescimento
de érbitas periddicas e é dado pelo logaritmo do grau topolégico da aplicagao.

Por outro lado, existe uma importante relagao entre entropia topoldgica e
entropia métrica. Pelo principio variacional [21], a entropia topolégica pode ser
definida como o supremo das entropias métricas entre todas as medidas invari-
antes e se existe uma medida que maximize a entropia métrica ela é chamada
de medida de entropia mazximal. Como caracteristica, essa medida descreve a
distribuicao espacial de orbitas periédicas [§].

Para sistemas dinamicos aleatérios definidos como skew-product da forma
F(z,y) = (6(z), fz(y)) onde 6 é uma aplicagdo invertivel que preserva uma
medida ergédica P e (f.)zcx familia aplicagoes expansoras, foi provado, por
Bogenschiitz em [7] uma versao relativa do principio variacional . Nessa versao
a entropia topologica relativa é o supremo das entropias métricas entre todas
a medidas invariantes com marginal P e se existe uma medida que maximiza
a entropia métrica, ela é chamada de medida de entropia maximal relativa.
Daremos uma defini¢do mais precisa no capitulo |3l Kifer [10] prova a existéncia
de estado de equilibrio para sistemas aleatdrios uniformemente expansores e Liu
[11] estende esse resultado para sistemas uniformemente hiperbdélicos.

Estender essas propriedades no caso de expansao uniforme é um problema
desafiante. Varios autores tém melhorado tais resultados no caso deterministico.
Em [3], menciona-se alguns recentes trabalhos. Em [I6], Oliveira e Viana mos-
tram para caso deterministico a existéncia e unicidade de medida de méxima
entropia para um conjunto aberto de aplicagbes nao-uniformemente expanso-
ras. Além disso, para essas aplicacoes, a entropia topolégica coincide com o
logaritmo de seu grau.

No ambiente aleatério, Urbanski e Simmons [20] provam a existéncia de esta-
dos Gibbs para potenciais Holder continuos e aplicagbes expansoras aleatérias.
Além disso, provam que os estados Gibbs coincidem com estados de equilibrios
desses potenciais. Arbieto, Matheus e Oliveira [5], mostram para uma classe ro-
busta (C? — aberta) de aplicagoes aleatérias nao uniformemente expansora com
certas condigoes em suas derivadas e sobre uma classe extensa de potenciais, a
existéncia de estado de equilibrio.
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Neste trabalho estenderemos os resultados em [I6], o qual consiste dada
f: M?% — M9 difeomorfismo local sob uma variedade Riemannian d-dimensional
compacta M e grau topolégico p > 1. Assumindo que f satisfaz a seguinte
condigao

1 A*D 1
| Jpax ogmax||A"Df(z)|| < logp

se tem, que huop(f) = logp, e qualquer auto-medida p sobre o operador de
transferéncia £ é uma medida maximizante. Além disso, se f é topologica-
mente misturador, entao a medida maximizante é tinica e positiva sob conjuntos
abertos.

Em nosso ambiente aleatério de classe C', assumimos condicdes sobre as
derivadas da famf{lia de fungdes geradoras (f;).cx que envolvem os expoentes de
Lyapunov. Mais precisamente, consideremos um sistema dindmico aleatério F :
X xY — X xY de classe C! definida por F(x,y) = (6(z), f(y)) onde X é um
espaco de probabilidade Lebesgue, Y é uma variedade Riemannian compacta,
0 : X — X é uma aplicagdo continua invertivel mensuraveis preservando uma
medida de probabilidade P e (f;)zecx uma familia de difeomorfismos locais f, :
Y —» Y, para x € X, com grau topoldgico p, > 1.

Neste contexto temos o resultado principal:

Teorema A. Assumimos que F satisfaz (1.4)), e (2.3). Entio hiop(F|0) =
S log pdP(x). Além disso,

e Se u € ME(F) tal que sua desintegragio 1 = (piz)zex € uma sistema de
auto-medidas mazimal para o operador de transferéncia (Ly).ecx, entdo

W € uma medida de entropia mazximizante.

o Se F ¢é topologicamente exata e deg(F') := sup,¢ x deg(fz) < 0o, a medida
mazimizante € unica e positiva sob conjuntos abertos.

A estratégia da prova consiste primeiro provar a existéncia de sistema de
auto-medidas, logo assumindo que os expoentes de Lyapunov sao maiores que
a( constante dada em ) construimos uma particao geradora, portanto po-
demos usar férmula de Rokhlin aleatéria Teorema [3.2.3] com isso temos que a
entropia relativa coincide com [ + log p,dP(x). Por tltimo para calcular a en-
tropia topoldgica relativa usaremos o principio variacional aleatério. A longo
da prova fazemos uso do operador de transferéncia e tempos hiperbdlicos para
sistema dinamicos aleatérios.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira:

No primeiro capitulo damos as defini¢bes e resultados importantes. Defi-
nimos sistemas dindmicos aleatérios-RDS(Random Dynamical Systems), ope-
rador de transferéncia relacionado as fungoes geradoras f. : J». — Jo(.) para
todo x € X e obtemos os operadores duais respectivos. Respondemos a per-
gunta sobre a existéncia de auto-medidas. Para terminar esta secdo falamos
sobre o Teorema ergddico multiplicativo aleatério que é uma extensao do caso
deterministico, este d4 a existéncia dos expoentes de Lyapunov.

Instituto de Matemdtica- UFAL 2 Junho, 2015
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No capitulo seguinte, falamos de tempos hiperbdlicos para RDS, nocao que
foi introduzida por Alves em [2, 4] no caso deterministico. Enunciamos os
diferentes resultados importantes como a existéncia de um conjunto de medida
total tal que todos seus pontos tem infinitos tempos hiperbélicos e além disso,
tem densidade hiperbdlica positiva. Depois enunciamos o lema onde obtém-se
0s ramos inversos contrativos considerando os tempos hiperbélicos. Na parte
final provamos que existe N € N tal que FV tem densidade positiva de tempos
hiperbdlico em p — g.t.p.

No terceiro capitulo, comecamos por definir partigao sobre o espago J =
X XY e particao geradora. Damos condigoes para a existéncia de uma partigao
geradora. Depois falamos da entropia métrica relativa e com isso fazemos
mencao de adaptacoes aleatérias de teoremas importantes que se tém para caso
deterministico como sao os Teoremas de Kolmogorov-Sinai, Margullis-Ruelle e
Shannon-McMillan-Breiman. Em outra segao, mostramos a férmula de Rokhlin
aleatoria que é fundamental para provar o teorema principal. Para terminar de-
finimos a pressao topoldgica relativa e com isso o principio variacional aleatério.

Na ultima parte deste trabalho, provamos a existéncia de medidas maximi-
zantes e entre essas medidas estao as auto-medidas maximal. O passo a seguir é
mostrar que a entropia métrica relativa com respeito a uma auto-medida vai ser
igual [ + log p,dP(x). Faltaria provar que a entropia topolégica relativa ¢ igual
a esse valor. Para resolver isso usamos o principio variacional aleatério.

No caso da unicidade adicionamos duas novas hipoteses: F' é topologicamente
exata e com grau topoldgico finito. Com essas duas condigbes provamos que a
medida que atingem a entropia topoldgica é Unica e além disso deve ser uma

auto-medida maximal.

Instituto de Matemdtica- UFAL 3 Junho, 2015



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo enunciamos as defini¢oes e nogoes bésicas para o desenvolvimento
deste trabalho. Para leitores familiarizados com a temaética, este capitulo pode

ser omitido e retornar sempre que julgar necessério.

1.1 Sistemas dinamicos aleatorios

Definicao 1.1.1. Um sistema dindmico aleatério (RDS-Random Dynamical

Systems) métrico consiste do seguinte:
e Um espago de probabilidade de Lebesgue (X, F,P)

e #: X — X uma transformacao invertivel que preserva a medida ergédica
P.

e Um espago mensuravel de Lebesgue (7, B) da forma

zeX

onde J, sao as fibras do RDS

e Uma transformagao mensuravel F' : 7 — J da forma
F(a,y) = (0(x), f2(y))
onde f, : T = Jo(a)-
A din&mica estd definida como F™(x,y) = (0™(x), f*(y)) onde
[ (y) = for-1(a) 00 fu(y)-

Assumimos neste trabalho que J, = Y para todo r € X, neste caso J =
X xY onde Y é uma variedade Riemanniana compacta conexa d-dimensional,
as fungoes fr : Jr — Jy(a) sao difeomorfismos locais de classe C' e grau to-
poldgico p, > 1 para todo z € X, onde p, = # [, *(y) para todo y € Jp(y)-
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Seja M3 (J) conjunto de medidas de probabilidade sobre (7, B) tal que
J7Re 71';(1 =P
onde x : J — X é a projegdo na primeira coordenada (w(z,y) = ), e seja
M(F) = {p e Mp(J): po F~' = p}.

Denotemos por ex a particio de X sobre elementos unitdrios. A particdo
Tx'(ex) é mensurdvel. Portanto, para cada p € M}(J), pelo Teorema de
desintegragdo de Rokhlin [19], existe um sistema de medidas (pz)zex tal que
p = [ ppdP(z) chamando-se sistema canonico de medidas condicionais.

Por outro lado, é imediato provar que a medida u € M}(J) é F— invariante
se somente se p; o f; 1 = po(z) para P-quase todo ponto x € X. Também
dizemos que F é de classe C* se cada f, é de classe C* para todo = € X

Definigao 1.1.2. F' é topologicamente exata se para cada £ > 0 existe uma
funcao mensurdvel limitada ne : X — N tal que para [P quase todo ponto x € X
e para todo y € J, temos

f;ls(x)(Bw (,8) = jgnf(l)(m)

Denotemos por ng := sup,¢ x ng ().

1.2 Operador de transferéncia

Seja Cp(J) o espago de todas as fungbes mensurdveis g : J — C tais que
P—qtp z€X, glg, :==9: € C(J,) conjunto das fungdes continuas sobre 7.
Definamos

LL(X.C(Y)) = {o € Co(T) : ol = /X I@allsodP(z) < +00}  (L1)

Para ¢ € X fixado a € (0,1] denotemos por H*(J,) o espago das fungoes
Holder continuas sobre J, com expoente a. Isso é, ¢, € H*(J,) se e somente
se ¢y € C(Ty) € va(gg) < 00 onde

d(y, 2)*

Uma fungao ¢ € LY (X,C(Y)) chama-se Holder continua com expoente o mos-

Vo (Pz) := Sup{ DY,z € jm}

trando que existe uma fungéo mensurdvel K : X — [1,400) tal que

log K € L*(P)

Va(ps) < Ky, para P — q.t.p. z € X

denotando H*(J, K) como espago das fungdes Holder continuas fixados o e K,
e por H*(J) o espago das fungoes Holder continuas com expoente .

Instituto de Matemdtica- UFAL 5 Junho, 2015
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Para cada g € Cp(J), seja
n—1
Su(g) = g0 F’, (1.2)
j=0

como g, (y) = g(z,y) em P — g.t.p. v € X, entdao (Spg)s = Z;:g 9oi(z) © f2.
Agora, seja ¢ € HY(J), consideremos o operador de transferéncia L, = L, :
C(Jz) = C(Js(x) definido por

Ezgm(w) = Z gz(z)€¢z(z)7 w e jﬁ(m)
fm(z):w

este é um operador linear positivo limitado com norma

[L2l0 < deg(fe)exp(]|¢zloo)-

Com esta familia de operadores obtemos um operador global £ : C(J) —
C(J) definido como

(Lg)e(w) = Lo-1(2)go-1(x) (W)
Para cadan >1e P —q.t.p. x € X, denotamos
E;L = ;an—l(z) o---0Ll,: C(jr) — C(Jgn(w))

Note que
Lig) = Y g2, we T,
z€fz " (w)
onde S, p,(z) é dado em . Portanto, o operador dual £} : C*(Jy(z)) —
C*(J) é definido
L (16(2)) 9z = Hoa)(Laba)-

Por outro lado, chama-se sistema de auto-medida mazimal (pz)zex corres-

pondente a p € M}(F) considerando a partigio 7' (cx) se satisfaz

L p6(x) = Pzblz, Para todo z € X.

Mostraremos a existéncia desses sistema de auto-medidas maximais. De
fato, para potencial nulo ¢ = 0, o operador de transferéncia £ : C(J) — C(J)
fica definido

(Lg)(z,y) = > 9(07 (), 2)
P01 (2),2)=(a.)

portanto,
(£9)a(V) = Lo-1o-1¥) = D Go-1()(2) = (L9 (2, y).

fg*l(z) (z):y

Agora, seja g € C(J) e p € ME(F). Definindo o seguente operador

£:0T) = C)

Instituto de Matemdtica- UFAL 6 Junho, 2015
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como L(g)(z,y) := %. Por conseguinte, integrando

A ( //
£(9)(z,v)d :/ L9)=W) . gp
/ (9)(z,y)dp o Poie)
Lo (1001 (a
:// 9(99()()duzd]P’
Po=1(x)
’C*_lw . ~
- awa g = [ g
7 Po=1(x)

0=1(x)

logo, definindo fi dessa forma temos que i € ML(F). De outro lado, o
espago M3(F) é um conjunto compacto e convexo([14], Teorema 1.5.10). Entao,
Ij*|Mé(F) : M(F) — ML(F) se define LA*|M][1)(F)(M) = [i. Aplicando o teo-
rema de ponto fixo Schauder-Tychonoff, temos que existe u € ML (F) tal que
EA*|ML£(F) (1) = f1 = p, portanto seu desintegracao fica

Z—l(w) (pta)
Y = [ (a)
Po—-1(x)
para todo x € X. Aplicando o Teorema de desintegracao de Roklhin’s, temos
que o sistema canonico de medidas (uz).cx do ponto fixo u é mensurdvel com

respeito ao espago X,

De outro lado, mostremos que as fungoes f, : Jo — Jp(z) preservam medida
do ponto fixo £* (1) = p acima. De fato, seja 9o(z) € C(Jp(z)). Usando operador
de transferéncia £, considerando o potencial nulo ¢ = 0, temos que L;(gg(x) ©

fl)( )—pwgﬁ(a:)( )
1
/(ge(x) o fu)dpiy = o /(ge(z) o fu)dLy o)

1

= — [ L2(g6(x) © f2)dpo()
pr

2/99@)(1#9(3;)

Para mais detalhe desta parte ver [I5].

1.3 Expoente de Lyapunov

Quando o sistema (F, 7, u) preserva medida p, podemos ter a seguinte refor-

mulagao do teorema ergédico multiplicativo de Oseledec.

Teorema 1.3.1. [12] Assumamos que F é de classe Ct (i. é. r = 1) e a

sequinte condi¢do de integracao

[ 108" ID £ ) ldu(e. ) < oc
Entao, existe A C J tal que p(A) =1 e para cada (x,y) € A os nidmeros

—o0 < AP (z,y) < ... < ATED) (2 4)) < o0

Instituto de Matemdtica- UFAL 7 Junho, 2015
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mensurdveis em (x,y) e estdo associados a sequéncias de sub-espagos em T, Ty
{0} =V O(a,y) cVW(z,y) €. cVUED(2,4) =T, 7,

satisfaz
tim - log | Dy 7] = A ()

para v € VO (z,y) \ VO (z,y) para 1 < i < r(z,y). Dizemos que XD (x,y)
¢ expoente de Lyapunov de F em (x,y). Sejam m® (z,y) = dimV® (z,y) —
dimV =Y (2,5) sua multiplicidade e

{A (@, y),mD (a,y)) - 1 <i < r(z,y)}
espectro de Lyapunov de F' em (z,y).

Dado um espago de vetorial V' e um ntmero k£ > 1, a k-ésima poténcia
exterior de V é o espaco de vetores de todas as k— formas lineares alternadas
definida sobre o espago dual de V. Tomamos V de dimensdo finita, entdao o
produto exterior A*V admite uma descricio alternativa, como o espaco gerado
pelo o produto v A --+ A v, de vetores vy, va,...,v; in V. Assumindo V com
produto exterior, podemos expressar A¥V com o produto interno tal que ||v; A
<+« Avg|| é justamente o volume do k—dimensional paralepipedo determinado
pelos vetores vy, va, ..., v em V.

Um isomorfismo linear A : V — W induz outro , A¥A : A*V — AFW, através

AkA(vl/\-n/\vk):Aul/\~-~/\Avk,

Quando V = W, os autovalores de A¥ A sdo o produto de k distintos autovalores
de A(onde um autovalor com multiplicidade m é contado como m “distintos”
autovalores). Correspondentemente, existe uma simples relacao entre o espectro
de Lyapunov A*Df, e Df,, os expoentes de Lyapunov A*Df, sdo a soma de k
distintos expoentes de Lyapunov de D f,.

Definamos para 1 <k <d—1

: 1 n
Ci(a ) = limsup — log | 4* D7 (4)]

Cr(z, F) = max Cr(,y)

Como primeira hipdtese deste trabalho assumimos que:

max /X Colz, F)dP(z) < /X log p.dP(z). (1.3)

1<k<d—1

O qual significa que o integrando da taxa exponencial da derivada do volume
k— dimensional nao seja demasiado grande, para k menor que a dimensao de
Y. Com isso define-se

a:=aF) = /XlogpdeP— max 1/XC’k(x,F)d}P’(aL‘) >0 (1.4)

1<k<d—

Instituto de Matemdtica- UFAL 8 Junho, 2015
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Os expoentes de Lyapunov de A¥D f, sdo a soma de k distintos expoentes de
Lyapunov de D f,, com a mesma convencao de multiplicidade de antes. Temos,

para qualquer 1 < i3 < i3 < -+ < i < d, e a hipdtese (1.3) implica que o
integrando da soma é estritamente menor que [ log p,dP(z), para todo k < d.
Muitos resultados interessantes sobre os expoentes de Lyapunov em sistemas

dindmicos aleatdrios podem ser encontrados em [?], [13].

Instituto de Matemdtica- UFAL 9 Junho, 2015



Capitulo 2
Tempos hiperbdlicos

Esta nogao foi introduzida por Alves em [2] [4] para caso deterministico e é usada
para sistemas dinAmicos aleatérios em [5]. Dada uma medida em M3 (F) cujos
expoentes de Lyapunov sao maiores que 8a, vamos a encontrar no Lema
que existe N € N tal que FV tem um conjunto de medida total em X x Y, cujos
pontos tem densidade positiva de tempos hiperbdlicos, esto nos vai a permitir
no capitulo posterior no Lema[3.1.1] ter uma partigdao F'— geradora com respeito
a medida p. Para isso, vamos assumir como hipéteses a longo deste trabalho
uma condicao de distorgao e condigoes de derivada sobre as fungoes
geradoras, que nos ajuda obter estes resultados.

Neste capitulo F' : J — J é um sistema dinamico aleatério de classe C! e

w € Mp(F).

Definicao 2.0.1. Dizemos que v € Mp(J) é expansora com expoente ¢ > 0 se

para v-q.t.p. (z,y) € J temos

n—1

M, y) = limsup — > 10g|D fos (o) (F2(y) Ml < —2¢ < 0
=0

Definigao 2.0.2. Fixado ¢ > 0, dizemos que n € N é um ¢- tempo hiperbdlico
para (x,y) se para cada 1 < k < n tem-se:

n—1

[T 1D fos @) (F1()) "1 < exp(—ck)

j=n—k

Por outra lado, F' tem tempos hiperbdlicos com densidade positiva para
(z,y), se o conjunto H(, ,) de inteiros que sdo tempos hiperbélicos de F' para

(z,y) satisfaz

1
lim inf E#(H(w’y) N[l,n]) >0

n—oo
O objetivo é mostrar condigbes para que um sistema dindmico aleatério con-
tenha um conjunto de tempos hiperbdlicos com densidade positiva. O seguinte
Lema devido a Pliss, é fundamental para conseguir esse resultado.

10
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Lema 2.0.1 (Pliss). Dado 0 < ¢1 < c2 < A e (= G=-. Dados os nimeros

Teais a, ..., an, satisfazendo a; < A para cada 1 < j < Nj e

No

> a; > 2Ny,

j=1
exviste | > (Ng el <ny <---<mn; <Ny tal que

Uz
Z a; > ci1(n; —n)

j=n+1
para cada 0 <n<n; ei=1,...,1.
A prova deste fato pode ser encontrada [I](Lema 2.11).

No lema posterior conseguimos um conjunto de medida total onde todos
seus pontos tem infinitos tempos hiperbédlicos com densidade positiva, para sua
demonstracdo é fundamental o Lema de Pliss acima. Antes de enunciar o lema
vamos assumir que:

inf [|[Df.(y)"Y >0, 2.1
(xy)ejﬂ f() (2.1)

o qual é necessario para sua prova.

Lema 2.0.2. Para cada medida invariante v expansora com expoente c, existe
um conjunto H C J de v-medida total, tal que para cada (x,y) € H tem
infinitos c-tempos hiperbdlico n; = n;(x,y). Além disso, a densidade de tempos
hiperbélicos é maior que A = A(c) > 0:

° Hni_l_k||Df9j(z)(f£(y))71|| < exp(—ck) para cada 1 < k <mn;

j=n;
o liminf, ., #OSM=nd > ) 5 ¢

Uma consequéncia do lema anterior é ter ramos inversos contrativos nos
tempos hiperbdlicos, resultado que vamos a enunciar no lema de abaixo, mas
usamos como hipdtese deste trabalho a seguinte condicao de distorcao sobre as
fungoes geradora. Para ¢ > 0, existe § > 0 tal que se z € J, e y € Bs(z) C Tz,
temos

IDfa(2) 1]

1D A = D) 22)

para P —q.t.p. x € X.

Lema 2.0.3. Existe 09 > 0 tal que para P-q.t.p. = € X, se n; é c-tempo
hiperbdlico de (z,y) e zn, € Bs,(f(y)), entdo existe z € Bs,(y) C Ty tal que

fii(2) = zn, €
A(f375 (), f2 7 (y)) < exp(—ck/2)d(f77(2), £ (),

para todo 1 < k < nj;.
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As provas dos Lemas e acima encontram-se em [5](Lemas 5.4 e
5.5).

O préximo lema envolve a constante o dada em ([1.4]) por

a:=aF)= /X log p,dP — 15?331(71/)( Ci(z, F)dP(z) > 0,

os expoentes de Lyapunov e conforme & condigao

/ log | Df+(y)]| dp < +00 e / log ™ |Dfu(y) ldi < +o0,  (2.3)

conseguimos uma medida expansora v € Mp(J) com expoente o para algum
FY sendo N € N. Logo, usando o Lema temos um conjunto cujos pontos
tem densidade positiva de tempos hiperbdlicos.

Lema 2.0.4. Seja p medida ergddica invariante cujos expoentes de Lyapunov
sao maiores que o+ Kk onde k > 0 uma constante pequena. Entao existe N € N

tal que FN tem tempos hiperbélicos com densidade positiva para ji-q.t.p.

Demonstragdo. Como os expoentes de Lyapunov de p sao maiores que « + k,
para quase todo (z,y) € J, entdo para ¢ > 0 com € < K existe no(z,y) > 1 tal
que

IDf (y)vll = exp((a +e)n)llvll, veTyTe, n=nolz,y)

em outras palavras,

ID£3 ()M < exp(—(a+e)n), 1= no(z,y)

Seja A, = {(x,y) : no(x,y) > n}, portanto

/ log | DS (y) " ldu < —(ar + ) + /A log| D (y)~lds
J n

multiplicando por %

1 -~ 1 oA
1 / log | DS (y) " ldi < —(a +) + / L rog|D s () du
n T A n

n

fazendo ¢, (x,y) = log||Df7(y)~!||, usando a hipétese [log®||Dfe(y) " dp <
+00 e 0 Teorema Ergddico Subaditivo de Kingman(ver [I7], Teorema 3.3.3), con-
clufmos que existe uma funcdo ¢+ € L'(n) tal que Lo, (2,y) — ¢(z,y), p —
q.t.p.. Logo

L[ eelDsz)dn < ~(@+2)+

j (%Qpn(x,y)—go(x,y))d,u-‘r/f‘ p(a,y)du

1
< —(a+6)+/ ’*son(:v,y)—so(w,y)’du+/ ordp
A, T A

*d
L1+/A"<P H

n

1
< —(a+e)+ Hﬁ%on *90’
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quando n — oo implica u(A,) — 0. Entao, podemos escolher N suficiente-
mente grande tal que para ¢’ > 0 com ¢’ < ¢

| 02D @) lduto.) < ~(a+£) <0
J

agora p ser ergodica

n—1

1 1 N Nif \\—11 _ 1 Ny y—1 /
dm 132 g DA o (50 = [ 108l DR W) () < —(a+<)

portanto,
1 n—1
Jim — S log [IDf ) () 7! < ~N{a+¢) < —da
i=0
Isso significa que aplicando Lema temos a conclusao. O

O seguinte resultado é um Lema técnico que usaremos mais pra frente.

Lema 2.0.5. Seja A CQ, >0eg:Q — Q um difeomorfismo local tal que
g tem densidade > 20 de tempos hiperbdlicos para cada x € A. Entao, dado
qualquer medida de probabilidade v sobre A e qualquer m > 1, existe n > m tal
que

V({x € A:n € tempo hiperbdlico de g para :c}) >f

A prova deste lema pode ser encontrada em [16](Lema 4.4).
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Capitulo 3
Entropia

Em 1958 Kolmogorov introduziu o conceito de Entropia para o caso deter-
ministico, nesta seccao vamos tratar da definicao de entropia em RDS, tomando
como referéncia as definigées de Simmons D. e Urbanski M. em [20].

3.1 Particao

Dada uma particao P de J define-se
n—1 )
Pr=\/F7(P), n>1
§=0

como a partigao que se obtém pela intersecao das imagens inversas de F' a partir
de 0 até n — 1 da particao P.

Sendo P = {P;}ier, logo a partigdo induzida por P sob cada fibra 7, esta
dada por P, = {As ;i }ier,cr onde A, ; = J, NP;. Portanto

n—1

Py = \/ (D) (Poiwy) =P"N T
§=0
Consequentemente, P = U.ex Pz ¢ uma particdo sob J induzida por P e além
disso P ¢ mais fina que mx'(ex). Denotemos A,(F|f) a colegio de todas as
particoes mensuraveis P de J mais fina que w;(l(s x) e tendo entropia relativa
finita a 7" (ex)(Hu(P|rx' (ex)) < +00) tal que f,|p, é injetora para P-q.t.p.
r € X ecada P, € P,.

Definicao 3.1.1. Uma particao P € A, (F'|f) é geradora por F relativa a 6 se
somente se

o0
P = \/ F_j(P) =, eg
§=0
onde £7 ¢ a partigao sob J = |,y {x} X J, sobre elementos unitarios.

A relagao =, significa que dado duas parti¢oes P; e P de J, entao P1 =, P
se existe um conjunto mensurdvel W C 7 com p(J \ W) = 0 tal que P1|w =
Palw.

14
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Podemos obter uma particao geradora usando ([1.4)). Com efeito,

Lema 3.1.1. Se u € uma medida invariante tal que os expoente de Lyapunov sao
maiores que o(a constante o dada em (1.4)), P € Au(F|0) uma partigio com
diametro menor que dg > 0 como no Lema m Para p—q.t.p. (x,y) €T,
entdo o didmetro de P"(x,y) tende a zero, quando n wvai para infinito. Em

particular, P € uma particao F-geradora com respeito a .

Demonstra¢ao. Por Lema existe N > 1 tal que FV tém densidade positiva
de tempos hiperbdlicos para p—q. t. p.. Defina
k—1

Sk = \/ F~IN(P), para cada k > 1
=0

Por Lema se k é um tempo hiperbélico de FN para (z,y) entdo

diamSy,(x,y) < e~F/?

. Em particular, os conjuntos Si(x,y) sdo nao-crescente
com k, o didmetro de Sk(x,y) vai para zero quando k — +oo. Desde que
PN (2, y) C Si(z,y) e a sequéncia diamP™(x,y) é ndo-crescente, temos que o
didmetro de P™(x,y) vai para zero quando n tende a infinito, para p-quase todo
(z,y) € J.

Para provar que P é uma particdo geradora para F' com respeito a pu, é suficiente
mostrar que, dado qualquer conjunto mensurdvel ' e ¢ > 0, existe n > 1 e

elementos A%, i =1,....,m(n) de P" tal que

m
p(|JALAE) <«
i=1
Considerar os conjuntos compactos K1 C F e Ko C E° tal que u(K;AFE) e
w(K2AE®) sdo ambos menores que €/4. Fixado n > 1 suficientemente grande
tal que diamP"™(x,y) é menor que a distancia de Ky a Ks para (z,y) fora de um

7
n?

conjunto F. com medida menor que £/4. Seja A%, i =1,...,m(n) os conjuntos

P"™(z,y) que intersectam K, para (z,y) ¢ F.. Entao eles sao disjuntos de Ko,
e assim p(|J; AL AE) ¢ limitada por acima

n(ENUJAL) + i A0\ B) < n(BN I + u(B°\ Ka) < e.

Isso completa a prova. O

3.2 Entropia

3.2.1 Entropia relativa
Definicao 3.2.1. Seja p € ME(F), e P uma particio mensurdvel de J mais

—1 . . .
fina que 7y (ex), a entropia relativa com respeito a P

.1 -
h(F10;P) := lim —H,(P T ex)-

n oo n
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onde entropia relativa é dada por,
H,(Plryt(ex) == / H,, (P,)dP(z) < +o0
X

eP,={PNnJ,:PeP}
Por outro lado, seja
h.(F0) := sup{h,(F|0; P)},

o supremo ¢ tomado sobre todas as particoes mensuraveis P de J mais fina
que mx'(ex). O mimero h,(F|0) chama-se entropia de F relativa a  com
respeito a medida p.

Existem muitos resultados no caso deterministico que se adaptam a dinamica
aleatorios, como por exemplo os Teoremas Shannon-McMillan-Breiman, Margulis-
Ruelle entre outros. Mencionemos aqui esses dois teoremas que envolvem a

entropia relativa.

Teorema 3.2.1 (Shannon-McMillan-Breiman). Sejam F : J — J um RDS,
1 € Mg (F)(subconjunto das medidas ergédicas em My(F)) e P € AL(F|0),
entao para p — q.t.p. (x,y) € T

oo —1 n

lim — log p(Py (y)) = hu(F|6;P)

n—oo N

Teorema 3.2.2 (Margulis-Ruelle). Seja F' de classe C' um RDS sobre uma
variedade M? sem bordo e pu wma probabilidade F-invariante sobre X x M.
Suponha que

/ log™ sup | D, (y)l|dP(z) < oo
X yeM

FEntao,

d
hu(F10) < / SO p)du(e, )
XXM ;1

onde \f (x,y) := max{\(V(z,y),0}.

As provas destes importantes resultados encontrar-se em [7] e [I3](Teorema
2.4 e Teorema 2.1 (apéndice)) respectivamente. Uma aplicagdo do Teorema de
Margulis-Ruelle esta na prova do lema a seguir onde assumimos como hipdtese

(1.4), expressada como

1<k<d—1

a:=a(F) :/ logp,dP — max / Cr(z, F)dP(z) > 0
X p's

Lema 3.2.1. Se i € uma probabilidade invariante com um expoente menor que
a(F), entdo

h(F|9) < /X log padP(z)
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Demonstrag¢ao. Denotemos por A\i(z,y) < --- < Ag(x,y) os expoentes de Lya-
punov de F' em (x,y). Portanto, usando a desigualdade de Margulis-Ruelle

temos

d
mlF16) < [ S pdute.y)

i=1

=/j/\1+(x7y)du(:r,y)+/j > A (@ y)du(z,y)

i€{2,...,d}

< a(F)+ /JCk(ac,y)d,u(x,y) < o(F)+ 1;,?231(,1/)( Cr(z, F)dP(z)

< / log p. dP(z).
s

3.2.2 Formula de Rokhlin’s em RDS

Seja g : (Z,A,v) — (W,B,p) transformagao preservando medida entre os
espagos de probabilidade (Z, A, v) e (W, B, p). Suponha que existe uma partigao
mensuravel e contavel G = {A;} de Z(vr — mod 0) tal que para cada A; a

aplicacdo g, := ¢gla, : A; = W é absolutamente continua, isto é,

1. g; é injetora.
2. g;i(A) é mensurdvel se A é um conjunto mensuravel de A;.
3. p(gi(A)) =0se A C A; é mensurével e v(A) = 0.

Por 1. e 2. definimos a medida v,, sobre cada A; por vy, (A) = p(g:(A)) para
cada A C A;. Por 3. v, é absolutamente continua com respeito a v; := v 4.
Agora, seja a fungao mensurdvel J,(g) : Z — R dada por

_ dvy,

Ju(g9)(x) = v, () se z€A;

Aplicando o acima para F': J — J um RDS, g uma probabilidade invari-
ante. Temos uma fungdo nao-negativa J,(F) e existe um conjunto Z C J de
medida zero tal que para cada mensurdvel A C J \ Z para qual F' ¢ injetora,

entao

W(F) = [ 3Pl

A

Agora, restringindo J,(F) a J, e usando o conjunto de medida zero Z, consi-
deramos a funcéo J,,, (fz) = J.(F)|g, sob a fibra J, for P — ¢.t.p z € X. Pela
definicdo de acima é claro que:

ot (Fo(As)) = / T (fo) bt

x

Para qualquer A, C J,\Z, mensurdvel tal que f;|4, é injetora. Em particular,

Ju, € o jacobiano de f, relativa a fi;.
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Em nosso contexto e usando Lema [3.1.1] temos uma parti¢ao P F-geradora,
entao F é essencialmente contdvel, isso é: Dada a particdo mensuravel A :=
F~1(e7) o sistema canénico de medidas condicionais correspondente (114) e
sdo puramente atdémicos(mod0 com respeito a p4) para todo A € A. Portanto
por Proposigao 1.9.5 de [18] o jacobiano e a medida p sempre existem.

Com isso, obtemos uma formula que relaciona o jacobiano e a entropia de
uma medida. Sugerimos [16], Proposicao 6.1 ou [I8], Teorema 1.9.7 para a

prova.

Teorema 3.2.3 (Férmula de Rokhlin’s aleatéria). Se u é medida ergddica in-
variante que admite uma particao P F— geradora com respeito a i, entao
210) = 108 3,y = [ ([ tow ) )apte)
X Tz

onde J,,, [ denota o jacobiano de f, relativa a pig para P —q.t.p. x € X.

3.2.3 Pressao topoldgica relativa

Um sistema dinamico aleatério métrico F : J — J é topoldgico se para cada
x € X, as fibras J, sao um espago métrico compacto, com métrica d,, cuja
o—algebra de Borel é B, = BN J;, e sup,¢x diam(J;) < +oo.

Definigao 3.2.2. Diz que um sistema dinamico aleatério topolégico F' : J — J
é tipo global se existe um espago métrico compacto (Y, d) tal que

e Paracadaz e X, 7, CY,ed, =d|7,.
e B=(FQBy)|s, onde By é a o—dalgebra de subconjuntos de Borel de Y.

Se J, =Y paratodo z € X, entao F' chama-se tipo global fortemente. Neste caso
Y é dito espaco vertical do sistema dinamico aleatério topoldgico F': J — J.

Dado x € X, e > 0, um inteiron > 0, é E C 7, um conjunto (x,n, ) —separavel
se para cada dois pontos distintos y,z € E existe j € {0,1,...,n — 1} tal
que doi ) (f2(y), fi(2)) > e. Se F : J — J é de tipo global fortemente e
¢ € L% (X,C(Y))(dado em (1.1)) chamam-se potencial, definimos a pressdo to-
polégica relativa

- 1
Pi(p, F|0) := lim limsup — [ log sup Z exp(Sne(x,y)) |dP(z),
€20 nooo NJx  ECT.
yeE
onde sup é tomado sobre todos (z,n,e)—separdavel subconjunto £ C 7. No

caso particular do potencial nulo ¢ = 0 a equagdo acima chama-se entropia
topoldgica relativa, denotando-se h,(F|0) := P,(0, F'|0)

Bogenschiitz prova em [6] o principio variacional para sistemas dindmicos
aleatérios, o qual é:

Teorema 3.2.4. Seja F : J — J wm sistema dinamico aleatorio topoldgico de
tipo global fortemente e ¢ € LY (X,C(Y)) um potencial, entio

Pt = s (a(Fl0)+ [ o) (3.1)
HEME(F) J
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Por outro lado, em alguns situagoes existem medidas p € Mp(F) que atin-
gem , essas medidas chamam-se estado de equilibrio relativo para o potencial
NS L‘ly(X ,C(Y)). Para potencial nulo o estado de equilibrio relativo chama-se
medida mazximizante relativa.

Por outra parte, consideremos o seguinte exemplo que satisfaz as hipdteses
de nosso resultado. Dados dois difeomorfismos locais fy, f1 : Y — Y de classe
C1, tal que log||A*Dfi|| < logp; para 1 < k < d. Seja P, uma medida de
Bernoulli sob espaco de sequéncias X = {0,1}% tal que P,([1]) = «, definida
como abaixo. Consideremos
#{i; =1;0<j<n-1}

n

Ay ={z=(i;) e X: > al.

dado & < «, existe e, tal que ,, > 0e 1 —¢g, <Py (A%) <1+ ¢,. Defina-se

_ k k
L= max max{log|[4*Djo|l log] 4* D |}

Temos que,

/ log|| A* D {7 || dPy(z) < /A log "3 A* D, [|dP

T / log 1"=3|A* D, [|dP,
(An)e
< (14 en)(@nlog|A*Df | + (1 — @)nlog L)

+ [ logm|atDy, ae,
(AZ)e

Agora, multiplicando por 1/n e aplicando o Teorema Ergdédico Subaditivo
de Kingman,

/lim 1 log||A*D || dP o (z) < @log||A*Dfi]| + (1 — &) log L
n

1
+ lim = log I35 [ A* D f;, || dP4
nJeagy

= alog||[A*D fy|| + (1 — &) log L.

Usando que log||[A*D f1|| < logp; para 1 < k < d, se escolhemos « perto de
1, devemos tomar a perto de « tal que para cada 1 < k < d,

alog||A*Dfy|| + (1 —a)log L < alogpy + (1 — ) logpy = /logpdea(x).

Portanto, obtemos a principal hipétese da tese(l.4)). Com respeito a demais
hipéteses (2.2)), (2.3)) segue-se diretamente do fato que as fungoes fy, f1 sdo de
classe C' e Y é compacto.
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Capitulo 4
Existéencia e unicidade

No conjunto M3 (F) das medidas p probabilidade invariantes, provaremos que
todas as auto medidas maximal p com desintegragdo respectiva (pz)zecx cor-
respondente & particao mensuravel w}l(sx), atingem o principio variacional
aleatério Teorema [3.2.4]

4.0.4 Existéncia

Para mostrar que cada sistema de auto-medidas maximal pu = (iz)zex é uma
medida maximizante, vamos assumir a hipéteses dada em (2.3]) o qual é:

/ log™ | D f. (4)]| dpt < +oo. (41)

para cada p € ML(F). Enunciemos o teorema da existéncia

Teorema A1l (Existéncia). Seja F : J — J um RDS que satisfazendo ,
e . Entao hiop(F|0) = [y log pedP(x). Além disso, se p € Mp(F)
tal que sua desintegra¢ao 1 = (pg)rex € uma sistema de auto-medidas mazimal
para o operador de transferéncia (L;)zex, entdo p é uma medida de entropia

maximizante.

A estratégia da prova consiste em usar o operador de transferéncia para
um sistema de auto-medidas maximal, logo aplicando a férmula de Rokhlin’s
aleatéria Teorema temos que entropia métrica vai ser igual a f + log p,dP(x).
Depois, utilizamos o principio variacional aleatério[3.2.4] para estimar a entropia

topoldgica.

Lema 4.0.2. Seja p € ML(F) tal que L pho(z) = Pelte para todo x € X entdo
Jumfw =Pz €M g — g.L.p.

Demonstragao. Seja A um conjunto mensurdvel tal que f|a é injetiva. To-
mando a sequéncia {g,, } € C(J;) tal que g,, — x4 em p,— q. t. p. esup|g,| < 2
para todo n. Por definicao,

Lagn(z) = Z gn ().

fa(y)=2

20
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A tltima expressao converge a X, (4)(2) em fg) — ¢.t.p.. Portanto, pelo teo-
rema da convergéncia dominada

/ngndu.r = \/gnd(‘c;(ﬂ)u%w)) = /ngnd,UG(ac) - ﬂ@(m)(fm(A))
O lado direito também converge a p, . (A), concluindo que

Ho(x) (f2(A)) = paptz(A).

o que prova o lema. O

Lema 4.0.3. Seja € ME(F) tal que L pig(z) = Papta para todo x € X, entdo
h,(F|0) > [logp,dP(x).

Demonstracio. Seja P € A, (F|0), por Lema temos que p — q.t.p. (z,y):

pon (@) (fa (Pr(y))) = Pon—1(2)Pon—2(a) * * * Po(a) Pt (Py (Y))-

Como 1 > pugn (g (f2(P7(y))), temos que

1 -1 .
. 10g(pon—1.@)Pon-2(2) =+ Poa)Pa) '< = log 11:(P3 (y))

Usando o Teorema de Shannon-McMillan-Breiman em [3.2.7]

n—1

o1 o1
lim —log(pgn-1(z)Pon-2(z) * * * Po(w)Pa) = lim — > 108 pgi(a) < hyu(F|0;P)
=0

Por outro lado, se m é a medida de Lebesgue, entao
pe = [ |detDfi(y)ldm(y) < |Dfe]|*m(T)
no qual, logp( € L'(X,P). De fato, usando a hipétese 1)

/ log p,dP(z) < d/ log™ sup | Df.(y)||dP(x) + logm(Y) < 4o0.
X X YETx

Portanto, como P é uma medida ergddica sobre X, pelo Teorema Ergddico de
Birkhoft:

n—1

1
/ log podP(x) = lim - > log poie) < hy(F16: P) < hy(FI)
X =

assim o lema esta provado. O

Corolério 4.0.1. Seja p € My(F) tal que L

x

Ho(z) = Pzple para cada x € X,
entao

hM(F\G):/Xlogpwd]P’(m)
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Demonstragdo. Usando Lema a entropia é hy(F|0) > [, logp.dP(z).
Agora, por Lema temos que todos os expoentes de Lyapunov de u sao
maiores que « e por Lema [3.1.1] existe uma particao P que é F-geradora com
respeito a pu. Usando o Teorema [3.2.3| concluimos que,

hu(F|0) = // log J,., fzdpzdP(x)

e pelo Lemamtemos que Jy, fz = pp. Provando que h,(F|0) = [ log p,dP(x).
O

Para a prova do Lema necessitamos a seguinte desigualdade de Jensen:

Lema 4.0.4 (Desigualdade de Jensen). Seja a;,b; comi = 1,2, ...,n nimeros re-
ais positivos tal que >, a; = 1, entdo Y ., a;logh; < log(z i azbz) Acon-
tece a igualdade se, somente se b; todos sao iguais.

Lema 4.0.5. A entropia topoldgica hiop(F'|0) = fX log p.dP(z). Além disso, se
v € ML(F|0) é qualquer medida mazimizante ergédica, entdo J,, f. = p. for
P—q.tp. x € X, onde (Vy)zex representa a desintegragdo de v com respeito d

e , -1
partigio mensurdvel Ty (ex).

Demonstragio. Seja v € Mp(F|0) uma medida ergddica, tal que h, (F|0) >
S « log p,dP(x), caso contrdrio ndo existe nada a provar.
Pelo Lema todos os expoentes de Lyapunov de v sdo maiores que

a > 0, portanto pelo Teorema ([3.2.3))

mE10) = [ ([ 108 el ) aete)

x

_ / log Ju. fo(y)dv(z,y)
J

1
Definamos, g, = T Por ser (fz)«Vz = vg(y) para todo x € X tem-se que
Z gv,(y) =1, para vy —qt.p. 2z € Ty
fa(y)=%
Com efeito. Seja A C Jy(,) mensurdvel com f;(A) = Lo Aj tais que fila,

é injetiva para 1 < j < p,, entao

Vo) (A) = /A Ldvg () = va(f; (A))

:iyﬂi Zyz fa:|A ))
- i:/ Vo (x) fw|A (Z)dVe(z)(Z)

Z/%ﬂMM»MW”
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fazendo diam(A) — 0, entdo

1= Z Juxfa:(yj)

Jj=1

Portanto,

0<h,(F|0)— / log pdv = / log J,, fo(y)dv — / log p.dv (4.2)
J J

-1
= / 1og du = Z v, (y log Po ( )du
J Gve T faly)= ve Y
1 .
onde na segunda parte usamos o fato g,, = T 7 . Agora, usamos a desigual-
vedx

dade Jensen considerando a; = g,, (y) e b; = p; /g, (y) obtemos

> guz(y)loggi;(;) Slog( > 9. p”” ) log< > by

Folw)=2 folg)== 9. (y folm)=2

em v, — q.t.p. z € Jy() - Como o integrando é ndo negativo segundo (4.2, a
igualdade acontece v,— q.p.t., e

h,,(F|6‘):/ logpmduz/ / logpxdudeE”(x):/ log p,.dP(z)
J X J Tz X

Por ser a medida v arbitraria, isso prova que

hiop(F|0) = / log pydv = / log J,, fo(y)dv(z,y)
J J

Para finalizar a prova do Lema usamos novamente desigualdade de
Jensen. Para esta segunda parte, os valores p;'/g,, (y) sdo os mesmos para
todo y € f, !(z) num conjunto de medida total com respeito a Vg(z)- Em outras

—1
palavras, para vg(;) — q.t.p. z € Jy(q) existe c.(z) tal que p$( ] = ¢, (#) para
gl/m Y

todo y € f,!(2). Entdo

1 Py
cz(2) - Z o (2) - Z 9v.(Y) =1, Vo) — q-t-p-.

vefits) yefs(2)
Concluindo,
Jqum(y) =Pz, Vz—q.l.p.
para cada y na pré-imagem de um conjunto vg(,)-com medida total. O

4.0.5 Unicidade

Nesta secao vamos obter a unicidade de medidas de méaxima entropia e prova-
remos que elas estao suportada num conjunto de medida total. Para conseguir
esse resultado, adicionalmente as hipo’teses anteriores assumiremos que F' seja

topologicamente exata(ver definigao e deg(F) := sup,¢x deg(fz) < +00.
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Teorema A2 (Unicidade). Seja F : J — J um RDS que satisfazendo ,
e . Além disso, assumamos que F' € topologicamente exata e deg(F') :=
sup,ex deg(fz) < oo. Entdo a medida mazimizante € unica e positiva sob con-

juntos abertos.

A prova da unicidade decorrera dos Lemas [£.0.6] [£.0.7] ¢[.0.8l O seguinte
Lema utilizamos a hipotese de topologicamente exata, para mostrar que a me-

dida esta suportada sob conjuntos abertos.

Lema 4.0.6. Seja v qualquer medida maximizante, entao v, estd suportada em
J=, para P quase todo ponto x € X.

Demonstragdo. Vamos supor que v, (U,) = 0, onde U, # ¢ é um aberto em .
Usando a hipéteses de topologicamente exata, existe N, € N tal que fN=(U,) =
Jone (). Particionando U, em subconjuntos Uy 1, ..., U,k tal que fgﬁ\’ﬂUng é
injetiva para todo j =1, ..., k. temos

VoNz (z) (f;VI(UZ,])) = /U JUTf,ivzdl/z =0

@]

da aqui,
E
Vo (@) (Jo¥a (a)) < ZVGNT () (f2" Uz 3)) =0

o qual é uma contradicao. O
Como consequéncia do lema anterior temos:

Lema 4.0.7. Seja v qualquer medida maximizante, dado § > 0 e f, topologica-

mente exata, entdao
Va:(Bw(ya 5)) > (pwpe(z) e 'p9n5(1)71(m))_1 (43)

para todo y € T, onde ng(x) € definido como na Definigdo .

Demonstragao. Sejay € J, e By (y,0) C J.. Agora, particionando B, (y,d) em
subconjuntos Uy 1, ..., U, 1 tal que cada f;l‘S(m)|Uzkj é injetora para j = 1,..., k,

temos

k
L= Vons(@) (» (fné(x) Z Vons (=) ( z) S(I)(U%J’))

S p:vpe(r) o 'pQ"J(I)*l(ag) Vg (Bl’ (y7 6)) (44)
O

Agora, seja ut e u? duas medidas ergédicas maximizantes. Nosso objetivo
é provar que essas medidas coincidem. Primeiro provaremos que pl e p? sio
equivalentes.
Com efeito, fixada uma particio P = 7' (ex) tal que diam(P) < &y e para
cada P, € P, tem interior nao vazio, e a fronteira P tem medida zero para
ambas p' e p?. Podemos escolher § > 0 pequeno de modo que P, € P, contém

Instituto de Matemdtica- UFAL 24 Junho, 2015



Rafael Alvarez Bilbao Medidas Maximizantes em Sistemas Dindmicos Aleatdrios

alguma bola de raio 4.
Por outro lado, para n € N tempo hiperbdlico de y € J,, existe f2(y) €

Pgn(z) S 'Pgn(m), entao Pgn(x) (fg (y)) - .B(f;l(y)7 (50), portanto f;|g(P9n(m)(f;L(y)))
é injetiva, onde g = (f?)~!. Usando o Lema m temos

Hipn () (Pon () (T2 (1)) = PaDoiay -+~ Pon—1(a) 1 (9(Pom (2 (f1r ()))); 5 =1, 2.
(4.5)
Por acima, existe z € Pyn(4)(f (y)), tal que B(z,d) C Pyn(y)(fy (y)), entdo pelo

Lema temos que
Mén(x)(B(Zﬁ)) > (Don (2)Po(6m (2)) " * Pgrs @™ @) =1 (gn ()

e
1 (2 (Pon () (F2 (1)) = (Pom (a)Po(on (2)) - - P on—1(gn(ay) = (degF) "5
por (4.5)

(degF)™™ < papos) -+ Pon—1(a) o (9(Pon o) (f2 (1)) < (degF)™s; j =1,2.
(4.6)

Antes de provar a unicidade, enunciaremos o seguinte Lema que nos permitir
aproximar a medida de um conjunto mensuravel sobre uma fibra, através dos
ramos inversos dos tempos hiperbdlicos da particao P dada acima. Denotamos
por Q a familia de todas as imagens g(FPyn(,)), para n € N tal que n é tempo
hiperbdlico para algum y € 7.

Lema 4.0.8. Dado qualquer conjunto mensurdvel E C J, e e > 0, existe uma
familia & de elementos disjuntos dois a dois de Q tal que

W (E\NJgP) =0 e p((Jo(P)\E)<e, j=1.2
£ 3

Demonstracao. Por Lema todos os expoentes de Lyapunov de p’ sdo
maiores que a(F'). Por Lema existe N > 1 e A > 0 tal que u? —q.t.p. tem
densidade > 2\ de tempos hiperbdlicos.

Seja U; C J, aberto e K; C J, um compacto tal que K; C E C Uy e pl(Uy \
E) <ee pl(Ky) > $ui(E) para j = 1,2. Usando Lema com A=Kj e
vy = pl/ud(K;), podemos encontrar ny > 1 tal que exp(—ani/2) < d(Ky,Uf)
e o subconjunto Ly C K; de pontos y € 7, para qual n; é tempo hiperbdlico que
satisfaz pif,(L1) > Aud, (K1) > (A\/2)ud,(E). Seja & a familia de todos g(Pyni (a)),
que intersectam Li, com Pyni(z) € Ppni(z) € g 0 ramo inverso de frt. Os
elementos de &; sao disjuntos dois a dois, pois os elementos de Pyni(;) € g 0
ramo inverso de f2. Usando Lema [2.0.3 o diametro diam(&) < exp(—an1/2).
Deste, seja F7 a uniao de todos os elementos de & que estao contido em Uj.
Por construgao, temos

1, (Bx N B) > i (Ly) > M (K1) > (A/2)5d, ().

Continuando, consideremos o conjunto aberto Uy = Uy \E eKy CFE \E um
conjunto compacto tal que pf (K2) > 1pd(E\ Ey). Observe que pf(E1\ E1) =0,
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de fato a fronteira dos atomos de P tem medida zero e é preservada por os ramos
inversos, j4 que p/ é invariante. Fazendo o mesmo raciocinio, existe no > n; tal
que exp(—ang/2) < d(Ks,US) e conjunto Ly C Ky tal que pi(Lo) > Al (Ks)
e nsy é tempo hiperbdlico para cada y € Ls. Denotamos &, a familia de imagens
inversa g(Ppn2(z)) que interceptam a Lo, com Pyna(z) € Pyra(z) € g 0 Tamo
inverso de f?. Como antes, os elementos de & sao disjuntos dois a dois e o
didmetro diam(&2) < exp(—ang/2). Isso garanta que seu unido Fs esta contido
em Usy. Consequentemente, os elementos da uniao & U&s sao também disjuntos
dois a dois. Além disso,

1o (B2 (BN Br)) > pl(L2) > M (K2) > (\/2)p(E\ Ev).

Repetindo o processo, construimos uma familia de &,k > 1 de elementos de Q
tal que seus elementos sao disjuntos dois a dois e estao contido em Uq, e

1B 0 (B (ByU---UE)) > (V2ul(E\ (B1U---UE))  (47)
para todo k > 1, onde E; = ,, g(P). Assim, pJ (UpZ, Ex\E) < pf(U1\E) <¢
e implica que

(BN By =0
k=1

isso completa a prova do lema, com & = Uiil . O

Demonstrac¢ao da unicidade da medida. Combinando (4.6 com Lema te-

mos que, para qualquer E, C J,,
po(Be) <pp(Uh) <e+ > pa(9(Poriia))
E:Uiczl Ek
et Y (deg(F))PM i (9(Poni o))

< &+ (deg(F))*" p2(E,)

Pela arbitrariedade de ¢ > 0, temos que pl(F,) < (deg(F))?" p2(E,). De
maneira similar tem-se p2(E,) < (deg(F))?" ul(E,) para qualquer E, men-
suravel. Por Teorema de Radon Nykodym existe uma fungao mensurdvel essen-
cialmente tnica h, : J, — R tal que b = hpp?. Além disso, (deg(F))~2" <
h, < (deg(F))?"s. Agora, seja h : J — R definida h(z,y) = ha(y) e sabe-
mos que para todo mensuravel E, C J, existe F C J mensuraveis tal que
FE,. =FENJ,. Entao, para todo E C J mensuravel

L 1 z) = (B, )dP(z
J(E) = /X VL (E N T,)dP(z) /X yL(E,)dP(z)

- / / hydp2dP(z) = / h dp?
X = E

Desde que p', u* € My (F) sdo invariantes, entao

pt=Fou' = (ho F)F? = (ho F)u?
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Como a derivada de Radon Nykodym é essencialmente tnica, temos que h =
hoF em pu? — q.t.p. Pela ergodicidade h é constante em quase todo ponto

1= () = h/Jd/f = 2(J) = h

entdo put = p? e assim pl = p2 para todo z € X. O
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