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93‘ Resumo

Estudamos o estudo do problema de Cauchy para um sistema acoplado de equagdes tipo

Schrodinger que aparece na modelagem de problemas de 6ptica ndo linear, a saber:

idhu, t) + po2u(e,t) — Bu(z,t) + ale, o(e,t) = 0, z € R, ¢ >0,

u(z,
icdp(z,t) + qdov(z, t) — aw(z, t) + 3u*(z,t) =0, p,g==+1, 0 >0,

u(x,0) = uo(z), v(z,0) = wvo(),

onde os dados iniciais sio considerados em espacos de Sobolev do tipo L?, ou seja,
(ug,v0) € H*(R) x H*(R).

Resultados de boa colocagdo local e global para este sistema, no caso periddico, fo-
ram obtidos por Angulo e Linares em [1]. Neste trabalho obtemos resultados de boa
colocag@o local em diferentes regides de indices de Sobolev do plano (k, s), as quais
dependem do valor da constante o > 0. Discutimos como diferentes valores da cons-
tante 0 mudam a dindmica do sistema quanto a regularidade das solucdes locais. Além
disso, obtemos resultados de boa colocacio global quando o # 2 e as regularidades de
ambos os dados sdo iguais e negativas, ou seja, k = s < (. Por ultimo sdo apresentados
alguns exemplos, mostrando que a regularidade obtida em alguns dos casos da teoria
local desenvolvida é a melhor possivel a ser obtida usando o método do Ponto Fixo de

Banach.

Palavras chaves: Problema de Cauchy, Equagdo de Schrodinger, Boa Colocagdo Lo-

cal, Boa Colocacao Global, M4 Colocagdo, Estimativas Bilineares.
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u)’ Abstract

We study the Cauchy problem associated to the coupled Schrédinger equations, which

appears modeling problems in nonlinear optics, namely:

idhu, t) + po2u(e,t) — Bu(x,t) + ale, o(e,t) =0, z €R, ¢ >0,

u(z,
icdp(z,t) + qdov(z, t) — aw(z, t) + 3u*(z,t) =0, p,g==+1, 0 >0,

u(x,0) = uo(z), v(z,0) = wvo(),

where the initial data are considered in the classical Sobolev spaces (ug, vg) € H"(R) x
H*(R).

Well-posedness results for this system, in the periodic case, were obtained by Angulo
and Linares in [1]. In this work we develop a local theory for the system, where the
regularity (k, s) of the initial data depends on the different situations of the parameter
o > 0. Also, we obtain global well-posedness results when ¢ # 2 and for negative
indices kK = s < 0 included in the local theory developed. Finally, we show some

ill-posedness results.

Key words: Cauchy Problem, Schrodinger Equation, Local Well-Posedness, Global

Well-Posedness, 111-Posedness, Bilinear Estimates.
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u‘.

Introducao

Este trabalho € dedicado ao estudo do Problema de Cauchy para um sistema que mo-
dela problemas da dptica ndo-linear. De maneira mais precisa estudaremos o seguinte
modelo matematico:
i0pu(x,t) + pd2u(x,t) — Ou(x,t) + u(x,
(1) icdp(z,t) + qdov(z, t) — aw(z, t) + Su*(z,t) =0, p,q = =*£1,
u(z,0) = uo(x), v(z,0) = wvo(x),

onde u e v sdo funcdes que assumem valores complexos, «, 6 e o sdo nimeros reais

tyu(z,t) =0, z€R, t>0,

que representam parametros fisicos do sistema, sendo o > 0.

Observamos que o modelo estabelece o acoplamento ndo-linear de duas equagdes dis-

persivas de tipo Schrodinger através de termos quadraticos

(2) Ni(u,v) =uv e No(u)= %uQ.

Fisicamente, de acordo com o trabalho [22], as fun¢Oes complexas u e v representam
pacotes de amplitudes do primeiro e segundo harmodnico, respectivamente, de uma onda
optica. Os valores de p e ¢ podem ser 1 ou -1, dependendo dos sinais fornecidos entre
as relagdes de dispersao/difracao e a constante positiva 0 mede os indices de grandeza
de dispersao/difracdo. O interesse em propriedades ndo-lineares de materiais Opticos
tém atraido a atencdo de fisicos e matematicos nos ultimos anos. Diversas pesquisas
sugerem que explorando a reacdo nao-linear da matéria, a capacidade bit-rate de fibras
Opticas pode ser aumentada substancialmente e consequentemente uma melhoria na
velocidade e economia de transmiss@o e manipulacdo de dados. Particularmente, em
materiais nao centrossimétricos (aqueles que ndo possuem simetria de inversao ao nivel
molecular) os efeitos ndo-lineares de ordem mais baixa originam a susceptibilidade de
segunda ordem, o que significa que a resposta ndo-linear para o campo elétrico é de

ordem quadrética ver, por exemplo, os artigos [18] e [13]].



Com relagdo as propriedades qualitativas das solugdes do Problema de Cauchy (TI)) sa-
bemos que no caso em que p = ¢ = 1 o sistema foi estudado por F. Linares e J. Pava
em [|1] para dados iniciais ug, vy pertencentes a um mesmo espaco de Sobolev definido
no ambiente periddico (z € T), ou seja, nos seguintes espacos de Hilbert:
s ._ 178 _ . 2\s/2 7 2
Hy,, = HY(T) = {f € P'; (1+0%)2](n) € 2(2)},

~

onde f(n) denota os coeficientes de Fourier de f. Eles obtiveram resultados de boa
colocagdo local para todo s > 0, o que de modo formal significa que para cada um

desses dados se verificam as seguintes afirmacoes:

- Existéncia: Existem um tempo 7 > 0, um subespago de Banach J) C H,, x

er

H.. e uma funcdo (u,v) € C([0,Tp]; V) que é solugdo de (1) num sentido

per

apropriado.
- Unicidade: Existe no mdximo uma solu¢do com as condi¢des do item anterior.
- Dependéncia continua: A aplica¢do dado-solugdo (ug, vg) — (u, v) é continua.

No caso de dados em LZET X Lie,, foi provado que as correspondentes solugdes locais
obtidas podem ser estendidas a todo intervalo de tempo [0, 7'] usando a conservagao da

“massa” pelo fluxo do sistema, isto €, o sistema satisfaz a seguinte lei de conservacao:

3) E(u(t),v(t)) = /_ Oo(lu\z + 20v]*)dz = E(uo, vg).

(e 9]

Observacao 0.1 Os autores também comentam, na Observagdo 2.3 de [1l], que podem
ser obtidos resultados para dados com regularidade mais baixa quando o # 1, a saber:
Boa colocagdo em H,,. x H,  paras > —1/2. Além disso, nesse mesmo trabalho se
estabeleceram resultados de estabilidade e instabilidade para determinadas classes de
pulsos periodicos. Outro trabalho dedicado ao estudo da existéncia e estabilidade de

ondas tipo pulsos para este modelo é devido a A. Yew (ver [26]).

A técnica usada em [1]] para obter os resultados de boa colocagado local seguiu de perto
o trabalho [[19], desenvolvido por C. Kenig, G. Ponce e L. Vega, onde foi realizado
o estudo do problema de valor inicial para uma equagdo de Schrodinger com nao-

linearidades quadréticas tanto em dominio periddico como continuo; de forma mais

2



precisa, eles consideraram o seguinte problema de valor inicial:

@ iug + Oru = Ny(u, 1), z € R(T),t >0,
u(z,0) = ug(x),

onde Ny (u, @) = ui, No(u, @) = u? e N3(u, %) = u>. Os autores de [19] consideraram

dados iniciais no espago

H = H'(R) = { ] € S(R); (1+€)2](¢) € IR},
onde f(g ) denota a Transformada de Fourier de f. Eles provaram boa colocagio local
para s > —1/4nocasoj = 1 e paras > —3/4 nos casos j = 2,3. Também foram
considerados dados iniciais no ambiente periddico, isto €, dados em H . e resulta-
dos similares foram obtidos, ei-los: Boa colocacdo local para s > O quando j = 1 e
para s > —1/2 quando j = 2, 3. Para provar a teoria local eles tomaram como base os
espacos de restri¢io de Fourier, conhecidos na literatura como espacos X *° e introduzi-
dos por J. Bourgain em [3]]. Dentro desse espago funcional foram provadas estimativas
bilineares finas que combinadas com o Teorema do Ponto Fixo de Banach aplicado
ao operador integral associado a () permitiram obter as solugdes locais desejadas. A
caréncia de uma lei de conservagdo para (4) ndo permite obter resultados globais em

determinado espago como usualmente € feito.

Notamos que os resultados apresentados em [19] podem ser aplicados ao sistema (1)
no caso em que 0 = 1. Nessa situacdo nao € dificil obter a boa colocagao local em

H?® x H? para s > —1/4, no entanto uma pergunta surge naturalmente:

Qual serd o cendrio da boa colocagdo local e global do sistema (|1|) quando
o # 1 e para dados iniciais tomados em espacos de Sobolev ndo ne-

cessdriamente com a mesma regularidade?

Com o objetivo de dar uma resposta ao questionamento anterior consideramos neste
trabalho o Problema de Cauchy (1)) com qualquer ¢ > 0 e dados iniciais (ug, vo) per-
tencentes a espagos de Sobolev da forma H" x H*. Até onde sabemos, ndo conhecemos
na literatura resultados de boa colocagao para (I)) no caso em que os dados iniciais sdo
tomados em espacos de Sobolev definidos na reta. Em nosso estudo, além da referéncia

[19], serad de bastante utilidade o trabalho realizado por A. J. Corcho e C. Matheus em



[12], onde eles tratam o sistema de Schrodinger-Debye, modelado por

iut—l—%&%u:uv, reR, t>0,
(5) vy + v = %|ul?, pu >0,
u(z,0) = ug(x), v(x,0)=1vo(z),

o qual também possui ndo-linearidades do tipo quadratico; e os autores desenvolvem
uma teoria local e global em espagos de Sobolev com regularidades diferentes. O
método empregado por eles € também baseado na obtencdo de estimativas bilineares
finas para os termos de acoplamento, em espacos de Bourgain adequados, bem como o
uso de técnicas de ponto fixo. Os resultados globais sdo obtidos através de uma técnica
conhecida como método-1, implementada pela primeira vez por J. Colliander, M. Keel,
G. Staffilani, H. Takaoka and T. Tao em [8]].

A estabilidade de solugdes tipo ondas viajantes para o sistema |[I] foi estudado em [21]],
na se¢ao 4 do mesmo. De acordo com métodos variacionais, para mostrar a estabilidade
de tais ondas solitarias basta garantir que o ponto critico €, na verdade, um minimizador
local do correspondente problema variacional restrita. Para mais detalhes ver [[7], [[16]]
e [23].

Ao leitor interessado em obter mais informacdes a respeito de problemas relacionados

com equagdes dispersivas recomendamos fortemente a consulta de [6]], [5], [20] e [25]].

O trabalho estd estruturado da seguinte forma. No Capitulo [I] desenvolveremos uma
teoria local em espacos de Bourgain, seguindo de perto as técnicas usadas em [19]]
e [12]], onde para cada o positivo obtemos resultados bastante gerais em espacos de
Sobolev com regularidades ndo necessariamente iguais. Especificamente, provaremos
resultados de boa colocacao local para dados (ug,v9) € H" x H® com indices (k, s) €

W,, onde a regido plana W, € definida da seguinte forma:

Defini¢ao 0.1 Dado o > 0, dizemos que o par de indices de Sobolev (k, s) verifica a

hipotese H, se satisfaz uma das seguintes condicoes:
a) |k —1/2 < s <min{k +1/2, 2k + 1/2} para 0 < o < 2;
b) k=52>0 para o =2;
c) |k| —1<s<min{k+1, 2k + 1} para o > 2.

4



Desse modo, podemos trabalhar com um conjunto W,,, definido como
6) W, = {(m, s) € R?; (k, s) verifica a hipotese Ha}.

O enunciado do teorema que descreve a teoria local serd descrito com maior rigor no

inicio desse capitulo.

No Capitulo [2| usaremos o método-I, introduzido em [8]] para estender globalmente
as solucdes locais obtidas para dados em H® x H® com s < (. Especificamente,
—1/4<s<0para0 <o <2e—1/2<s<0parac > 2. Neste ponto serd crucial o
uso de estimativas do tipo Strichartz, refinadas em espagos de Bourgain, para a equagao

de Schrodinger, a qual pode ser vista em detalhes em [9]].

Finalmente, no Capitulo [3| apresentaremos alguns resultados de md colocagdo para o
sistema (I). Iniciaremos esse capitulo introduzindo a no¢do de ma colocagdo a ser
explorada, que serd o fato de comprovar que aplicacdo dado-solucio deixa de ser de
classe C? com respeito a dados iniciais em algumas regides fora de W,.. Os resultados
que serdo exibidos neste sentido correspondem ao caso em que 0 < o < 2 e estdo

baseados nas ideias desenvolvidas em [17] e [2].

Teorema 0.1 Sejam o > 0 e (ug,vg) € H" x H® com (k,s) € W,, definida em (@)
O problema de Cauchy (|1) é localmente bem posto em H" x H® no seguinte sentido:
para cada p > 0, existem T = T(p) > 0 e b > 1/2 tais que para todo dado inicial

com ||uo|| gy + ol s < p, existe uma tinica solugdo (u,v) para (|I) satisfazendo as

seguintes condicoes:

(7) Yr(thu € X*¥ e Yr(t)v € X3P,
(8) uwe C([0,T]; H*) e veC([0,T]; H?).

Além disso, a aplicag¢do dado-solugdo é localmente Lipschitziana.

As Figuras 1] [2] 3] e 4] abaixo ilustram as regides de boa colocagio local obtidas neste
trabalho.
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Boa Colocacao Local

Neste capitulo desenvolveremos a teoria de boa colocagdo local para o Problema de
Cauchy (T)), no caso em que (p,q) = (1,1). Com o objetivo de simplificar célculos

futuros trabalharemos com o seguinte problema equivalente:

10U + Uy = Ou — W, (2,t) € R x RT,

(1.1) 100 + aUgy = aov — gu2,

u(z,0) = up(x), wv(x,0)=uvy(x),

onde os dados iniciais (ug, vg) sdo considerados no espaco de Sobolev H"™ x H® e o

parametro a verifica a relagao

1
(1.2) a=—, o>0.
o

A técnica que serd usada para mostrar a existéncia de solucdes locais em relagcdo ao
tempo baseia-se na aplicacdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach ao sistema de

equagdes integrais:

u(t) = U(t)ug — z‘/t Ut —t'){0u—av}dt,
(1.3) 0

v(t) = Uy(t)vg — z'/Ot Us(t — ') {aow — gu2} dt'.

No sistema (1.3) U(t) e U,(t) representam, respectivamente, os grupos de operadores

unitarios associados as equacdes lineares:

(1.4) iug + Ugy = 0, u(x,0) = up,



(1.5) iy + avge =0, v(z,0) = v,

isto é, verificam as relagoes

— —

(1.6) Utyuo(€) = (&) e Ua(t)uo(€) = e 5p(€),

onde f denota a transformada de Fourier de f, definida por

. 1 +oo ‘
(1.7) F() =16 = = / f(x)e =<,

Observacgao 1.1 Observamos que em os termos lineares Ou e aow foram contem-
plados na parte ndo homogénea das equacdes integrais. Isso foi feito para facilitar os
cdlculos nas estimativas ndo-lineares que serdo necessdrias para estabelecer a teoria

local.

1.1 Espaco de funcoes e Teoria local

O esquema iterativo de tipo ponto fixo serd desenvolvido dentro da estrutura dos espacgos
de Bourgain correspondentes a cada um dos grupos definidos em (1.6). Esses espagos

podem ser associados a qualquer equacgdo dispersiva do modo descrito a seguir.

Dada uma funcdo mensuravel ¢ : R — R, vamos considerar o problema de Cauchy

linear:
iwg — p(—i0,)w =0, (z,t) € R x RY,
w(,O) =wy € H?,

(1.8)

onde ¢(—id,) € o operador definido por (gb(—z’@x)f)A(g) = @) f(£). Assim, a
solugdo do problema (T.8) é dada por w(-,t) = Wy(t)wo, sendo Wy(t) = e *¢(=i%) o
grupo de operadores unitdrios correspondente. Veja [20] para mais detalhes.

Definiciio 1.1 Dados 5,b € R, o espaco X**(¢) é o completamento do espaco de

Schwartz S(R?) com respeito a norma

Hf‘ Xs:b(p) — HWtb(_t)fHHb(R Hg)
_ H ( it (— iaz)f) (5’7)“ng

= @tz +senfie T,

3%




onde (-) =/1+|-2~14+]-|

Em nosso estudo usaremos os espagos de Bourgain definidos pelas funcdes ¢(&) = &2
e ¢.(£) = a&?. Para simplificar a notacio denotaremos as respectivas normas desses

espagos como segue:

(1.9) lullgns = 1€ + €A T2

(1.10) ol ze = (€7 (7 +a€®)"0(E )l -

Seja ¢ : R — R uma fungdo corte tal que ¢ € C5°(R) e que satisfaz

1, se [t <1,
P(t) =
0, se |[t|>2,
com 0 < ¢(t) < 1. Paracada 0 < T < 1 definimos ¢7(t) := 1 (%). Usaremos esta

funcao diversas vezes no decorrer do texto.

Agora estamos em condi¢des de enunciar o teorema que descreve a teoria local para o

sistema (I.T)).

Teorema 1.1 Sejamo =1/a >0 e (ug,vo) € H* x H® com (k, s) € W,, onde W, é
a regido plana de indices de Sobolev definida em (6). Entdo, existem um tempo positivo
T = T(||uolls, l|volls), um pardmetro real b = b(k,s) > 1/2 e uma tinica solugdo
(u(-,t),v(-,t)) de , definida em [0, T, que satisfaz as seguintes condigdes:

(1.11) Yr(Jue X™ e r(ve X3P,
(1.12) (u,v) € C([0,T]; H" x H?).

Além disso, para todo 0 < T' < T, existe uma vizinhangca U' x V' de (ug,vo) no
espaco H" x H® tal que a aplicagdo (ug,vo) — (u(-,t),v(-,t)), definida em U' x V',
é Lipschitziana substituindo T por T".

As demais partes do capitulo estdo estruturadas do seguinte modo. Primeiro apresenta-
remos alguns resultados preliminares e propriedades basicas dos espagos de Bourgain.
Em seguida, provaremos estimativas bilineares 6timas, nesses espagos, que serao cru-
ciais para obter a teoria local descrita no Teoremal|I.1] cuja prova serd exibida na Se¢ao
[1.6] Finalmente, na Se¢do comentaremos alguns pontos importantes com relagao

aos resultados obtidos.



Observacao 1.2 No final do capitulo discutimos os resultados para os casos em que

(p7 Q) € {<_17_1>7 (17—1)7 (_171)}'

1.2 Resultados preliminares

Nesta secdo apresentamos alguns elementos basicos de célculo e algumas estimativas
lineares em espacos de Bourgain que serdo de utilidade na obtencdo dos resultados
principais.

Comegamos com os calculos elementares descritos a seguir.

Lema 1.1 Sejam p,q > 0 e r = min{p,q}. Se p+q > 1+ r entdo existe uma
constante C, dependendo de p e q, tal que

oo dx C
(115 /oo @ —ap (@ —pr (@B

Além disso, se q > 5 entdo existe uma constante C, dependendo de q, tal que

+00 d
(1.14) / (oo T o z ) < C' para quaisquer oy, o; € R.
—o Q0 1

Demonstracao: Uma prova detalhada das estimativas (1.13)-(1.14) pode ser encon-
trada em [14]]. 0

Prosseguimos com duas propriedades basicas dos espagos de Bourgain.

Lema 1.2 Seja s € R. Valem as seguintes afirmacdes:

(1.15) [fll e gy < I fllxs00),  paratodo b <b.

(1.16) X**(¢) < C(R; H*) paratodo b>1/2.

Demonstracao: A primeira desigualdade segue diretamente da definicdo do espago de
Bourgain. A segunda propriedade decorre do teorema de imersdo de Sobolev na reta,

com relacdo a varidvel temporal. 0O

Finalizamos com um importante resultado referente a estimativas lineares para o grupo
W(t), definido por (1.8). Esses resultados foram estabelecidos por Ginibre, Tsutsumi
e Velo, no artigo [15], para obter resultados de boa colocacdo local no contexto do

sistema de Zakharov.
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1
Lema 1.3 Sejam V', b e T niimeros reais tais que -5 < ¥V <0<b<b+1e

0 < T < 1. Entdo, valem as seguintes desigualdades:

(1.17) 101 ()W () wo | xan(s) < € lwol

Hs >
¢ /
(1.18) ‘ Y (t) / Wyt —¢)F(t,-)dt’ < ettt 1 s () -
0 X=b(¢)
Demonstracao: A prova pode ser encontrada, por exemplo, no artigo [15]]. 0

1.3 Estimativas bilineares

Com o objetivo de aplicar o método de ponto fixo para obter solu¢des em espacos de
Bourgain para o sistema de equacdes integrais (1.3]) serd necessario usar a desigualdade
(I.18) no caso das nao-linearidades Fi(u,v) = uv e Fy(u,w) = uw, com oS grupos
gerados por ¢1(£) = &% e ¢3(€) = a&?, respectivamente. Com o objetivo da técnica
ter sucesso serd crucial deduzir estimativas bilineares para I'; (j = 1, 2) em espagos de

Bourgain adequados, isto €, deveremos obter desigualdades do tipo:

(1.19) [av]|xr-a < eflullxmo - [[0]l x50
e
(1.20) Juwl] xs.-a < eflullxro - [Jwl]] xno,

onde lembramos que a = 1/0. De maneira mais precisa, provaremos as duas proposigdes

a seguir, que sao os resultados mais importantes desta secao.

Proposi¢ao 1.1 Sejam v € X" e v € X com k, s € R, verificando uma das

condicoes:
(a) s> |k|—1 quando 0 < a<1/2 <=0 >2;
(b) s> |k|—1/2 quando a > 1/2 <= 0< 0 < 2;
(c) s> |k| quando a =1/2 < o = 2.

Entdo, existem pardametros b = b(k,s) € (3, 3) e d = d(k,s) € (1,1) tais que a

estimativa (1.19) é vdlida.

11



Proposiciio 1.2 Sejam u, w € X™° e k, s € R, verificando uma das condicées:
(a) s < min{/ﬁz+ 1, 2k + 1} quando 0 < a < 1/2 <=0 > 2;
(b) s <min{r +1/2, 2k +1/2} quando a >1/2 <= 0<0 <2;
(c) k>0es<k quando a =1/2 <= o =2.

Entdo, existem pardmetros b = b(k,s) € (3, 3) e d = d(k,s) € (
estimativa (1.20) € vdlida.

1 .
,5) tais que a

Bl

As figuras e apresentam regides planares de indices de So-

bolev (k, s) onde as estimativas (I.19) e (I.20) sdo validas em cada um dos casos do
pardmetro a = 1/0.

s s
,/
,/
7’ X\’//
. ./
’ %///’
N (caso: o > 2) .
’ / ,
IS 4
< 7
R g /|
" ’,' s=2xk+1 /
L
AN y K 4 K
N 7 7
Ny 4
Figura 1.1: Regido onde a estimativa Figura 1.2: Regido onde a estimativa
(I.19) é vélidano caso 0 < a < 1/2. (T.20) é validano caso 0 < a < 1/2.
s s
y
,/
) x\q’,’
’ X ¢
v w /’
,/ // d
L \\% (Caso: 0<o< 2) %,,'
4 / /
| N ‘
\\ s Vs /)
. 0 s:2;¢+1/21,’
S y K 4 K
A 7 /7
N, A
Figura 1.3: Regido onde a estimativa Figura 1.4: Regido onde a estimativa
(I.19) ¢é valida no caso a > 1/2. (T.20) ¢ valida no caso a > 1/2.
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Observacao 1.3 Pode-se notar que, em cada caso de localizacdo do pardmetro o, a
intersecdo das regioes exibidas, nas correspondentes figuras, dd lugar a respectiva
regido de boa colocagdo local encontrada para o sistema (1.1). Ou seja, as intersecoes

dessas regioes dado lugar as figuras e b} exibidas na introdugdo do texto.

s s
(Caso: o= 2) ©
N “a//
)
//\
%
K K
Figura 1.5: Regido onde a estimativa Figura 1.6: Regido onde a estimativa
(I.19) é vélida no caso a = 1/2. (T.20) é valida no caso a = 1/2.

As préximas se¢des deste capitulo serdo dedicadas as provas das Proposicoes [[.1]e[1.2]

1.4 Demonstracao da Proposicao[1.1]

Esta secdo sera dedicada a demonstracdo da Proposicao A prova serd dividida em
3 partes, cada uma delas atendendo as particularidades técnicas do problema de acordo
com a localiza¢do do parametro de dispersao da segunda equacao, isto €, estudaremos
separadamente, e nessa ordem, os casos: 0 < a < 1/2, a > 1/2 e a = 1/2. Antes
de entrar nos detalhes técnicos de cada caso, provaremos um resultado auxiliar que
permite substituir a demonstragdo da estimativa (I.19) pela anélise da convergéncia de

certas integrais em diferentes regides de R*.

Lema 1.4 Sejamb > 1/2, d > 1/4 e R, Ry, R3 subconjuntos do espaco R* tais que
R* = R, U Ry U Ras. A fim de provar a validade da desigualdade (T.19) é suficiente

mostrar que as 3 expressoes a seguir sdo limitadas:

1 / i (€2) P2 xR,
(r+82)2 | o (71— (a— 1) — 2L +£2)%

13
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B 1 ~+o00 <£2>—25+2\5\XR2 .
hem) = e | ot s g - niay
_ 1 (&) g,
M) = g | | g

Demonstracao: Primeiramente fazemos as mudancgas

(121)  f(&7) = (T =" u, 1) e g(&7)=(T+a&)"(&)*D(E, ),

de modo que as normas em espacos de Bourgain podem ser trocadas pela norma do

espago L*(R?), ou seja

(1.22) [ullxse =1 fllzz, e vl

xob = HQHLg’T-

De modo a simplificar expressoes muito extensas, vamos adotar a seguinte notacao:

{ T=T1+T, =& +&,

(1.23)
p:T+§27 plZTl_gfa P2:7'2+a§§-

Assim, usando argumento de dualidade combinado com (1.21)), (1.22)) e (1.23) tem-se

vl oo = [[(7 + €74 w0 (€ 7] 2

= [I{r+ €)1 (@ 0)(& 7).
= sup /RQ%@*@(EJM&TMECIT

2
loll,2 < T+¢
&=

_ w ()" fe,n)  g&m) ] .
_sonL;;l / (p)? (/R EN o (e (e 2) (& T)ded
)

= su <€ K< > <£ >_S T T T T T
= s | [ B (6 m gl m)ole. r)dadradsd

2
Iollzz <

= sup [W(f, 9,0,

2
ol <

onde W (f, g, ) é o funcional

(124)  W(f.g,0) = /R 4 <§<>;>§<1p>1>:§§3b8f(51, 71)9(60, 72) (€, T)dEadradEdr.

Assim, para obter a estimativa (I.19) € suficiente provar que o funcional W € limitado,

ou seja, que existe uma constante ¢, dependendo apenas de b e d, tal que

(1.25) (W (f,9,0)| <cllfllallgllrz
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para toda fungdo ¢ com ||p||2 < 1.

A restri¢do da integrag@o do funcional W a cada uma das regides R; serd denotada por

| R (2 N
Wilf. 9.¢) = /R ooy € m)o(e, gl Tdadradsar

de onde segue-se que |W| < |Wq|+ |Wa|+|W3|. Assim, vamos estimar separadamente
cada W;.

Comecamos estimando o funcional ;. Para tal estimativa usaremos a notacio dv =
dédT € dﬁg = d£2d7—2.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz com relagéo as variaveis (£, 7), tem-se

2

WP = /R (6)"(&1)” “ééibsf(gl,ﬁ)g(gz,Tg)gp(g,f)dﬁzdﬁ

<>< 1) (p2

) "(&) " -

(126) H - >b<p2>b (51771)9(52,72)XR1(1V2 ng HSOHLE,T
D RS m TN
S/}R? ()2 /R? PARTSE f(&1,m1)9(&, To) xR, dila| dEdT.

Na dltima expresséo de (I.26) podemos aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz

com relagdo as varidveis i, = (§2,72), e depois o Teorema de Fubini, para obtermos

|W1’ _/ <€;2d (/}R2 %)@zldw/ |f (&, 1) (§Q,TQ)| dy2> dv

/ 19(&2, 7)) </]R2§ 2d|f &1,71) | / 61 25 XRldV2dV> dv

< sup |W1£T \/ lg( 52,7'2| de/ |f(€— 5277'_7'2” dv,

[RESIN

onde <§> <§ > <§ > —2s

— B 1

Wi, )= BE /]RZ (1) () XR, AVs.
Portanto,

2 2 2 || ()% (/ <fl>2ﬂ<§2>25) 7
(1.27) IWAL™ < I f172 Nlgll7e ()2 \ Jpz (p1)2(py)2 X A7 Lg,
Procedendo de forma andloga, concluimos que
—2s

1.28 Wl < 112 llgl% [ 422 </ L d) ’
28 W < W bl |00 [ G @),
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(1.29) Wsl> < |1 132 9]l

o (e i)

O Lema e a desigualdade (€)2%(£,) %" < (&))" nos permitem chegar as seguintes

estimativas:

525 5 —2/{5 —2s .
30 7 <+>52>2d / o ! 5>><<>+ Ry < 16T,

oo
L517T1

—2s g —2K g 2K .
(1.31) (7'2<if>a§§>2b /]R o _<§1%>>2b<<7 >+ §2>2d><n2dv < (&2, 1),

(132) (&) / (€)™ (€2) " xr, diiy < J5(&1,71),
RQ

(r = &0 Jae (T + &2)*Um2 + ag3)”

onde

Jl (57 T) =

1 +o0 —25+2|k|
/ <§2> XR1 5 de ,

T+ ) o (7= (a—1)& - 265+ &)

1 /+OO (&) 72y g,
(ro +a€3)? | o (12 + 282 + &5 — 266y)

1 /+oo <£2>—28+2|H|XR3

(1 = &% J_oo (1 — a3 +&2)%

Ja(&a, ) =

5345

Js(fbﬁ) =

d&s.

Portanto, combinando (1.27), (T.28) e (1.29) com (1.30), (1.31)) e (1.32), respectiva-

mente, a prova da estimativa bilinear (I.19) segue da limitagdo de J1, J5 e J3, conforme

anunciado. O

As proximas subsecdes serdo dedicadas a estimar as expressoes J;, ¢ = 1,2,3, nas

diferentes situacdes do parametro a.

141 Provanocaso:0<a<1/2 <& 0 > 2
Uma andlise cuidadosa da relagdo de dispersao, dada por
(1.33) p—pi—pr=E+& — a3,
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serd crucial para fazer a escolha das regides R;, i = 1,2, 3. Segue de (I.33)) que

0= p1 = pa| = |(1 = a)(&® + &) — 208y
> |1 —a|(& + &) — 2al¢&],
> (1—a)(§®+&) —al@®+&)
= (1—2a0)(& +¢7),

(1.34)

onde 1 — 2a > 0 na ultima igualdade.

A relagio & = £ — & nos dé que |&| < €]+ |&| < 2max{[¢],]& ]} Assim, usando
(T.34)) obtemos a desigualdade

1—2a

3max{|pl, [p], [pol } = (1= 2a) max{€®, &} > ——&.

Portanto, assumindo que |&;| > 1 teremos

1 < Cq
max{|pl, |p1l, [p2|} ~ &

(1.35)

Denotamos por ppq; = max{|p|,|p1|,|p2|} e fazemos a escolha das regides R; do

modo seguinte:

(136)  Ri={(n&m) € RS Q<1 ou (&l 21 ¢ puu =lpl) }:
13D Ro={(67.67) €RY (]2 1 ¢ puar = o1l |

(138 Ry={(6:7.6.7m) €RY (&= 1 ¢ prae = ol .

Mostraremos a seguir que J;, definido em (|1.30)), € limitado. Com efeito,

1 dé>
b= ()2 /|52<1 (17— (a— 1)5% — 268 4+ £2)%

(€5) 25 2Iml=tdy
d
! /52|21 (T —(a—1)& — 266 + £2)2 &2
= Jl,l + JQ’Q.

A primeira integral verifica

1 400 d€2
ha s /_oo (-8 26 18 =
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pois b > 1/2. Por outro lado,

B (€ 2s2lnl—ddy
J1,2 - /|£2|21 <7— — (a — 1)5% — 2562 + €2>2bd§2.

— 1
Assim, tomando d tal que WTS <d< 3 (o que é possivel se s > || — 1) temos que
Ji2 < ¢, logo

Jl = J171 + J172 S C.

Para mostrar que .J; € limitado observamos que

7, < /+oo <€2>728+2‘H|74bx7€2

oo (2282465 - 2€£2>2dd5'

|k = s
2

> (o que é possivel se s > || — 1) temos

N | —

Entdo, escolhendo b tal que b >

J </ de <c
T2+ G - 26 T
desde que d > 1/4.

A estimacdo para J3 segue de forma andloga ao precedimento usado para estimar .J; e

assim encerramos a demonstra¢do desta Proposi¢éo no caso 0 < a < 1/2.

Observacdo 1.4 E importante notar que a restricdo d > 1/4 no enunciado da Propo-
si¢cdo apareceu naturalmente no processo de estimagdo. As restricdes b > 1/2 e
d < 1/2 sdo impostas para futura utilidade na aplica¢do do Teorema do Ponto Fixo e
em particular, b > 1/2, para garantir o mergulho dos espagos de Bourgain na classe
das funcoes continuas. Por ultimo, como faremos uso do Lema comlV = —d
deveremos terb < 1 —d < 1 —1/4 = 3/4, de onde segue a restri¢ido b < 3/4. Estas

ponderagdes se aplicam aos proximos casos.

142 Provanocaso:a >1/2 5 0< o0 < 2

De forma andloga ao que fizemos na subsec@o anterior, vamos comecar analisando a

relacdo de dispersao.
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E ficil ver que

o—pr—p2| = [€+& —ag]
1
> |22 — 26 + (1 —a)€3|, usando a > 5 temos

1—+v2a—-1

= 2‘€_Ma§2||§_(1_ua>§2|’ onde fa = 2

Observe que a relagdo de dispersdao acima tem duas regides de singularidade, a saber,
asretas £ = pés e & = (1— )€ 0 que dificulta o aproveitamento da mesma. Observe
que se a = %entﬁoua =1—p, = éesea: 1 entdo p, = 0(ocasoa:%seré
tratado separadamente, ja o caso a = 1, ndo necessita de tamanha atengdo apesar de ser

o caso sem modificacao).

Agora, vamos definir as regides R,;. Antes, considere

A = {|&] <1} CRY

2a — 1
Ay = {]§2|21,|(1—a)§2—§\> ; |€2]}CR4,
1 20 — 1
A = {leiz1fe- e > 2t} cre
1 2a — 1 2a — 1 .
Note que se 5—552 < 1 &l e |(1—a)l —¢| < 1 |&2| e ainda [&] > 1
entao

(a-3) te

(e-38) +(1-w6-9

20 — 1 20 — 1 1 1
< = — —_—— .
< 1 || + 1 &2 5 (a 2> &2

Dai, se tomarmos elementos que estdo nos complementares dos conjuntos 4;, A, e

Aj chegaremos a conclusdo que 1 < 1/2 o que nos leva a um absurdo, ou seja, R* C

./41 UAQUAg.

Considere agora

A1 = Az {[p| = max{|p:1],[p2|}},
Ao = Az 0 {|p2| = max{[pi], |p[}},
Asz = A3 {|p:] > max{|pl,|pa|}} -
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Lembre que [26” + & — 2¢&| < 3max{|p], |p1], |pal}-
Sejam Ry = Ay U Ay U Az 1, Ry = Azp e Ry = Az 3

Mostremos que .J; é limitado. De fato, se |{;| < 1 entdo J; é equivalente a

1 1

(p)2 /|§2|§1 (1 —(a—1)& — 265 +£2)

Se |£2| > 1 entdo J; € limitado por

562 < c.

! / (€)7o 2y it
(0 Jieyo1 (T — (a — 1)&F — 266 + €2)2 7
Fazendo a mudanga de varidvel ) = 7 — (a — 1)5% — 26& + €2, temos que

dn = =2((1 = a)&; = £) d&

e, usando o fato de que |x| — s < 1/2 vem

1 5723+2\n\ , 1 (& >72s+2|n|71 )
W/m <r—<a<—2>1>§§—2>§§2+52>2bd§2 < e f TER—

VAN
Q
~
2|~
[\~]
=9
%\
—
R
~—
[\o}
o
QU
33
VA
)

Observe agora que em A3 ; temos:

1-0g-d-[a-c+(3-0)a

1 2a — 1
> (a- ) el - 2 el 2 deal.

Para concluir a limitacao de .J; basta estimar

1 —25+2|k| ) 1 —2s5+2|k|—1 )
jeaf>1 (T — ( n

(p)2 a— 1) — 266 +&2) (0)* Jiea1>1 (m)?
1 / 1
< ¢ dn<c
= O S P =
Para mostrar que J, € limitado basta observar que
1 / <§2>*25+2‘”‘X7€2 i = 1 / <€2>_28+2‘K|XA3,2 s
(T +a€?)® Jg (12 + 282 4+ £ — 265)™ (p2)? J (T2 + 262 + & — 2665)™
1 / <§2>—25+2|n|—1 g
< — 2g N
(p2)? (n)<4(p2) ()2
1
S (pa)2o—2d°

20



Na primeira desigualdade acima fizemos a mudanca de varidvel i) = 75, +2¢%+£5 —2£&,

e usamos o fato seguinte
nl = lp2 + (p— p1 — p2)| < 4lp2l.

Resta-nos mostrar .J3. Fazendo uso do argumento apresentado acima obtemos

1 (&) 72 xg, 1 (€2) 22y 4y
g /R - re)u’ = m /5| I —ad 1 22l
1 <£2>—2s+2|n\—1
W g
= G” /<n>g4<m> T
1

Observe que usamos o fato que 71 — a&s + &2 = p1 + (p — p1 — p2).

) 1
Isso encerra a demonstracao da Proposi¢ao no caso a > —.

143 Provanocaso:a=1/2 < o =2

Como nos outros casos, iniciamos observando que

1
lp—p1—pa|l = €2+§f—§€§

- e+ 36

12
— 9 -
‘§+2§2

Neste caso, ndo temos como aproveitar a relacao de dispersdo, veremos que os resulta-

dos obtidos de ma - colocagdo justificam este fato.

Sendo assim, consideremos R; = R* e Ry = R3 = &. Assim, resta mostrar que J; é

limitado.

Se |k| < sentdo J; (1.30) é equivalente a

! 1
(p)2 d
(p)* /|§2|<1 (r— 162 —2¢¢, + €2)% & <g,

pois b > 1/2 e d > 0. Com isso, encerramos a demonstragdo da proposi¢ao.
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Observacao 1.5 Neste caso ndo foi possivel aproveitar a relacdo de dispersdo para
ganhar regularidade. Pensando na relacdo de dispersdo como um polinémio do se-

gundo grau na varidvel & tendo seus coeficientes dependendo de &, isto é,

p(§) =267 — 26& + (1 — a)é3,

observamos que o fato da constante positiva a estd entre zero e meio implica que p ndo
admite raizes reais e com isso podemos aproveitar o grau de p para ganhar regulari-
dade. Jd no caso que a > %, onde p admite duas raizes reais diferentes, foi possivel,
separando as raizes, aproveitar o grau de cada fator do polinémio p fatorado. Por fim,
no caso a = % temos uma raiz com multiplicidade dois e neste caso ndo foi possivel

aproveitar a relagcdo de dispersao.

1.5 Demonstracio da Proposicao[1.2]

Dedicamos esta se¢do a demonstracdo da Proposi¢ao Seguindo o raciocinio da
secdo anterior, a prova serd dividida em trés partes, cada uma delas analisando um
intervalo de defini¢do para a constante a definida em (I.2)). Antes de entrar nos deta-
lhes técnicos de cada caso, provaremos um resultado auxiliar que permiti substituir a
demonstracdo da estimativa pela prova da convergéncia de certas integrais em

diferentes regides de R?.

Lema 1.5 Sejam b > 1/2, d > 1/4 e Sy, Ss, S3 subconjuntos do R* tais que R* =
S1 U Sy U Ss. Afim de provar a validade da desigualdade (1.20) é suficiente mostrar
que as trés expressoes a seguir sdo limitadas:

1 /<f>28<§1>2ﬁ<§2>%>(81
(N2 Jg (T + & — 266 + 2%

1 (€)% (&) 2 (&) > xs, )
R TWE: / o+ (a— 1)@ — g + 2669

1 / (€)% (€1) (&) " xs,
(A e (m+ a8+ E5)%

Jy = d&s;

Js =

dg,.

Demonstracao: As regides Si, S, e S3 serdo definidas posteriormente, pois dependem

do valor de a.
Vamos definir f(&,7) = (7 + &) U(E, T) e g(&,7) = (T + D) W(E, 7).
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Note que [|f]1zz . = l[ullxes e llgllzz. = lwlleo.

Afim de simplificar a notagdo adotaremos, no que segue, dv = d&dr e dvy = d&;dTs.

u-wllyea = |[{r +a&®) &) w-w(E, T)HLET
= {7 + a&®) &) U= W(E, T)H%
_ €~ = . .
— soIISLl;iﬂ /R2 (r +ag2)d" w(, ) @(f,T)du‘
_ (€)° ( f(&1,71)9(82, T2)d ) . 4‘
||¢SLu;;1 /]R2 (T +ag?) /R2 ()5 (11 + E)0(&,) (1 + E2) o(&, 7)dv
_ (€ (&) "(&)" o
N ||¢SL1§§1 /w (¥ a@)l(m, + e (m + gy (oo I T)elEs T>dy2dV’ '

Repetindo as ideias do lema vemos que estimar ||u - w|
(1.39)

Witg.0l = [

xs—a equivale a provar que

(€)°(61) " (&) ""
(T +ag) N + )N + )"

(&1, m)9(&2, T2) (&, T)drady

é limitado por uma constante vezes o produto das normas L* de f, g e ¢.

Para simplificar, vamos adotar a seguinte notacao:

(1.40) {7'27'1-!—7'2, §=8&+&

A=71+a M =n+E&, lh=7m+&

Procedendo de forma analoga temos que R'CSUSUS;.
Assim, |[W| < |Wy| + |[Ws| + |W3|, onde

Wi(f 9,¢) = /s <2\S><d€<1;1_>:<<§22>>_:f(§1, 71)9 (&2, T2) (&, T)dEadTodEdT. Dai,

(141 WAl < Iz gl e Nl e

O (] )

()2 iy
5 —2K 5 2s 5 —2K .
(142) W) < 1122 gl 22 loll 2 <<)2\z>2b (/2 < ><)\><25<>)\1>2>§S dng) L.,
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(1.43)  Wal* < 1 f 112 ll9ll 2 el 2

o0
L€1,71

Mais uma vez, fazendo uso das desigualdades de Holder e de Cauchy-Schwarz, obte-

mos
523 5 —255 —2K )

(1.44) (<>\i2d /RQ < 1><A1>§b<2§2>2bx5 dsdry < J4,
5 —2K 5235 —2K .

(1.45) << i)?b /R 2 ( >< A><2;<>A1>;§5 dédr < Js,
g —2K 5255 —2K 3

(1.46) <<;i>2b /R 2 < >< A><2;<>A2>2f3 désdrs < Jg.

onde

P /<€>23<£1>2”<€2>2“><sl

0 o v € — 2 T e

PR B T
R

(A2)? Jg (T2 + (a — 1)€2 — &5 + 26&2)

JG _ 1 / <€>25 <§1>_2R<£2>_2HX53 d£2
R

s (1 +ag® + &3)*

Por fim, combinando (T.41)), (T.42)) e (I.43) com (1.44), (1.43) e (1.46), respectiva-

mente, a prova da estimativa (I.20) segue das limitagdo de Jy, J;5 ¢ Js. Encerrando

assim a prova do lema.

Seguiremos esta se¢do separando os casos 0 < a < 1/2,a > 1/2ea =1/2.
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151 Provanocaso:0<a<1/2<4& 0 > 2

Analisando cuidadosamente a relacdo de dispersao, dada por
(1.47) A=A — XN =al®—& -6,

obtemos informagodes de grande valia para a escolha de Sy, S e Ss.

A== Xo| = a&? & - &
= [(1-a)(& + &) — 205
> |1 —a|(& + &) — 2al616), assumind00<a<%
> (1=a)(§ +&) —al§ + &) = (1 - 2a)(& + &)

Como § = & + &, temos que [§] < [& + [&2] < 2max{&y, &}

Dai,
1—2a

4

3max{|\|, | A\i], M|} > (1 — 2a) max{¢F, &5} > £2

Assim, assumindo que |£| > 1, teremos

1 c
< —.
max{|Al, A, [A2]} T [€]?

Agora, vamos definir as regides ;.

148 S — {m > 1, A = max{]Al, [\, w}} U {|s| < 1} CRL,

5777527727

(1.49) Sy = {|gy > 1, |\ = max{|A|, |\, |>\2|}} C R?

(1.50) Ss = {|§| > 1, |7 + & = max{|\|, |\, |A2I}} CR gy my

Para k > 0 temos (&) 2%(&,) 72" < (€) 2" e neste caso teremos

f 25—2n+4dX )
(>0 = /R = +< £>§ —ai6, 1 B
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Com isso J4 € limitado pois s — k + 2d < 0, para s — kK < 2d.

Note que J5 e Js s@o equivalentes pois,

<€>2572n74bX$2
(1.52) = /R ot (a-DE—g + 2™
c

<£>2s—2n—4bX83
(1.53) Js S/R<Tl+a£2_|_€22>2dd€2’

S — K

1 3
que sao limitados desde que <bed> T isto é, b < 1

No caso k < 0 precisamos separar em subcasos como segue:

2
il +1¢l < 224 je] 1ogo 6] < 3l Portanco,

2 .
(a) Suponha |&| < §|€2|: Entdo, (&) 2%(&)72 < (&), Além disso, |&| <

(€)>*(&1) 72 (&) 72 < (&),

(b) Supondo |&;] < §|§1| temos 0 mesmo resultado, ou seja,
(€)% (€0) (&) 72 < ()
2 3
(c) Resta o caso, §|§2| <& < §|£2|.
. 2 3 ) 5 .
(c.1) Se 517 52 > (0 entao 552 < fl < 552 — gfg < é < 552 Dai,
(€)% (&)™ (&) ™ < (g™

—2 -3 -5 -5
(c.ii) Se &, & < 0entdo ?52 < =& < 752 — ?52 < —={< 752, com

isso |&5] < §|§| Logo,
(€)% (&) 72 (&) 7 < (>,

-2 -3 1 -1
(c.iii) Se & > 0e & < 0 entao ?fg <& < 752 — gfg <é< 752, o que

) 1
nos dé |£| < §|£2|.
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2 3 -1 1
(c.iv) Se & < 0e & > 0entdo 552 < =& < 552 - ?52 < =€< 552, com
) 1
iso [€] < 162l

Os casos (a), (b), (c.i) e (c.ii) sdo validos paraxk < 0e s < 2k + 1.

Com efeito, seja A C R* o conjunto dos elementos do R* que satisfazem uma das
condigdes (a), (b), (c.i) ou (c.ii), seja B = R* \ A.

Considere agora A, =S, N Ae B, =S, N B.

Analisando as restri¢des a .4;, obtemos:

1 / (€)*(61) ™ (&) > x5,
(N2 Jg (T4 & — 268 + 2%

<€>25_4k_4dXA1
< /R (r+ &8 — 265, + oy

Entdo J, é limitado para s < 2k + 2d e b < 3/4.

y) 4 d£2

J5 ==

L[ e
£

(A2)* S (2 + (@ — 1)§? — &5 + 2662)*
()25~ th—dby
< e oved
J5 € limitado para s < 2k +2be 1/2 < b.

g -1 /<5>28<§1>2ﬁ<§2>2”XA3
" A Jr (71 +a?+ &)™

<§>2574k74bX‘A3
= /R (r + @ 1 ey

Entdo Jg também € limitado para s < 2k +2be 1/2 < b.

d€s

. . . 1
Para analisar os casos restantes, (c.iii) e (c.iv), que se resumem a assumir |£| < §|§2| e

|&1| ~ |&2|, vamos considerar as regides B;:

Iniciamos por estimar Jy.

Jy

[
&2

TN g e
<€>2s—4d<€1>—4kXB1

= /R (7 + & — 26, + )7
(€)1 (g,) My

S/R 26—l
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1 1
Ora, |& —&| > & — [¢] > 5\52\ ~ 5!51!-

d
Dai, J; < <§>23—4d(§1)_4k_1/ <77;72b, que € limitado pois 2b > 1 e 2s < 4k + 2.
R

<§>25—4d <£1>—4k—1 S <§>2s—4k—4d—1'

Seguimos para estimar .J5:
A 1 / (€)%°(&1) " (&2) > "X,
’ (A2)? Jr (T2 + (0 — 1)§2 — &5 + 2££2)*
<[
T (M) Jp (o + (@ — 1)&2 — £ + 2£&p)™
Fazendo = 75 + (a — 1)&% — &5 + 2¢&,, temos que dn = 2(&, + (a — 1)€)dE. Ora,
como 0 < a < % segue |[a — 1| < 1 eassim [§ + (a — 1)¢| > %|§2|.

dg

dg

Observe ainda que

il =l + (0= 1€ - & + 268
= [+ ((a = 1)€% — 265 + 266)|
< [Xof + (@ = 1)€% = 265 + 266a| < |1 + &of + 4]&af
< | Ag].

Com isso,

1 (€)% (&)1
J, =
’ = (Ag)? /<n>gc<,\2> (m)* K

1 <€2>max{0,23}74k71 ] 1
d < =
<A2>2b /<n><c<)\2> <77>2d 1, Ppo1s |£| 2 |€2|

<€2>max{0,25}74k71 <)‘2>2d
<)\2>2b
S <€2>max{0,25}—4k—1<)\2>—2b+2d S <€2>max{O,Qs}—4k‘—1—2b+2d.

IN

IN

Resta analisar Js. Lembre que

e 1 / (€)% (1) (&2) "> x5, de,
R

O (71 + a€2 + £2)%

1 (€)*(6) " xs,
I

— (AP Jr (11t ag® £ £5)*

dé,.
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Fazendo n = 7 + a&® + é’g, temos que dn = 2£2d&s. Ora,

Il =|n+a&®+ &

= (M) + (a€” + & — &)
SC’)\I"

Usamos acima o fato de que |&;| ~ |£;| donde obtemos:

)P €l (m)*

<§ >max{0,25}—4k—1 <)‘1>2d
1 (A2

< <£1 > max{0,2s}—4k—1—-2b+2d

e e
(m<c(A2)

N

Como1l/2<b<3/4el/4 <d<1/2temosque —1 < —2b+ 2d < 0 e dai podemos
tomar b e d de forma que 2s — 4k — 1 — 20+ 2d < 0 se s < 2k + 1.

Com isso finalizamos a demonstrac¢io deste caso.

1.5.2 Provanocaso:a > 1/2 < o < 2

Este caso é um pouco mais delicado. Além de observar a relacdo de dispersao serd

necessario um procedimento adicional, como veremos a seguir.

Como nas vezes anteriores, come¢amos analisando a relacao de dispersao.

A== x| = ag? - & - &
1
> 267 —2¢6 + (1 —a)€?| (usando a > 3 temos )

1—+v2a—-1

= 2‘52 - lua€| : |€2 - (1 - Ha)f’, onde Ha = 5

A relagdo de dispersdo acima € nula em duas retas.

Agora, vamos definir as regides S;.
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De maneira andloga a escolha das regides R; na demonstragéo da Proposi¢do (I.19),
no caso a > 1/2, iremos proceder fixando conjuntos que servirdo de base para definir

os conjuntos S;.

B = {|¢ <1} CcRY
B {§|>1 52——5‘

—1
}CR4,
a/_

1m}cR+

B, {|>1|1—®€ &l >

Note que se e ainda |£| > 1 entdo

1 2a
52—55’ <

(a=3)16l - K@—%Q+«@—a%—&>
el S GHL

A desigualdade acima € suficiente para concluir que a interse¢do dos conjuntos com-

1 2a
e 52—55‘ <

plementares a B, B e B3 € vazia, ou seja, R* C B, UBy U Bs.

Considere agora

83,1 = B3m{’)‘| 2max{|)\1|,])\2]}},
83,2 = Bgﬂ{|/\2| ZmaX{|/\1|’|)‘|}}7
Bsz = BsN{|Ai| > max{[A[,|X2]}}.

Sejam 81 = Bl U Bg U 8371, 82 = 8372 € 83 = Bgyg.

Para k > 0 temos (£;)2(&) 72 < (£)7%" logo:

1 <€>2s—2/<XSI
(1> Af;uva4<r+$—2&¢+evﬂﬁ’
(1.55) Jy< / (O™ " xs, de
. °= (A)? Jr (To+ (@ — 1)E2 — &5 + 26&)%0
1 <£>28_2KXS3
(150 %SGW%A@HWQ+£W%2

30



Para concluir que J, € limitado basta observar que a expressao definida em J; € limi-

tada, como vemos abaixo

1 <§>2872KX61 1 1 .
o L e e < | v e Tam e <

1 (£)2572F\ s, 1 (£)2s— 21
(A2 /R s T A DVE /]R e s ¢

1 (E)* 72 xB, 1 (€)2s-2n1
(A)2 /R CEErEEE e (A)Qd/R s e

Para obter as estimativas acima usamos fortemente o fato de b > 1/2 e na dltima

inequagdo usamos o fato de que
‘(1—@5—524‘ (a—%) f‘
(a=3) - 10 -0 -l

1 1 1 2a — 1
(a=3) 1= 5 (a3) =22l

Vamos agora estimar .J5 tendo em vista que

& -5

Y

v

Nn=ma+(a—1) —E&+2E =X+ A=A — \2)

edn=2((1 —a)¢ — &)d¢, donde vem

! (€)% X8y 1 (€) 25261
5 o= v e S <A2>2b/<n>g4<2» TEI

1
S puEmse

Resta agora estimar (1.56)), faremos isso de forma andloga a apresentada acima

1 <€>25725XS3 1 <£>2372/@71
d —
(A1)% /]R (11 + a&? + £3)% @ = (Ar)? /<n)<4<)\1) (m)* !

1
(Ap)20-2d < c.

IA

Isso encerra o caso xk > 0.

O caso k < 0, seré feito separando em subcasos:
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2 = —2K —2K - 4 :
(a) Suponha [¢| < Z|&l: Entdo, (&) &) T < (&) Além disso,|&| <

il +1¢ < 2

+ ||, dai

&s| < 3|¢|. Portanto,

(€)>*(&1) 72 (&) 72 < (&)

2
(b) Supondo |&;] < §|§1| temos o mesmo resultado, ou seja,

(€) (&) 72 (&) 72 < (),
(c) Resta o caso, §|§2| <& < ;|§2|_

(ci) Se &y, & = 0 entdo ;52 <& < ;52 - 252 <€< 252. Dai,
(€)> (&) 7 (&)™ < ().

—2 -3 -5 )
(c.ii) Se &, & < 0entio ?52 < =& < 752 — ?52 <—=€< 752, com

3
isso |&] < g\fl Donde obtemos

(€)25(£1) 720 (g,) 72 < (£)>H,

—2 -3 1 —1 .
(c.iii) Se & > 0e &, < Oentdo ?52 <& < 752 — 552 <é< 752, assim

1
< = .
6 < 5lé
. .2 3 —1 1
(c.iv) Se & < 0e & > 0entdo 552 < =& < 552 = ?52 < =€< 552, logo

€l < 5léal

SejaC C R0 conjunto dos elemento do R* que satisfazem uma das condig¢des (a), (b),
(c.i) ou (c.ii), seja D = R* \ C. Considere agoraC; = S;NCeD; =S5, ND.

Analisando as restri¢des a C;, obtemos:

(> ™ xe,

1 (€)° (&) (&2) " xe, 1
o L g e e < e e
- 1 / <£>25—4k—1d€
=Ny (2
< ¢ poisl/2<b<les<2k+1/2.



1 ()% (1) > (€2) " Xey 1 (€)2s— k=1
/R< * = /<77> 4(x2) n

(Ag)2 Ty + (a — 1)&2 — & + 266,)% (Ag)2 <ape) (M
1
= D)2 sc

1 <§> <£> 2K<§2> Xc3 1 <§>2sf4k71

1
Para analisar os casos restantes (que se resumem a assumir |£| < §|§2| e & ~ |&))

vamos considerar entdo as regides D;:

Iniciamos por estimar J,.

1 /<5>28<§1>2”<§2>2”XD1 1 / V25 (&) " xp,
& < dé,
R

(N2 Jp {1+ €2 =266 +€2)2 2 = (N T+52—2s§2+§2>%

< 1/
- W\

Ora, |& — &| > |&| — €] > %|§2| ~ %|51’-

d
Dai, J; < <§)25_4d(§1)_4"’_1/ <77—;72b’ que ¢é limitado pois 2b > 1 e 2s < 4k + 2.
R

<€>2s—4d<§1>—4k—1 S <§>23—4k—1—4d S <€>1—4d'

A vez de Js.

1 (€)% (€1) 2" (€2) "Xz,
% /R (r2+ &

(A (a —1)62 — &5 +266,)%

| ()2 (2) s,
SNPWE / (et (a— D& — & 1 2e6) ™

Fazendo 1 = 75 + (a — 1)&% — &2 + 2£&,, temos que dn = 2(&5 + (a — 1)€)dE. Ora,
como 0 < a < 5> segue la — 1| < 1eassim|$ + (a— 1)E > §|£2|. Observe ainda
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que

nl  =lr+(a—1)& - & + 265
= |(A2) + ((a — 1)&% — 267 + 26&,))]
< |Xo| + [(a — 1)&% — 285 4 26&| < |12 + &of + 4]&/°

SC‘)\Q‘.

Com isso,

IN

1 (€)> (&)~
J, ==
’ (Ag)2 /<n>§c<A2> (m)* 7

1 <€2>max{0,25}74k71 ) 1
d < =
(Ag)2P /<n><c<A2> (n)2d 1, pois [¢] 2|§2|

<£ >max{0,23}f4k—1 <)\2>1_2d
2 <)\2>2f)
S <£2>max{0725}—4k—1<>\2>1—2d—26 S <€2>max{0725}—4k—2’

IN

IN

pois 1 —2b —2d < —1/2.

Por fim, Js. Lembre que

b =iy [

) (1 + ag® + &)
1 (€)* (&) " xs,
J

— ()P Jr (11t g £ £5)*

dés.

Fazendo n = 7 + a&® + 53, temos que dn = 2£2d&s. Ora,
Inl  =|n+a®+ &

= (M) + (a€” + & = &)
S C|)\1’.

Usaremos abaixo o fato que |£;| ~ |&2|, para obter que

PR
(m<e(A2)

)P IS
. N A 1-2d
< <€1>ma {0,2s}—4k—1 <<;\>1>2b

< <§1>max{0,2$}—4k—2.
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Com isso finalizamos a demonstracao deste caso.

1.5.3 Provanocaso:a =1/2 < o =2

Finalizaremos esta secdo apresentando resultados para ¢ = 2. Como nas se¢ao an-

teriores, temos que nao € possivel aproveitar a relagao de dispersdo. Entdo tomemos
Si=R'eS=8=0.

Resta estimar .J,. Para tanto, assumimos inicialmente que x > 0 e assim (1) 2%(&,) 72" <
(€)*" logo:

1 <€>2s—2nxsl
R R e

Assumindo que s < ke que b > 1/2 e d > 0 segue a limita¢do de Jj.

O

Observacao 1.6 Encerramos a se¢do com um comentdrio equivalente ao da se¢do
anterior. Neste caso, observamos que a relagcdo de dispersdo gera um polindmio equi-
valente ao polinémio da secdo anterior, isto é, obtemos um polindmio de grau dois na

varidvel & com coeficientes dependendo da varidvel &, ou seja,

(&) = 265 — 266 + (1 - a)&?,

observamos que o fato da constante positiva a estd entre zero e meio implica que p ndo
admite raizes reais e com isso podemos aproveitar o grau de p para ganhar regulari-
dade. Jd no caso que a > % onde p admite duas raizes reais diferentes foi possivel,
separando as raizes, aproveitar o grau de cada fator do polinémio p fatorado. Por fim,
no caso a = % temos uma raiz com multiplicidade dois e neste caso ndo foi possivel

aproveitar a relagdo de dispersao.

1.6 Prova dos Teoremas de Boa colocacao Local

Nesta se¢do vamos provar, através do Teorema do Ponto Fixo de Banach, o resultado

de Boa colocacao local. As condi¢cdes de Boa colocagdo apresentadas no inicio da
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Introdugdo deste trabalho, a saber: Existéncia, Unicidade e Dependéncia Continua,
seguem da aplicacdo deste resultado bem como do fato de provarmos, ao longo da
demonstracao abaixo, que a aplicacdo que associa os dados iniciais a solugdo € local-

mente Lipschitziana.
Passemos agora a demonstragdo deste resultado.
Vamos considerar o seguinte espago de fungdes onde vamos buscar nossa solugao:

(1.57) 3, := {(u,v) € XFath x X0 || < M, ||v]

s,%Jm S MQ} ;

1
B
XraTH X5

onde 0 < < 1 e My, My > 0 serdo escolhidos abaixo.

Observamos inicialmente que >J,, € um espaco métrico completo com a norma:

s,%+p, :

G, V)l = Ml g g+ 1001

Para (u,v) € ¥, vamos definir as aplicagdes

(1.58) @y (u,v) = ¥y (U)o — itor(t) /O t Ut — ) {u(t’) — (@ - v) ()} dt',

€

(1.59) @y (u,v) = 11 (1)U ()00 — ithr(t) /0 Uyt — 1) {a’u(t’) . g (u?) (t’)}dt’.

1 1
Vamos agora escolher p < pi(k, s, a) onde d = 5~ 2u(k, s,a) e b = 3 + u(k, s,a)
satisfazem as condi¢des das Proposicoes[I.1]e[1.2]

De acordo com o Lemal[l.3] com ' = —d e as Proposi¢des [1.1]e[1.2] temos

191000 g < ool e (8] gy + 0] )
< co Julle + a7 (811l o+ Il g 101 )

< ¢o lluoll o + T (0 + M1M2)7

a
@200 g < colollge + e (@lioll g+ 5 0] o)
a a a

I (a o]

a 2
< co oo b+ Nl

a
< Co HUOHHS + CQT“ (OJMQ + §M12)
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Definindo M; = 2cy ||uo|| yx € M2 = 2¢q ||vo]| s teremos que

M
100 (1, 0) | < 04 gy (eMl N Mle)

Xzt 2
c
M. a
0200 g0 < 5+ eaT (bl + 5002)

Entdo (P4 (u,v), Pa(u,v)) € ¥, para

1 1 My
1.60 T < = min : .
( ) - 2 {01(0+M2) CQ(OJMQ—F%MIQ)}

Similarmente teremos que

[94(0,0) = @10, < a1, )T = )

i + v -]

1
S,5+ )
X2 “)
1
siy+n |-
X2 “)

XN,%Jru

|2 (u, v) — Po(a, )|

a

cobon S0 M Ju =g o=

Posto isto, segue que

1 o
< 3 [(w,v) = (@, 0)]s, -

P

Para

1 1
T < —min , .
4 {03(M1>M2) C4(M1,M2)}

Portanto, a aplicacdo ®; x ®, : 3, — X, € uma contragdo, e via o Teorema do Ponto

Fixo existe uma tnica solu¢@o para o problema de Cauchy para 7" satisfazendo (1.60)
e (L.61).

Por (1.61) temos que a aplicagao dado solugdo € localmente Lipschitz.

O

A demonstracao acima para o resultado de boa colocacdo local foi exposta apenas para

0 caso p = ¢ = 1. Vamos discutir o que ocorre nos demais casos na se¢do|l.7
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1.7 Comentarios finais

Finalizamos este capitulo discutindo sobre os casos restantes para os sinais de p e ¢, ou

seja:

Caso p = ¢ = —1. Quando mudamos os sinais de p e ¢ estamos modificando os gru-
pos associados as equacdes dos sistemas o que vai interferir diretamente nas relagdes
de dispersoes. Tais relacdes foram essenciais para a definicao das regides que permitem

o uso dos Lemas [I.4]e[I.5] Trocando os sinais de p e g temos que (1.23) escreve-se

(1.62) T=71+72‘2 €=€1+522 2
p:T_fa p1:7—1+€17 /)2:7'2—0152-

Dai, segue que (I.33) adota a mesma forma
o= p1—pol = | = € — & +a&3] = €2 + & — &,

ou seja, ndo interfere nos resultados obtidos. O mesmo ocorre modificando ((1.47).
Concluimos assim que para p = ¢ = —1 vale de forma similar a teoria local desenvol-

vida paraocasop = q = 1.

Casos (p,q) = (1,—1) ou (p,q) = (—1,1). Se fixarmos p = 1 e ¢ = —1 temos
que (1.23) transforma-se em

(1.63)

T=T1+T, §=§+&,
p:T+£27 pIZTl_é_%’ 02:7'2—61522-

Com isso, a relagao de dispersao (1.33) satisfaz

lp—p1—po| =+ & +a&d >+ &,

para qualquer valor positivo de a. Isso nos diz que a Proposi¢do [I.1] sempre vale para

|k —1 < s.

Por outro lado, as relag¢des ((1.40) adotam, neste caso, a forma

(1.64)

T=T1+T, =& +&,
p=T—a&® M=m+E&, A=7+E

e a nova forma de é dada por
Mtd—A=g+E+a > G +6
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para todo a > 0, o que nos garante a validade da Proposicdo [[.2] nos casos em que
5 < min{m—l—l, 2f<;+1}.

Resumindo, no caso (p, ¢) = (1, —1) a teoria local vale sempre que

k| —1<s<min{rx+1, 25 +1}.

O mesmo vale para o caso (p,q) = (—1,1). As observacdes aqui feitas completam o

estudo do sistema (1)) para quaisquer sinais de p e q.

Observacao 1.7 Notamos também que nos casosp =q = +tlep = —q= tlaleide

conservacdo em L? x L? ndo muda, isto é,
Elu,)(t) = | Ju(e. ) + 20]u(a. O do = Elu,ol0).
R

Portanto, os resultados globais ndo mudam com a mudanca de sinais de p e q.

39






Resultados Globais

Este capitulo € dedicado ao estudo da teoria da boa colocacio global para o Problema
de Cauchy (T)), logo estamos interessados em solugdes definidas em em todo tempo

tempo positivo, ou seja, estudaremos o modelo:

i@tu—l—p@zu—@u—l—ﬂvzo, reR, t>0,
2
2.1) idm+qxv_me%:o,

u(z,0) = up(x), v(z,0) = vo(z).

Consideraremos os dados iniciais em espacos de Sobolev com a mesma regularidade e

com indices negativos, isto é, (ug, vg) € H*(R) x H*(R) com s < 0.

Um objetivo importante no estudo das equagdes de evolugao da Fisica-Matematica é a
obtencdo da estabilidade de certos tipos de solucdes especiais. Nesse caso, € essencial
ter resultados de boa colocacdo global, ou seja, a extensdo da boa colocagdo local a

todo intervalo de tempo positivo.

Lembramos que para qualquer dado inicial (ug, vo) € L*(R)x L*(R) alei de conservagio
2.2) B(u,0)(t) = [ullzz + 20 ||o][7,

nos permite estender os resultados locais obtidos no Capitulo 1 a todo intervalo de
tempo [0, T']. Usaremos este fato como ponto de partida para poder estender as solu¢des
locais obtidas com indices negativos a tempo positivo e obter o principal resultado deste

capitulo, o qual estabelecemos a seguir.

Teorema 2.1 Seja (ug,vg) € H*(R) x H*(R). As solugdes locais obtidas no Teorema
[I.1|para o Problema de Cauchy 2.1) podem ser estendidas a todo intervalo de tempo
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positivo 0 < t < T, preservando todas as propriedades da teoria local, em cada uma

das seguintes situagoes:
(a) —1/2<s<0 quando o > 2,

(b) —1/4<s<0 quando 0 <o < 2.

Para obter o resultado acima vamos seguir as ideias apresentadas em [8]], [11], [12] e
[24]. Nas proximas secdes deste capitulo vamos apresentar alguns resultados prelimi-
nares e antes de provar o resultado principal vamos revisitar a boa colocagao local num

novo ambiente funcional.

2.1 Resultados Preliminares

Nesta se¢do apresentaremos alguns resultados cldssicos referentes ao método-I que uti-

lizamos neste capitulo.

Sejam s < 0e N > 1 fixado. Vamos definir o operador multiplicador de Fourier

_ i ) N
23 Iu(€) = m(€)a(€), m(€) = { N :j R

onde m € uma funcdo suave e monétona.

Afim de simplificar a notagdo usaremos, a menos que seja mencionado o contrario, a

notacdo / = /,° para o operador multiplicador de Fourier.

Passemos agora a apresentar resultados relacionados com este operador.

Lema 2.1 O operador I aplica H*(R) — L*. Além disso, o operador I comuta com

operadores diferenciais e [u = Iu. Ou seja,
(@) [T(u)l> < eNT*ull g,
(b) P(D)I(u) = I(P(D)u),
A d : .
onde P é um polinomio e D = dr é o operador diferencial.
1dx
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Demonstracao: Note que podemos decompor v € H*® da seguinte forma

~ -~ V
u = (X\§|<NU + X|£|>NU) = Uy + Ug,

onde u; = (X|§‘<Nﬁ)v € Uy = (X|g|>Nﬂ)v. Note também que para [u; = u; e da

desigualdade de Plancherel

Huillpe =

Il
=
=’
=
M)

|
—~
I
~
s
=
m
INA
2
—
I
~
—~
I
~
w
)
—~
I
~—
~
)

Resta estimar [us.

[Ug

‘ —

lTusle = ||Tee]

() @
N .
N7 ||(6) 2| 2
N ua| e

N7 |ul

IN

INIA

IN

Hs -

Provamos assim que / aplica H° em L? como também o primeiro item do lema.

A demonstracdo do segundo item do lema segue aplicando a transformada de Fourier e
—_— Vv —_— \Y%

observando que [(P(D)I(u))"]" = [P(g)z(u)] — [m(&)P(e)a]" = [J(P(D)u)}

I(P(D)u). O

O método-/ consiste em baixar a regularidade do resultado de boa colocagdo local
modificando a energia associada ao sistema em questao. Para fazer isto ndo € necessario
efetuar os calculos em cada par de indices de Sobolev no espago H® x H?, isto decorre

do seguinte

Lema 2.2 Sejam oy > 0en > 1. Suponha que Z, X, ..., X, sdo espacos de Banach

invariantes por translacdo e 'T' um operador n-linear invariante por translacdo tal que
n
—Q —Q
HIl T(uq,... ,un)”Z <c H ||I1 ujHXj ,
j=1
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para todo uq, . .., u,, 0 < a < «aq. Entdo,
n
HI&O‘T(ul, . ,un)”Z <c H ||I;,aujHXj ,
j=1

para todo uq, ..., u,, 0 < a < apge N > 1. As constantes ndo dependem de N.

Para ver uma prova do resultado acima o leitor pode consultar o Lema 12.1 de [10].
Observamos que o operador dado solucdo desempenha o papel do operador n-linear.

Lema 2.3 Sejam f e g pertencentes a X*'/%. A desigualdade
1D21) - ll,z, < cllfllxosn llgllxone

é verdadeira se

&| < |&1| para cada |&1| € supp <f> e |&| € supp (9). Além disso,
esta estimativa é vdlida se f e/ou g sdo trocadas por suas conjugadas no lado esquerdo

da desigualdade.
Demonstracao: Esta é uma estimativa Strichartz refinada do tipo considerado em [4]].

E o suficiente para mostrar que se f e g sdo solucdes da equagio de Schrodinger livre,

que é f = e"%pe g = "%, entdo

(2.4) (D) gl 2, < clidllze 1l e
onde D, é o operador satisfazendo 15:f & = <§>fA(§) Se usarmos agora a dua-
lidade e a mudanga de varidvel & + & = z e |&|* + |&)* = r, assumindo que

R > max {max{supp(j?)}, max{supp(’g\)}}, entdo o lado esquerda da desigualdade
(2.4) é limitado por

sup /Rmﬂ&+&ﬁﬁ+bﬁ&&ﬂ@ﬂwb

1F]l 2 <1

H(z,r)

< sup / RYV2F(z,r)

I1Fll2<1

dzdr,

onde H(z,r) denota o produto de ¢ e 1) nas novas varidveis. Note que a mudanga
de varidvel introduzida acima gera um Jacobiano da ordem de R. Agora, utilizando

a desigualdade de Cauchy-Schwartz e alterando novamente as varidveis para &; e &
obtemos a desigualdade (2.4). 0

A demonstracdo acima esta baseada na demonstra¢ido do Lema 7.1 de [9]].

Observacao 2.1 O Lema ainda é vdlido substituindo X*/* por X*V/* em uma ou

em ambas as fungoes efetuando ligeiras modificacoes na demonstra¢do acima.
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2.2 O Teorema de Boa Colocacao Local Revisitado

Nesta secao vamos analisar o sistema modificado.

Temos que o sistema (2.1)) aplicado ao operador / é dado por

i0pTu + pd2Tu — OIu + I (uv) =0

(2.5) 1 .
icO v+ q0?Tv — alv + 5] (ug) =0

Vamos citar aqui um Lema que serd utilizado na demonstragdo do teorema de boa
colocacdo local e, em seguida refazer as estimativas bilineares.
Lema 2.4 Sejam —1/2 <V <b<1/2,s€R,a>0e0<T <1 temos que

(2.6) [r(t)ul

o ST e

Demonstracao: Uma demonstracao deste resultado pode ser vista em [15]]. 0O

1
Lema 2.5 Considere 1/4 < d. Sejam by,by € R tais que (by,bs) = <O,§—|—> ou
1

(bl,bg) = <§+,O> Entao

(2.7) ||ﬂ . UHXO,—d < CHUHXo,bl . ||1) 0, -

0

Demonstracao: Sem perda de generalidade, vamos provar apenas o caso b, = 0 e

by = 5 + . Seguindo as ideias da Proposi¢ao|l.1{temos que

[l xo-a < [lull xou, V]l xo0,

1 / 1 sed
-
(To + ak3)?2 Jpo (11 — &3)201 (T + £2)2 Le

Resta a limitacdo do ultimo fator do lado direito da desigualdade acima. Usando o
Lema|I.13]e o Lema([l.14]temos que

1 1
| e e s [ g s

De maneira andloga provamos o Lema [2.6]
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1
Lema 2.6 Considere 1/4 < d. Sejam by,by € R tais que (by,bs) = <O,§—|—> ou
1
(bl,bg) = <§+,O> Entao
(28) ||uw||X3,fd S CHUHXo,bl : ||U)||X0,b2.

Observacao 2.2 Os resultados acima independem do valor de a.

Agora, vamos revisitar o teorema de ponto fixo para encontrar o melhor expoente para
0 o que sera bastante util para o argumento final que consiste em estender a solug¢ao

para qualquer intervalo de tempo.

Proposicao 2.1 O Problema de Cauchy é localmente bem posto em L? x L* com

uma tinica solug¢do no intervalo de tempo [0, 6| para algum 6 < 1 satisfazendo

4
-
29) 6~ (IHuoll g + 172l 2)

Demonstracao: Vamos considerar o seguinte espago de fungdes onde vamos buscar

nossa solucao:

2.10) 3, = {(Iu,]v) e X053t % XI2 |1yl < My, Joll ogon < Mz} ,

XO’%+” ~
onde 0 < p < 1 e My, My > 0 serdo escolhidos abaixo.

Observamos inicialmente que X, € um espa¢o métrico completo com a norma:

1w, To)ls, = M1l o g+ 1011 o g
1 1 . o~
Vamos agora escolher ;1 onde d = —Z—I— eb= 5—1— satisfazem as condi¢des dos Lemas

R7e
De acordo com o Lemall.3] com b’ = —d e os Lemas e temos

I3 (0,0l on < o oll gz + T (6 oo + [T xo.-)
< coJuollzz + e (075 ul gou + oo 1ol g
< coluollzz + T (0T ul gou + T [l o 10l )

< o Juoll g + T (0wl cou + el on ol g ) -
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Analogamente,

_ a
12,0l ge < collonlly + T (alloll oo + 5 ulfkon )

Seguindo os mesmos argumentos da prova do teorema de Boa colocacido concluimos

que vale o Teorema do Ponto Fixo para

1 1 1
T4 < Zmin , ,
4 [ Tuoll 2~ [ 1voll 12
isto é,

3_
T4 ~ (I uoll s + ool )

Portanto o tempo de existéncia deve satisfazer a desigualdade acima, ou seja,

4

-3+
T ~ (Iuollz + I17voll )

Sabemos, agora, que o tempo de existéncia € 6 = (||/ul|;> + HIUHLQ)_4/3.

2.3 Leis quase conservadas em L’
Vamos considerar a energia £ associada ao sistema (2.5)

(2.11) E(Iu, Iv) = [[Tul|7> + 20 || Tv]|3, .

Teorema 2.2 O funcional energia tem derivada com respeito ao tempo dada

por:

%E(Iu, Iv) = 2Im { / (I(uv) — Iulv)) Iﬂd:c} +2Im { / (I(v?) — (1u)?) mda;} :
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Demonstracao: Usaremos as identidades acima para calcular a derivada da energia.
Usando também o seguinte fato / f-0if = / |0, f|? obtemos:

d
—FE(Iu, Iv) :/atlu-lﬂ+/lu-8tlﬂ+ 20/&511}-[@%—20/[@-&]6
:2/(I(uv)—9]u+r82fu) Iﬂ—i/]u- (I(wv) — 6Iu + ro:lu)

—|—z'/(I(uQ)—aIv—i—sagIv)~I@—z’/h} (I(w*) — ol + s071v)
(u

=i [ I(w) - Iu+ir | |0.1ul* —i [ Tu- I(u0) —ir | |[01ul?
+i//](u2) -m+z’s/ &Elvzi//lv-l(#) is§a$1v2
.y / ) Ta—i [ Tu- I(up)
+i/[(u2) Iv — /I'U I(w?)
= —2Im /I( }—|—2Im{/lv 1—2}
/ (I(av) — Ialv) - I }—QIm{ Jufv-m}
+21m{/[v~[(u )}
= —QIm{/(I( ) — Iulv) - Iu }+2Im{ (@) — (I7)?) -IU}.

Agora estimaremos a diferenca entre a energia modificada final no tempo ¢ e a energia
modificada inicial no tempo zero. Tal estimativa afirma o quanto tem crescido a energia
ao longo do tempo. Como a energia modificada estd associada aos dados iniciais do
Problema de Cauchy, se esta energia modificada tiver um crescimento controlado de
alguma forma pelos dados iniciais serd possivel aplicar novamente o argumento de
ponto fixo tomando como dados iniciais o ponto final da solucdo obtido anteriormente.

Vemos como este controle ocorre nas Proposi¢cdes que encerram esta se¢ao.

Usando o teorema fundamental do célculo temos que
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E(Iu, Iv)(5)

Observe que,

(I(mw) — Iulv)"

Facilmente, temos

~ B(Iu, Iv)(0) = 2Im / 5 ( / (I(av) — Iu[v))[udx) dt

By i

[ m(©) mE)T(&) m <s>a<52>_m .
/ ( m(&)m() (€a(&) m(&) @))
Yi( me
- [mieitey meamen (€Y
= [ Ta(&) Tn(&) ( <£7>n - ff@:;(&)) .

(I(u®) = (Tu)®)" = m(&)u? — Tux Tu
)

— m(©)axi - (m(-)d) * (m()7)

= [ (m©aE)ae) - me)ae) m(@)a@) a6

m(§) — m(ﬁl)m(&)) de,.

_ Tu(€y) Tu(&) ( m(&)m(&)
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Portanto,

[ {(u@) -5 w= [ [ . T Tt ate)arte )y o o,

de forma andloga obtemos que

/06 < (I(w?) — (Iu)Q)A; ﬁ>L2dt = /05 /Rg /Rgl Tu(&)) Tu(&s) To(&)M(E, &)dE, dE dt.

_ (ml&) = m(&)m(&)
onde M (£, &) = ( m(&)m(&,) )'

| ~ N7 e |&] ~ Ny temos que:

N
(i) Se2|&| < [&|e 26| < Nentdo [M(E,6)] S Nl
N.
(i) Se 2|6l < [&1] e 21| < Nentao [M(€,6)] S 3
. N
(i) Se 2[&i| < |&f e & = 2N entdo [M(E, &) S N
N.
(iv) Se2(&| < |6 €l = 2N entdo [M(, &) £ 7 e

~ N
W Selal ~ 6 2 N endo €601 5 ()
Pela simetria das varidveis € suficiente verificarmos apenas as afirmagdes (i), (iii) e (v).
Usaremos o fato que m/ (&) = —N|¢| 2.

No primeiro caso, como |£;| < N temos que m(&;) = 1, daf,

m(& + &) — m(&a) N m’'(&2)
Ml = 1) ‘ (&)

: . . 1
Jé para verificarmos o item (iii) precisamos observar antes que B 1&a| < &1 +E&| < 2|6
€ com 1SS0,

m(& +8&) —m&)m(&) NG+ E| ™t = N|&|'N[& ]!
m(&2) N|& |
el N
160+ &l 6]
<2- N 4
- &Gl

50



Logo, (iii) segue facilmente da observac¢ao que M (&, &) ~ = —.

m(&1) N

O ultimo caso, (v), segue do fato que

m(& + &) —m(&)m(&) = N|& + &7 = N6 e

1 N

N~
(2|§1| |§1|2)
N |51’—2NN1.

EPRTE

2
Portanto, M(g,fl) ~ m ~ (%) .

Considerando

6 —~ —~ —~
@12) L =2m /0 /R /R Ti(6) To(&) Ta(E) M (€, €1)d de dt
3 &1

€

5 —~ —~ —~
.13)  Ly=2m /0 | Tut) Tute) Tonrce. e0dsa de
3 €1

obtemos,

|E(Tu, 10)(8) — E(Tu, To)(0)] = | Ly + Lo|.
Proposicao 2.2 Paraoc > 2 e s > —1/2 temos

@14)  |E(Iu, Iv)(6) = E(Iu, Iv)(0)] < N=35% [1(w)[2, . [11(v)

||X07%+ ‘

Demonstracao: E suficiente estimar L, e Ly. Observamos ainda que L; e Lo sdo
equivalentes. Neste caso, nos restringiremos a estimar L;. Para 2|&;| < [ e 2|6 < N
N
temos que | M (£,&1)| < Fl Segue-se entdo, pelos Lemas|2.3|e 2.4, que
2

Ll < (5)  |preTue) T T
o <(5) s e, |7,
< (M Ny | T Iv| 02| Tl
Ny 3 X0,1/2+ X0,1/2+ X0,1/2+
— 2
<N 1251/ ||I(U>HX0,%+ ||]<U)||Xo,%+ :

51



O caso (ii), isto &, 2|&| < |&1| e 2|&2| < N, segue pela simetria das varidveis.

Na demonstracao dos casos (iii) e (iv) quando s = —1/2, temos que |M(&,&1)] <
N\ V2

(%)

L] S(N1> HDl/Qlu(&) ]U(fg)’

o~ ‘

L2
N / _ —_ — —
< () N UQH[U‘ ]v’ 51/2H1u‘
N x0,1/2+ Xx0,1/2+ X0,1/2+
- 2
< N7 oge (@) o -

~

N
Para o tltimo caso, temos |M (£, &)] < Wl quando || ~ |&| 2 N assim, segue que

1€1] < 2/¢| e, com isso

1/27— T
Ll < |preTe) T [
Ny _ — —~
S—lNl 1/2 Iu‘ Iv 512 ]u’
N X0,1/2+ X0,1/2+ X0,1/2+
< NV T() 0 g (@) o3 -
X2 X2
O que encerra a demonstragao. 0O

Seguindo os mesmos argumentos apresentados acima prova-se a seguinte

Proposicao 2.3 Para0 < o <2es > —1/4 temos
@15)  [B(Iu, 10)(8) — E(Iu, T0)(0)] < N384 [ 1(w) 20 I11(0)

||XO’%+ .

Demonstracao: Analoga a anterior. 0

2.4 Prova do Teorema de Boa Colocacao Global

Nesta se¢do demonstraremos o Teorema Dadas as condicdes iniciais do problema
de Cauchy (2.1) (ug,vo) € H® x H® temos que

1 (o)l 2 < eNT* ]

gee )]s < eN
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Aplicando o resultado de boa colocacdo local da Proposigdo [2.1, vemos que existe

4s/3

solugdo tdnica no intervalo de tempo [0, ], onde § ~ N ~*/° e verifica-se também que

@) oge + @) o ys < N7
1 . ~
Paraoc >2es > bt usando a Prop051gao temos

|E(Tu, Iv)(5) — E(Tu, Iv)(0)] < N"262 N~

Devemos provar agora que para cada 7" > 0 podemos estender nossa solu¢@o para o
intervalo [0, T'], para isso € suficiente aplicarmos o Teorema de boa colocagdo local
até atingirmos este intervalo, ou seja, 7'/d vezes. Se a energia modificada ndo crescer
mais do que a inicial para este nimero de interacdes podemos concluir que o resultado

é estendido até o intervalo [0, T, isto é, devemos ter:

T
(2.16) |E(1Tu, Iv)(§) — E(Iu, 1v)(0)] 5 < E(Tug, Tvy).
Portanto, € suficiente que

1 1 T 1 1
(2.17) N’56§N’3sg < N2 ou N 26 2N 3T <« N2,

1 2
Daf concluimos que —5 3s + 38 < —2s, pois 6~/ ~ N?%/3_ Verifica-se que para
qualquer s > —1/2 podemos estender a solugdo a qualquer intervalo de tempo tomando

N suficientemente grande.

A demonstragdo do outro caso segue de forma similar.

O

O Teorema demonstrado nesta se¢ao nos diz que a solu¢do do problema de Cauchy
estende-se globalmente no tempo nos segmentos que ligam os pontos (0,0) e (—1/2, —1/2)

nocasoo >2e (0,0)e(—1/4,—1/4)nocaso0 < o < 2.
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Resultados de Ma
colocacao

Neste capitulo vamos estabelecer alguns resultados de mé colocagdo para o problema
de Cauchy (3.1) abaixo, com énfase no caso o = 1.
10 + pdiu — Ou + v = 0
1
(3.1) icO + q02v — av + §u2 =0, te[-T,T], r € R,
u(z,0) = up(x), v(x,0)=uve(x), (uo,v9) € H*(R) x H*(R),
onde u e v sdo fungdes que assumem valores complexos.

Na primeira se¢do deste capitulo apresentamos a nocao de md colocagdo explorada
neste trabalho. Encerraremos o capitulo apresentando os resultados obtidos neste tra-
balho e na pentltima sec¢do discutimos sobre os tipos de contraexemplos a serem ex-

plorados.

3.1 Teoria Geral de Ma Colocacao

Um Problema de Cauchy € dito bem colocado, no sentido dado por Jacques Hadamard,

se ele tem as seguintes propriedades:
(a) Existe uma solucao;
(b) A solugao € unica;

(c) Dependéncia continua do dado inicial (O comportamento da solu¢do dificilmente

muda quando ha uma ligeira mudanca na condi¢do inicial).

O resultado apresentado neste trabalho inicia-se observando o Teorema de Cauchy-

Kowalevsky do qual segue que a aplicacdo dado-solug@o do Problema de Cauchy em
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questao deve ser analitica vista como aplicacdo entre espacos de Banach, usaremos este

fato para provar que a aplicacdo dado-solucio ndo é C* na origem.

Dada uma equacao dispersiva em sua forma geral
(3.2) 10u = ¢(—i0;)u + f(u),

onde ¢ é uma funcdo que assume valores reais e f € alguma fun¢do ndo linear. O
Problema de Cauchy (3.2)) com dado inicial u(0) = ¢ é reescrito, pelo Principio de

Duhamel, na forma integral como a seguinte equacao integral

(33) ) = Ulte =i [ Ult=s) ()i,

onde U(t) = exp(—it¢(—i0,)) é o grupo unitdrio que resolve a equacao linear associ-

ada.

Assim, assumindo a existéncia de uma solugdo local para a equacdo integral (3.3)),
dado uma condi¢@o inicial ¢ € H*(R), podemos associar uma tnica solu¢io u(t, x) €
C([-T,T); H*(R)) dada pela expressio que satisfaz a equacgio diferencial
no sentido forte. Posto isto, dado qualquer elemento de H*(R) associamos uma tinica
solu¢do da equagdo que no instante ¢ = 0 coincide com o elemento de H*(R)

fixado. Em geral, temos definido uma aplicacdo entre dois espacos de Banach, a saber
t
®: H(R) — O-T.THH(R)), B(p) = U(p ~ i | Ult~s)f(u(s))ds.
0

No nosso caso estamos interessados em um sistema de equagdes e assim se denotarmos
por X = H*(R)xH*(R)eporY = C([-T,T]; H*(R))xC([-T,T]; H*(R)) teremos
como aplicacdo solugdo ¢ : X — Y, ®(p,9) = (u(t), v(t)).

Fixados (p, 1) € X. Seja G : R — X dada por G(7) = (y¢,v¥). Agora, considere
H : R — Y definido como H = ¢ o (5. Entio,

DH(y) = DO(G(v)) o DG(v) -
—_—— Y =
L(R;Y) L(X;Y) L(R;X)

Temos ainda que

D*H(y) = D*®(G(3))o (DG(7), DG(7)) + DO(G(1)) 0 D*G()
—— ——— , ~

B(RXR;Y) B(XxX;Y) E(R;X;{E(R;X) L(X;Y)oB(RxR;X)
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Ora, D*G(vy) = 0 e assim

D’H(y)(a,8) = D*®(G(v))(DG(y)(a), DG(7)(B))
= D*®(G(7))(G(a),G(B)).

Dai, D*®(0) ((¢¢,%), (¢, ¥)) = D*H(0)(1,1).

Neste trabalho vamos mostrar que a aplicagio solugio ndo é C? na origem, ou seja,
vamos mostrar que D*®(0) é ndo limitado como aplicagio bilinear. Para demonstrar

este fato exibiremos sequéncias (y,, v,) € X tais que

n—oo

(3.4) ||(90n:UN)||X <c e HDQQ)(O)((‘PmUn)a(@mvn))”y — 0.

Como ||(f, 9)lly = sup, | fll sw(gy + 5uP; 9]l 7+ (s> € suficiente mostrarmos que
£~y + 1190l 22y = e(t)n’, onde 6 > 0.

Para v = 0 obtemos a segunda derivada de Frechét da aplicagdo dado solugao:

t
Pu(yitx)| = —2i / Ut — 5)([T(8)p(x) - Ua(s)ih(a))ds e
~v=0 0
t
aiv('y;t,a:) .= —Qi/ Ua(t—s)(U(s)gp(x))2ds.
= 0
Obtemos assim que
(3.5) DQ@(t)((so,w), (wﬁ)) = (33U(7;t,x) V:0,330(7;75756) 7:0).
No que se segue serd de grande valia o seguinte:
) 6itz -1 ~
Lema 3.1 Seja g(t,z) = ———, com 0 < t < 1. Neste caso, se |z| < 3 entdo
iz

g(t,z) =t.

Uma variagdo importante deste lema é o fato de podermos supor que |ta| < 3 e com

isso teremos como resultado que g(¢, z) = t.

ta) — 1+ ¢sin(t in(t
Demonstracao: Iniciamos por observar que g(t,a) = cos(ta) _ +isin(ta) = tsm( a)_

1a ta
_cos(ta) — 1
—

a
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sin(¢ cos(ta) — 1
Quando |a| tende a zero teremos que y tende a 1 enquanto que L tende
a a
a zero, isso implica que ¢(t, a) tende a t quando |a| tende a zero.
sin(3 sin (3t 1 — cos(3t
Quando |a| = 3 teremos que 0,04 < ! ()< in( )glequ60§¥<

3 - 3t 3

1 — cos(3
—() < 0, 7. Isso nos permite dizer, por continuidade, que ¢(¢, a) sempre estard

3
proximo a ¢, na verdade estard proximo a ct, onde 0 < ¢ < 1 com ¢ dependendo de a.

O

3.2 Segunda Derivada aplicada a funcoes elementares

De um modo geral, tomaremos como dados iniciais do Sistema (3.1I) funcoes elemen-

tares da forma

on(x) =n® / et de.
Ap
E facil ver que 3, (£) = n%xa, (€), e para verificar que ¢,, € H"(R) basta observar que

H%H%ﬁ(R) = H + [¢]? K/2A||L2

- /R (L4 €y xa, (€)de
< en / (1+ J€>)de

n

< cn2a(1+SHP{An}2H)|An| )

onde, | A, | representa a medida de A,,.

Por exemplo, para obtermos um sequéncia de func¢des limitadas em H"(R) basta to-

marmos A, = [n,n + —]. Neste caso, o sup{4,} < 2ne|A,| =n"'. Assim,
n

leonll sy < T2,

Se, A,, = [en — d,cn + d] entdo sup{ A4, } < 2cn e |A,| = 2d. Donde obtemos,

o |l @) < noF.
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De um modo geral, se tomarmos como ponto de partida as fun¢des elementares pode-
mos encontrar uma expressao geral e, nesta perceberemos como a relacio de dispersao
interfere na obtencao de resultados para mostrar que a forma bilinear associada ao fluxo
ndo é C* na origem.
Considere ¢, (z) = n® / e de e by () = n” / e de.

An n

Desse modo, temos

O3u(v;t, )

() = —2i /0 Ut = 5)(TG)p() - Ua(s)ba(a))ds.

=0

Ora, como sabemos que U (), (€) = e n%y 4, (€) e de forma andloga, temos uma

—

Uy (8)1hn(€) = €729 0Py, (€), entdio, segue que

—_—

UGt~ ) (TR - Uals)a@)] 7 ©) = €T30« Ual5)Une)

_ potBe—ilt—9g / e emion 2y 4 (€ - 2) b, (2)dz
R

_ jatBite? / (o (EHED ) (e g
By

_ na+/5€it52/ 6i8(52+55_“§%)XAn(fl)d&'
Bn

Note que £ = & + &o.
De maneira analoga concluimos que:
(Ualt = ) (U(s)p(a) - Uls)p(@D)™ (&) = e 9T (s)pn # Uls)p(€)
— n2a€7ia(t75)§2 / efis(gfz)QefiszzxAn (g . Z) XA, (Z)dZ
R
_ n2a€—iat§2 / 6is(a§27(§fz)27z2)XAn (g . z)dz
An

— n2aeiat€2/ 6i5(a£2_§%_§§)XAn (&1)d&o.

O nosso interesse consiste em calcular
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O3u(v;t, )

(¥n, Vn)

=0

H

- H ()" /Ot (U(t —8)(U(s)p(x) - Ua(S)w(l‘))Az)dé‘

K

()" (/Ot U(t —s)(U(s)p(x) - Ua(8)¢(I))dS) :

- H@m <8f/u(7;t,w) (son,d)n))“

=0 2
Lg

r [ [ ey, s

(€)re it / / e (EHE—08) g5y (£1)dEs
. Jo .

ga(t,€,€2)

/RE (€ /Bn 9a(t, &, &2)xa, (€ — &2)dEs

Agora para a outra segunda derivada obtemos:

8?/1;(7;75@)‘ (¢n7¢n)
v=0

N H<f>5 / (Ualt = ) (U(s)p(x) - Uls)p(a)) ) ds

=N

HS

(€)°

W <¢n,¢n>)Az

=0

S CH G

2
Lg

(/Ot Ug(t — s) (U(S)w(fﬂ))QdS) :

L2

t
(&) / el / (), (61)deads

t
<€>se—mt§2 / / elS(CLg & 752)(18 XA, (€I)d§2
An JO _

ha (t7£7£2)

/ <£>2s e—iat52 / ha(tv 57 52)XAn (5 - 52)d€2
Re An

d5>

/R£<£>25/ ha(t, €, 62)xa, (€ — E3)dEs

n
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/ () |t / ot £ 62)x 0, (€ — £2)dEs
Re n

L2

L2

L2

L2

) 1/2
dg>

) 1/2
dg) .

L2

L2

L2

) 1/2
dg>

1/2




Em resumo, temos:

(3.6) 2 o
|ezutrit.o| _onv| = ( [ | [ att & xante e d§>
e
(3.7)
) 1/2
‘fﬁv(v;t,x) (ns )| =72 ( / (€ / ha(t, €, €2)x A, (§ — £2)d&s dé) ,
7=0 Hs Re n

onde

b e o 6it(§2+§%_a§%) —1
(3.8) 9a(t, €, &2) :/0 ezs(g +£1_a52)d5 = i(E2+ & —ad)
e

t : 2_ 2 ¢2 eit(agg_g_gg)—l
) hats6 ) = e D~ o

Os resultados obtidos aqui afirmam que fixado ¢ > 0 a aplicacdo dado-solu¢do nédo é

Frechét duas vezes diferenciavel.

3.3 Resultados de ma-colocacao

Fixados os resultados basicos para a Teoria de méa-colocag¢do passemos a apresentar 0s

nossos resultados.

Proposicao 3.1 No caso 0 < o < 1/2, com o # 1. O operador dado-solugcdo ndo é

C? na origem se s < ——.

2
Demonstracao: Afim de facilitar a nota¢do adotamos a = 1/0.
1 1—+v2a—1 14+ +v2a—1
Como a > 5 temos que 9a(t, 8, &2) = 2(€ — 52#)(5 - 52#)-
1—+v2a—-1 14+ +v2a—1
Seja pu = +, logol—pu = ++ (Como a # 1 temos que p # 1).
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1 1
Considere agora A,, = [n,n+ —| e B, = [—ﬁ——,—ﬁ],nessecaso
2n wo2un u
a=1/2—kef=1/2—sentdose ({ — &) € A, e & € B, o que nos da

1 1
- <E—(1- < -
4n_§ ( M)f2_4ne

1 1 1 1
n(2—=)-—<é¢—pt<n(2—-)+—.
W dun 0 2n

Portanto |¢% + &7 — a&2| < 3 e segue do Lema3.1]temos que g, (¢, &, &) = ¢.
Dai,
HDQ(I)(O) ((‘an Un), (@, ¢n)) ‘ Hex H > aiu(% t,x) ‘V_O(Spm Vn)

- -

/ Ga(t, €. E)va, (€ — )

9 1/2
d5>

9 1/2
df)

=t ( / @

_ o 1—k—s 2K
o ( / ©
) 1/2
~ 1—k—s 2K _
~ tn (/ng) / €~ G d€>
) 1/2
/ 16, df)

(-2
~ tnl—n—s <§>2,‘{
(/no—l) 1
n(l—%)-&-; 1/2
~ tnl—n—sn—l <5>2/€ dg)
</n<1—;>—1

w) " pn
un

> tn—n—sn/@—l/Z _ n—l/?—s‘

/ tXa,(§ — &2)d&s

n

1 —1 1
Notequel——:'u—;éo, Ya > —.
Iz Iz 2

Isto encerra a demonstragao desta Proposi¢ao. 0O

O resultado afirma que para 0 < o < 2 aregularidade do segundo dado inicial deve ser

maior que meio para se obter boa colocacao local.
O nosso foco serd agora o caso 0 = 1 onde foi possivel obter resultamos melhores

provando que os resultados obtidos neste caso sdo Sharp.

Proposicdo 3.2 No caso 0 = 1. O operador dado-solucdo ndo é C* na origem se

< _k
STy
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Demonstracao: Tome a = 1/0. Como a = 1, temos que g,(t,§, &) = 2£(€ — &).
1

Considere agora A, = [n,n+—|,e B, = —Ap,nessecasoa = 1/2—ke=1/2—s
n

entdo se (£ — &) € A, e & € B, entdo

1
—-<¢<—e 12+ & — &) < 3.

1
n
Portanto,

| D*@(0) (9, %), (D o)) || iepe = ||Fulr3t,2)

(Spm wn)

v=0

Hk

=k </ (I / 90t 6 &)X (€ — L)

) 1/2
— 1—k—s 2k _ d d
n (Afﬂ /}wh@ £2)de f)
) 1/2
~ 1—-k—s 2k d
in ( /R @, s)
\ » ) 1/2
~ tnl—k—s /" <€>2k / 1d§2

d§
1 1/2
~ tnl—k—sn—l (/_i <£>2k d§>

n

) 1/2
d§>

/ XAnp (5 - 52)d52

3=

> tn—n—sn—l/Q _ TL_I/Q_S_H.

1
Para s < —m—goﬂuxo ndo é C°. 0O

Proposiciio 3.3 No caso a = 1. O operador dado-solucdo ndo é C* na origem se
1

§ < —= + K.
2

Demonstracdo: Como a = 1, temos que g,(¢,&, &) = 2£(£ — &). Considere agora

11 1
A, = [_ﬁ’ ﬁ],eBn = [n,n+ﬁ]. Assima =1/2e 3 =1/2—sentdose ({—&) € A,

e & € B, obtemos

1 2
n-o<e<nt el -gl<s

Portanto,
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HD2(I)(0) ((gpn, ¥n); (@n; wn)) ‘

O2u(v;t, x)

0(%7 Un)

Hr<xHS

V= HE

=nls (/R€ (&)™ / o€, 62)X 4, (§ — &2)dEy

) 1/2
_ . 1-s 2K
- </Rg<£> / (€ - &6, df)

1/2
d§>

1/2
= tn'~ (/ (6= &2)dEs df)
e . 5 1/2
>~ ppl=s / (€)% / 1d&|  d€
n+% 1/2
~ tnl—sn—l / <€>2n df
Z tn—sn—1/2+m _ n—1/2—s+m'
1 A
Paras<ﬁ—§0ﬂuxonaoe0. 0O

s=|kl—1

Figura 3.1: Regido onde a Proposicao

ndo é valida assumindo o = 1

Proposicdo 3.4 No caso 0 = 1. O operador dado-solucdo ndo é C* na origem se

> 2 —.
S /i—|—2
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Demonstracdo: Tome como dados iniciais do Sistema (3.1) (¢, %,) € H"(R) x
H*(R), onde ¢,,(z) =0e

—-n A +1/n ’
on(T) = nl/2=x </ et de —I—/ e“‘fd§>
—n—1/n 0

E ficil ver que on(&) = nl/2x (X[_n_1/n,—n} (&) + X[o,4+1/n] (f))

Vamos mostrar agora que

> C<t)ns—(2rc+1/2)

H(R)

Pt )|

=0

Iniciamos por escrever ¢, () = @,1(x) + ©n2(z), onde

On1 (.Z') — nl/?n/ ezzédg

n—1/n

/n
¢n72<$> _ n1/2—ﬁ/ Glmfdf,
0

Desta forma, podemos escrever

/th ar /th U(t) (o (@) + pual@)])? dt
:/0 Ut —t) (U)o (x)) dt’ +/0 Ut —t) (Ut )pna(x)) dt’
Altz)
#2 [ U= ) U pua ) )

J/

-

B(t,z)

Assim, € suficiente provar que

9 2

e = H /Ut—t’ () on(x))” dt/)/\”

= [l (A(t,2) + B(t,2)) |,

SA@%%OHMM%
- [t [Awof ac+ [0
#2 [ (& A9,

B2v(v;t, x)

e L2(R)

(R)

Bit,o)[ ae
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Observando isto, € nos basta provar que

[

~ 2 1/2
B(t,o)| de| " > e(tyner2),

ou seja,

( / (&)

Seja agora A,, = [-n — 1/n,—n]e B, = [0,1/n]. Logo, qgn\l = X4, © 5,; = XB,-

Nz

2 1/2
dé‘) Z C(t)n87(21€71/2)7

/ot (U (t = 1)U () pni(2) U(t/>son,2<x>dt/)

Agora vamos calcular a Transformada de Fourier com respeito a varidvel espacial ,

( /O t Ut —t) (U (t)son,l(x)) (U (t)@n,g(x)) dt’) - (€)

t
-2 / oite / eV By (&)dEdt
0 An

1

Como, £ = &1 + & temos que &2 — &7 — €5 = 2¢,&;. Agora usando o fato que &; € A,
e & € B, temos que 2£:& < 2 e com isso,
) 1/2
d{)

_ 1-2k 2s
‘ . = in </R£ ()
—n+1/n 1/2
—2K 2sd

< pp2mstl/2

(¥n, Vn)

v=0

/ XB, (&2)dé
An

d2v(y;t, o)
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