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Resumo

Nesta tese, apresentamos resultados de rigidez para a esfera, o plano e o cilindro, sendo
eles os tnicos self-shrinkers que satisfazem uma importante condicao geométrica classica.
Essa condicao é a seguinte: a unido de todas as subvariedades afins e tangentes a um self-
shrinker completo omite um conjunto nao vazio no espaco Euclidiano. Essa suposicao
nos conduz a uma nova classe de subvariedades, distinta das que possuem crescimento
polinomial do volume ou aquelas consideradas préprias.

Adicionalmente, também mostramos um resultado para self-ezpanders que envolve a
mesma condi¢do geométrica cléssica.

Palavras-chave: Self-shrinkers, self-expanders, fluxo de curvatura média, espago tan-
gente, principio do maximo, funcao suporte, campo de vetores conforme, drifted laplacian.



Abstract

In this thesis, we present rigidity results for the sphere, the plane, and the cylinder, as
they are the only Self-shrinkers that satisfy an important classical geometric condition.
This condition is as follows: the union of all affine and tangent submanifolds to a complete
Self-shrinker omits a non-empty set in Euclidean space. This assumption leads us to a
new class of submanifolds, distinct from those with polynomial volume growth or those
considered proper.

Additionally, we also demonstrate a result for self-expanders that involves the same
classical geometric condition.

Keywords:  Self-shrinkers, self-expanders, mean curvature flow, tangent space, maxi-
mum principle,support function, conformal vector field, drifted laplacian.
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1. Introducao

Sejam ¥" uma variedade conexa de dimensdo n e X : ¥" — R*"* n>2 k> 1, uma
imersao isométrica. Identificamos o espago tangente 7,%" com o subespaco afim X (p)+
dX,(T,X"), tangente a X (3) no ponto X (p).

Denotaremos por
W =R""\ | 1,5" (1.1)
peEX™

o conjunto omitido pela unido dos subespacos afins tangentes a X (3") c R™H*.
Um dos primeiros trabalhos relacionados com o estudo das imersoes cujo conjunto W

é nao vazio, foi realizado por Halpern que, entre outros fatos, mostrou, em [20], o seguinte
resultado:

Teorema 1.1 (Halpern, [20]). Sejam M" uma variedade compacta e X : M™ — R"+!
uma imersao. Entao W é nao vazio se, e somente se, X (M™) é difeomorfa a uma esfera.

A Figurall.1]a seguir, ilustra a o conjunto W e a variedade compacta M, mencionadas
no Teorema [1.1] de Halpern.

Figura 1.1: W nao vazio se, e somente se, X (M") é difeomorfa a uma esfera.

Observacgao 1.0.1. No caso em que > ¢é nao compacto, existem varios exemplos de
hipersuperficies cujo W é nao vazio. De fato, cilindros e paraboloides, ver Figura [1.2
tém W aberto e nao vazio.

10
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Figura 1.2: W aberto e nao vazio do paraboloide.

Outro exemplo de superficie ndo compacta cujo conjunto W associado é nao vazio,
é o hiperboloide de uma folha, ver Figura que tem W = {0}. Isto mostra que tao
complexo pode ser determinar as superficies cujo conjunto W é condicionado apenas a
ser um conjunto nao vazio.

Figura 1.3: O conjunto W = {0}, associado ao hiperboloide de uma folha.

A préxima contribuicao relevante que iremos citar foi dada por Hasanis e Koutroufio-
tis, ver [21]. Seja X : X" — Mk 5 >2 k> 1, uma imersio isométrica entre variedades
Riemannianas de dimensoes n e n+ k, respectivamente. Decompondo X nas suas partes

tangente e normal a ¥, temos
X=XT+X"+
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onde XT € TY", X+ € (TE™) e (TY™)! ¢ o fibrado normal da imersio tal que TS" @
(TE™)+ = TM"™ . Assumindo que X+ # 0, podemos escrever

X=X"+fn,

onde f = || X*| é a fungdo suporte candnica e n=X=+/||X*|| é o campo normal canonico
ou campo normal principal. Dizemos que n é uma Ssecdo minima se n é paralelo no
fibrado normal, i.e., V1 =0, e o operador de forma A associado a n tem traco nulo.
Observe que, quando a codimensao é um, existe apenas um campo normal unitario, que
¢ automaticamente paralelo no fibrado normal e, portanto a, definicao de se¢do minima
equivale a definicao classica de hipersuperficie minima.

Para imersoes de variedes Riemannianas de dimensao dois no espaco euclidiano, Ha-
sanis e Koutrofiotis provaram o seguinte resultado:

Teorema 1.2 (Hasanis e Koutrofiotis, [21]). Sejam ¥? uma variedade Riemanniana bidi-
mensional e X : ¥2 — R2t% uma imersdo isométrica. Assuma que W é nao vazio e escolha
um ponto de W como sendo a origem. Se o campo normal canénico correspondente a
imersao X é uma secdo minima, entdo X é um mergulho e X (¥?) = R?.

Em particular, uma supericie minima completa de R® que nao é um plano tem a
seguinte propriedade: a unido de seus planos tangentes cobre todo o R3.

A clareza na construgao do conjunto W, assim como a consequente caracterizagao das
imersoes e do prépio conjunto W, derivadas do trabalho de Halpern em [20], levaram a
generalizagdes do problema, envolvendo por exemplo, a modificagdo do espaco ambiente,
assim como a inclusao de restrigoes topoldgicas da variedade a ser imersa ou a inclusao
de hipoteses relativas a minimalidade ou estabilidade da imersao. Por exemplo, ainda em
[21], Hasanis e Koutroufiotis definiram o conjunto W para imersoes na esfera como sendo

w=s""*— ] sy,
peX™

onde S} sdo as esferas totalmente geodésicas n dimensionais tangentes a X (3") em X (p)
e provaram o seguinte resultado:

Teorema 1.3 (Hasanis e Koutrofiotis, [21]). Sejam Y2 uma variedade Riemanniana bi-
dimensional e X : ¥2 — S2** uma imersdo isométrica. Se existe um ponto em W no qual
o0 campo normal canénico correspondente a imersao X é uma secao minima, entao X (%?)
é uma esfera totalmente geodésica de S>T*.

Em particular, se k =1, e X é uma imersao isométrica minima, com a propriedade
que a unido de todos as S? totalmente geodésicas tangentes a X (X?) nao cobre todo o
S3, entdao X é um mergulho de X2 sobre uma esfera totalmente geodésica S?.

Seguindo essa mesma linha de raciocinio, Alencar e Frensel, em [4], consideraram
QZH, uma variedade Riemanniana de dimensao n+ 1, simplesmente conexa, completa
e com curvatura seccional constante ¢, X" uma variedade conexa de dimensao n e X :
¥" — Q7! yuma imersdo, para definir

W=\ U (Qp,

peEX™
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onde (Q"), é a hipersuperficie totalmente geodésica de Q7! tangente a X (X") em X (p).
Dentre outros resultados, eles provaram, para variedades Riemannianas de dimensao n
qualquer, mas para imersoes com codimensao um, que vale o seguinte resultado:

Teorema 1.4 (Alencar e Frensel, [4]). Sejam X" uma variedade Riemanniana completa
e X :¥" — Q" uma imersdo isométrica minima. Se o conjunto W for aberto e nao
vazio, entao X é totalmente geodésica.

Mais resultados sobre rigidez envolvendo ao conjunto W, e outras condi¢oes geomé-
tricas, podem ser vistos, por exemplo, em [3], [6], [25] e [26]. Sdo de particular interesse
para os fins dessa tese, pelo tipo de hipoteses e técnicas utilizadas nas demonstragoes, os
artigos [20] de Halpern, [21] de Hassanis e Koutroufiotis, e [4] de Alencar e Frensel.

Nesta tese trataremos de imersoes no espago Euclidiano e, portanto, iremos utilizar a
definicao do conjunto W dada em (|1.1)).

Dizemos que uma familia a um parametro de subvariedades n-dimensionais X; =
X(t): 2" 5 R™* 5 >2 k> 1, evolui pelo fluxo de curvatura média, caso X; seja
solucdo a equacao diferencial parcial parabdlica

1
(aa);(p,t)> =H(p,t), t>0, (1.2)

onde H € (TY")* C TM"? é o vetor curvatura média.

Note que as subvariedades mininas (i.e., aquelas para as quais H = 0) sdo solugoes
triviais estaticas do fluxo curvatura média. Dentre as solugdes nao triviais mais simples
e mais importantes do fluxo de curvatura média, estao aquelas que evoluem por meio de
isometrias do espago euclidiano, em particular, por meio homotetias. Uma solucao do
fluxo de curvatura média se move por meio de homotetias, caso a familia a um parametro

Xt = o(t) Xo,

seja solucdo de (T.2)), onde ¢ : [0,7) — Ry é uma funcdo de classe C! em (0,7) tal que
¢(0) = 1. Célculos simples mostram que, nesse caso, ¢(t) =+/1+2ct e

H=cX"\.

Notemos que X; contrai homoteticamente se ¢ < 0 e que X; expande homoteticamente se
c¢ > 0. Notemos ainda que, visto que tais superficies variam apenas por uma homotetia,
podemos escolher valores para ¢ por motivos de normalizagdo. Isto nos motiva a introduzir
a seguinte

Definicdo 1.0.2. Sejam ¥ uma variedade e X : " — R*™* k> 1, uma imersdo. Di-
remos que X" é um self-shrinker do fluxo de curvatura média se a imersao X satisfaz

1
H= —§X¢, (1.3)
onde H=3Y""" a(e;,e;) ¢ o vetor de curvatura média de ¥", {e1,...,e,} é um referencial

ortornormal de TY", X+ € (TX")+ é a parte normal de X e (TX")+ é o fibrado normal
da imersao tal que TY" @ (TX")4 = TRk,
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Self-shrinkers tém particular relevancia no estudo do fluxo de curvatura média, visto
que representam tipos de singularidades que nao podem ser evitadas ou removidas, tam-
bém chamadas singularidades de tipo I (ver, por exemplo, [13]). Os exemplos mais simples
de self-shrinkers de R"*1 sdo, o hiperplano passando pela origem, R”, a esfera S™(y/2n)
e os cilindros generalizados SF(v/2k) x R*™* para 1 < k < n. Existem diferentes resulta-
dos que apresentam esses exemplos, como os Unicos self-shrinkers a satisfazerem alguma
restricao geométrica, tais como crescimento de volume polinomial:

Definicdo 1.0.3. Seja X" uma subvariedade de dimensio n de R"** k> 1. Dizemos que
> tem crescimento polinomial do volume se existem constantes positivas C' >0 e d > 0,
tais que para todo r > 1 é satisfeito que

Vol(B,(0)N¥) < Crd. (1.4)
Quando d =n, na expressao (|1.4]), diremos que ¥ tem crescimento euclidiano do volume.

No caso em que a codimensao é um, podemos escrever o vetor curvatura média da
forma H= HN, onde H é a curvatura média e N é o vetor normal unitario. Nesse
contexto, Colding e Minicozzi provaram em [I3] o seguinte resultado:

Teorema 1.5 (Colding e Minicozzi, [13]). Os tnicos self-shrinkers do fluxo de curvatura

média, completos, sem fronteira, mergulhados em R"*1, com crescimento polinomial do
volume e H > 0 séao Sk(\/ 2k) x Rk para 0 < k <n.

Outro resultado é obtido por Cao e Li, em [7], onde foi provado o seguinte resultado

Teorema 1.6 (Cao e Li, [7]). Se ¥" — R"* é um self-shrinker de dimensao n, sem
fronteira, com crescimento polinomial do volume e satisfaz

1A <

N —

entao Y é uma das seguintes hipersuperficies:
(i) uma esfera S™(v/2n) em R"*!;
(i) um cilindro S*(v/2k) x R" % para 1 <k <n—1, em R"*1;
(iii) um hiperplano em R™*1,

Onde ||A||? é o quadrado da norma do operador de forma associado a segunda forma
fundamental de X.

Observacao 1.0.4. De fato, o resultado de Cao-Li estd escrito para ||A|> < 1, mas a
diferenca é apenas na escolha da constante na normalizacao da equacao dos self-shrinkers.
Em [7] os autores escolhem H = —X L como equacio para os self-shrinkers.

Mais exemplos de resultados nessa dire¢ao foram obtidos por Ding e Xin, ver [15], que
concatenamos no seguinte
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Teorema 1.7 (Ding e Xin, [15] ). Seja X" um self-shrinker propriamente imerso e com-
pleto de R"tF > 1.

(i) Existe uma constante k > 0 tal que, se
1/n 4
(Laras) < /5.
b Ink

(ii) Sen=2, k=1, e ||A||> é constante, entdo ||A||*> =0 ou ||A||* = 3;

entao " é um hiperplano;

(iii) Se k =1, entdo existe uma constante & ~ 0.011 tal que, se 5 < ||A||?> < 1 +6, entdo

2 _ 1
[A* = 3.

Nesta tese, provamos resultados de rigidez da esfera, dos cilindros e dos subespagos
afins passando pela origem, como sendo os tnicos self-shrinkers tais que, entre outras
condicoes, o conjunto W, a eles associado, é nao vazio. Parte substancial dos resultados
dessa tese estd publicado em [2].

Apresentamos, inicialmente, dois resultados para self-shrinkers de R"*1, completos,
com dimensao n e cujo W é um conjunto aberto e nao vazio.

Teorema 1.8. Seja X" self-shrinker completo de R"*1. Se o conjunto W é aberto, ndo
vazio e o quadrado da norma da matriz da segunda forma fundamental, A, de " satisfaz

1
1Al < 5,
2
entao X" =SP(y/2p) x R"P 0 <p<mn,.

Se ||Al|? > 1/2 e, complementarmente, supormos para a curvatura média H > 0, ob-
temos

Teorema 1.9. Seja X" self-shrinker completo de R™*1. Se o conjunto W é aberto, 0 € W,
e o quadrado da norma da matriz da segunda forma fundamental, A, de ¥" satistaz

1A =

)

N | —

entao X" =SP(y/2p) x R"P 1 <p<mn,

Observagao 1.0.5. Analisando geometricamente, é possivel verificar que self-shrinkers
da forma X" =T x R"! onde I' ¢ uma curva fechada de Abresch-Langer (ver [1] e [19])
satisfazem W aberto e 0 € W. Porém, em tais exemplos, é observado que

1
min || A]|? < 5 < max || A2,

ap6s normalizacao.
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Observagiao 1.0.6. E importante mencionar que a limitacdo 1 /2 parece natural para
self-shrinkers. Além dos resultados de Cao e Li e de Ding e Xin que citamos no inicio
dessa segdo, podemos citar os resultados de Cheng e Peng, ver [8], e Rimoldi, ver [28§],
que, no intuito de remover a hipétese do crescimento polinomial do volume, provaram
que o tnico self-shrinker de R™! com supsn ||A]|? = 1/2 (mas com ||A[|?> < 1/2) é o
hiperplano. Outros resultados sobre rigidez, onde a limitacdo ||Al|? > 1/2 ¢é utilizada,
podem ser consultados em [24], [15], [9], e [32]. Mencionamos novamente que, essas
quatro referéncias, tém como fator comum considerar crescimento polinomial do volume
ou que imersao é propria.

Observagao 1.0.7. Halpern mostrou em [20] que toda hipersuperficie compacta imersa
no espa¢o Euclidiano tem W nao vazio se, e somente se, é difeomorfa a esfera e for
a fronteira de um dominio estrelado de R"*!. Consequentemente, visto que os tnicos
self-shrinker com tais caracteristicas sdo as esferas de raio v/2n (ver [22]), o caso de self-
shrinkers compactos de codimensao um, com W nao vazio, esta totalmente determinado.

Fixamos agora que ¥2 tenha dimensdo dois para considerar codimensio arbitraria.
Suponhamos também que H # 0 e H/||H|| paralelo ao fibrado normal. Apresentamos
entdo o préximo resultado desta tese:

Teorema 1.10. Seja X2 um self-shrinker de dimensao dois e completo do espaco Eu-
clidiano R***_ k> 2, cujo vetor de curvatura média satistaz H# 0 e tal que H/||H]| é
paralelo ao fibrado normal. Se o conjunto W for aberto e nao vazio, e o quadrado da
norma da matriz da segunda forma fundamental, A, de ¥, associada ao vetor H/||H||,

satisfaz alguma das seguintes condigoes

i) JIAl? < 1/2;
i) |A|?>1/2 e 0€W,
entdo ¥? = SP(\/2p) x R?7P, 1 <p < 2.

Observacgao 1.0.8. Se supormos que 2 seja compacta e sem fronteira no Teorema m,
entdo a hipétese de que W seja aberto pode ser desconsiderada. E importante mencionar
que Smoczyk, ver [29], provou que os tnicos self-shrinkers compactos, sem fronteira de
R"*? com H # 0 e H/||H|| paralelo ao fibrado normal, sao superficies minimas da esfera

s+ (y/2n).

Observagao 1.0.9. Drugan e Kleene em [I7] provaram a existéncia de uma quantidade
infinita de self-shrinkers para cada um dos seguintes tipos topolégicos S, S*~! x SI, R" e
S"~! x R. Analisando geometricamente a imagem das curvas de perfil que apresentaram,
é observado que os self-shrinkers rotacionais, obtidos pela rotacao das curvas de perfil
mencionadas, tém W vazio. Queremos lembrar também que todos esses exemplos nao
sdo mergulhados, visto que Kleene e Mgller, ver [23], mostraram que a esfera de raio

v/2n, o plano, e o cilindro reto de raio 1/2(n — 1) sdo os tnicos self-shrinkers rotacionais
mergulhados tendo o seu respectivo tipo topoldgico.
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O proximo resultado dessa tese é referente a nao existéncia de self-expanders do fluxo
de curvatura média sob derminadas condi¢oes geométricas. De forma analoga a defini¢ao
que demos para self-shrinkers, temos a seguinte

Definicdo 1.0.10. Sejam Y uma variedade e X : ¥* — R"* k> 1, uma imerséo.
Diremos que ¥" é um self-expander do fluxo de curvatura média se a imersao X satisfaz

1
H=_-X1 (1.5)
2
onde H=3""", a(e;,e;) ¢ o vetor de curvatura média de ¥", {e1,...,e,} é um referencial

ortonormal de TY", X1 € (T¥")1 ¢ a parte normal de X e (TX")* é o fibrado normal
da imersdao X tal que TY" @ (TE")+ = TRk,

Os self-expanders tém também muita relevancia no estudo do fluxo de curvatura mé-
dia, pois eles descrevem tanto o comportamento ao longo prazo do fluxo como a estrutura
local, do fluxo de curvatura média, depois de singularidades, em um periodo muito curto
de tempo. Veja por exemplo, os trabalhos de Hecker e Huisken [18] e Stavrou [31].
Muitos dos resultados sobre self-expanders na literatura mostram que a geometria dos
self-expanders esta fortemente determinada pela sua caracteristica estrutura assintotica
no infinito. Por exemplo, foi apontado por Ecker e Huisken, ver [I8], e por Stavrou, ver
[31], que os self-expanders surgem como solugoes do fluxo de curvatura média quando a
subvariedade inicial for um cone. Outros trabalhos relacionados com self-expanders sao
[11], [30] e as referéncias neles citadas.

O préximo resultado que provamos nesta tese é o seguinte

Teorema 1.11. Nio existem self-expanders de R"* k> 1, de dimensao n, completos,
nao compactos, cujo vetor de curvatura média satisfaca H+# 0, H/| H|| paralelo no fibrado
normal, e com conjunto W aberto e tal que 0 € W.

Observagao 1.0.11. Se a codimensao for k =1, a hipétese de que H/||H|| seja paralelo no
fibrado normal é satisfeita automaticamente e pode ser omitida na afirmacao do Teorema

LI1

Observagao 1.0.12. Analisando geometricamente, é possivel observar que self-ezpanders
da forma " =T x R""!, onde I' é uma das curvas self-ezpanding classificadas por Hall-
dorsson, ver [19], satisfazem H >0 e W aberto e nao vazio, porém 0 ¢ W, o que implica
que a hipotese 0 € W é indispensavel para a validez do Teorema |1.11

Observacao 1.0.13. Visto que nio existem self-ezpanders compactos em R ™% ver [7].
O Teorema nao faz sentido caso X" seja compacto.

Observagao 1.0.14. As subvariedades com W # () sdo uma classe diferente da classe
das subvariedades com crescimento polinomial do volume ou daquelas que sao subva-
riedades préprias. De fato, cilindros sobre curvas I' em R? parametrizadas mediante
I'(t) = b(t)(cost,sent), onde b(t) = 1+e*, ou a familia

b(t):d+m<g—arctg(at)>, d>0,m>0,0<a<l, (1.6)
m
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sao exemplos de superficies, que nao sdo propriamente imersas, cujo W = D?(d) x R, onde
D?(d) é o disco centrado na origem e raio d. Os detalhes dos célculos desses exemplos
serao realizados na se¢ao [3.3|

Vale mencionar que, em certos contextos, uma subvariedade ter crescimento de volume
polinomial é equivalente ela ser prépria. De fato, em [10], Cheng e Zhou provaram que um
self-shrinker tem crescimento polinomial do volume se, e somente se, ¢ uma subvariedade
propria. Mais especificamente, eles demonstraram o resultado seguinte:

Teorema 1.12 (Cheng e Zhou, [10]). Para qualquer self-shrinker X" de dimensao n,
completo, imerso em R™"! as seguintes afirmacées sao equivalentes:

(i) ¥ é uma subvariedade prépria;
(ii) ¥ tem crescimento Euclidiano do volume;

(iii) ¥ tem crescimento polinomial do volume;

- N _Ixp?
(iv) O volume com peso, de 3, é finito, isto é, [ye™ 1 dv < oo.

Onde X denota o vetor de posicao e dv é o elemento de volume de . induzido pela
imersao.

Recentemente, Cheng, Zhoue Vieira, generalizaram o Teorema acima, , ver [12],
para subvariedades com curvatura média com peso limitada, em uma classe de shrinking
solitons do gradiente de Ricci mais ampla, que inclui o soliton Gaussiano. Em particular,
o resultado de Cheng-Vieira-Zhou garante que, para uma superficie com H + %X L limi-
tado, o crescimento polinomial do volume é equivalente a subvariedade ser propria (ver
Teorema 1.3 e Teorema 1.4 de [12]).

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: No Capitulo[2] apresentamos os pré-
requisitos necessarios para uma boa compreensao dos capitulos subsequentes, assim, serao
introduzidas algumas notagoes, conceitos relevantes e proposicoes auxiliares as demons-
tragoes dos resultados principais. O Capitulo [3] serd dividido em trés se¢oes dedicadas:
a primeira as demonstragoes dos Teoremas e a segunda a demonstragio
do Teorema [1.11] e a terceira secao dedicada a apresentacao de exemplos concernentes a
diferenga, mencionada na Observagao [1.0.14] entre a classe de variedades com W aberto
e nao vazio e aquelas com crescimento polinomial do volume.



2. Preliminares

Neste capitulo apresentamos, de forma concisa, conceitos e ideias fundamentais para o
desenvolvimento do nosso estudo. Primeiro enunciaremos o principio do maximo de Hopf,
principio que serd usado fortemente nas demonstragoes dos resultados principais. Depois,
na Segao [2.1] serdo discutidas as nogdes de vetor conforme, em uma variedade Riemanni-
ana, e fungao suporte associada a um vetor conforme. Em seguida mostraremos o cédlculo
do Laplaciano da funcdo suporte associada a um vetor conforme. Posteriormente, na
Secao 2.2, sera definido um operador diferencial £, relativo a uma imersdo que admite
um vetor conforme. Mostraremos também sua relacdo com o Laplaciano de um vetor
conforme.

Enunciamos, sem demonstragao, o principio do maximo de Hopf para operadores
elipticos, que tera um papel fundamental na prova dos resultados principais.

Lema 2.0.1 (Principio do maximo de Hopf, ver [27]). Seja

) Ou . ou
Lu= )L b
’ Z}jzgla ]<m)axi8$j +¢:z:1 (@) Ox; +c(z)u

um operador diferencial estritamente eliptico definido em um conjunto aberto 2 C R".

(i) Sec=0, Lu>0 (resp. Lu<0) e existe maxqu (resp. mingu), entdo u é constante;

(ii) Se ¢ <0, Lu >0 (resp. Lu<0) e existe maxqu > 0 (resp. mingu < 0), entao u é
constante;

(iii) Independentemente do sinal de ¢, se Lu >0 (resp. Lu <0) e maxqu =0 (resp.
mingu = 0), entdo u é constante.

2.1. Funcao suporte de um vetor conforme.

Comecamos a se¢ao estabelecendo a definicdo de vetor conforme, admitido por uma
imersao isométrica, para depois introduzir o conceito de funcao suporte ao qual faremos
referéncia ao longo desta tese. A nocao de funcao suporte tem sido usada por diversos
pesquisadores e em multiplos contextos, mostrando a versatilidade e utilidade que pos-
sui. Nesse tépico em particular, tém grande relevancia para nosso estudo os trabalhos de
Hasanis e Koutrofiotis, ver [21], e de Alencar e Frensel, ver [4].

Definicao 2.1.1. Seja x : X" — M™ uma imersao isométrica entre varidades Riemanni-
anas de dimensdes n e m, respectivamente. Denotaremos por V & conexao de ¥ e por V
a conexao de M. Diremos que a imersao admite um vetor conforme, se existe um vetor
X € TM que satisfaz

VyX =Y, (2.1)
para alguma funcao ¢ : M™ — R e para todo Y € T'>". X serd chamado vetor conforme,
enquanto a funcao ¢ sera conhecida como fator de conformidade do vetor X.

19
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Na sequéncia, consideraremos uma imersao isométrica z : £ — M" Tk n>2 k> 1,
e admitiremos que a imersao admite um vetor conforme, X € T'M, com fator de confor-
midade ¢ : M"™ — R. Decompondo X nas suas partes tangente e normal a >, temos que
pode ser escrito como

X=XT4+xt

onde X' € T¥", X+ € (TE")L, e (TE™)L é o fibrado normal da imersao tal que TS" @
(TE”) —T Mn—Hc

Caso a codimensdo seja um, temos que X+ = (X, N)N, onde N é um vetor normal
e unitario, definido globalmente. Caso a codimensao seja pelo menos dois, sera suposto
também que X # 0. Em ambos os casos, podemos escrever

X=X"+fn. (2.2)

A fungao f = (X,n) serd chamada fungao suporte do vetor conforme X e n satisfaz

N, quando a codimensao for um.
n=q Xt o .
m, quando a codimensao for pelo menos dois.

A imersao x satisfaz
VyV =VyV+a(U,V) e Vyn=—AU+Vim, (2.3)

com (AU,V) = {(a(U,V),n), onde o denota a segunda forma fundamental da imersao, e
V- representa a conexao normal no fibrado (T%")*

A proposicao a seguir compreende, essencialmente, o calculo do Laplaciano da funcao
suporte f = (X,n), do vetor conforme X, nas situagdes de codimensao um, codimensao
arbitraria e quando a variedade ambiente, M, for um espaco com curvatura de Ricci
constante.

Proposicio 2.1.2. Seja M™% uma variedade Riemanniana de dimensdo n+ k que ad-
mite um campo conforme X com fator de conformidade ¢. Sejam ¥" uma subvariedade
de M™* e {n,nma,...,m} um referencial ortonormal do fibrado (TX"™)* c TM"™** onde,
para k=1, n= N, o vetor normal unitario globalmente definido, e para k > 2, iremos
supor também que X+ #0 e consideramos n = X+ /|| X ]

Se f=(X,n), entao

Af +p(tr A) + fIIAIP +(X T,grad(tIAD

k
=— Y s15(AsX )+ Z s15(X ")(tr Ap)

o (2.4)
n —
+ <R(€i>XT)€ia77>'
i=1
Aqui, A e Ag sao os operadores de forma relativos aos normais n e ng, 5 € {2,...,k},

respectivamente, || A||? = tr(A?) representa a norma da matriz A, s15(X) = (Vxn,ng), R
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denota o tensor de curvatura de M™% e {e1,e2,...,en} é um referencial ortonormal de
En
Além disso, se a imersao tiver codimensao um, entao

n

Af+oH+ fl AP +(X T, grad H) = Y (R(e;, X " )ei,n), (2.5)
=1

onde H = tr A denota a curvatura média de ¥". Em particular, se a curvatura de Ricci
de M™*1 é constante (i.e., se M"*! for uma variedade de Einstein), entao

Af+@H+ flIAI? + (X, grad H) = 0. (2.6)

Demonstracao. Seja U € TX". Dado que X é um campo de vetores conforme, com fator
de conformidade ¢, utilizamos a decomposi¢ao ortogonal ([2.2) do campo de vetores X e

as relagoes para obter que
oU =VyX =Vy (X" +fn)
=VuX'+ U+ fVun
=VuX ' +a(XT,U)+(Uf)n—fAU + fVin.

Considerando agora as partes tangente e normal, temos que

oU=VyX' — fAU (2.7)
e
a(X T, U)+(Ufm+ fVin=0. (2.8)
Visto que, por (2.7)), vale
VuX ' = (ol + fAU, (2.9)
e considerando e;, e, elementos do referencial ortonormal {eq,ea,...,e,} de X", temos de

que .
<v6iX ,€j> = §0<€i,€j> +f<A€Z,€]>

o que, depois de tomar o trago, implica
div X T =np+ f(tr A), (2.10)
onde divX " denota a divergéncia de X T em X". Da equacio , temos
Uf=—{a(X",U),n), (2.11)
visto que (V{n,n) = 0. Portanto,
gradf=—AX". (2.12)
Sejam {n1 = n,7m2,...,mx} um referencial ortonormal de (T£")* e

k
Vin=3_ s15(X)ns, onde s15(X) = (Vxn,15).
=2
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Considerando o produto interno de ([2.8) com 73, teremos

(a(XT,U),m) + (U £)(n,nz) + f(Virnng) =0
ou, equivalentemente,
(a(XT,U),n)+ fs15(U) =0,

ie.,

f31,3<U) = _<A5XT>U>7 (2.13)
onde (AgU,V) = (a(U,V),n3).

Calculemos o Laplaciano de f. Primeiro notemos que, usando ([2.12)), temos

Hess f(U,U) =U(Uf) — (grad f,VyU)
=UWUf)+(AX T, VyU)
UUF)+(XT,A(VyU)).

Logo, visto que Uf = —(AX T U), conforme a expressao em (2.11)), e usando (2.9, obte-

1mMos

UUf)=-U(AX T U)=-U(XT, AU)
—(VuXT,AU) — (X T,V (AU))
= —p(U,AU) — f(AU,AU) — (X " Vi (AU))

o UUf) = —o(U,AU) — f(AU, AU) — (X T,V (AU)).

Isto implica que
Hess f(U,U) = —(U, AU) — f (AU, AU) — (X " (Vy A)(U)),

onde (VyA)(V)=VyAV — A(VyV). Tomando o trago, temos

n
Af = —p(trA) = f(tr(A%) = 3 (X (Ve A) (er)- (2.14)
i=1
Aqui, {e1,e3,...,e,} é um referencial ortonormal de X" e ||A]|? = tr(A?) denota a norma

da matriz A. A equacao de Codazzi

(RUV)W,n) = (Vv A)(U) = (Vo A)(V), W)

v N (2.15)
+<O‘(‘/7W)JVU > <04(U7W)7VV77>

k
(a(V,W), Vi) = Z s15(U W),ng) = s13(U)(AgV, W)
)
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implicam
k

(VUA)(V) = (VvA)(U) + Z [Sl/j(U)A/jV — Slg(V)A/gU]
. p=2 (2.16)
+ Z<R(Ua V)T’7e/€>€k
=1

Visto que A é simétrico, V7 A é também simétrico e, além disso,
tr(VyA)=U(trA).

Logo,

ﬁ:lm (Ve A)(er)) = ﬁ:l«veiAxXT),e» - §:1<<vxTA><ei>,ei>
kE n
—1—52 231 515 ei) AgX >_315( T)(Agei,eiﬂ
2i=

B=2 i=1

= (X T, grad(tr A)) + > s15(AgX )
B=2

- Z s16(X 1)(trAg) + Z<ﬁ(ei7XT)n,ei>,

o que implica, conforme a equagao (2.14]), que

Af=—p(trA)— flA|]> = (X T,grad<trA>>

k
- Slﬂ(AﬂX + Z 518(X trAﬂ) Z<R(6i7XT)6M7>,
B:Z i=1

que equivale a equacao (2.4), como desejado. Observemos agora que, caso a imersao,
z: X" — M1 tiver codimensido um, automaticamente, os termos relativos a 518 serao
desconsiderados e obtemos

Af=—p(trA)— f||A|* = (X ", grad(tr A)) +i<ﬁ<ei,xT>eZ-,n>, (2.17)
=1
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que, por sua vez, é equivalente a equacao (2.5)). Se admitirmos, além da codimensao um,
que M™*! seja uma variedade de Einstein, isto é, Ricys = A(-,-), A € R, entdo

S (Bler, X Tesn) = Riea (X Ton) = (R, X )
=1
= Ricpr (X T,n) = MXT,n) =0,

o0 que, junto com a equagao (2.17)), implica
Af=—p(trA) = fIAP = (X ", grad(tr A)),

que, por sua vez, equivale a equagao (2.6)), concluindo a demonstragao da proposi¢ao. [J

2.2. O operador associado a um campo de vetores
conformes.

Esta secao esta dedicada a construcao de um operador diferencial, que chamaremos
L, e que sera fundamental nas demonstragoes dos resultados principais deste trabalho.
Comecaremos definindo £ para o caso geral de uma imersao isométrica, entre variedades
Riemannianas, de codimensao alta que admite um vetor conforme, com o correspondente
fator de conformidade. Nesse contexto sera mostrado um resultado direto da Proposicao
[2.1.2] que essencialmente é o cdlculo do operador £ aplicado na fungdo suporte, associ-
ada ao vetor conforme admitido pela imersao. Depois, a construcao do operador L sera
particularizada ao caso de imersoes self-shrinkers do espaco Euclidiano. Nessa situagao
o operador L é altamente conhecido e utilizado, sendo as vezes referido, como drifted
laplacian (ver, por exemplo, [13] e [11]).

Consideramos, como antes, uma imersao isométrica z : " — M™% n>2 k>1, que
admite um vetor conforme, X € T'M, com fator de conformidade ¢ : M™ — R. Tomamos
também {ej,e9,...,e,} um referencial ortonormal de X" e {n,n2,...,n;} um referencial
ortonormal do fibrado (T 2”)L C TM™% onde, caso a codimensao seja pelo menos dois,
serd, suposto também que X # 0. Suponha agora que existe € € R de forma que, em %",
é satisfeito

H=cX1, (2.18)

onde H=Y"", a(e;,e;) denota o vetor de curvatura média de X" in Mk Se M+ =
R™* entdo " é uma solucio do fluxo de curvatura média, identificado como self-
shrinker, caso € <0, e self-expander, caso € > 0. Adotaremos as conhecidas normalizacoes
canonicas, considerando € = —% para self-shrinkers e € = % para self-expanders.

Notemos que, independentemente de M™% se " ¢ M™HF ¢ tal que satisfaz a ex-
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pressao ([2.18]), entao

n n
tI‘A:Z<A 6 Z 62762 —<H,T]>:€<XL,’I']>:€']C’
= =1
trAdg = (Ag(er),ei) =Y (ales,ei),mp) = (Hng) = (X" ng) = f(n,ng) =0,
1=1 1=1
com 3 €{2,...,k}, isto é,
trA=cfetrAdg=0. (2.19)

Aqui f é a funcao suporte associada ao vetor conforme X, dada por f = (X,n) e n satisfaz

N, quando a codimensao for um.
n=q Xt

m, quando a codimensao for pelo menos dois.

Definimos o operador L, associado ao vetor conforme X, por
Lg=Ag+e(X, gradg), (2.20)

com e como na igualdade (2.18). Mostramos, a seguir, como consequéncia direta da
Proposicao [2.1.2] um corolario que determina o calculo do operador L, aplicado a fungao
suporte associada ao vetor conforme X.

Corolario 2.2.1. Seja M™% uma variedade Riemanniana (n+ k)-dimensional, que ad-
mite um vetor conforme X com fator de conformidade ¢. Sejam ¥." uma subvariedade
de M™* cujo vetor de curvatura média, H, satisfaz H = eX' para algum ¢ € R, e
{n,n2,...,m} referencial ortonormal do fibrado normal (TYX")* c TM"™*, onde, para

k=1, n= N, o vetor normal unitario globalmente definido, e para k > 2, supomos tam-
bém que X+ #0 e consideramos n = X /|| Xt Se f = (X,n), entdo

k n
L+ (AP +ep)f == s18(AsX )+ > (R(es, X Nei,n), (2.21)
3=2 i=1

onde A e Ag denotam os operadores de forma relativos aos vetores normais 1 e 13,
B € {2,...,k}, respectivamente, s153(U) = (V{in,ng), R representa o tensor de curvatura
de Mtk ¢ {e1,...,en} é um referencial ortonormal de TY.". Se, além disso, f # 0, entao

Lf+(AI? +ep)f Z ||ABXT||2+Z Ries, X " )ei,n). (2.22)

Em particular, se M" k tem curvatura seccional constante e V =0, ou a codimenséao
’ )
da imersao é um e M™ 1 ¢ uma variedade Einstein, entao
’

L+ (|A|I?+ep)f =0. (2.23)
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Demonstracao. Da Proposicao [2.1.2] temos, inicialmente, a equacao

Af +pltr A) + fIIAIP +(X T,grad(trA»

k
= — Y s15(AsX )+ Z s15(X ")(tr Ap)
,3—2

+Z 617 61777>-

Usando, conforme a equagao (2.19)), que
trA=cfetrAdg=0,

obtemos a igualdade

A +epf + 1A+ (X T grad f) = — 3 s1a(A5XT) z (ei, X eim).  (2:24)
£5=2

Substituindo em ([2.24)), a expressao (2.20) do operador £, obtemos finalmente que

k
LE+(|AP+ep)f ==Y s15(A5X ) Z R(ei, X Meirn),
B=2

como desejado. Se, além de tudo, assumimos que f # 0, entdo a equagao (2.13)) implica
que
1
s1(45XT) =~ A4 XT I (2.25)

Substituindo (2.25)), na igualdade (2.21)), obtemos

L+ (AP +e0)f Z ||ABXT||2+Z (e, X "ein).

Por outro lado, se M™% tem curvatura seccional constante g, entio

(R(ei, X Mesn) = ro({ese) (X T,n) — (X T e (n.e5)) =0,

visto que (X T,n) =0 = (n,¢;). Se, além disso, V17 =0, entdo s13 = 0 para todo 3 €
{2,...,k}, ie., AgXT = 0. Substituindo esses fatos, na igualdade , concluimos
©2.23).

Se agora assumimos que a codimensao da imersao é um, temos, automaticamente que
os termos s13 sao desconsiderados. Observemos também que, se Ricyr = A(-,-), A € R,

entao
n

S (R(ei, X M)esn) = Rieayr (X T, n) — (R(n, X ")n,m)
=1

= Ricy (X T,n) = MX T, ) =0.
Incorporando essas informagoes na igualdade ([2.21]), concluimos também ([2.23)). O



3. Self-shrinkers e self-expanders comple-
tos

Entramos em matéria, apresentando neste Capitulo, as demonstragoes dos Teoremas de
classificagao para self-shrinkers, discutidos na introducao desta Tese. Iremos enfatizar que
as hipoteses relativas ao conjunto W nao sao, a priori, equivalentes com hipoteses sobre o
crescimento do volume da imersao, tépico que sera discutido no Capitulo O capitulo
sera dividido em trés se¢oes, na primeira delas, Secao [3.1] sdo provadas as afirmacgoes dos
Teoremas [1.8] e [I.10} relacionados a classificagdo dos self-shrinkers que satisfazem,
entre outras, condigoes relativas ao conjunto W. Na Secao |3.2 é provado o Teorema
que diz respeito a nao existéncia de self-expanders completos e ndo compactos que
atendem condigoes especificas para o conjunto W. A tultima secao é dedicada a construcao
dos exemplos das superficies nao préprias com W nao vazio, o que mostra ser esta condigao
distinta da condicao da superficie ser propria.

Sera usado, ao longo desse Capitulo, o fato de que o vetor posicdo, X, do espaco
Euclidiano de dimensao m, R™, satisfaz

VyX =Y, (3.1)

para todo Y € TR™, ou seja, a derivada no espago Euclidiano ¢ a derivada usual. Aqui,
V denota a conexao do espago Euclidiano.

3.1. Rigidez de self-shrinkers cujos planos tangentes
omitem um conjunto nao vazio.

Nesta se¢do apresentamos as demonstragoes dos Teoremas [1.8], e [I.10] Todos os
resultados que mostram a rigidez da esfera, o cilindro e o hiperplano como os tnicos self-
shrinkers a satisfazer, entre outras condigoes, que o conjunto W associado seja aberto
e nao vazio. Esses Teoremas, por sua estrutura e conclusdes, podem ser comparados
com os Teoremas de classificagdo de Cao-Li, ver [7], e de Ding-Xing, ver [15], listados na
introdugao desta Tese como Teorema [I.6] e Teorema [1.7] respectivamente. Destacamos,
novamente, que a diferenca de maior peso estd nas hipoteses relativas ao conjunto W
e, dependendo do caso, na limitagao do quadrado da norma do operador de forma da
imersao.

Comecamos entao apresentando a demonstragdo do Teorema que tem, entre suas
hipdteses, a frequentemente suposta limitacao por cima do quadrado da norma do ope-
rador de forma da imersao, neste caso, de codimensao um.

Demonstragio do Teorema[1.8 Dado que, em R™H1 & satizfeita a equacdo (3.1)), temos
de acordo com a Definicao [2.1.1] que o vetor posicao é um vetor conforme, com fator de
conformidade ¢ = 1. Agora, visto que X" é um self-shrinker, temos

1 1
H=—(X,N) =], (3.2)

27
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onde N é um vetor normal unitario. Considerando que a codimensao da imersao é 1, e
usando a equacio (2.23), no Corolério 2.2.1] para ¢ = —1/2, obtemos

cr+ (14 -3) 7 =o. (3.3)

Tomando a desigualdade de Newton,

(tr A)?
<[l Al7,
n
assim como a equacio (3.2) e a hipétese ||A[|?2 < 1/2 temos
f2=4H? = 4(tr A)* < 4n||A||* < 2n. (3.4)

Isto implica
—V2n < f<V2n

portanto, existem m = infs;n f e d = supyn f. Se m <0, entao

1

£(r=m)+ (1412 = 3) (F=m) = = (142 = 3 )m <o,

Se o minimo é atingido pela funcao f, i.e., caso m = miny» f, entdo pelo principio do
méaximo de Hopf (Lema m, item (ii)), aplicado & f —m, podemos concluir que f é
constante. Por outro lado, se m > 0, entdo d = sups; f > 0. Assim, se f atinge o maximo
(positivo), i,e., d = maxsn f entdo, utilizando o principio do méximo de Hopf (Lema[2.0.1]
item (ii)), na equagao deduzimos que f é constante.

Adicionalmente, Dajczer e Tojeiro, ver [14], Teorema 1, p.296, provaram que as unicas
hipersuperficies de R*!, cuja funcéo suporte f é constante, sdo os cilindros, as esferas
e os hiperplanos. A conclusao de que X" = SP(1/2p) x R P, 0 < p <n, vem da equagio
B2).

Em consequéncia, precisamos apenas provar que f atinge o minimo. A prova de que
f atinge o maximo ¢é andaloga.

Uma vez que W # (), existe pg € W, i.e., po & Upexn TpX", 0 que implica que p —pg ¢
T,X" para todo p € ¥". Seja {pr} a sequéncia de pontos em X" tais que f(py) — m
quando k — co. Para cada py consideremos gy, a projecao de py sobre T}, X" (ver Figura

. Visto que
dist(gx,po) = llgx — poll = || Proj n () (Pk — o) | = [{Pr — po, N (pr)|
= [ (pk) = w0, N (p))| < |f (pr)| + [po]
<Vvn+ ‘poya
onde proj,, v denota a proje¢ao do vetor v sobre o vetor u, temos que {qx} é uma sequéncia
limitada em Upesn TpX" = R+l — W. Mais ainda, visto que W é aberto, temos que
R+ — 1} é fechado. Portanto, usando uma subsequéncia se necessario, podemos concluir

que g convege a um ponto ¢; € R*T1 — . Seja p; € " tal que ¢1 € T, 2" O que implica
que

f(p1) = klggof(pk) =m,

i.e, m é um minimo para a f. m
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Figura 3.1: Projecao de pg sobre Tj, 3"

Continuamos, mostrando agora, a prova do Teorema [1.9, que tem a particularidade
de contar, entre suas hipdteses, com uma limitacao por baixo do quadrado da norma do
operador de forma de imersdo, assim como a exigéncia de que 0 € W.

Demonstragio do Teorema[1.9. Dado que a codimensao é um e que X" é um self-shrinker
do fluxo de curvatura média, usando a Equacao ([2.23)) no Corolario para e = —1/2
obtemos

£r=(5-14P) s

Visto que 0 € W, temos que 0 € Upexn TpX" donde inferimos que p € 7T,X" (visto como um
vetor centrado na origem) para todo p € X". Tendo como resultado que f(p) = (p, N) #0
para cada p € X", onde N denota o vetor normal unitario de X" em R™*!. Admitamos,
sem perda de generalidade, que f <0 em todo ¥". Portanto, se ||A||? >1/2, entdo Lf > 0.
Como f <0, existe d =supyw f. Logo, se f atinge um maximo, i.e., d = maxyn f, entao
por meio do principio do maximo de Hopf (Lema [2.0.1] item (i)), concluimos que f ¢
constante. Assim, basta provar que f atinge o maximo.

Seja {pr} uma sequéncia de pontos em X" tal que f(pr) — d quando k — co. Para
cada py considere g, a projecao de pg sobre T, 3. Visto que

dist(q,0) = |gx| = [Projn ) (Pk) ] = [Pk, N (pr))| = — f (pk)

e que f(pg) é forma uma sequéncia limitada (dado que converge), temos que {q;} é uma
sequéncia limitada em Upesn TpX" = R — . Além disso, uma vez que W é aberto,
temos que R — W é fechado. Portanto, utilizando uma subsequéncia caso necessario,
concluimos que {gx} converge a um ponto ¢q; € R — . Seja p1 € " tal que ¢ € Ty, X"
Isto implica que
f(p1) = lim f(px) =d,
k—o00

i.e, d é um maximo para f. Logo, f = d é constante, donde

1
—A2>:.
(3-1412)a=o



30

Se d =0, entao H = %(X,N) =0, o que implica que X" é um hiperplano o que, por
sua vez, contradiz a suposicao de que || A||? > 1/2. Portanto, d < 0, ||A[|? =1/2, e ¥" =
SP(v2p) xR P 1 <p<n. ]

Finalmente, demostraremos o Teorema [1.10}, que é semelhante aos resultados prévios,
porém em codimensoes altas.

Demonstragio do Teorema[1.10. Dado que V-7 =0, onde n=H/||H||, entdo 15 =0, o
que implica que AgXT =0 para cada 8 =2,...,k. Visto que tr Ag =0 e a dimensao de 2
¢ dois, temos que Ag = 0. Por outro lado, em R2+% o vetor posicio é um vetor conforme
com fator de conformidade ¢ = 1. Em cujo caso, visto que a codimensio é k >2 e %2 é
um self-shrinker, temos que

f={(X.n) =X =2|H| >o0.

Deste modo, utilizando o Corolario [2.2.1, temos que para e = —1/2,
1
£r=(5-1A1) . (3.5)

i) Se [|A|2 <1/2, entdao Lf > 0. Dado que f? <4 (veja a limitacdo na prova do
Teorema , existe d = supsye f. Logo, caso f atinja o méaximo, i.e., d = maxy2 f,
pelo principio do méximo de Hopf (Lema [2.0.1] item (i)), tem-se que f é cons-
tante. Mostraremos que f atinge o maximo. Como W # (), existe pg € W, i.e.,
po & Upexn TpX", o que implica que p—po ¢ TpX" para todo p € ¥". Seja {p}
a sequéncia de pontos em X" tais que f(py) — d quando k — oco. Para cada py
consideremos g a projecao de pg sobre Tj, 3. Visto que

dist(qx,po) = llar — poll = [ Projnp,.) (P — Po)[l = [{Px — Po, N (D)
= |f(ox) — (po, N(pi))| < | f (pr)| + |pol
<20+ |pol,

onde proj, v denota a projegdo do vetor v sobre o vetor u, temos que {g} é uma
sequéncia limitada em Upexn TpN" = Rt — . Alem disso, visto que W é aberto,
temos que R" ™! — W é fechado. Portanto, usando uma subsequéncia se necessario,
podemos concluir que ¢ convege a um ponto g1 € R"*1 —W. Seja p1 € 3" tal que
q1 € Tp, X". O que implica que

flpr) = lim f(py) =d,
— 00
i.e, d é um maximo para a f.

ii) Se ||A]|> > 1/2 entdo Lf < 0. Visto que f > 0, existe m = infy2 f. Logo, caso f
atinja o minimo, i.e., m = minyz f, usando o principio do méximo de Hopf, (Lema
2.0.1] item (i)), concluimos que f é constante. Assim, mostraremos que f atinge
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o minimo. Seja {pr} uma sequéncia de pontos em X" tal que f(px) — m quando
k — oo. Para cada pj considere g a projecao de pg sobre 1), ". Visto que

dist(qx,0) = |ak| = [Projn(p,) (Px)| = [{pk: N (k)| = f (k)

e f(px) forma uma sequéncia limitada (dado que converge), temos que {g;} é uma
sequéncia limitada em UpeznT ¥ =R — W, Além disso, uma vez que W é
aberto, temos que R™ — 1 ¢é fechado. Portanto, utilizando uma subsequéncia
caso necessario, concluimos que {gy} converge a um ponto ¢ € R""! — . Seja
p1 € X" tal que ¢1 € T), X" Isto implica que

f(p1) = khm fpr) =
—00
i.e, m é um minimo para f.

Portanto, em ambos casos, f é constante, o que implica que ||A|| =0 e X é um plano
passando pela origem, ou ||A||? = 1/2. Dado que a segunda forma fundamental o satisfaz

Lllal? =2 Val?+lal* =2 3 [I[As As)]1*

B#6
9 2
_22 ( Z <a(e’iaej)vn,@><a(ei>6j)an5>)
8,0 \i,j=1
=2[|Va|® +[laf* =23 [[Ag0 A5 — As o Ag|®
B#6
2
_22 ( Z (Ag(eq),ej)(As(es), ej>)
B0 \i,j=1
=2||Val*+lal* =23 [Ago As — Aso Agll?
B#6
—23 (tr(Ago Ag))?
3,6

(ver [15], p.5069, Eq. (2.5)) e Ag=0, 3=2,...,k, temos que |la| =[|A] e
LIAI? =2 VA|? + || AlI* - 2] Al

Consequentemente || Al|? = 1/2 implica que ||[VA|? = 0. Portanto, ¥? é isoparamétrica e,

assim, 2 = S!(v/2) xR ou X2 = §%(2). O

3.2. Self-expanders completos cujos planos tangen-
tes omitem um conjunto nao vazio.
Apresentamos, nesta se¢ao, a demonstragao do Teorema [1.11], que diz respeito a nao

existéncia de self-expanders completos, ndo compactos e que, entre outros fatos, possui
W aberto e nao vazio.
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Demonstragio Teorema[1.11. Se k > 2, H/|[HJ| paralelo e X" um self-expander, temos
que f=2|HJ| > 0.

Se k=1, visto que 0 € W, temos que 0 & Upexn TpX" donde obtemos que p ¢ T,,3"
(visto como um vetor centrado na origem) para todo p € ¥". Tendo como resultado que
f(p) = (p,N) # 0 para cada p € ¥, onde N denota o vetor normal unitario de X" em
R"+1. Admitamos, sem perda de generalidade, que f > 0. Em ambos os casos, ¢ satisfeita,
conforme o Corolario [2.2.1], a expressao

e+ (14 +3) =0

Assim Lf <0. Visto que f é limitada por baixo, existe m = infyn f. Assim, se f atinge
um minimo, i.e., m = minyn f, entao pelo principio do maximo de Hopf (Lema item
(1)), concluimos que f é constante. Assim, mostraremos que f atinge o minimo. Seja
{pr} uma sequéncia de pontos em X" tal que f(py) — m quando k — oo. Para cada py
considere g, a projecao de py sobre T, ¥". Visto que

dist(gx,0) = |gr| = [Projn(p,) (Pr)| = [{pr, N(px))| = f (k)

e f(px) forma uma sequéncia limitada (dado que converge), temos que {gx} é uma sequén-
cia limitada em U,exn TpX" = Rt 17, Além disso, uma vez que W é aberto, temos
que R — W ¢é fechado. Portanto, utilizando uma subsequéncia caso necessério, con-
clufmos que {qi} converge a um ponto ¢; € R"™ — . Seja p; € X" tal que q1 € Tp, X"
Isto implica que
f(p1) = lim f(pg) =m,
k— o0

i.e, m é um minimo para f. Logo, f =m é constante, o que implica que
1
(I412+3) £ =0,

porém, isto nao é possivel, visto que f > 0. n

3.3. Superficies nao préprias cujos planos tangentes
omitem um conjunto nao vazio.

Neste capitulo, serd mostrado diretamente, com dois exemplos, que a condi¢gao W # ()
nao implica necessariamente que a imersao seja propria ou que esta apresenta crescimento
polinomial do volume. Ou seja, a condi¢ao W # () determina uma classe de subvariedade,
distinta da classe das subvariedades proprias e distinta também da classe das subvarie-
dades com crescimento polinomial do volume.

Seja 2 =T xR C R3 o cilindro sobre a curva I' parametrizada por

I'(t) = (1+b(t)) (cost,sent). (3.6)
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Onde b(t) é definida mediante

b(t) = n <72T - arctg(at)) ,m>0,0<a<]l. (3.7)
T
Assim definida, a funcao b(t) satisfaz as seguintes propriedades
i) lim b(t) =0;

t—00

ii) lim b(t) =m;

=00
iii) b (t) < 0;
iv) b(t) = b'(t)];
v) b)) < 1.

Observemos que a curva [' é uma espiral assintética ao circulo unitario, segundo a
propriedade i) de b(t), ao redor do qual d4 uma quantidade infinita de voltas. Se m < oo,
entao [' é também assintdtica a circunferéncia centrada na origem e de raio 1+m, con-
forme a propriedade ii) de b(t), ao redor da qual d4 também uma quantidade infinita
de voltas, ver a Figura . Assim Y2 =T x R é assintética ao cilindro S x R e também
assintdtica ao cilindro S(1+m) x R, caso m < oo, dando, portanto, uma quantidade infi-
nita de voltas dentro de qualquer conjunto compacto que contenha um slice do cilindro
S?(1+¢) xR, £ > 0. Consequentemente, a imersao nao é propria.

Figura 3.2: Curva I'(t) = (1 + (% — arctg(at))) (cost,sent), m >0, 0 <a<1.

1+m

| 1+m

Y

Dado que os planos tangentes ao cilindro ¥? =T x R s@o todos planos verticais sobre
retas tangentes a curva I', se mostrarmos que todo ponto de cada reta tangente de I' tem
distancia & origem maior ou igual do que um, teremos que W =D? x R, onde D? é o disco
unitario. A reta tangente a curva I' no instante ¢ é determinada mediante

Ri(s) = T(t) +sT'(0),
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donde )
|[Re(s)|* = [D(#)]* +25(D(1),1'(8)) + 5> |T'(1)] .
Visto que
I"(t) = '(t) (cost,sent) + (1 +b(t)) (—sent,cost),
obtemos

(L4b(8))2 +25 (L+ b))V (£) + 52 (1+b(t))* + 2V ()?
[1 +b(t) + sb’(t)] g (14b(t))?.

|Re(s)[*

A propriedade i) de b(t) garante que — [V/(t)| = b/(¢). Definindo c(t) := 1+ b(t) — [0/ ()]
temos

Re(s)|? = [140(t) — sV ()] + 5> (1 + b(2))?
— [e(®)+ (1 =) O[]+ 5> (14+b(1)?
= (c(t)? +2c(t)(1— ) |b'(t)] + (1 - )2 \b’(t)f +52 (1+b(1))
= (c(t)? +2c(t) (1= 5) |t/ (1) + (1= 5)? \b/(t)]2+s2+252b(t) + 52(b(t))?
= (c(t)?+ 5% +2[ (1= 5)c(t) |p'(1)] + s%B(1)| + (1 - 5)? \b’(t)f +52(b(1))?,
isto é,
[Bo(s)” = (e(£)? + 5% +2[(1 = s)e(t) [o'(8)] + s%(1)| + (1 - 5)? \b’(t)f +52(b(t))?,
usando agora a propriedade iv) de b(t), temos
Ri(s)” > (e(8)? + 5% +2[(1 = s)e(t) [o'(1)] + 5%(1)] + [(1 = 5)2 + 5] ]b’(t)f
> (c()?+ 5% +2[(1— s)e(t) |/ ()| + %b(t)] -
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Consideramos as igualdades

(1= s)e(t) [B/(1)] + 5%0(t) = (1= 5)e(t) |1/ ()| + 52c(t) |/ ()| — s2c(t) b/ (1) + s%b(t)
L= s+52) c(t) |1/ ()| — s2c(t) ' (1) + %b(t)
c(t) ()] + 5% (b(t) — c(t) |’ (1))

c(t) |6/ (t) |+ 5% (b(t) — c(t) (1+b(t) — (1))

c(t) V(1) + 5% (b(t) — c(t) — e(t) (b(t) — (1))

3+ (5= 1)) e [p 0] + 52 elt) — 1) (c(0) — b1,

assim, usando a expressao c(t) = 1+b(t) — |b/(t)|, temos

(1= s)c(t) |o'(t)] +s°b(t) = (2 +(s— ;)2) c(t)|p' ()| + 57 (b(t) = p'8)]) (1 [/ (2)

logo, pelas das propriedades iv) e v) de b(t), concluimos que

).

(1= s)c(t)|'(t)] + %b(t) > 0.

Portanto
IRi(s)]* > (c(t))>+ s> > 1.

O anterior implica, como discutido, que W =D? x R.

A curvatura k(t) de T" é

(1+5()° +2(¥(£)" = (1+b(£) (1) |

k(t) =
(00 + ()]

Também, se m < oo, utilizando as propriedades @) e i7) de b(t), assim como a monotoni-
cidade desta, temos que
lim ¥'(t)= lim b"(t)=0.

t—+oo t—+oo
Consequentemente,
) . 1
Jm k() =1 lim k(1) = 1.

Portanto, a curvatura média de ¥2 =T x R é limitada. Visto que, no cilindro, a normal é
perpendicular ao eixo z e I' esta contida no anel delimitado pelas circunferéncias centradas
na origem e com raios 1 e 1+m, temos que (X, N) é limitada. Isto implica que a curvatura
média com peso

1
Hir=H+—-(X,N
f +2< ) >7
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x|

do espago Gaussiano com peso f = -, é também limitada. Usando o Teorema 1.4, p. 6
de [12], concluimos que ¥2 ndo tem crescimento polinomial do volume. Assim, foi obtida
uma classe de superficies nao préprias, com crescimento do volume nao polinomial e cujo
conjunto W associado é nao vazio.

Observacgao 3.3.1. A superficie desse primer exemplo, na verdade, faz parte de uma
familia maior £2 =T x R C R3, o cilindro sobre a curva I' parametrizada por

I'(t) = (d+b(t)) (cost,sent), d > 0,
onde, b(t) é uma fungdo que satisfaz
i) tlggo b(t) =0;

i) lim b(t)=m, m e (0,00];

t——o00
i) () < 0;
iv) b(t) > V' (1)];
V) |b/(t)| < 1.

De fato, essa familia determina uma classe de exemplos de imersées nao préprias, com
crescimento do volume nao polinomial e cujo conjunto W é na vazio. Além disso, notemos
que usando as propriedades @) e ii) de b(t), assim como a monotonicidade desta, temos
que

lim ¥(t)= lim b"(t)=0.

t—+oo t—+oo

Consequentemente, a curvatura k(t) de I'(¢), determinada por

_200(1)* V() (d+ (1)) + (d+b(t)”

k(t) 3
(B2 4+ (d+b(t)*)?
satisfaz ]
fm k() =5l k() =7,
isto é, . .
<k < .
T kO <3

Portanto, o quadrado da norma do operador de forma, ||A||?, de ¥2, poderd satisfazer a
limitagao do Teorema [1.8 ou do Teorema dependendo da escolha dos valores para
d>0em>0.

Finalizamos, analisando um exemplo mais simples, comparado com o anterior, e que
em contraste possui funcdo (X, N) ndo limitada. Considerando agora b(t) = ¢~ na ex-

pressao , tomamos, como antes, 32 =T'x R, o cilindro sobre a curva

I'(t)= (1 +e*t) (cost,sent),
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ver figura 3.3 Neste caso, a norma ao quadrado da reta tangente & curva I' no instante
t, satisfaz

2

Ru(s)? = (14+(1=s)e ) + (1+e7)"s?

=1+82+2(1—8—I—82)e_t—|— [(1—5)2+52] e
:1+32+2[2+(s—§)2] el [(1=s)* 457 e

>1+82>1.

O que implica, como na discussdo do exemplo anterior, que W =D? x R, por outro lado,
visto que limy o, et =0, temos que I'(t) = (1 + e_t> (cost,sent) é uma espiral assintética
ao circulo unitdrio. O que implica que 32 =T x R é assintético ao cilindro S x R, assim,
dando uma quantidade infinita de voltas dentro de qualquer conjunto compacto que
contenha um slice do cilindro S?(1+¢) x R, £ > 0. Consequentemente, a imersao nio é

propria.

Figura 3.3: Curva I'(t) = (1 +e_t> (cost,sent)

-1 1
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