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Resumo

Nesta tese, apresentamos resultados de rigidez para a esfera, o plano e o cilindro, sendo
eles os únicos self-shrinkers que satisfazem uma importante condição geométrica clássica.
Essa condição é a seguinte: a união de todas as subvariedades afins e tangentes a um self-
shrinker completo omite um conjunto não vazio no espaço Euclidiano. Essa suposição
nos conduz a uma nova classe de subvariedades, distinta das que possuem crescimento
polinomial do volume ou aquelas consideradas próprias.

Adicionalmente, também mostramos um resultado para self-expanders que envolve a
mesma condição geométrica clássica.

Palavras-chave: Self-shrinkers, self-expanders, fluxo de curvatura média, espaço tan-
gente, princípio do máximo, função suporte, campo de vetores conforme, drifted laplacian.



Abstract

In this thesis, we present rigidity results for the sphere, the plane, and the cylinder, as
they are the only Self-shrinkers that satisfy an important classical geometric condition.
This condition is as follows: the union of all affine and tangent submanifolds to a complete
Self-shrinker omits a non-empty set in Euclidean space. This assumption leads us to a
new class of submanifolds, distinct from those with polynomial volume growth or those
considered proper.

Additionally, we also demonstrate a result for self-expanders that involves the same
classical geometric condition.

Keywords: Self-shrinkers, self-expanders, mean curvature flow, tangent space, maxi-
mum principle,support function, conformal vector field, drifted laplacian.
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1. Introdução

Sejam Σn uma variedade conexa de dimensão n e X : Σn → Rn+k,n ≥ 2, k ≥ 1, uma
imersão isométrica. Identificamos o espaço tangente TpΣn com o subespaço afim X(p)+
dXp(TpΣn), tangente à X(Σ) no ponto X(p).

Denotaremos por
W = Rn+k\

⋃
p∈Σn

TpΣn (1.1)

o conjunto omitido pela união dos subespaços afins tangentes à X(Σn) ⊂ Rn+k.

Um dos primeiros trabalhos relacionados com o estudo das imersões cujo conjunto W
é não vazio, foi realizado por Halpern que, entre outros fatos, mostrou, em [20], o seguinte
resultado:

Teorema 1.1 (Halpern, [20]). Sejam Mn uma variedade compacta e X : Mn → Rn+1

uma imersão. Então W é não vazio se, e somente se, X (Mn) é difeomorfa a uma esfera.

A Figura 1.1 a seguir, ilustra a o conjunto W e a variedade compacta M, mencionadas
no Teorema 1.1 de Halpern.

Figura 1.1: W não vazio se, e somente se, X (Mn) é difeomorfa a uma esfera.

Observação 1.0.1. No caso em que Σ é não compacto, existem vários exemplos de
hipersuperfícies cujo W é não vazio. De fato, cilindros e paraboloides, ver Figura 1.2,
têm W aberto e não vazio.
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Figura 1.2: W aberto e não vazio do paraboloide.

Outro exemplo de superfície não compacta cujo conjunto W associado é não vazio,
é o hiperboloide de uma folha, ver Figura 1.3, que tem W = {0}. Isto mostra que tão
complexo pode ser determinar as superfícies cujo conjunto W é condicionado apenas a
ser um conjunto não vazio.

Figura 1.3: O conjunto W = {0}, associado ao hiperboloide de uma folha.

A próxima contribuição relevante que iremos citar foi dada por Hasanis e Koutroufio-
tis, ver [21]. Seja X : Σn → Mn+k, n ≥ 2, k ≥ 1, uma imersão isométrica entre variedades
Riemannianas de dimensões n e n+k, respectivamente. Decompondo X nas suas partes
tangente e normal a Σ, temos

X = X⊤ +X⊥,
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onde X⊤ ∈ TΣn, X⊥ ∈ (TΣn)⊥ e (TΣn)⊥ é o fibrado normal da imersão tal que TΣn ⊕
(TΣn)⊥ = TMn+k. Assumindo que X⊥ ̸= 0, podemos escrever

X = X⊤ +fη,

onde f = ∥X⊥∥ é a função suporte canônica e η = X⊥/∥X⊥∥ é o campo normal canônico
ou campo normal principal. Dizemos que η é uma seção mínima se η é paralelo no
fibrado normal, i.e., ∇⊥η = 0, e o operador de forma A associado a η tem traço nulo.
Observe que, quando a codimensão é um, existe apenas um campo normal unitário, que
é automaticamente paralelo no fibrado normal e, portanto a, definição de seção mínima
equivale à definição clássica de hipersuperfície mínima.

Para imersões de variedes Riemannianas de dimensão dois no espaço euclidiano, Ha-
sanis e Koutrofiotis provaram o seguinte resultado:

Teorema 1.2 (Hasanis e Koutrofiotis, [21]). Sejam Σ2 uma variedade Riemanniana bidi-
mensional e X : Σ2 →R2+k uma imersão isométrica. Assuma que W é não vazio e escolha
um ponto de W como sendo a origem. Se o campo normal canônico correspondente à
imersão X é uma seção mínima, então X é um mergulho e X(Σ2) = R2.

Em particular, uma superície mínima completa de R3 que não é um plano tem a
seguinte propriedade: a união de seus planos tangentes cobre todo o R3.

A clareza na construção do conjunto W , assim como a consequente caracterização das
imersões e do própio conjunto W, derivadas do trabalho de Halpern em [20], levaram a
generalizações do problema, envolvendo por exemplo, a modificação do espaço ambiente,
assim como a inclusão de restrições topológicas da variedade a ser imersa ou a inclusão
de hipóteses relativas a minimalidade ou estabilidade da imersão. Por exemplo, ainda em
[21], Hasanis e Koutroufiotis definiram o conjunto W para imersões na esfera como sendo

W = Sn+k −
⋃

p∈Σn

Sn
p ,

onde Sn
p são as esferas totalmente geodésicas n dimensionais tangentes a X(Σn) em X(p)

e provaram o seguinte resultado:

Teorema 1.3 (Hasanis e Koutrofiotis, [21]). Sejam Σ2 uma variedade Riemanniana bi-
dimensional e X : Σ2 → S2+k uma imersão isométrica. Se existe um ponto em W no qual
o campo normal canônico correspondente à imersão X é uma seção mínima, então X(Σ2)
é uma esfera totalmente geodésica de S2+k.

Em particular, se k = 1, e X é uma imersão isométrica mínima, com a propriedade
que a união de todos as S2 totalmente geodésicas tangentes a X(Σ2) não cobre todo o
S3, então X é um mergulho de Σ2 sobre uma esfera totalmente geodésica S2.

Seguindo essa mesma linha de raciocínio, Alencar e Frensel, em [4], consideraram
Qn+1

c , uma variedade Riemanniana de dimensão n + 1, simplesmente conexa, completa
e com curvatura seccional constante c, Σn uma variedade conexa de dimensão n e X :
Σn → Qn+1

c uma imersão, para definir

W = Qn+1
c \

⋃
p∈Σn

(Qn
c )p,
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onde (Qn
c )p é a hipersuperfície totalmente geodésica de Qn+1

c tangente a X(Σn) em X(p).
Dentre outros resultados, eles provaram, para variedades Riemannianas de dimensão n
qualquer, mas para imersões com codimensão um, que vale o seguinte resultado:

Teorema 1.4 (Alencar e Frensel, [4]). Sejam Σn uma variedade Riemanniana completa
e X : Σn → Qn+1

c uma imersão isométrica mínima. Se o conjunto W for aberto e não
vazio, então X é totalmente geodésica.

Mais resultados sobre rigidez envolvendo ao conjunto W , e outras condições geomé-
tricas, podem ser vistos, por exemplo, em [3], [6], [25] e [26]. São de particular interesse
para os fins dessa tese, pelo tipo de hipóteses e técnicas utilizadas nas demonstrações, os
artigos [20] de Halpern, [21] de Hassanis e Koutroufiotis, e [4] de Alencar e Frensel.

Nesta tese trataremos de imersões no espaço Euclidiano e, portanto, iremos utilizar a
definição do conjunto W dada em (1.1).

Dizemos que uma família a um parâmetro de subvariedades n-dimensionais Xt =
X(·, t) : Σn → Rn+k, n ≥ 2, k ≥ 1, evolui pelo fluxo de curvatura média, caso Xt seja
solução a equação diferencial parcial parabólica(

∂X

∂t
(p, t)

)⊥
= H(p, t), t ≥ 0, (1.2)

onde H ∈ (TΣn)⊥ ⊂ TM
n+p é o vetor curvatura média.

Note que as subvariedades míninas (i.e., aquelas para as quais H = 0) são soluções
triviais estáticas do fluxo curvatura média. Dentre as soluções não triviais mais simples
e mais importantes do fluxo de curvatura média, estão aquelas que evoluem por meio de
isometrias do espaço euclidiano, em particular, por meio homotetias. Uma solução do
fluxo de curvatura média se move por meio de homotetias, caso a família a um parâmetro

Xt = ϕ(t)X0,

seja solução de (1.2), onde ϕ : [0,T ) → R+ é uma função de classe C1 em (0,T ) tal que
ϕ(0) = 1. Cálculos simples mostram que, nesse caso, ϕ(t) =

√
1+2ct e

H = cX⊥.

Notemos que Xt contrai homoteticamente se c < 0 e que Xt expande homoteticamente se
c > 0. Notemos ainda que, visto que tais superfícies variam apenas por uma homotetia,
podemos escolher valores para c por motivos de normalização. Isto nos motiva a introduzir
a seguinte

Definição 1.0.2. Sejam Σn uma variedade e X : Σn → Rn+k, k ≥ 1, uma imersão. Di-
remos que Σn é um self-shrinker do fluxo de curvatura média se a imersão X satisfaz

H = −1
2X⊥, (1.3)

onde H =∑n
i=1 α(ei, ei) é o vetor de curvatura média de Σn, {e1, . . . , en} é um referencial

ortornormal de TΣn, X⊥ ∈ (TΣn)⊥ é a parte normal de X e (TΣn)⊥ é o fibrado normal
da imersão tal que TΣn ⊕ (TΣn)⊥ = TRn+k.



14

Self-shrinkers têm particular relevância no estudo do fluxo de curvatura média, visto
que representam tipos de singularidades que não podem ser evitadas ou removidas, tam-
bém chamadas singularidades de tipo I (ver, por exemplo, [13]). Os exemplos mais simples
de self-shrinkers de Rn+1 são, o hiperplano passando pela origem, Rn, a esfera Sn(

√
2n)

e os cilindros generalizados Sk(
√

2k) ×Rn−k para 1 ≤ k ≤ n. Existem diferentes resulta-
dos que apresentam esses exemplos, como os únicos self-shrinkers a satisfazerem alguma
restrição geométrica, tais como crescimento de volume polinomial:

Definição 1.0.3. Seja Σn uma subvariedade de dimensão n de Rn+k, k ≥ 1. Dizemos que
Σ tem crescimento polinomial do volume se existem constantes positivas C > 0 e d > 0,
tais que para todo r ≥ 1 é satisfeito que

Vol(Br(0)∩Σ) ≤ Crd. (1.4)

Quando d = n, na expressão (1.4), diremos que Σ tem crescimento euclidiano do volume.

No caso em que a codimensão é um, podemos escrever o vetor curvatura média da
forma H = HN, onde H é a curvatura média e N é o vetor normal unitário. Nesse
contexto, Colding e Minicozzi provaram em [13] o seguinte resultado:

Teorema 1.5 (Colding e Minicozzi, [13]). Os únicos self-shrinkers do fluxo de curvatura
média, completos, sem fronteira, mergulhados em Rn+1, com crescimento polinomial do
volume e H ≥ 0 são Sk(

√
2k)×Rn−k para 0 ≤ k ≤ n.

Outro resultado é obtido por Cao e Li, em [7], onde foi provado o seguinte resultado

Teorema 1.6 (Cao e Li, [7]). Se Σn → Rn+k é um self-shrinker de dimensão n, sem
fronteira, com crescimento polinomial do volume e satisfaz

∥A∥2 ≤ 1
2

então Σ é uma das seguintes hipersuperfícies:

(i) uma esfera Sn(
√

2n) em Rn+1;

(ii) um cilindro Sk(
√

2k)×Rn−k para 1 ≤ k ≤ n−1, em Rn+1;

(iii) um hiperplano em Rn+1.

Onde ∥A∥2 é o quadrado da norma do operador de forma associado à segunda forma
fundamental de Σ.

Observação 1.0.4. De fato, o resultado de Cao-Li está escrito para ∥A∥2 ≤ 1, mas a
diferença é apenas na escolha da constante na normalização da equação dos self-shrinkers.
Em [7] os autores escolhem H = −X⊥ como equação para os self-shrinkers.

Mais exemplos de resultados nessa direção foram obtidos por Ding e Xin, ver [15], que
concatenamos no seguinte
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Teorema 1.7 (Ding e Xin, [15] ). Seja Σn um self-shrinker propriamente imerso e com-
pleto de Rn+k, k ≥ 1.

(i) Existe uma constante κ > 0 tal que, se

(∫
Σ

∥A∥ndΣ
)1/n

≤
√

4
3nκ

,

então Σn é um hiperplano;

(ii) Se n = 2, k = 1, e ∥A∥2 é constante, então ∥A∥2 = 0 ou ∥A∥2 = 1
2 ;

(iii) Se k = 1, então existe uma constante δ ≈ 0.011 tal que, se 1
2 ≤ ∥A∥2 ≤ 1

2 + δ, então
∥A∥2 = 1

2 .

Nesta tese, provamos resultados de rigidez da esfera, dos cilindros e dos subespaços
afins passando pela origem, como sendo os únicos self-shrinkers tais que, entre outras
condições, o conjunto W , a eles associado, é não vazio. Parte substancial dos resultados
dessa tese está publicado em [2].

Apresentamos, inicialmente, dois resultados para self-shrinkers de Rn+1, completos,
com dimensão n e cujo W é um conjunto aberto e não vazio.

Teorema 1.8. Seja Σn self-shrinker completo de Rn+1. Se o conjunto W é aberto, não
vazio e o quadrado da norma da matriz da segunda forma fundamental, A, de Σn satisfaz

∥A∥2 ≤ 1
2 ,

então Σn = Sp(
√

2p)×Rn−p, 0 ≤ p ≤ n.

Se ∥A∥2 ≥ 1/2 e, complementarmente, supormos para a curvatura média H ≥ 0, ob-
temos

Teorema 1.9. Seja Σn self-shrinker completo de Rn+1. Se o conjunto W é aberto, 0 ∈ W ,
e o quadrado da norma da matriz da segunda forma fundamental, A, de Σn satisfaz

∥A∥2 ≥ 1
2 ,

então Σn = Sp(
√

2p)×Rn−p, 1 ≤ p ≤ n.

Observação 1.0.5. Analisando geometricamente, é possível verificar que self-shrinkers
da forma Σn = Γ×Rn−1, onde Γ é uma curva fechada de Abresch-Langer (ver [1] e [19])
satisfazem W aberto e 0 ∈ W . Porém, em tais exemplos, é observado que

min∥A∥2 <
1
2 < max∥A∥2,

após normalização.
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Observação 1.0.6. É importante mencionar que a limitação 1/2 parece natural para
self-shrinkers. Além dos resultados de Cao e Li e de Ding e Xin que citamos no início
dessa seção, podemos citar os resultados de Cheng e Peng, ver [8], e Rimoldi, ver [28],
que, no intuito de remover a hipótese do crescimento polinomial do volume, provaram
que o único self-shrinker de Rn+1 com supΣn ∥A∥2 = 1/2 (mas com ∥A∥2 < 1/2) é o
hiperplano. Outros resultados sobre rigidez, onde a limitação ∥A∥2 ≥ 1/2 é utilizada,
podem ser consultados em [24], [15], [9], e [32]. Mencionamos novamente que, essas
quatro referências, têm como fator comum considerar crescimento polinomial do volume
ou que imersão é própria.

Observação 1.0.7. Halpern mostrou em [20] que toda hipersuperfície compacta imersa
no espaço Euclidiano tem W não vazio se, e somente se, é difeomorfa à esfera e for
a fronteira de um domínio estrelado de Rn+1. Consequentemente, visto que os únicos
self-shrinker com tais características são as esferas de raio

√
2n (ver [22]), o caso de self-

shrinkers compactos de codimensão um, com W não vazio, está totalmente determinado.

Fixamos agora que Σ2 tenha dimensão dois para considerar codimensão arbitrária.
Suponhamos também que H ̸= 0 e H/∥H∥ paralelo ao fibrado normal. Apresentamos
então o próximo resultado desta tese:

Teorema 1.10. Seja Σ2 um self-shrinker de dimensão dois e completo do espaço Eu-
clidiano R2+k, k ≥ 2, cujo vetor de curvatura média satisfaz H ̸= 0 e tal que H/∥H∥ é
paralelo ao fibrado normal. Se o conjunto W for aberto e não vazio, e o quadrado da
norma da matriz da segunda forma fundamental, A, de Σ2, associada ao vetor H/∥H∥,
satisfaz alguma das seguintes condições

i) ∥A∥2 ≤ 1/2;

ii) ∥A∥2 ≥ 1/2 e 0 ∈ W,

então Σ2 = Sp(
√

2p)×R2−p, 1 ≤ p ≤ 2.

Observação 1.0.8. Se supormos que Σ2 seja compacta e sem fronteira no Teorema 1.10,
então a hipótese de que W seja aberto pode ser desconsiderada. É importante mencionar
que Smoczyk, ver [29], provou que os únicos self-shrinkers compactos, sem fronteira de
Rn+p com H ̸= 0 e H/∥H∥ paralelo ao fibrado normal, são superfícies mínimas da esfera
Sn+p−1(

√
2n).

Observação 1.0.9. Drugan e Kleene em [17] provaram a existência de uma quantidade
infinita de self-shrinkers para cada um dos seguintes tipos topológicos Sn, Sn−1 ×S1, Rn e
Sn−1 ×R. Analisando geometricamente a imagem das curvas de perfil que apresentaram,
é observado que os self-shrinkers rotacionais, obtidos pela rotação das curvas de perfil
mencionadas, têm W vazio. Queremos lembrar também que todos esses exemplos não
são mergulhados, visto que Kleene e Møller, ver [23], mostraram que a esfera de raio√

2n, o plano, e o cilindro reto de raio
√

2(n−1) são os únicos self-shrinkers rotacionais
mergulhados tendo o seu respectivo tipo topológico.
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O próximo resultado dessa tese é referente a não existência de self-expanders do fluxo
de curvatura média sob derminadas condições geométricas. De forma análoga à definição
que demos para self-shrinkers, temos a seguinte

Definição 1.0.10. Sejam Σn uma variedade e X : Σn → Rn+k, k ≥ 1, uma imersão.
Diremos que Σn é um self-expander do fluxo de curvatura média se a imersão X satisfaz

H = 1
2X⊥, (1.5)

onde H =∑n
i=1 α(ei, ei) é o vetor de curvatura média de Σn, {e1, . . . , en} é um referencial

ortonormal de TΣn, X⊥ ∈ (TΣn)⊥ é a parte normal de X e (TΣn)⊥ é o fibrado normal
da imersão X tal que TΣn ⊕ (TΣn)⊥ = TRn+k.

Os self-expanders têm também muita relevância no estudo do fluxo de curvatura mé-
dia, pois eles descrevem tanto o comportamento ao longo prazo do fluxo como a estrutura
local, do fluxo de curvatura média, depois de singularidades, em um período muito curto
de tempo. Veja por exemplo, os trabalhos de Hecker e Huisken [18] e Stavrou [31].
Muitos dos resultados sobre self-expanders na literatura mostram que a geometria dos
self-expanders está fortemente determinada pela sua característica estrutura assintótica
no infinito. Por exemplo, foi apontado por Ecker e Huisken, ver [18], e por Stavrou, ver
[31], que os self-expanders surgem como soluções do fluxo de curvatura média quando a
subvariedade inicial for um cone. Outros trabalhos relacionados com self-expanders são
[11], [30] e as referências neles citadas.

O próximo resultado que provamos nesta tese é o seguinte

Teorema 1.11. Não existem self-expanders de Rn+k, k ≥ 1, de dimensão n, completos,
não compactos, cujo vetor de curvatura média satisfaça H ̸= 0, H/∥H∥ paralelo no fibrado
normal, e com conjunto W aberto e tal que 0 ∈ W .

Observação 1.0.11. Se a codimensão for k = 1, a hipótese de que H/∥H∥ seja paralelo no
fibrado normal é satisfeita automaticamente e pode ser omitida na afirmação do Teorema
1.11.

Observação 1.0.12. Analisando geometricamente, é possível observar que self-expanders
da forma Σn = Γ ×Rn−1, onde Γ é uma das curvas self-expanding classificadas por Hall-
dorsson, ver [19], satisfazem H > 0 e W aberto e não vazio, porém 0 ̸∈ W , o que implica
que a hipótese 0 ∈ W é indispensável para a validez do Teorema 1.11.

Observação 1.0.13. Visto que não existem self-expanders compactos em Rn+k, ver [7].
O Teorema 1.11 não faz sentido caso Σn seja compacto.

Observação 1.0.14. As subvariedades com W ̸= ∅ são uma classe diferente da classe
das subvariedades com crescimento polinomial do volume ou daquelas que são subva-
riedades próprias. De fato, cilindros sobre curvas Γ em R2 parametrizadas mediante
Γ(t) = b(t)(cos t,sen t), onde b(t) = 1+ e−t, ou a família

b(t) = d+ m

π

(
π

2 −arctg(at)
)

, d > 0, m > 0, 0 < a ≤ 1, (1.6)
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são exemplos de superfícies, que não são propriamente imersas, cujo W =D2(d)×R, onde
D2(d) é o disco centrado na origem e raio d. Os detalhes dos cálculos desses exemplos
serão realizados na seção 3.3.

Vale mencionar que, em certos contextos, uma subvariedade ter crescimento de volume
polinomial é equivalente ela ser própria. De fato, em [10], Cheng e Zhou provaram que um
self-shrinker tem crescimento polinomial do volume se, e somente se, é uma subvariedade
própria. Mais especificamente, eles demonstraram o resultado seguinte:

Teorema 1.12 (Cheng e Zhou, [10]). Para qualquer self-shrinker Σn de dimensão n,
completo, imerso em Rn+1, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Σ é uma subvariedade própria;

(ii) Σ tem crescimento Euclidiano do volume;

(iii) Σ tem crescimento polinomial do volume;

(iv) O volume com peso, de Σ, é finito, isto é,
∫
Σ e− ∥X∥2

4 dv < ∞.

Onde X denota o vetor de posição e dv é o elemento de volume de Σ induzido pela
imersão.

Recentemente, Cheng, Zhoue Vieira, generalizaram o Teorema 1.12 acima, , ver [12],
para subvariedades com curvatura média com peso limitada, em uma classe de shrinking
solitons do gradiente de Ricci mais ampla, que inclui o soliton Gaussiano. Em particular,
o resultado de Cheng-Vieira-Zhou garante que, para uma superfície com H + 1

2X⊥ limi-
tado, o crescimento polinomial do volume é equivalente à subvariedade ser própria (ver
Teorema 1.3 e Teorema 1.4 de [12]).

Este trabalho está organizado da seguinte forma: No Capítulo 2, apresentamos os pré-
requisitos necessários para uma boa compreensão dos capítulos subsequentes, assim, serão
introduzidas algumas notações, conceitos relevantes e proposições auxiliares às demons-
trações dos resultados principais. O Capítulo 3 será dividido em três seções dedicadas:
a primeira às demonstrações dos Teoremas 1.8, 1.9, e 1.10, a segunda à demonstração
do Teorema 1.11 e a terceira seção dedicada à apresentação de exemplos concernentes à
diferença, mencionada na Observação 1.0.14, entre a classe de variedades com W aberto
e não vazio e aquelas com crescimento polinomial do volume.



2. Preliminares

Neste capitulo apresentamos, de forma concisa, conceitos e ideias fundamentais para o
desenvolvimento do nosso estudo. Primeiro enunciaremos o princípio do máximo de Hopf,
principio que será usado fortemente nas demonstrações dos resultados principais. Depois,
na Seção 2.1, serão discutidas as noções de vetor conforme, em uma variedade Riemanni-
ana, e função suporte associada a um vetor conforme. Em seguida mostraremos o cálculo
do Laplaciano da função suporte associada a um vetor conforme. Posteriormente, na
Seção 2.2, será definido um operador diferencial L, relativo a uma imersão que admite
um vetor conforme. Mostraremos também sua relação com o Laplaciano de um vetor
conforme.

Enunciamos, sem demonstração, o princípio do máximo de Hopf para operadores
elípticos, que terá um papel fundamental na prova dos resultados principais.
Lema 2.0.1 (Princípio do máximo de Hopf, ver [27]). Seja

Lu =
n∑

i,j=1
aij(x) ∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x) ∂u

∂xi
+ c(x)u

um operador diferencial estritamente elíptico definido em um conjunto aberto Ω ⊂ Rn.

(i) Se c = 0, Lu ≥ 0 (resp. Lu ≤ 0) e existe maxΩ u (resp. minΩ u), então u é constante;

(ii) Se c ≤ 0, Lu ≥ 0 (resp. Lu ≤ 0) e existe maxΩ u ≥ 0 (resp. minΩ u ≤ 0), então u é
constante;

(iii) Independentemente do sinal de c, se Lu ≥ 0 (resp. Lu ≤ 0) e maxΩ u = 0 (resp.
minΩ u = 0), então u é constante.

2.1. Função suporte de um vetor conforme.

Começamos a seção estabelecendo a definição de vetor conforme, admitido por uma
imersão isométrica, para depois introduzir o conceito de funcão suporte ao qual faremos
referência ao longo desta tese. A noção de função suporte tem sido usada por diversos
pesquisadores e em múltiplos contextos, mostrando a versatilidade e utilidade que pos-
sui. Nesse tópico em particular, têm grande relevância para nosso estudo os trabalhos de
Hasanis e Koutrofiotis, ver [21], e de Alencar e Frensel, ver [4].

Definição 2.1.1. Seja x : Σn → Mm uma imersão isométrica entre varidades Riemanni-
anas de dimensões n e m, respectivamente. Denotaremos por ∇ à conexão de Σ e por ∇
a conexão de M . Diremos que a imersão admite um vetor conforme, se existe um vetor
X ∈ TM que satisfaz

∇Y X = φY, (2.1)
para alguma função φ : Mm → R e para todo Y ∈ TΣn. X será chamado vetor conforme,
enquanto a função φ será conhecida como fator de conformidade do vetor X.
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Na sequência, consideraremos uma imersão isométrica x : Σn → Mn+k, n ≥ 2, k ≥ 1,
e admitiremos que a imersão admite um vetor conforme, X ∈ TM, com fator de confor-
midade φ : Mm → R. Decompondo X nas suas partes tangente e normal à Σ, temos que
pode ser escrito como

X = X⊤ +X⊥,

onde X⊤ ∈ TΣn, X⊥ ∈ (TΣn)⊥, e (TΣn)⊥ é o fibrado normal da imersão tal que TΣn ⊕
(TΣn)⊥ = TMn+k.

Caso a codimensão seja um, temos que X⊥ = ⟨X,N⟩N, onde N é um vetor normal
e unitário, definido globalmente. Caso a codimensão seja pelo menos dois, será suposto
também que X⊥ ̸= 0. Em ambos os casos, podemos escrever

X = X⊤ +fη. (2.2)

A função f = ⟨X,η⟩ será chamada função suporte do vetor conforme X e η satisfaz

η =


N, quando a codimensão for um.

X⊥

∥X⊥∥
, quando a codimensão for pelo menos dois.

A imersão x satisfaz

∇U V = ∇U V +α(U,V ) e ∇U η = −AU +∇⊥
U η, (2.3)

com ⟨AU,V ⟩ = ⟨α(U,V ),η⟩, onde α denota a segunda forma fundamental da imersão, e
∇⊥ representa a conexão normal no fibrado (TΣn)⊥.

A proposição a seguir compreende, essencialmente, o cálculo do Laplaciano da função
suporte f = ⟨X,η⟩, do vetor conforme X, nas situações de codimensão um, codimensão
arbitrária e quando a variedade ambiente, M, for um espaço com curvatura de Ricci
constante.

Proposição 2.1.2. Seja Mn+k uma variedade Riemanniana de dimensão n + k que ad-
mite um campo conforme X com fator de conformidade φ. Sejam Σn uma subvariedade
de Mn+k e {η,η2, . . . ,ηk} um referencial ortonormal do fibrado (TΣn)⊥ ⊂ TMn+k, onde,
para k = 1, η = N, o vetor normal unitário globalmente definido, e para k ≥ 2, iremos
supor também que X⊥ ̸= 0 e consideramos η = X⊥/∥X⊥∥.
Se f = ⟨X,η⟩, então

∆f +φ(trA)+f∥A∥2 + ⟨X⊤,grad(trA)⟩

= −
k∑

β=2
s1β(AβX⊤)+

k∑
β=2

s1β(X⊤)(trAβ)

+
n∑

i=1
⟨R(ei,X

⊤)ei,η⟩.

(2.4)

Aqui, A e Aβ são os operadores de forma relativos aos normais η e ηβ, β ∈ {2, . . . ,k},
respectivamente, ∥A∥2 = tr(A2) representa a norma da matriz A, s1β(X) = ⟨∇⊥

Xη,ηβ⟩, R
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denota o tensor de curvatura de Mn+k, e {e1, e2, . . . , en} é um referencial ortonormal de
Σn.

Além disso, se a imersão tiver codimensão um, então

∆f +φH +f∥A∥2 + ⟨X⊤,gradH⟩ =
n∑

i=1
⟨R(ei,X

⊤)ei,η⟩, (2.5)

onde H = trA denota a curvatura média de Σn. Em particular, se a curvatura de Ricci
de Mn+1 é constante (i.e., se Mn+1 for uma variedade de Einstein), então

∆f +φH +f∥A∥2 + ⟨X⊤,gradH⟩ = 0. (2.6)

Demonstração. Seja U ∈ TΣn. Dado que X é um campo de vetores conforme, com fator
de conformidade φ, utilizamos a decomposição ortogonal (2.2) do campo de vetores X e
as relações (2.3) para obter que

φU = ∇U X = ∇U

(
X⊤ +fη

)
= ∇U X⊤ +(Uf)η +f∇U η

= ∇U X⊤ +α(X⊤,U)+(Uf)η −fAU +f∇⊥
U η.

Considerando agora as partes tangente e normal, temos que

φU = ∇U X⊤ −fAU (2.7)

e
α(X⊤,U)+(Uf)η +f∇⊥

U η = 0. (2.8)
Visto que, por (2.7), vale

∇U X⊤ = (φI +fA)U, (2.9)
e considerando ei, ej , elementos do referencial ortonormal {e1, e2, . . . , en} de Σn, temos de
(2.9) que

⟨∇eiX
⊤, ej⟩ = φ⟨ei, ej⟩+f⟨Aei, ej⟩

o que, depois de tomar o traço, implica

divX⊤ = nφ+f(trA), (2.10)

onde divX⊤ denota a divergência de X⊤ em Σn. Da equação (2.8), temos

Uf = −⟨α(X⊤,U),η⟩, (2.11)

visto que ⟨∇⊥
U η,η⟩ = 0. Portanto,

gradf = −AX⊤. (2.12)

Sejam {η1 = η,η2, . . . ,ηk} um referencial ortonormal de (TΣn)⊥ e

∇⊥
U η =

k∑
β=2

s1β(X)ηβ, onde s1β(X) = ⟨∇⊥
Xη,ηβ⟩.
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Considerando o produto interno de (2.8) com ηβ, teremos

⟨α(X⊤,U),ηβ⟩+(Uf)⟨η,ηβ⟩+f⟨∇⊥
U η,ηβ⟩ = 0

ou, equivalentemente,
⟨α(X⊤,U),ηβ⟩+fs1β(U) = 0,

i.e.,
fs1β(U) = −⟨AβX⊤,U⟩, (2.13)

onde ⟨AβU,V ⟩ = ⟨α(U,V ),ηβ⟩.

Calculemos o Laplaciano de f. Primeiro notemos que, usando (2.12), temos

Hessf(U,U) = U(Uf)−⟨gradf,∇U U⟩
= U(Uf)+ ⟨AX⊤,∇U U⟩
= U(Uf)+ ⟨X⊤,A(∇U U)⟩.

Logo, visto que Uf = −⟨AX⊤,U⟩, conforme a expressão em (2.11), e usando (2.9), obte-
mos

U(Uf) = −U⟨AX⊤,U⟩ = −U⟨X⊤,AU⟩
= −⟨∇U X⊤,AU⟩−⟨X⊤,∇U (AU)⟩
= −φ⟨U,AU⟩−f⟨AU,AU⟩−⟨X⊤,∇U (AU)⟩

ou seja,
U(Uf) = −φ⟨U,AU⟩−f⟨AU,AU⟩−⟨X⊤,∇U (AU)⟩.

Isto implica que

Hessf(U,U) = −φ⟨U,AU⟩−f⟨AU,AU⟩−⟨X⊤,(∇U A)(U)⟩,

onde (∇U A)(V ) = ∇U AV −A(∇U V ). Tomando o traço, temos

∆f = −φ(trA)−f(tr(A2))−
n∑

i=1
⟨X⊤(∇eiA)(ei)⟩. (2.14)

Aqui, {e1, e2, . . . , en} é um referencial ortonormal de Σn e ∥A∥2 = tr(A2) denota a norma
da matriz A. A equação de Codazzi

⟨R(U,V )W,η⟩ = ⟨(∇V A)(U)− (∇U A)(V ),W ⟩
+ ⟨α(V,W ),∇⊥

U η⟩−⟨α(U,W ),∇⊥
V η⟩

(2.15)

e

⟨α(V,W ),∇⊥
U η⟩ =

k∑
β=2

s1β(U)⟨α(V,W ),ηβ⟩ =
k∑

β=2
s1β(U)⟨AβV,W ⟩
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implicam

(∇U A)(V ) = (∇V A)(U)+
k∑

β=2
[s1β(U)AβV − s1β(V )AβU ]

+
n∑

i=1
⟨R(U,V )η,ek⟩ek.

(2.16)

Visto que A é simétrico, ∇U A é também simétrico e, além disso,

tr(∇U A) = U(trA).

Logo,
n∑

i=1
⟨X⊤,(∇eiA)(ei)⟩ =

n∑
i=1

⟨(∇eiA)(X⊤), ei⟩ =
n∑

i=1
⟨(∇X⊤A)(ei), ei⟩

+
k∑

β=2

n∑
i=1

[s1β(ei)⟨AβX⊤, ei⟩− s1β(X⊤)⟨Aβei, ei⟩]

+
n∑

i=1
⟨R(ei,X

⊤)η,ei⟩

= tr(∇X⊤A)+
k∑

β=2

n∑
i=1

s1β(ei)⟨AβX⊤, ei⟩

−
k∑

β=2
s1β(X⊤)(trAβ)+

n∑
i=1

⟨R(ei,X
⊤)η,ei⟩

= ⟨X⊤,grad(trA)⟩+
k∑

β=2
s1β(AβX⊤)

−
k∑

β=2
s1β(X⊤)(trAβ)+

n∑
i=1

⟨R(ei,X
⊤)η,ei⟩,

o que implica, conforme a equação (2.14), que

∆f = −φ(trA)−f∥A∥2 −⟨X⊤,grad(trA)⟩

−
k∑

β=2
s1β(AβX⊤)+

k∑
β=2

s1β(X⊤)(trAβ)+
n∑

i=1
⟨R(ei,X

⊤)ei,η⟩,

que equivale à equação (2.4), como desejado. Observemos agora que, caso a imersão,
x : Σn → Mn+1, tiver codimensão um, automaticamente, os termos relativos a s1β serão
desconsiderados e obtemos

∆f = −φ(trA)−f∥A∥2 −⟨X⊤,grad(trA)⟩+
n∑

i=1
⟨R(ei,X

⊤)ei,η⟩, (2.17)
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que, por sua vez, é equivalente à equação (2.5). Se admitirmos, além da codimensão um,
que Mn+1 seja uma variedade de Einstein, isto é, RicM = λ⟨·, ·⟩, λ ∈ R, então

n∑
i=1

⟨R(ei,X
⊤)ei,η⟩ = RicM (X⊤,η)−⟨R(η,X⊤)η,η⟩

= RicM (X⊤,η) = λ⟨X⊤,η⟩ = 0,

o que, junto com a equação (2.17), implica

∆f = −φ(trA)−f∥A∥2 −⟨X⊤,grad(trA)⟩,

que, por sua vez, equivale à equação (2.6), concluindo a demonstração da proposição.

2.2. O operador associado a um campo de vetores
conformes.

Esta seção está dedicada à construção de um operador diferencial, que chamaremos
L, e que será fundamental nas demonstrações dos resultados principais deste trabalho.
Começaremos definindo L para o caso geral de uma imersão isométrica, entre variedades
Riemannianas, de codimensão alta que admite um vetor conforme, com o correspondente
fator de conformidade. Nesse contexto será mostrado um resultado direto da Proposição
2.1.2, que essencialmente é o cálculo do operador L aplicado na função suporte, associ-
ada ao vetor conforme admitido pela imersão. Depois, a construção do operador L será
particularizada ao caso de imersões self-shrinkers do espaço Euclidiano. Nessa situação
o operador L é altamente conhecido e utilizado, sendo às vezes referido, como drifted
laplacian (ver, por exemplo, [13] e [11]).

Consideramos, como antes, uma imersão isométrica x : Σn → Mn+k, n ≥ 2, k ≥ 1, que
admite um vetor conforme, X ∈ TM, com fator de conformidade φ : Mm → R. Tomamos
também {e1, e2, . . . , en} um referencial ortonormal de Σn e {η,η2, . . . ,ηk} um referencial
ortonormal do fibrado (TΣn)⊥ ⊂ TMn+k, onde, caso a codimensão seja pelo menos dois,
será suposto também que X⊥ ̸= 0. Suponha agora que existe ε ∈ R de forma que, em Σn,
é satisfeito

H = εX⊥, (2.18)

onde H =∑n
i=1 α(ei, ei) denota o vetor de curvatura média de Σn in Mn+k. Se Mn+k =

Rn+k, então Σn é uma solução do fluxo de curvatura média, identificado como self-
shrinker, caso ε < 0, e self-expander, caso ε > 0. Adotaremos as conhecidas normalizações
canônicas, considerando ε = −1

2 para self-shrinkers e ε = 1
2 para self-expanders.

Notemos que, independentemente de Mn+k, se Σn ⊂ Mn+k é tal que satisfaz a ex-



25

pressão (2.18), então

trA =
n∑

i=1
⟨A(ei), ei⟩ =

n∑
i=1

⟨α(ei, ei),η⟩ = ⟨H,η⟩ = ε⟨X⊥,η⟩ = εf ;

trAβ =
n∑

i=1
⟨Aβ(ei), ei⟩ =

n∑
i=1

⟨α(ei, ei),ηβ⟩ = ⟨H,ηβ⟩ = ε⟨X⊥,ηβ⟩ = εf⟨η,ηβ⟩ = 0,

com β ∈ {2, . . . ,k}, isto é,
trA = εf e trAβ = 0. (2.19)

Aqui f é a função suporte associada ao vetor conforme X, dada por f = ⟨X,η⟩ e η satisfaz

η =


N, quando a codimensão for um.

X⊥

∥X⊥∥
, quando a codimensão for pelo menos dois.

Definimos o operador L, associado ao vetor conforme X, por

Lg = ∆g + ε⟨X,gradg⟩, (2.20)

com ε como na igualdade (2.18). Mostramos, a seguir, como consequência direta da
Proposição 2.1.2, um corolário que determina o cálculo do operador L, aplicado à função
suporte associada ao vetor conforme X.

Corolário 2.2.1. Seja Mn+k uma variedade Riemanniana (n + k)-dimensional, que ad-
mite um vetor conforme X com fator de conformidade φ. Sejam Σn uma subvariedade
de Mn+k cujo vetor de curvatura média, H, satisfaz H = εX⊥ para algum ε ∈ R, e
{η,η2, . . . ,ηk} referencial ortonormal do fibrado normal (TΣn)⊥ ⊂ TMn+k, onde, para
k = 1, η = N, o vetor normal unitário globalmente definido, e para k ≥ 2, supomos tam-
bém que X⊥ ̸= 0 e consideramos η = X⊥/∥X⊥∥. Se f = ⟨X,η⟩, então

Lf +(∥A∥2 + εφ)f = −
k∑

β=2
s1β(AβX⊤)+

n∑
i=1

⟨R(ei,X
⊤)ei,η⟩, (2.21)

onde A e Aβ denotam os operadores de forma relativos aos vetores normais η e ηβ,
β ∈ {2, . . . ,k}, respectivamente, s1β(U) = ⟨∇⊥

U η,ηβ⟩, R representa o tensor de curvatura
de Mn+k, e {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal de TΣn. Se, além disso, f ̸= 0, então

Lf +(∥A∥2 + εφ)f = 1
f

k∑
β=2

∥AβX⊤∥2 +
n∑

i=1
⟨R(ei,X

⊤)ei,η⟩. (2.22)

Em particular, se Mn+k tem curvatura seccional constante e ∇⊥η = 0, ou a codimensão
da imersão é um e Mn+1 é uma variedade Einstein, então

Lf +(∥A∥2 + εφ)f = 0. (2.23)
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Demonstração. Da Proposição 2.1.2, temos, inicialmente, a equação

∆f +φ(trA)+f∥A∥2 + ⟨X⊤,grad(trA)⟩

= −
k∑

β=2
s1β(AβX⊤)+

k∑
β=2

s1β(X⊤)(trAβ)

+
n∑

i=1
⟨R(ei,X

⊤)ei,η⟩.

Usando, conforme a equação (2.19), que

trA = εf e trAβ = 0,

obtemos a igualdade

∆f + εφf +f∥A∥2 + ε⟨X⊤,gradf⟩ = −
k∑

β=2
s1β(AβX⊤)+

n∑
i=1

⟨R(ei,X
⊤)ei,η⟩. (2.24)

Substituindo em (2.24), a expressão (2.20) do operador L, obtemos finalmente que

Lf +(∥A∥2 + εφ)f = −
k∑

β=2
s1β(AβX⊤)+

n∑
i=1

⟨R(ei,X
⊤)ei,η⟩,

como desejado. Se, além de tudo, assumimos que f ̸= 0, então a equação (2.13) implica
que

s1β(AβX⊤) = − 1
f

∥AβX⊤∥2. (2.25)

Substituindo (2.25), na igualdade (2.21), obtemos

Lf +(∥A∥2 + εφ)f = 1
f

k∑
β=2

∥AβX⊤∥2 +
n∑

i=1
⟨R(ei,X

⊤)ei,η⟩.

Por outro lado, se Mn+k tem curvatura seccional constante κ0, então

⟨R(ei,X
⊤)ei,η⟩ = κ0(⟨ei, ei⟩⟨X⊤,η⟩−⟨X⊤, ei⟩⟨η,ei⟩) = 0,

visto que ⟨X⊤,η⟩ = 0 = ⟨η,ei⟩. Se, além disso, ∇⊥η = 0, então s1β ≡ 0 para todo β ∈
{2, . . . ,k}, i.e., AβX⊤ = 0. Substituindo esses fatos, na igualdade (2.21), concluímos
(2.23).

Se agora assumimos que a codimensão da imersão é um, temos, automaticamente que
os termos s1β são desconsiderados. Observemos também que, se RicM = λ⟨·, ·⟩, λ ∈ R,
então

n∑
i=1

⟨R(ei,X
⊤)ei,η⟩ = RicM (X⊤,η)−⟨R(η,X⊤)η,η⟩

= RicM (X⊤,η) = λ⟨X⊤,η⟩ = 0.

Incorporando essas informações na igualdade (2.21), concluímos também (2.23).



3. Self-shrinkers e self-expanders comple-
tos

Entramos em matéria, apresentando neste Capítulo, as demonstrações dos Teoremas de
classificação para self-shrinkers, discutidos na introdução desta Tese. Iremos enfatizar que
as hipóteses relativas ao conjunto W não são, a priori, equivalentes com hipóteses sobre o
crescimento do volume da imersão, tópico que será discutido no Capítulo 3.3. O capítulo
será dividido em três seções, na primeira delas, Seção 3.1, são provadas as afirmações dos
Teoremas 1.8, 1.9 e 1.10, relacionados à classificação dos self-shrinkers que satisfazem,
entre outras, condições relativas ao conjunto W . Na Seção 3.2, é provado o Teorema
1.11 que diz respeito a não existência de self-expanders completos e não compactos que
atendem condições específicas para o conjunto W . A última seção é dedicada à construção
dos exemplos das superfícies não próprias com W não vazio, o que mostra ser esta condição
distinta da condição da superfície ser própria.

Será usado, ao longo desse Capítulo, o fato de que o vetor posição, X, do espaço
Euclidiano de dimensão m, Rm, satisfaz

∇Y X = Y, (3.1)

para todo Y ∈ TRm, ou seja, a derivada no espaço Euclidiano é a derivada usual. Aqui,
∇ denota a conexão do espaço Euclidiano.

3.1. Rigidez de self-shrinkers cujos planos tangentes
omitem um conjunto não vazio.

Nesta seção apresentamos as demonstrações dos Teoremas 1.8, 1.9 e 1.10. Todos os
resultados que mostram a rigidez da esfera, o cilindro e o hiperplano como os únicos self-
shrinkers a satisfazer, entre outras condições, que o conjunto W associado seja aberto
e não vazio. Esses Teoremas, por sua estrutura e conclusões, podem ser comparados
com os Teoremas de classificação de Cao-Li, ver [7], e de Ding-Xing, ver [15], listados na
introdução desta Tese como Teorema 1.6 e Teorema 1.7, respectivamente. Destacamos,
novamente, que a diferença de maior peso está nas hipóteses relativas ao conjunto W
e, dependendo do caso, na limitação do quadrado da norma do operador de forma da
imersão.

Começamos então apresentando a demonstração do Teorema 1.8 que tem, entre suas
hipóteses, a frequentemente suposta limitação por cima do quadrado da norma do ope-
rador de forma da imersão, neste caso, de codimensão um.

Demonstração do Teorema 1.8. Dado que, em Rn+1, é satizfeita a equação (3.1), temos
de acordo com a Definição 2.1.1, que o vetor posição é um vetor conforme, com fator de
conformidade φ = 1. Agora, visto que Σn é um self-shrinker, temos

H = −1
2⟨X,N⟩ = −1

2f, (3.2)

27
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onde N é um vetor normal unitário. Considerando que a codimensão da imersão é 1, e
usando a equação (2.23), no Corolário 2.2.1, para ε = −1/2, obtemos

Lf +
(

∥A∥2 − 1
2

)
f = 0. (3.3)

Tomando a desigualdade de Newton,
(trA)2

n
≤ ∥A∥2,

assim como a equação (3.2) e a hipótese ∥A∥2 ≤ 1/2 temos

f2 = 4H2 = 4(trA)2 ≤ 4n∥A∥2 ≤ 2n. (3.4)

Isto implica
−

√
2n ≤ f ≤

√
2n

portanto, existem m = infΣn f e d = supΣn f. Se m ≤ 0, então

L(f −m)+
(

∥A∥2 − 1
2

)
(f −m) = −

(
∥A∥2 − 1

2

)
m ≤ 0.

Se o mínimo é atingido pela função f , i.e., caso m = minΣn f, então pelo princípio do
máximo de Hopf (Lema 2.0.1, item (ii)), aplicado à f − m, podemos concluir que f é
constante. Por outro lado, se m > 0, então d = supΣn f > 0. Assim, se f atinge o máximo
(positivo), i,e., d = maxΣn f então, utilizando o princípio do máximo de Hopf (Lema 2.0.1,
item (ii)), na equação (3.3) deduzimos que f é constante.

Adicionalmente, Dajczer e Tojeiro, ver [14], Teorema 1, p.296, provaram que as únicas
hipersuperfícies de Rn+1, cuja função suporte f é constante, são os cilindros, as esferas
e os hiperplanos. A conclusão de que Σn = Sp(

√
2p) ×Rn−p, 0 ≤ p ≤ n, vem da equação

(3.2).
Em consequência, precisamos apenas provar que f atinge o mínimo. A prova de que

f atinge o máximo é análoga.
Uma vez que W ̸= ∅, existe p0 ∈ W, i.e., p0 ̸∈ ⋃p∈Σn TpΣn, o que implica que p − p0 ̸∈

TpΣn para todo p ∈ Σn. Seja {pk} a sequência de pontos em Σn tais que f(pk) → m
quando k → ∞. Para cada pk consideremos qk a projeção de p0 sobre Tpk

Σn (ver Figura
3.1). Visto que

dist(qk,p0) = ∥qk −p0∥ = ∥projN(pk)(pk −p0)∥ = |⟨pk −p0,N(pk)|
= |f(pk)−⟨p0,N(pk)⟩| ≤ |f(pk)|+ |p0|
≤

√
2n+ |p0|,

onde proju v denota a projeção do vetor v sobre o vetor u, temos que {qk} é uma sequência
limitada em ⋃

p∈Σn TpΣn = Rn+1 − W. Mais ainda, visto que W é aberto, temos que
Rn+1 −W é fechado. Portanto, usando uma subsequência se necessário, podemos concluir
que qk convege a um ponto q1 ∈Rn+1 −W. Seja p1 ∈ Σn tal que q1 ∈ Tp1Σn. O que implica
que

f(p1) = lim
k→∞

f(pk) = m,

i.e, m é um mínimo para à f.
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Figura 3.1: Projeção de p0 sobre Tpk
Σn

Continuamos, mostrando agora, a prova do Teorema 1.9, que tem a particularidade
de contar, entre suas hipóteses, com uma limitação por baixo do quadrado da norma do
operador de forma de imersão, assim como a exigência de que 0 ∈ W.

Demonstração do Teorema 1.9. Dado que a codimensão é um e que Σn é um self-shrinker
do fluxo de curvatura média, usando a Equação (2.23) no Corolário 2.2.1 para ε = −1/2,
obtemos

Lf =
(1

2 −∥A∥2
)

f.

Visto que 0 ∈ W, temos que 0 ̸∈⋃p∈Σn TpΣn donde inferimos que p ̸∈ TpΣn (visto como um
vetor centrado na origem) para todo p ∈ Σn. Tendo como resultado que f(p) = ⟨p,N⟩ ≠ 0
para cada p ∈ Σn, onde N denota o vetor normal unitário de Σn em Rn+1. Admitamos,
sem perda de generalidade, que f < 0 em todo Σn. Portanto, se ∥A∥2 ≥ 1/2, então Lf ≥ 0.
Como f < 0, existe d = supΣn f. Logo, se f atinge um máximo, i.e., d = maxΣn f, então
por meio do princípio do máximo de Hopf (Lema 2.0.1, item (i)), concluímos que f é
constante. Assim, basta provar que f atinge o máximo.

Seja {pk} uma sequência de pontos em Σn tal que f(pk) → d quando k → ∞. Para
cada pk considere qk a projeção de p0 sobre Tpk

Σn. Visto que

dist(qk,0) = |qk| = |projN(pk)(pk)| = |⟨pk,N(pk)⟩| = −f(pk)

e que f(pk) é forma uma sequência limitada (dado que converge), temos que {qk} é uma
sequência limitada em ⋃

p∈Σn TpΣn = Rn+1 − W. Além disso, uma vez que W é aberto,
temos que Rn+1 − W é fechado. Portanto, utilizando uma subsequência caso necessário,
concluímos que {qk} converge a um ponto q1 ∈Rn+1 −W. Seja p1 ∈ Σn tal que q1 ∈ Tp1Σn.
Isto implica que

f(p1) = lim
k→∞

f(pk) = d,

i.e, d é um máximo para f. Logo, f = d é constante, donde(1
2 −∥A∥2

)
d = 0.
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Se d = 0, então H = 1
2⟨X,N⟩ = 0, o que implica que Σn é um hiperplano o que, por

sua vez, contradiz a suposição de que ∥A∥2 ≥ 1/2. Portanto, d < 0, ∥A∥2 = 1/2, e Σn =
Sp(

√
2p)×Rn−p, 1 ≤ p ≤ n.

Finalmente, demostraremos o Teorema 1.10, que é semelhante aos resultados prévios,
porém em codimensões altas.

Demonstração do Teorema 1.10. Dado que ∇⊥η = 0, onde η = H/∥H∥, então s1β ≡ 0, o
que implica que AβX⊤ = 0 para cada β = 2, . . . ,k. Visto que trAβ = 0 e a dimensão de Σ2

é dois, temos que Aβ = 0. Por outro lado, em R2+k o vetor posição é um vetor conforme
com fator de conformidade φ = 1. Em cujo caso, visto que a codimensão é k ≥ 2 e Σ2 é
um self-shrinker, temos que

f = ⟨X,η⟩ = ∥X⊥∥ = 2∥H∥ > 0.

Deste modo, utilizando o Corolário 2.2.1, temos que para ε = −1/2,

Lf =
(1

2 −∥A∥2
)

f. (3.5)

i) Se ∥A∥2 ≤ 1/2, então Lf ≥ 0. Dado que f2 ≤ 4 (veja a limitação (3.4) na prova do
Teorema 1.8), existe d = supΣ2 f. Logo, caso f atinja o máximo, i.e., d = maxΣ2 f,
pelo princípio do máximo de Hopf (Lema 2.0.1, item (i)), tem-se que f é cons-
tante. Mostraremos que f atinge o máximo. Como W ̸= ∅, existe p0 ∈ W, i.e.,
p0 ̸∈ ⋃

p∈Σn TpΣn, o que implica que p − p0 ̸∈ TpΣn para todo p ∈ Σn. Seja {pk}
a sequência de pontos em Σn tais que f(pk) → d quando k → ∞. Para cada pk

consideremos qk a projeção de p0 sobre Tpk
Σn. Visto que

dist(qk,p0) = ∥qk −p0∥ = ∥projN(pk)(pk −p0)∥ = |⟨pk −p0,N(pk)|
= |f(pk)−⟨p0,N(pk)⟩| ≤ |f(pk)|+ |p0|
≤

√
2n+ |p0|,

onde proju v denota a projeção do vetor v sobre o vetor u, temos que {qk} é uma
sequência limitada em ⋃

p∈Σn TpΣn = Rn+1 −W. Alem disso, visto que W é aberto,
temos que Rn+1 −W é fechado. Portanto, usando uma subsequência se necessário,
podemos concluir que qk convege a um ponto q1 ∈ Rn+1 − W. Seja p1 ∈ Σn tal que
q1 ∈ Tp1Σn. O que implica que

f(p1) = lim
k→∞

f(pk) = d,

i.e, d é um máximo para à f.

ii) Se ∥A∥2 ≥ 1/2 então Lf ≤ 0. Visto que f > 0, existe m = infΣ2 f. Logo, caso f
atinja o mínimo, i.e., m = minΣ2 f, usando o princípio do máximo de Hopf, (Lema
2.0.1, item (i)), concluímos que f é constante. Assim, mostraremos que f atinge
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o mínimo. Seja {pk} uma sequência de pontos em Σn tal que f(pk) → m quando
k → ∞. Para cada pk considere qk a projeção de p0 sobre Tpk

Σn. Visto que

dist(qk,0) = |qk| = |projN(pk)(pk)| = |⟨pk,N(pk)⟩| = f(pk)

e f(pk) forma uma sequência limitada (dado que converge), temos que {qk} é uma
sequência limitada em ⋃

p∈Σn TpΣn = Rn+1 − W. Além disso, uma vez que W é
aberto, temos que Rn+1 − W é fechado. Portanto, utilizando uma subsequência
caso necessário, concluímos que {qk} converge a um ponto q1 ∈ Rn+1 − W. Seja
p1 ∈ Σn tal que q1 ∈ Tp1Σn. Isto implica que

f(p1) = lim
k→∞

f(pk) = m,

i.e, m é um mínimo para f.

Portanto, em ambos casos, f é constante, o que implica que ∥A∥ = 0 e Σ é um plano
passando pela origem, ou ∥A∥2 = 1/2. Dado que a segunda forma fundamental α satisfaz

L∥α∥2 = 2∥∇α∥2 +∥α∥2 −2
∑
β ̸=δ

∥[Aβ,Aδ]∥2

−2
∑
β,δ

 2∑
i,j=1

⟨α(ei, ej),ηβ⟩⟨α(ei, ej),ηδ⟩

2

= 2∥∇α∥2 +∥α∥2 −2
∑
β ̸=δ

∥Aβ ◦Aδ −Aδ ◦Aβ∥2

−2
∑
β,δ

 2∑
i,j=1

⟨Aβ(ei), ej⟩⟨Aδ(ei), ej⟩

2

= 2∥∇α∥2 +∥α∥2 −2
∑
β ̸=δ

∥Aβ ◦Aδ −Aδ ◦Aβ∥2

−2
∑
β,δ

(tr(Aβ ◦Aδ))2

(ver [15], p.5069, Eq. (2.5)) e Aβ = 0, β = 2, . . . ,k, temos que ∥α∥ = ∥A∥ e

L∥A∥2 = 2∥∇A∥2 +∥A∥2 −2∥A∥4.

Consequentemente ∥A∥2 = 1/2 implica que ∥∇A∥2 = 0. Portanto, Σ2 é isoparamétrica e,
assim, Σ2 = S1(

√
2)×R ou Σ2 = S2(2).

3.2. Self-expanders completos cujos planos tangen-
tes omitem um conjunto não vazio.

Apresentamos, nesta seção, a demonstração do Teorema 1.11, que diz respeito a não
existência de self-expanders completos, não compactos e que, entre outros fatos, possui
W aberto e não vazio.
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Demonstração Teorema 1.11. Se k ≥ 2, H/∥H∥ paralelo e Σn um self-expander, temos
que f = 2∥H∥ > 0.

Se k = 1, visto que 0 ∈ W, temos que 0 ̸∈ ⋃
p∈Σn TpΣn donde obtemos que p ̸∈ TpΣn

(visto como um vetor centrado na origem) para todo p ∈ Σn. Tendo como resultado que
f(p) = ⟨p,N⟩ ̸= 0 para cada p ∈ Σn, onde N denota o vetor normal unitário de Σn em
Rn+1. Admitamos, sem perda de generalidade, que f > 0. Em ambos os casos, é satisfeita,
conforme o Corolário 2.2.1, a expressão

Lf +
(

∥A∥2 + 1
2

)
f = 0.

Assim Lf ≤ 0. Visto que f é limitada por baixo, existe m = infΣn f. Assim, se f atinge
um mínimo, i.e., m = minΣn f, então pelo princípio do máximo de Hopf (Lema 2.0.1, item
(i)), concluímos que f é constante. Assim, mostraremos que f atinge o mínimo. Seja
{pk} uma sequência de pontos em Σn tal que f(pk) → m quando k → ∞. Para cada pk

considere qk a projeção de p0 sobre Tpk
Σn. Visto que

dist(qk,0) = |qk| = |projN(pk)(pk)| = |⟨pk,N(pk)⟩| = f(pk)

e f(pk) forma uma sequência limitada (dado que converge), temos que {qk} é uma sequên-
cia limitada em ⋃

p∈Σn TpΣn = Rn+1 − W. Além disso, uma vez que W é aberto, temos
que Rn+1 − W é fechado. Portanto, utilizando uma subsequência caso necessário, con-
cluímos que {qk} converge a um ponto q1 ∈ Rn+1 − W. Seja p1 ∈ Σn tal que q1 ∈ Tp1Σn.
Isto implica que

f(p1) = lim
k→∞

f(pk) = m,

i.e, m é um mínimo para f. Logo, f = m é constante, o que implica que(
∥A∥2 + 1

2

)
f = 0,

porém, isto não é possível, visto que f > 0.

3.3. Superfícies não próprias cujos planos tangentes
omitem um conjunto não vazio.

Neste capitulo, será mostrado diretamente, com dois exemplos, que a condição W ̸= ∅
não implica necessariamente que a imersão seja própria ou que esta apresenta crescimento
polinomial do volume. Ou seja, a condição W ̸= ∅ determina uma classe de subvariedade,
distinta da classe das subvariedades próprias e distinta também da classe das subvarie-
dades com crescimento polinomial do volume.

Seja Σ2 = Γ×R ⊂ R3 o cilindro sobre a curva Γ parametrizada por

Γ(t) = (1+ b(t))(cos t,sen t) . (3.6)
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Onde b(t) é definida mediante

b(t) = m

π

(
π

2 −arctg(at)
)

, m > 0, 0 < a ≤ 1. (3.7)

Assim definida, a função b(t) satisfaz as seguintes propriedades

i) lim
t→∞

b(t) = 0;

ii) lim
t→−∞

b(t) = m;

iii) b′(t) < 0;

iv) b(t) ≥ |b′(t)| ;

v) |b′(t)| < 1.

Observemos que a curva Γ é uma espiral assintótica ao círculo unitário, segundo a
propriedade i) de b(t), ao redor do qual dá uma quantidade infinita de voltas. Se m < ∞,
então Γ é também assintótica à circunferência centrada na origem e de raio 1 + m, con-
forme à propriedade ii) de b(t), ao redor da qual dá também uma quantidade infinita
de voltas, ver a Figura 3.2. Assim Σ2 = Γ ×R é assintótica ao cilindro S×R e também
assintótica ao cilindro S(1+m)×R, caso m < ∞, dando, portanto, uma quantidade infi-
nita de voltas dentro de qualquer conjunto compacto que contenha um slice do cilindro
S2(1+ ε)×R, ε > 0. Consequentemente, a imersão não é própria.

Figura 3.2: Curva Γ(t) =
(
1+ m

π

(
π
2 −arctg(at)

))
(cos t,sen t) , m > 0, 0 < a ≤ 1.

Dado que os planos tangentes ao cilindro Σ2 = Γ×R são todos planos verticais sobre
retas tangentes a curva Γ, se mostrarmos que todo ponto de cada reta tangente de Γ tem
distância à origem maior ou igual do que um, teremos que W = D2 ×R, onde D2 é o disco
unitário. A reta tangente à curva Γ no instante t é determinada mediante

Rt(s) = Γ(t)+ sΓ′(t),
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donde
|Rt(s)|2 = |Γ(t)|2 +2s⟨Γ(t),Γ′(t)⟩+ s2

∣∣∣Γ′(t)
∣∣∣2 .

Visto que
Γ′(t) = b′(t)(cos t,sen t)+(1+ b(t))(−sen t,cos t) ,

obtemos

|Rt(s)|2 = (1+ b(t))2 +2s(1+ b(t))b′(t)+ s2 (1+ b(t))2 + s2b′(t)2

=
[
1+ b(t)+ sb′(t)

]2
+ s2 (1+ b(t))2 .

A propriedade iii) de b(t) garante que −|b′(t)| = b′(t). Definindo c(t) := 1 + b(t) − |b′(t)|
temos

|Rt(s)|2 =
[
1+ b(t)− s

∣∣∣b′(t)
∣∣∣]2 + s2 (1+ b(t))2

=
[
c(t)+(1− s)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣]2 + s2 (1+ b(t))2

= (c(t))2 +2c(t)(1− s)
∣∣∣b′(t)

∣∣∣+(1− s)2
∣∣∣b′(t)

∣∣∣2 + s2 (1+ b(t))2

= (c(t))2 +2c(t)(1− s)
∣∣∣b′(t)

∣∣∣+(1− s)2
∣∣∣b′(t)

∣∣∣2 + s2 +2s2b(t)+ s2(b(t))2

= (c(t))2 + s2 +2
[
(1− s)c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣+ s2b(t)

]
+(1− s)2

∣∣∣b′(t)
∣∣∣2 + s2(b(t))2,

isto é,

|Rt(s)|2 = (c(t))2 + s2 +2
[
(1− s)c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣+ s2b(t)

]
+(1− s)2

∣∣∣b′(t)
∣∣∣2 + s2(b(t))2,

usando agora a propriedade iv) de b(t), temos

|Rt(s)|2 ≥ (c(t))2 + s2 +2
[
(1− s)c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣+ s2b(t)

]
+
[
(1− s)2 + s2

] ∣∣∣b′(t)
∣∣∣2

> (c(t))2 + s2 +2
[
(1− s)c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣+ s2b(t)

]
.
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Consideramos as igualdades

(1− s)c(t)
∣∣∣b′(t)

∣∣∣+ s2b(t) = (1− s)c(t)
∣∣∣b′(t)

∣∣∣+ s2c(t)
∣∣∣b′(t)

∣∣∣− s2c(t)
∣∣∣b′(t)

∣∣∣+ s2b(t)

=
(
1− s+ s2

)
c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣− s2c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣+ s2b(t)

=
(
1− s+ s2

)
c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣+ s2

(
b(t)− c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣)

=
(
1− s+ s2

)
c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣+ s2 (b(t)− c(t)(1+ b(t)− c(t)))

=
(
1− s+ s2

)
c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣+ s2 (b(t)− c(t)− c(t)(b(t)− c(t)))

=
(

3
4 +

(
s− 1

2

)2)
c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣+ s2 (c(t)−1)(c(t)− b(t)) ,

assim, usando a expressão c(t) = 1+ b(t)−|b′(t)| , temos

(1− s)c(t)
∣∣∣b′(t)

∣∣∣+ s2b(t) =
(

3
4 +

(
s− 1

2

)2)
c(t)

∣∣∣b′(t)
∣∣∣+ s2

(
b(t)−

∣∣∣b′(t)
∣∣∣)(1−

∣∣∣b′(t)
∣∣∣) ,

logo, pelas das propriedades iv) e v) de b(t), concluímos que

(1− s)c(t)
∣∣∣b′(t)

∣∣∣+ s2b(t) ≥ 0.

Portanto
|Rt(s)|2 > (c(t))2 + s2 ≥ 1.

O anterior implica, como discutido, que W = D2 ×R.

A curvatura k(t) de Γ é

k(t) = (1+ b(t))2 +2(b′(t))2 − (1+ b(t))b′′(t)[
(1+ b(t))2 +(b′(t))2]3/2 .

Também, se m < ∞, utilizando as propriedades i) e ii) de b(t), assim como a monotoni-
cidade desta, temos que

lim
t→±∞

b′(t) = lim
t→±∞

b′′(t) = 0.

Consequentemente,
lim

t→∞
k(t) = 1 lim

t→−∞
k(t) = 1

1+m
.

Portanto, a curvatura média de Σ2 = Γ×R é limitada. Visto que, no cilindro, a normal é
perpendicular ao eixo z e Γ está contida no anel delimitado pelas circunferências centradas
na origem e com raios 1 e 1+m, temos que ⟨X,N⟩ é limitada. Isto implica que a curvatura
média com peso

Hf = H + 1
2⟨X,N⟩,
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do espaço Gaussiano com peso f = |X|2
4 , é também limitada. Usando o Teorema 1.4, p. 6

de [12], concluímos que Σ2 não tem crescimento polinomial do volume. Assim, foi obtida
uma classe de superfícies não próprias, com crescimento do volume não polinomial e cujo
conjunto W associado é não vazio.

Observação 3.3.1. A superfície desse primer exemplo, na verdade, faz parte de uma
familia maior Σ2 = Γ×R ⊂ R3, o cilindro sobre a curva Γ parametrizada por

Γ(t) = (d+ b(t))(cos t,sen t) , d > 0,

onde, b(t) é uma função que satisfaz

i) lim
t→∞

b(t) = 0;

ii) lim
t→−∞

b(t) = m, m ∈ (0,∞];

iii) b′(t) < 0;

iv) b(t) ≥ |b′(t)| ;

v) |b′(t)| < 1.

De fato, essa familia determina uma classe de exemplos de imersões não próprias, com
crescimento do volume não polinomial e cujo conjunto W é nã vazio. Além disso, notemos
que usando as propriedades i) e ii) de b(t), assim como a monotonicidade desta, temos
que

lim
t→±∞

b′(t) = lim
t→±∞

b′′(t) = 0.

Consequentemente, a curvatura k(t) de Γ(t), determinada por

k(t) = 2(b′(t))2 − b′′(t)(d+ b(t))+(d+ b(t))2(
(b′(t))2 +(d+ b(t))2) 3

2

satisfaz
lim

t→∞
k(t) = 1

d
lim

t→−∞
k(t) = 1

d+m
,

isto é,
1

d+m
< k(t) <

1
d

.

Portanto, o quadrado da norma do operador de forma, ∥A∥2, de Σ2, poderá satisfazer a
limitação do Teorema 1.8 ou do Teorema 1.9, dependendo da escolha dos valores para
d > 0 e m > 0.

Finalizamos, analisando um exemplo mais simples, comparado com o anterior, e que
em contraste possui função ⟨X,N⟩ não limitada. Considerando agora b(t) = e−t na ex-
pressão 3.6, tomamos, como antes, Σ2 = Γ×R, o cilindro sobre a curva

Γ(t) =
(
1+ e−t

)
(cos t,sen t) ,
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ver figura 3.3. Neste caso, a norma ao quadrado da reta tangente à curva Γ no instante
t, satisfaz

|Rt(s)|2 =
(
1+(1− s)e−t

)2
+
(
1+ e−t

)2
s2

= 1+ s2 +2
(
1− s+ s2

)
e−t +

[
(1− s)2 + s2

]
e−2t

= 1+ s2 +2
[

3
4 +

(
s− 1

2

)2]
e−t +

[
(1− s)2 + s2

]
e−2t

> 1+ s2 ≥ 1.

O que implica, como na discussão do exemplo anterior, que W = D2 ×R, por outro lado,
visto que limt→∞ e−t = 0, temos que Γ(t) =

(
1+ e−t

)
(cos t,sen t) é uma espiral assintótica

ao círculo unitário. O que implica que Σ2 = Γ×R é assintótico ao cilindro S×R, assim,
dando uma quantidade infinita de voltas dentro de qualquer conjunto compacto que
contenha um slice do cilindro S2(1 + ε) ×R, ε > 0. Consequentemente, a imersão não é
própria.

Figura 3.3: Curva Γ(t) =
(
1+ e−t

)
(cos t,sen t)
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