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RESUMO

Na primeira parte desta tese, estudaremos as solu¢des da equagdo S, = —(x, V), ou seja,
o self-shrinker do ponto de vista da teoria de subvariedades e para tal faremos uso de principios
do méximo, a saber o principio do maximo de Hopf e do principio do Maximo de Omori-Yau,
para obter resultados de rigidez, classificando as solu¢des da equacdo acima citada. Na segunda
parte, provaremos um resultado de controle de volume ponderado e faremos uma aplicacdo para
o caso r = 2. Ja na terceira parte faremos a classificagdo tomando como base uma condi¢do do
tipo topoldgica; por fim, na quarta e ultima parte apresentaremos resultados de ndo existéncia
em produtos warped.

Palavras-chave: Self-Shrinkers, Principios do Médximo, Resultados de Controle de Volume, Nao
Existéncia.



ABSTRACT

In the first part of this thesis we will study the solutions of the equation S, = —(z, N),
that is, the self-shrinkers from the point of view of the theory of submanifolds and for this
we will make use of principles of some maximum, namely the Hopf maximum principle and
the Omori-Yau maximum principle to obtain rigidity results, classifying the solutions of the
aforementioned equation. In the second part we will prove a weighted volume control and obtain
an application for the case r = 2, in the third part we will do the classification based on a
topological condition, and in the fourth last part we will present non-existence results on warped
products.

Keywords: Self-Shrinkers, Maximum Principles, Volume Control Results, Nonexistence.
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1 INTRODUCAO

Durante as tltimas décadas, fluxos geométricos tém sido um objeto de bastante interesse

dos matematicos e fisicos. Dentre os diversos tipos de fluxos podemos destacar o fluxo de Ricci,

t
a%—i) = —2Ricyq), te€ (0,7)
9(0) = g0

introduzido por Richard S. Hamilton em (HAMILTON, 1982) para demonstrar que:
Teorema 1.1. Seja M? uma variedade Riemanniana compacta que admite uma métrica com

curvatura de Ricci estritamente positiva. Entdo M? admite uma métrica de curvatura constante

positiva.

Em (HUISKEN, 1984) Gerhard Huisken, motivado pelas técnicas dos trabalhos de

Hamilton, estudou o fluxo

% = A F(z,t) = —(t)H(z,t), €U
F([IZ’,O) :Fo 7

em que A F(xz,t), v(z,t), H(x,t) sdo o laplaciano, vetor normal e a curvatura médida da

variagdo correspondente F'(z,t) e provou

Teorema 1.2. Seja n > 2 e assuma que My C R" ™! é uniformemente convexa. Entdo, o fluxo

% = A F(z,t), z€U
F(z,0) = F, ’

tem uma solugdo suave num tempo finito 0 < t < T' e M, converge para um ponto py quando

t — T'. O fluxo normalizado

OF (z,1 S
% :~A5F(l’,t) + ﬁhtF(ZE,t% relU :
F(JZ,O) = F[)

com F(x,t) = Y(t)F(z,1) (¢(t) é uma fungdo escolhidada adequadamente) tem solugdo M
para todo 0 < t < co. A hipersuperficie ]V[g € uma expansdo homotética de M, e, se escolhermos
o ponto incial py como a origem do R"!, entdo Mg converge para uma esfera com drea | M|

na topologia C*> quando t — co.

Percebendo como a curvatura do ambiente influenciaria nas equacdes do fluxo em (HUIS-

KEN, 1986), Huisken conseguiu estender o resultado acima para subvariedades de uma variedade
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Riemanniana. Como consequéncia dos resultados discutidos, em (HUISKEN G; POLDEN, 1999),
os autores consideraram a evolucdo do fluxo na dire¢dao normal, dependendo de uma fungao
f(A1, ..., An) com Aq, ..., \,, sendo os autovalores da operador de Weingartein, denominados

curvaturas principais da variedade ). Fluxos com essa caracteristica, isto &,

% — fO. A)N(2 ), z€U
F(z,0) = F,

tém uma classe especial de solucdes, que sao as solucdes homotéticas, isto €, solugdes que sao
equivalentes ao dado inicial, a ndo ser por uma dilatacdo ou contracdo. Essa familia de solucdes

pode ser caraterizada pela seguinte equagao:
Sr(A1.. s ) = ¢z, N), (1)

onde S,(A;...,\,) denota o r—polindmio simétrico, também denominado apenas de S,-
curvatura e N € o vetor normal da imersio, ou seja, do dado inicial x, uma vez que se, ¢ < 0 para
cada r existe uma esfera com raio adequado que resolve (1), para c = —1 surge uma pergunta

natural:
As unicas solugdes fechadas de S, = c¢(x, N) sdo as esferas S"(Ry)?

Para r = 1, sob a hipdtese de x ser convexa em média, em (HUISKEN, 1990) , Huisken
provou que, de fato, apenas a esfera € a solucdo desta equagdo. Para r = 2 e x uma superficie, ou
seja, quando o fluxo evolui pela curvatura gaussiana, sob a hipotése de x ser estritamente convexa,
em (ANDREWS, 1999), Andrens também encontrou a esfera como unica solucdo da equagao
(1). Ap6s mais de uma década em (BRENDLE, 2016) temos um importante trabalho no qual
Bandle também encontrou a esfera como solu¢do da equagao (1). Motivado por (ANDREWS,

1999), em conjunto com suas generalizagdes (CHOI; DASKALOPOULOS, 2016) resolveram o

caso
S, 7? = - <$ > N >

com o > n+r2, encontrando a esfera como solu¢do e, além disso, mostraram que, quando

a = n+r2, a solugdo do fluxo converge para o elipsoide e este dltimo foi generalizado em (GAO

et al., 2018). Dizemos que uma hipersuperficie z : ¥ — R"*! é um self-shrinker quando
H=—(z,N)

Pensando no caso completo ndo compacto, em (LE; SESUM, 2011), Le e Sesum apresentaram:
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Teorema 1.3. Seja M™ um self-shrinker n—dimensional completo, mergulhado, sem fronteira e

com crescimento de volume polinomial em R"*1. Se |A|* < 1, entdo M" é um hiperplano.

Inspirados neste resultado, em (CAQO; LI, 2013), os autores conseguiram a seguinte

classficagdo:

Teorema 1.4. Se x : M" — R"*?  (p > 1) é um n-dimensional self-shrinker completo sem

fronteira, com crescimento de volume polinomial e satisfazendo,

AP <1,
entdo M" é
i. uma esfera S™(\/n).
ii. um cilindro S™(\/m) xR"™™ 1 <m<n-—1
iii. um hiperplano passando pela origem.
E, como consequéncia direta, temos o seguinte:

Corolario 1.1. Se z : M" — R""P(p > 1) é um n-dimensional self-shrinker completo sem

fronteira, com crescimento de volume polinomial e satisfazendo,

|A]? < 1,
entdo M é um hiperplano em R" !,

E aqui € interessante salientar que os resultados provados por (CAO; LI, 2013) nos
garantem que existe um certo tipo de gap relacionado a norma da segunda forma fundamental,
ou seja, nas condigdes dadas ou |A]? = 0 ou |A]* = 1.

Ainda nesse mesmo artigo, os autores perguntam se € possivel obter a mesma classificacao
sem a hip6tese de crescimento de volume polinomial. Para contornar esse problema, (CHENG;

PENG, 2015) utilizam o principio do maximo de Omori-Yau generalizado aplicado ao operador

L(f)=Af— (", V),

e, assim, provaram que

Teorema 1.5. Se z : M" — R"*?(p > 1) é um n-dimensional self-shrinker completa e sem

fronteira em R" P, entdo ocorre uma das situagoes:
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i. sup|A]2 >1
ii. |A]*>=0e M ¢éum hiperplano em R"!

Corolario 1.2. Se x : M"™ — R é um self-shrinker completa sem fronteira, satisfazendo

AP <1,
entdo M é um hiperplano em R" 1,

Teorema 1.6. Seja x : M"™ — R""! uma self-shrinker completa e sem fronteira. Se inf H? > ()

e |A|? é limitada, entdo inf |A]* < 1.

Corolario 1.3. Seja x : M™ — R™™! uma self-shrinker completa e sem fronteira. Se inf H* > (
e |AJ? é constante, entdo |A]*> = 1 e M™ é uma esfera S™(\/n) ou o cilindro S*(/n) x R,

coml <k<n-1.

E, novamente, assim como em (CAQO; LI, 2013), Cheng e Peng encontraram um gap
envolvendo a segunda forma fundamental, isto €, nas condi¢des dadas ou |A| = 0 ou |A| > 1.
Na primeira parte desta tese, vamos estudar a equacao (1) a luz das ideias apresentadas

por (CHENG:; PENG, 2015), ou seja, por meio de principios de maximo aplicados ao operador

Ly (f)(p) = tr [(P Hess f) (p)]

Nos motivamos em usar este operador porque esse operador é uma generalizacao natural do
operador laplaciano, como podemos ver para r = 0. Além disso, sob certas condi¢des, tais
operadores apresentam a propriedade de elipticidade. Desse modo, assim como em (CHENG;
PENG, 2015), vamos classificar os self-shrinkers completos sem a hipétese de crescimento
de volume e encontraremos um novo tipo de gap, que € a generalizacdo natural para os gaps

discutidos anteriormente. Diremos que z : X"* — R"" ¢ um self-shrinker do fluxos da

S,-curvatura quando

Sr - —(ZL‘, N>
Diremos que z : ¥" — R"! ¢ fracamente convexa quando
(Av,v) >0,

para vetor v onde A é o operador de Weingartein de Y. Nessa dire¢ao, nossos resultados para a

classificacdo das esferas sao:
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Teorema 1.7 (BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : X" — R"*! um self-shrinker do fluxo da

S,-curvatura, fechado e fracamente convexo. Se
tr(AQP,,,l) < r,

: L n!
entdo Y. € isométrico a esferaS" | " —— | .
rl(n —r)!

Denotando £1(¥) como o espago das fungdes integrdveis a Lebesgue em X, obtemos:
Teorema 1.8 (BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : ¥ — R"*! self-shrinker do fluxo da

S,-curvatura. Suponha que |P,, 1| é limitado e que existe um ponto eliptico em X.. Se H,, 1 é

|
constante param > 1 e |x|" € LY(X), entdo X é isométrica a esfera S™ ( s —‘( ),>
rl(n —r)!

Extendendo um resultado obtido por (VASQUEZ, 2015), em (COSTA-FILHO, 2020), o

autor prova que:

Teorema 1.9. Seja X" um self-shrinker do fluxo da S-curvatura imerso e fechado em R"*.

Se
n+ 2 2
1= ( An? >|$|2Jr (ﬁ) St — AP >0,

5 =§" (Vi).

entdo

Nessa direcdo, obtemos a seguinte generalizagdo:

Teorema 1.10. Seja X" um self-shrinker do fluxo da S,-curvatura imerso e fechado em R"**.

Se
— 1 1 1
(&) 5 .- (m) e (i) S2—|AP,_,2 >0,
n n

n
n!
_ n r+1
2= ( r!(n—r)!>‘

Considerando \ = i [, Ric(z ",z )dv,, temos

entdo

Teorema 1.11 (BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : ¥ — R"*! self-shrinker do fluxo da
So-curvatura e fechado. Se
S n(n —21 + )

-1
ndo muda de sinal em ¥, entdo A = 0 e X é isométrica a esfera S™ ( Y %) .
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Para o préximo resultado, lembremos que uma variedade 3. € dita parabdlica se toda

fun¢@o subharmonica e limitada inferiormente em X for constante.

Teorema 1.12 (BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : ¥ — R™™ um self-shrinker do fluxo

(n—1)
2

(ol 1)
s( 2 )

Teorema 1.13. Seja x : ¥ — R um self-shrinker do fluxo da S,-curvatura completo,

g >\/(n—7"+1)s7«1

r

da Sy-curvatura e parabdlico. Se S, é positiva e S5 — H ¢é ndo negativo em ¥, entdo 3. é

isométrico a esfera

limitada com S,_1 > 0

Se existe xy € R tal que

~ n [ r+1/f n!
entdo > =S (7L m)

Do teorema (1.7) sugem duas pergunas naturais:

Ty = sup ‘-’E’,
by

O que acontece se tr(A*P,_1) < r e 3 ndo é fechada?
O que acontece se tr(A2P,_1) < r e Y ndo é fechada?

De forma andloga a (CHENG; PENG, 2015) e, consequentemente, a (CAQO; LI, 2013),

completamos a classificagdo encontrando o cilindro e o plano:

Teorema 1.14 (BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : ¥ — R"! um self-shrinker do fluxo
da S,-curvatura completo ndo compacto e fracamente convexo. Suponha que S, é limitada e

|V S,| é integrdvel. Se

tI‘(AQPT,1> < T,

entdo > € isométrico a

para todo niimero inteiro k tal que r < k < n.
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Teorema 1.15 (BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : ¥ — R"*! um self-shrinker do fluxo
da S,.-curvatura completa ndo compact0 e fracamente convexo. Suponha que S, é limitada. Se

suptr(A2P,_,) < r, entdo X é isométrico ao R™.

Em (CHENG; ZHOU, 2013), os autores provam um teorema de controle do volume para
uma variedade completa ndo compacta e, em seguida, aplicam tal resultado para os self-shrinkers

do fluxo da Ss-curvatura. Sdo eles:

Teorema 1.16. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa ndo compacta. Se f €

C>(M) é propria satisfazendo |V f|* < fem D, = {z € M : 2/ <r}e
Af =V +f<k
para alguma constante k, entdo M tem volume com peso finito, isto é,

Vi(M) = / e Tdv < 400
M

V(r) < Cr*
parar > 1, onde C é uma constante dependendo apenas de |, Y e~ dv.

Teorema 1.17. Seja (M, g) um self-shrinker completo ndo compacto propriamente imerso em
R"™P com uma constante ndo negativa 3 < inf Hz. Entdo, existe uma constante positiva C tal
que parar > 1

Vol(B,(0) N M)) < Cr™2°,

Nessa direcdo, na segunda parte desta tese, nossos resultados sao:

Teorema 1.18. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e ndo-compacta. Sejam
f € C(M) prépria, uy o primeiro autovalor do endomorfismo simétrico livre de divergéncia

P._1e L, 1(g) = tr(P, Hess(g)) seu operador associado. Se |V f|* < f, u1 > 0 € limitado e

Looalf) = VP + f <k

em D, = {:1: €EM:2/f< a} para alguma constante k, entdo

/ e dv < +o0
M

/ pdv < Cao**
M

onde C' é uma constante que depende apenas de | A M e Idv.
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De forma andloga, temos a seguinte aplicagao:

Teorema 1.19. Seja (M, g) um self-shrinker do fluxo Ss-curvatura completo ndo compacto
propriamente imerso em R™™ com uma constante ndo negativa 3 < inf S3. Se i1 e S1 < Cpy

para alguma constante C, entdo

/ Sidv < Cyn1728
B-(0)nM

Na terceira parte, apresentaremos um resultado baseado em (ALENCAR et al., 2023) sob
a condi¢ao

w=R""\ 1,3,
peEY

ser diferente de vazio os autores conseguiram obter o mesmo tipo de classificacdo, isto &,

encontraram a esfera, o cilindro e o plano:

Teorema 1.20. Seja X" um self-shrinker n—dimensional completo, em R"*1. Se W é aberto,

ndo vazio, e a norma da segunda forma fundamental ao quadrado | A|? satisfaz

entio ¥" = SF(VE) x R"* com 0 < k < n.

Teorema 1.21. Seja X" um self-shrinker n—dimensional completo, em R™" ! tal que H > 0. Se

W é aberto, ndo vazio, e a norma da segunda forma fundamental ao quadrado | A|? satisfaz

A* >

N | —

entdo X" = Sk(\/E) x R"k com1 <k <n.
Com base nestes resultados, obtemos:

Teorema 1.22. Seja v : ¥ — R"! um self-shrinker do fluxo da S,-curvatura, com S,_;

positiva e H limitada. Se

w=R""\ T,

peEX

¢ aberto, ndo-vazio e tr(AQPT_l) < r, entdo X é isométrica a

Sk’ <r+
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Na quarta e dltima parte desta tese, inspirados em (BATISTA et al., 2023), apresentaremos

resultados de ndo existéncia em produtos warped.

Teorema 1.23. Seja M =1 x ¢ M™ um produto warped cuja curvatura seccional da fibra
satisfaz

Ky > —sup(f? — ff").

Ndo existe um self-shrinker do fluxo da Sy-curvatura p : % — M com respeito a K =
f(t)0; onde ¢ # 0 tal que Sy seja limitada, Sy > 0, contida em um slab [t;,t5] x M™ com

H'(h) > 0 com (.(t) tendo um sinal estrito em [t1, t5].

Teorema 1.24. Seja M= Ix ¢ M™ um produto warped cuja curvatura seccional da fibra
satisfaz

K > —sup(ff" — f?).

Nao existe um self-shrinker do fluxo da Ss-curvatura ¢ : % — M com respeito a K =
f(t)0; onde ¢ # 0 tal que Sy seja limitada, Sy > 0, contida em um slab [t,,t5] x M™ com

H'(h) > 0 com (.(t) tendo um sinal estrito em [t1, t5].
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2 CONCEITOS PRELIMINARES
2.1 VARIEDADES

Definicao 2.1. Um variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M"™ munido de uma
familia de aplicagoes injetivas x,, : U, C R™ — M de abertos U, de R" em M que satisfazem
as seguintes propriedades:

iU, %o (Us) = M;

ii. Para todo par o, 8 tal que x,, (Uy) Nx5 (Ug) = W # 0, os conjuntos x;* (W) e Xgl(W) sdo

abertos em R™ e as aplicagdes xgl (W) o x4(W) sdo diferencidveis;
iii. A familia {(U,,Xx4)} é mdxima relativa as condigcdes (i) e (ii).

2

Definiciao 2.2. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicagdo ¢ : M™ — N™ é
diferencidvel em p € M™ se dada uma parametrizacdoy : V. C R™ — N em ¢(p), existe uma

parametrizagdo x : U C R™ — M em p tal que p(x(U)) C y(V') e a aplicagdo
y ltopox:UCR"—R™

é diferencidvel em x1(p). A aplicagdo o é diferencidvel em um aberto de M, se é diferencidvel

em todos os pontos deste aberto.

Definicdo 2.3. Seja M"™ uma variedade diferencidvel. Uma aplicag¢do o : (—e, ) — M" é
denominada uma curva (diferencidvel) em M". Sejam «(0) = p € M" e D(M") o conjunto
das fungoes diferencidveis definidas em M". O vetor tangente a curva c emt = (0 é a fungdo
a’(0) : D — R dada por

d(foa)

o'(0)f = — , [ €D.
=0

Um vetor tangente em p é o vetor em t = 0 de alguma curva o : (—e€, €) — M com «(0) = p.
O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M. O conjunto TM =
{(p,v);p € M e v € T,,M} é uma variedade diferencidvel de dimensdo 2n, denominado fibrado

tangente.

Proposicao 2.1. Sejam M", N™ variedades diferencidveis e ¢ : M" — N™ uma aplicagdo
diferencidvel. Dados p € M e v € T,,M, escolha uma curva diferencidvel o : (—e,e) — M"
com a(0) = pe ' (0) = vesea B = ¢oa. A aplicagdo dp, : TyM — T, N dada por

dy,(v) = B'(0) é uma aplicagdo linear que ndo depende da escolha de o.

A aplicagdo linear d¢, dada na proposi¢ao anterior € denominada diferencial de ¢ em p.
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Definicao 2.4. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel ¢ :
M — N é uma imersdo se dp, : T,M — T, N € injetiva para todo p € M. Se, além disso, ¢
é um homeomorfismo sobre o(M) C N, onde o(M) tem a topologia induzida por N, dizemos
que p é um mergulho. Se M C N e a inclusdo i : M — N é um mergulho, dizemos que M é

uma subvariedade de N.

Definicao 2.5. Dizemos que uma variedade diferencidvel M é orientdvel se admite uma estrutura
diferencidvel {(U,,X,)} tal que, para todo par o, 5 com X, (U,) Nx5 (Ug) = W # 0, a matriz

da diferencial da mudanga de coordenadas x,"

o xg tem determinante positivo. Caso contrdrio,
dizemos que M é ndo-orientdvel. Se M ¢é orientdvel, a escolha da parametrizacdo que satisfaca

essa defini¢do é denominada orientacdo de M e, neste caso, dizemos que M é orientada

Definicao 2.6. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma correspon-

déncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M.

Dada uma funcéo f € D(M), podemos pensar em campos de vetores como uma apli-
cagdo X : D(M) — D(N) do conjunto D(M) das fungdes diferencidveis em M no conjunto

D(N) das fungdes em N, definida do seguinte modo

KO0 = Y a5 )

i
onde f indica a expressdo de f na parametrizacdo x. Nesse contexto, dizemos que X ¢é diferen-
cidvel se, e somente se, X f € D(N) paratodo f € D(M).

A interpretacdo de X como um operador em D(M ) permite considerarmos os iterados
de X, porém, na maioria das vezes, XY e Y X de campos de vetores X e Y em M ndo sdo

campos de vetores. Entretanto, podemos afirmar o seguinte resultado:

Lema 2.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferencidvel M.

Entdo, existe um tinico campo de vetores Z tal que
Zf=(XY =-YX)f,VfeDM).

O campo de vetores Z = XY — Y X é denominado colchete de X e Y, o qual serd denotado
por [X,Y].

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis em M.
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2.2 METRICAS

Definicao 2.7. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade
diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno
(,)p (isto é, uma forma bilinear simétrica e positiva definida) no espago tangente T,M, que
varia diferenciavelmente no seguinte sentido: se x : U C R™ — M ¢é um sistema de coordenadas
locais em torno de p,com x (x1,22,...,x,) =q € x(U) e a%i(q) =dx(0,...,1,...,0), entdo
<8%Z_(q), %(q)>q = gij (1, ..., xy,) é uma fungdo diferencidvel em U. As fungdes g;; = g;; sdo
chamadas expressdo da métrica Riemanniana (ou os g;; da métrica) no sitema de coordenadas

x:UCR"—= M.
A defini¢do de métrica Riemanniana ndo depende da escolha do sistema de coordenadas.

Definicao 2.8. Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana é denominada

uma variedade Riemanniana.

Definicao 2.9. Consideremos M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N

(isto é, [ € uma bijecdo diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma isometria se
(u,v), = (dfp(u), dfp(v))f(p) ,Vp € M,Yu,v € T,M 2)

Definicao 2.10. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicacdo diferencidvel f :
M — N é uma isometria local em p € M, se existe uma vizinhanca U C M de p tal que
f U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo 2. Dizemos que a variedade Riemanniana M é
localmente isométrica a variedade N se para todo p em M existem uma vizinhan¢a U de p em

M e uma isometria local f : U — f(U) C N.

Exemplo 2.1. (Variedades Imersas) Seja f : M" — N""* uma imersdo. Se N possui
uma estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M dada por (u,v), =
(dfp(u), dfp(v)) ;) - u, v € T,M. Amétrica de M é chamada a métrica induzida por [ e dizemos

que f é uma imersdo isométrica.

2.3 CONEXAO

Definicao 2.11. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicagdo
Vi X(M)xX(M)— X(M)
(X,)Y) — VxY

que satisfaz as seguintes propriedades:



23

(a) VixigvZ = fVxZ +gVyZ
(b) Vx(Y+7Z)=VxY +VxZ

(c) Vx(fY)=fVxY + X(f)Y onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 2.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo, existe
uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva diferencidvel

c: I — M um outro campo vetorial %

ao longo de c, denominado derivada covariante de V

ao longo de c, tal que

(@) Z(V+W) =G+ 5

(b) 2(fv)=2Lv + fLV,

(c¢) SeV é um campo vetorial induzido de Y € X(M), isto é, V (t) = Y (c(t)), entdo

o VED

onde V, W sdo campos vetoriais ao longo de c e f : I — R é uma fungdo diferencidvel.

Definicao 2.12. Sejam M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim e {,) uma
métrica Riemanniana. A conexdo V é dita compativel com a métrica (,) quando para toda curva
diferencidvel c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P' ao longo de c, tivermos

(P, P') = k, onde k é uma constante.

Proposicao 2.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M é compativel
com a métrica se, e somente se, para todo par V. W de campos de vetores ao longo da curva

diferencidvel c : I — M, tem-se

d DV DW
Swowy={Zwh+{v,=) et
sy = (BLwy+ (v e

Corolario 2.1. Uma conexdo NV em uma variedade Riemanniana M é compativel com a métrica

se, e somente se,
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ),X,Y,Z € X(M)

Definicao 2.13. Uma conexdo afim NV em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica quando
VxY = VyX =[X,Y] paratodo X,Y € X(M)

Teorema 2.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica conexdo

afim V em M simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.
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2.4 CURVATURAS

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Definimos a curvatura R de M como o tensor

que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagdo R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por
R(X, Y)Z =VxVyZ -VyvVx2 — V[X’Y}Z, Z € }:(M),

onde V € a conexdo Riemanniana de M.
Sejam V' € T),M um subespago bi-dimensional do espaco tangente 7, M e { X, Y } uma
base de 7,,V'. Definimos a curvatura seccional de V' em p como o nimero real

(R(X, Y)Y, X)

K(X.Y) = IXAY[

onde | X AY|" = |X]*|Y]® — (X,Y)?. A curvatura seccional K de V independe da base
particular { X, Y} de S.

Fixado um vetor unitdrio X em 7, M tomemos uma base ortornormal {ey, ..., e,_1} do
hiperplano de 7,,M ortogonal a X definimos a curvatura de Ricci de M Ric(X) : X(M) —
X(M) por

n

Ric(X) = Z (R(e;, X)X, e,

=1

e a curvatura escalar de M definimos como sendo

n

S(p) = (Rleie)ej,e) .

ij=1
Em outras palavras, para cada vetor unitario X € T,M, curvatura de Ricci é a soma das
curvaturas seccionais de planos gerados por X e os outros vetores de uma base ortonormal e a
curvatura escalar € a soma de todas as curvaturas seccionais de planos gerados por pares de
vetores de uma base ortonormal.

Para informacdes mais detalhadas sobre os fatos apresentados nessa se¢do, sugerimos ao
leitor consultar (LEE, 2006) ou (CARMO, 2008), porém, para este ultimo, nossa definicao de

curvatura difere por um sinal de menos.

2.5 IMERSOES ISOMETRICAS

Dadas variedades Riemannianas M e /N, com métricas Riemannianas respectivamente

(-,-)ar e (-, )N, dizemos que uma aplicacdo ¢ : M — N é uma imersdo isométrica se

(dop (Xp) , dipp (Yp)) = (Xp, Yo) ps
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paratodos p € M e X,Y € X(M). Em particular, toda imersdo isométrica é uma imersio
e, como tal, localmente um mergulho. Portanto, sempre que ndo houver perigo de confusao,
identificaremos p € M com ¢(p) € N e denotaremos as métricas de M e N simplesmente por
(.

Dado p € M, existe uma vizinhanga U C M de p tal que p(U) C N é uma subvariedade
de N. Portanto, existem uma vizinhanga U de o(p) e um difeomorfismo ® : U — V C R¥
em um aberto V do RF, tais que ® aplica difeomorficamente ¢(U) N U em um aberto do
subespaco R"™ C R. Identificaremos U com ¢(U) e cada vetor v € T, M, ¢ € U, com o vetor
dpq(v) € Tig)N. Assim, para cada p € M, o produto interno em 7}, N decompde 7), /N na soma
direta

T,N = T,M & (T,M)",

onde (T,M )" é o complemento ortogonal de T,M em T,N.Sev € T,N,p € M, podemos
escrever

v=v"+uvt S e, M, vte(T,M)".

Denominamos por v* a componente tangencial de v e v a componente normal de v. Se X, Y

sdo campos locais de vetores em M e X, Y sdo extensdes locais a M, definimos
= T
VxY = (V)‘(Y) .
Teorema 2.2. Se X,Y € X(U), a aplicagdo o : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
a(X,Y)=ViY - VxY
¢é bilinear e simétrica.

A demonstragdo deste resultado pode ser encontrado em (LEE, 2006) ou (CARMO,
2008).

E importante salientar que o resultado acima nos garante que em um sistema de coorde-
nadas a( X, Y')(p) depende apenas de X (p) e de Y (p).

Definimos agora a segunda forma fundamental: sejamp € M en € (T,M )L. A aplicacgdo

H, :T,M x T,M — R dada por

H,(z,y) = (a(z,y),n), z,y€T,M,

é, pelo teorema anterior, uma forma bilinear e simétrica.
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Definicao 2.14. A forma quadrdtica 11, definida em T),M por
11y (x) = Hy(z, z) = (a(z, ), 1),
¢ denominada a segunda forma fundamental de © em p segundo o vetor normal 1.

Associada a aplicagdo H, temos uma aplicagdo linear auto-adjunta A, : T,M — T,M

denominada operador de forma ou operador de Weingarten definido por

(An(x), y) = Hy(z,y) = (o, y), 7).
Um fato muito importante sobre o operador de forma € dado pelo resultado a seguir.

Proposicao 2.4. Sejamp € M",v € T,M en € (TpM)l. Seja n uma extensdo local de 7

normal a M. Entdo

Definicio 2.15. Seja M"™ uma hipersuperficie orientdvel e A, seu operador de Weingarten.

Dizemos que M" é fracamente convexa quando
(Ayv,v) >0
para todo v € T, M

Proposicio 2.5. Se ¢ : M — M é uma imersdo isométrica e X,Y,Z € X(M), entdo:
(a) (Gauss). (R(X,Y)Z)T = R(X,Y)Z + Aax,2)Y — Aoy, X.
(b) (Codazzi). (R(X,Y)Z)* = (Vxa) (Y, 2) — (Vya) (X, Z).

E importante salientar que utilizando o item (a) da proposicio acima podemos escrever a

equacgdo de Gauss da seguinte forma:

2.6 GRADIENTE, DIVERGENTE, LAPLACIANO E HESSIANA

Definicdo 2.16. Seja f € D(M). O gradiente de [ é o campo vetorial suave V f, definido sobre

M da seguinte maneira:
X(f) =V}, X)

para todo X € X(M).
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Segue direto da defini¢do que, se, f, g € D(M), entdo:
V({f+9)=V[+Vy;
V(fg)=fVg+gV/f.
Definicao 2.17. Seja X € X(M). A divergéncia de X é a funcgdo suave divX : M — R,

definida por
div X(p) =tr[Y(p) — (Vv X) (p)],

onde tr significa o trago da aplica¢do V (X : T,M — T,M.
Decorre diretamente da defini¢do que, se X,Y € X(M) e f € D(M), entdo:
div(X +Y) =divX +divY;
div(f-X)=f -divX + (Vf, X).
Definicdo 2.18. Seja f € D(M). O Laplaciano de f é o operador A : D(M) — D(M),

definido por
Af =div(Vf).

Segue das propriedades do gradiente e do divergente que, se f,g € D(M):

i A(f+9) =A(f) + Ag)
ii. A(fg) = fAg+ gAf +2(V [, Vg);
iii. div(gV f)) = gAf + (Vf,Vg)

Definiciio 2.19. Seja f € D(M). Definimos o hessiano de f no ponto p, para v € T,M, como o
operador linear Hess f, : T,M — T,,M, dado por

Hess f,(v) = V,V f.

Segue das propriedades de conex@o Riemanniana que, se X € uma extensao local de v,

entao

Hess f,(v) = (VxVf) (p).

Proposicio 2.6. Se f € D(M), entdo o hessiano de f no ponto p é um operador linear

auto-adjunto.

Proposicao 2.7. Se f € D(M), entdo para todo p em M vale a igualdade

Af(p) = tr(Hess f,) .
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2.7 OPERADOR DE NEWTON E S, CURVATURAS

. —n—+1 . - . L. . . .
Sejayp : M™ — M uma imersdo isométrica entre duas variedades Riemannianas e
seja A : T,M — T, M o operador linear auto-adjunto associado a segunda forma fundamental

da imersdo ¢ em cada ponto p € M. Associado a A, tem-se os n invariantes S,.(A),1 <r <n,

dados pela igualdade
det(t] — A) = > (=1)"S, (A",
r=0
onde Sy(A) = 1 por defini¢do. Quando {ey, . .., e, } € umabase de 7, M formada por autovetores
de A, com autovalores respectivamente, {1, ..., A\, }, vé-se que

Se(A) =0, (M, A) = D> A

11 <...<ip
em que consideramos Sp = Hy=1e S, = H, =0ser ¢ {0,1,...,n}. As fungdes S, Sy e
S, sdo conhecidas como curvatura média, escalar e de Gauss-Kronecker, respectivamente.

Normalizando as S, isto é, escrevendo

n
onde n, = < ),temos
r

Proposicao 2.8.

1. Paral < r < n, tem-se H> > H,_y - H, 1. Além disso, se a igualdade ocorrer parar = 1 ou

para algum 1 < r < n, com H,.,, # 0 neste iiltimo caso, entdo \; = --- = \,,.

2. Se Hy,H,, ..., H. 1 sdo ndo negativas e H, ¢é positivo para algum 1 < r < n, entdo
1

1 1 1
H, > H3 > Hj > --- > Hy. Além disso, se a igualdade ocorrer para algum 1 < j < r, entdo

As transformagdes P,(A) : T,M — T, M conhecidas também como o 7-ésimo Tensor

de Newton, sdo definidas, para cadar € {0,...,n — 1}, por

Py(A) =1
Pi(A) = S, (A) — A

PT(A) = ST(A)‘[ - APr—l(A)v
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onde [ € a identidade. De maneira mais geral,

I, r=20
P.(A) = Z;ZO(—l)er,j(A)Aj, re{l,...,n—1}
0, r>mn,

onde 0 denota a transformacao linear nula. Por simplicidade, escrevemos P, e .S, ao invés de

P,(A) e S,(A), respectivamente.

Proposicao 2.9. Para cada 1 < r < n — 1, temos

(a)tr (P,) = (n—r)S,;

(b) tr (AP,) = (r +1)S,11

(c)tr (A%P,) = 515,41 — (r +2); Sy o)

(d) tr (VxA) o Pr_y) = (V5. X).

Lema 2.2. Sejam ¢ : M"™ — N™ uma imersdo isométrica e {e, . .., e, } uma base ortornor-

mal de T),M e v seu vetor normal unitdrio. Entdo

n k-1 n

D Ve P) Xoe) =Y Y (1) (VR (e, AU X) v, Pre;)

i=1 j=0 i=1
para todo X € X(M) onde A é o operador de Weingarten na direcdo de 1. Em particular se N

tem curvatura constante

n

S (Ve P) X, er) = 0.

=1

Prova 2.1. (ALIAS et al., 2016) pdg. 353-356. O

2.8 OPERADOR L,

Para cada tensor de Newton F,., temos um operador diferencial linear de segunda ordem

L, : D(M) — D(M) definido a seguir.

Definicao 2.20. Dada uma fungdo diferencidavel f : M™ — R, r € Ncom (0 < r <n—1,

definimos o operador diferencial de segunda ordem L, em M" por:

Lo(f)(p) = tr (£ Hess f) (p)]
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Apresentar as propriedades dos tensores de Newton em conjunto com a definicao de

divergente, percebemos que tais operadores generalizam o operador laplaciano. De fato,

Lo(f)(p) = tr[(Po Hess f) (p)] = Af(p).

Por esse motivo, em (VOSS, 1956), tais aplicacdes foram introduzidas no estudo de um certo

tipo de problema variacional. Seja f : M — R uma funcdo suave. Entdo,

n

div (B (V1) = 3 _ (Ve P2) (V) i) + 3 (B (Ve V) )

i=1

= (div P,, Vu) + L,(f),

onde o divergente do operador P, em M ¢é exatamente

n

divP, = tr (VP) = > (Ve P) (e:).

logo
L (f) = tr (B o Hess(f)) = div (P.(V f)) — (div £, V f).

e, portanto, pelo lema 2.2 se M tem curvatura constante,
L.(f) =tr (P, oHess(f)) =div(P.Vf).
Além disso, por um calculo direto, temos que

L.(fg) = fLyg+ gL.f +2(P.V f,Vg).

Sejam z : 3 — R"™"! uma hipersuperficie, N (p) seu vetor normal em um ponto p € vy(p) €
2
|

R"™™! um vetor fixado. Considere as fungdes [ = (x, N), g = (v, N) e u(p) = %. A seguir,

vamos explicitar L, f, L.g e L,u, pois tais expressdes sdo fundamentais para o nosso estudo.

Lema 2.3. Sejam x : X" — R™ " uma hipersuperficie, f, g e u como acima. Entdo,
i L1 (f)==V,rS, —rS, — f (515 — (r+1)S,41).
ii. Lr—l(g) = —VUTST — g (SlST - (’f‘ + 1)5T+1) .

iii. Lo_1(u)=(n—r—18_1—rfS,.

Corolario 2.2. Se H, | é constante, entdo

n
Liyf == (Hy + fHyp1) —n (

. ) (HiH, — H.1) f
ondecr_lz(n—rqtl)(n 1).
r —
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Proposi¢io 2.10. Seja v : ¥ — R™"™! uma S,—shrinker. Entdo,

%Lr_le = 57 (r —trace(A*P,_y)) 4+ (S, A+ A’P_y)z" 2 7).

Prova 2.2. Combinando

%LH(P) = fL1(f) + (P V£,V f)

com o lema anterior e fazendo f = S, = —(x, N) por uma substituicdo direta, o resultado

segue. 0

2.9 ELIPTICIDADE DOS OPERADORES L,

Seja U C R™ um aberto e C2°(U) o conjunto das fungdes de classe C*°(U) com suporte
compacto. Se u € C*(U),k e Nyea = (ay,...,an,) €N,

olel

D%u =
(51 ?
oxi", ..., 0z%m

onde « é tal que || = a3 + ... + a;,,. Um operador diferencidvel de segunda ordem é da forma

Tu=— Z [aij(ﬂf)um}xj + g b (2)ug, + c(x)u (3)
i,j=1 i=1
ou, -~ i

Tu = Z a” (2) g, + Z b (z)uy, + c(x)u 4)

O operador 7' € dito estd na forma divergente se € dado por (3) e na ,forma nio divergente,
caso for dado por (4). Se a” € C'(U), entdo as duas formas acima de expressar o operador T'
sdo equivalentes. Doravante, assumimos que a/ (z) = a’'(x) para todos i,j = 1,...,n, isto &,

que a matriz (a/) é simétrica.

Definiciio 2.21. O operador T é dito eliptico, se os autovalores da matriz (a”’) sdo ndo nulos e
tem todos o mesmo sinal. (Ou seja, a matriz (a*) ou é definida positiva ou é definida negativa.)

Se existe uma constante 6 > 0 tal que
m
> al(@)eg; = o€,
ij=1

para quase todo x € U e todo & = (&1,...,&n) € R™, 0 operador T é dito uniformemente

eliptico.
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Entdo, uma vez que os operadores L, podem ser expressos da forma

L.(f) = Z (P (ei) e5) ej (e f)) + Z (P, (e:) , €5) ex( )%

temos que
Proposicao 2.11. O operador L, é eliptico se, e somente se, P, é positivo definido.

Utilizando as propriedades dlgébricas das curvaturas .S,., para mais detalhes ver (HARDY

etal., 1952).

Proposicao 2.12. Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e ori-
—n—+1 . ~ . L. ~ s
entada, e x: M"™ — M~ (c) uma imersdo isométrica. Se S,,1 > 0, entdo L, é um operador

eliptico.

Definicao 2.22. Dizemos que py € X" é um ponto eliptico quando todas as curvaturas principais

de Y em pq sdo positivas.

2.10 PRINCIPIO DO MAXIMO DE OMORI-YAU

Dado um endomorfismo simétrico 7' em uma variedade Riemanniana M/, vamos conside-
rar o operador

L(f) = tr(T o Hess(f))

para f € CQ(M ). Em (CHENG; YAU, 1977), os autores observam que operadores desse tipo

sao da forma divergente, se div(7") = tr(V7) = 0 e, consequentemente,
L(f) =div(TV]).

Além disso, L € um operador semi-eliptico(eliptico) e, somente, se T € positivo semi-definido.
Assim, dizemos que o operador L satisfaz o principio do méximo generalizado de Omori-Yau,

se para cada f € C°°(M) limitada superiormente, existe uma sequéncia {x;} em M tal que

i) f(zg) = ff:=supf; ii) limsupLf (xx) <0
2

A seguir, temos apresentaremos um tipo de principio de maximo para operador do tipo que

descrevemos acima.

Teorema 2.3. Sejam 3. uma variedade Riemanniana completa ndo compacta, o € Y um ponto
de referéncia e r(p) a fungdo distdncia de p até o. Suponha que a curvatura seccional de ¥
satisfaz

Kx(p) > =G*(r(p)),
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com G € CH(RY) satisfazendo

i) GO)>0; i) Gt)>0; i) %Qﬁl(jtoo).

Se T’ é positivo semi-definido e sup'T' < oo, entdo L satisfaz o principio do mdximo de Omori-Yau
5

generalizado.
Prova 2.3. Ver Teorema 6.13 em Alias et al. (2016).

Vale salientar que o resultado acima é uma generaliza¢do do principio do maximo de

Hopf que apresentaremos a seguir.

Teorema 2.4 (Principio do Maximo de Hopf). Seja

n

L(f): Zaw 8x,83:3+zb

ij=1 i=1

() f

um operador eliptico definido em um conjunto aberto 2 C R".
i) Sec=0, L(f) >0 (ou L(f) <0) e existe mgxf (ou m&n f), entdo [ é constante em Q.

ii) Sec <0, L(f) >0 (ou L(f) <0) e existe mgxf >0 (ou mmf <0), entdo [ é constante

em S).

iii) Independente do sinal de ¢, se L(f) > 0 (ou L(f) < 0) e mgxf = 0(ou mg%nf = 0) entdo

f € constante.
Prova 2.4. Ver (PUCCI; SERRIN, 2004).

Uma vez que em coordenadas o operadores L, podem ser escritos na forma

L) = Y AP (e e es (@) + D (Pr(e), B enl T

2.11 TEOREMA DE STOKES GENERALIZADO

Sejaw € Q" 1(X) uma (n — 1) forma diferencial em X" e dw sua derivada exterior.

Considere uma subsequéncia B; de dominios X" tais que B; C B, X = U;>15; €

lim dw = 0.

i—+00 B;
Suponha que " seja orientdvel pelo elemento de volume duv,, e seja L'(3) o espago das fungdes
intgraveis em X". Se w = txdv, € uma contragio de dv, na direcdo do campo suave X em X",

entdo em (YAU, 1976) temos a seguinte:
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Proposicao 2.13. Seja > uma variedade Riemanniana completa e orientdvel. Se X é um campo

suave sobre ¥ tal que | X| € L1(X) e div X > 0, entdo div X = 0.
Posteriormente, em (KARP, 1981), o autor generalizou esse resultado da seguinte forma:

Teorema 2.5. Seja 2" uma variedade Riemanniana completa, ndo compacta e X um campo de

vetores suave em X tal que

1
lim inf —/ | X |dv, = 0.
rtee T B(2r)\B(r)

Se div X é integravel (i.e se (div X)" ou (div X )~ sdo integrdveis), entdo

/dWXM@:O
P

Em particular, se fora de um compacto div X > 0 (ou div X < 0), entdo
div X = 0.

Prova 2.5. Ver (KARP, 1981) O
De fato, para perceber que este resultado generaliza a proposicao acima citada, basta

perceber que a condicdo liminf, ., % f B(

| X| e £1(D).

20\ B(r) | X|dv, = 0 é um pouco mais fraca do que

2.12 TEOREMA DE CLASSIFICACAO PARA HIPERSUPERFICIES COM FUNCAO SU-
PORTE CONSTANTE

Inspirados por (NOMIZU; SMYTH, 1969), em (DAJCZER; TOJEIRO, 1993), os autores
conseguiram classicar as imersdes em uma forma espacial Q"*!, que possuem fung@o suporte

referente a py f(p) = (x(p) + po, V) constante.

Teorema 2.6. Seja x : X" — R uma hipersuperficie orientada e completa com fungéo

suporte referente a py € R"*! constante. Entdo, ou
o — Sm(k,) x R*™™ Rn—i—l
com S(k) centrada em py ou Y. é umbilica.

Prova 2.6. Ver (DAJCZER; TOJEIRO, 1993). U
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3 RIGIDEZ

Utilizando as ideias contidas em (COLDING; MINICOZZI, 2012), em (LE; SESUM,
2011), os autores conseguiram obter um resultado do tipo gap para self-shirinkers em que o gap
¢ dado pela norma do operador de Weingarten. Motivados por esse trabalho em (CAO; LI, 2013),
os autores conseguiram obter um resultado de classificagdo para as self-shirinkers, e com o
intuito de usar as ideias desenvolvidas por (COLDING; MINICOZZI, 2012), uma das principais
hipéteses utilizada nesse trabalho € a condi¢do de volume com crescimento polinomial finito,
porque ela € um importante fator que garante o uso das férmulas integrais que os autores utilizam
na constru¢do do resultado. Com base nas ideias de (COLDING; MINICOZZI, 2012), (LE;
SESUM, 2011) e (CAO; LI, 2013), em (CHENG; PENG, 2015), os autores conseguiram obter
resultados de rigidez andlogos aos obtidos por (CAO; LI, 2013) e, inclusive, como consequéncia
do seu principal resultado, eles conseguiram o mesmo tipo de gap encontrado por (LE; SESUM,
2011), mas para codimensao arbitraria. A grande contribui¢cdo do trabalho Cheng e Peng € que
eles obtém esses resultados sem a condi¢cdo de crescimento de volume polinomial finito. Para tal,
ao invés de férmulas integrais como ferramenta principal, os autores fizeram uso de um tipo de
principio do maximo aplicado ao operador linear eliptico L(f) = Af — (V f, x). Inspirados na
técnica e nos resultados encontrados em (CHENG; PENG, 2015), neste capitulo, vamos estudar
os self-shirinkers do fluxo da S,.-curvatura e, da mesma forma, obter resultados de rigidez como
os encontrados por (CHENG; PENG, 2015) e, como consequéncia de um dos nossos resultados,
também obteremos um resultado do tipo gap, porém, ao contrario de (LE; SESUM, 2011) e
(CHENG:; PENG, 2015), ao invés de depender da norma do operador de Weingarten, nosso gap
dependeré da quantidade tr(A%P;) que, como podemos observar, € um substituto natural da

norma do operador de Weingarten, pois em geral
tI'(A2P7‘1) = SlST — (7" + ].)Sr+1

e, parar = (, temos

tr(A?) = S? — 25, = |A[%.
3.1 EXEMPLOS tr(A2P,_;)

Nesta se¢do, vamos calcular a quantidade tr(A?P,_,) para as self-shrinkers do fluxo da

S,-curvatura.
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[ k!
Lema 3.1. Os cilindros generalizados S* ( iy m) xR"* sdo os self-shrinkers do fluxo
ri(k —r)!

da S,-curvatura parar < k < n. Além disso, tr(A*P,_1) = O para k = 0 ou tr(A?P,_1) =r

caso contrdrio.

Prova 3.1. Uma vez que k; e S1 — k; sd@o os autovalores de A e Py, respectivamente, denotando

por R o raio da esfera temos que k; = %pam 1 =1,...,k ezero para os demais indices. Entdo,
1 1 k!
S, = E ki -k = E —_— =
, , o R Rrl(k—r)!
i< iy 1< <ip
e
x jz?
) 7N 9 = ) 7(__70) - — :—R
(. 9) N ) = {(@9), (—5.0)) = =2

[ k!
Desse modo, como S, = —(x, N) temos que R = ™ W Utilizando a Proposigdo 2.9
ri(k —r)!

vamos calcular tr(A%P,).

tr(A*P,_1) = 915, — (r+1)S,
N <%> (%) ~r+2) (Rr+1<r+1>ki!<k—r— 1)!)

- <R3+1> (r!(k:ki 7")!) "

= T

Portanto, nossos exemplos estdo dados e o lema estd provado. 0

A seguir, salientamos que os teoremas 3.1, 3.2, 3.4, 3.5 e 3.7 estdo no artigo On the rigidity
of self-shrinkers of the r-mean curvature flow aceito para a publicacdo na revista Communications

in Contemporary Mathematics.

3.2 HIPERSUPERFICIES COMPACTAS

Nesta sec@o, mostraremos que, sob certas condi¢des, € possivel caracterizar as self-

shirinkers compactos do fluxo da S,-curvatura como esferas.

Teorema 3.1 ((BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : ¥ — R" ™! um self-shrinker do fluxo da

Sy-curvatura, fechado e fracamente convexo. Se

tr(A%P._1) <,

e e n!
entdo Y. é isométrico a esfera S" | " —— | .
ri(n —r)!
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Prova 3.2. Uma vez que . é fracamente convexo
(S, A+ A*P_)z" 2") > 0.
Pelo Proposicdo 2.10 sabemos que
%Lr1<53) = S2(r — tr(A*P_y)) + (S, A+ A’P_j2 " 2 ").

Entdo, integrando essa expressdo em conjunto com a convexidade de Y. e o teorema da divergén-

cia, obtemos

S2(r —tr(A?P,_1)) =0

e, assim,
(Az" 27) = 0.
Dessa iiltima igualdade decorre
Az =0,

mas

VS, = Az'
e, logo,

(x,N) = Cy.
Portanto, pelolfeorema 2.6 temos que 3. € uma esfera e, como S, = —(x, N), concluimos que
="y T!(k;r)! -

Observacio 3.1. Note que em nossos resultados a quantidade tr(A%P,_,) é um substituto
natural para | A|? e tal fato podemos encontar em (ALENCAR et al., 2003), no contexto de hiper-

superficies r-minimas. Além disso, como observado na introducdo do capitulo, vale salientar

que tr(A%P)) = |A]2S; — |A]3.

No nosso proximo resultado, verificamos que excluindo a hipétese da 3. ser fechado e
substituindo-a pela suposi¢do de que alguma das H,. curvaturas € constante, sob certas condigdes,
ainda é possivel obter a compacidade e, mais ainda, concluir a rigidez de 3, como no teorema
anterior. E interessante notar que na literatura temos vérios resultados importantes que decor-
rem da hipétese H, constante, dentre eles podemos citar o cldssico Teorema de Alexandrov,
encontrado em (ALEXSANDOROV, 1956) no qual uma das hipéteses € que H, = H (curvatura
média) seja constante, sua versdo para H, = S (curvatura escalar) constante, provada em (ROS,
1988). Além disso, € importante observar que o caso que generaliza os dois anteriores, isto €,

supondo que H, seja constante para algum r encontramos em (ROS, 1987).
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Teorema 3.2 (BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : X" — R"*! self-shrinker do fluxo da

Sy-curvatura. Suponha que | P, 1| é limitado e que existe um ponto eliptico em ¥.. Se H,, 1 é

|
constante param > r e |z|T € L1(X), entdo X é isométrico a esfera S" ( rh ﬁ)
ri(n —r)!
Prova 3.3. Substituindo f = —S, no coroldrio 2.2, temos que
. Cm T Cm
le (Pm-i-l - Sm-i-l[ + Pm-l—l)x = Lm(f) + Lm+1 (U)
Cm+1 Cm+1

n
= —n H\H, 11 — Hyi0)S:
<m+1>( 141m41 +2)

Nossas hipoteses em conjunto com a Proposicdo 2.13 nos garantem que

div ((Pm+1 — Sm+1.[ + Cm Pm+1)$—r) =0.

Cm—l—l

Entdo,

n
—n < ) (H\Hpyy — Hypg2) Sy = 0.
m+ 1

Assim, uma vez que 3. admite um ponto eliptico, S, > C’;"Hn{ﬁ > 0 e, deste modo,
(HiH, — H,41) =0.
Portanto, pela proposicdo 2.8, 3. é uma esfera. 0
Como consequéncia do teorema acima, conseguimos obter o caso fechado.
Corolario 3.1. Seja x : ¥ — R um self-shrinker do fluxo da S,-curvatura e fechado. Supo-
nha que H, 1 é constante para algumr > 1, entdo 3. é isométrico a esfera S™ < e r'(+ir)'> .

Observacao 3.2. Para r = 1 o resultado acima, é encontrado em (COSTA-FILHO, 2021)

Assumir que a curvatura S; = H € constante e que a curvatura S5 ndo muda de sinal
também nos garante a rigidez obtida no teorema 3.1, porém aqui ndo se faz necessario as

hipéteses de convexidade fraca e tr(A2P;) < 2.

Corolario 3.2. Seja x : X" — R um self-shrinker do fluxo da Sy—curvatura fechado.

Suponha que S, é constante e que Sy ndo muda de sinal, entdo Y. é isométrico a esfera

o[ s/n(n—1)
S( e 1) )

Prova 3.4. Uma vez que S, é constante, pelo coroldrio 2.2 para r = 2, temos que

A(f) + LLy () = —n(H? — H)Ss.

C2
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Integrando essa equagdo em conjunto com o Teorema 2.13, tem-se:

0= /(]?12 — HQ)SQdUg.
b

Ao passo que S, ndo muda de sinal e H: — Hy > 0, podemos concluir que H? — Hy = 0

e, consequentemente, pela proposicdo 2.8 Y2 é umbilica e, logo, a compacidade de 3. implica

zzgn<3@ _ -

Observacao 3.3. Finalizado esses resultados de rigidez com relacdo a esfera, nos surge a
seguinte questdo: "E possivel obter tais resultados sem hipoteses na curvatura e apenas a luz da
condi¢do que Y seja mergulhada?". Caso sim, é interessante observar que esse fato seria um

retultado do tipo Alexandrov para as self-shrinkers do fluxo da Ss—curvatura.

Em (COSTA-FILHO, 2020) Teorema 3.2.1, o autor estende um resultado encontrado
em (VASQUEZ, 2015), em que a extensao € garantida, porque, em (COSTA-FILHO, 2020),
considera-se apenas que a variedade esteja imersa e, ao contrdario de (VASQUEZ, 2015), em
codimensdo qualquer. Inspirados no resultado acima citado, conseguimos obter o caso geral para

self-shirinkers do fluxo da S,-curvatura.
Definicio 3.1. Diremos que uma imersdo x : ¥ — R é r-umbilica no ponto p € ¥ quando
AP, = M,

onde A é a segunda forma fundamental de ¥ e I sua aplicagdo identidade em p. Dizemos que Y

é r-umbilica se Y. é r-umbilica para todo p.

Considerando a r—forma fundamental sem trago de Y. denotada por ¢, como sendo

6 = —S,1 — AP,_y,

= —
n

percebemos que X € r-umbilica se e somente se ¢, = 0.

Lema 3.2. Seja v : ¥" — R"" um self-shrinker do fluxo da S, curvatura fechada. Se . é

r-umbilica entdo Y. é uma esfera.

Prova 3.5. Se X é r-umbilica entdo pela defini¢do de P, para todo v € T,

P, = (n_r> S, 1.
.

Aplicando o divergente temos que

0= div(P,) = (” — T) div(S, 1)

r
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Logo, S, é constante e, assim, (x, N') € constante. Pelo Teorema 2.6, 3. é um cilindro generalizado

e, como Y. é compacta, temos que X é uma esfera.

Teorema 3.3. Seja X" um self-shrinker do fluxo da S,-curvatura imerso e fechado em R"**.

Se
— 1 1 1
(n T+ )Sr_l _ (714-7’2—'— ) ’x‘2+ (r—z )SE . ’APT_]_’2 2 0’
n n

n
n!
E — n r+1 .
S ( r!(n—r)!)

Prova 3.6. Multiplicando a equacdo acima por n temos que

1 1
AP AP —(n—r+1)8 1 < — (250 o (2 52
n n r

entdo

Uma vez que S, = —(x,N), —S? > —|z|% substituindo essa relagdo na equagdo anterior,
obtemos
1 1
n|AP_|? < (n—r+1)ST_1—(T+n+ )53 (” )53
n n

Entdo,

n|AP,_1? —r*S? < (n—r+1)S,_, — (r*+1)S?

< n—r+1)S,_; —rS?
Como n||¢,||? = n|AP,_1|* — r25? temos
nllgnl]* < (n—r+1)S -8
Integrando essa tltima inequagdo
/EanSrdeg < /E((n —r+1)S,_1 —rS%)dv,.

Sabemos que

2
L, (%) = (n—r+1)S,_1+ {(z, N)rS,

= (n—7r+1)S,_; —rS2

Sendo assim, pelo fato de 3. ser fechada,

2
0= / L, (%) dv, = /((n —r+1)S,_1 — rS?)dv,.
> 2
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Entao,
0< / n||¢.||2dv, < /((n —r+1)S,_1 — rS?)dv, = 0.
s >

Logo, ¢, = 0 garantindo que Y. é r-umbilica e, consequentemente, o fato de Y. fechada em
: [ k!
conjunto com o lema 3.2 nos garante 3. é uma esfera com R = ™! m 0J
rl(k —r)!

A seguir, vamos apresentar os resultados baseados em (GUO, 2018), no qual o autor
obtém um condi¢do para self-shirinkers com curvatura escalar constante, em que, a0 impor uma
limitagcdo para essa constante que envolve uma quantidade dependente da curvatura de Ricci da
variedade, ele consegue obter um resultado de rigidez. Além disso, apresentaremos um resultado
que relaciona rigidez e parabolicidade de uma self-shirinker do fluxo da S;—curvatura.

Considerando
1 .
)\ = m/ERIC(xT,JJT)dUg,

temos:

Teorema 3.4 ((BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : ¥ — R*" um self-shrinker do fluxo

da Ss—curvatura e fechado. Se
S8 n(n —21 + )

-1
ndo muda de sinal em ¥, entdo A = 0 e X € isométrica a esfera S™ ( ¥ %) .

Prova 3.7. A formula de Bochner nos garante
SA(VSE) = Ric(e™, ") + [ Hess f + (Vf, V(AS)).
Entdo, para | = % em conjunto com |A|> = H? — 2S5 obtemos,
%A(|xT|2) = Ric(z",2") +n® + 2(x, N)H + (z, N)*(H* = 25,) + (z,V (n + (x, N)H)) .
Uma vez que

(", V (n+ {(x, NYH) = div((n + (z, NYH) 2") — (n + (z, NYH) div(z ")

div(z") =n+ (z, N)H,

entdo, considerando o campo

7z %vpﬂ? +((n—2) — Hz, N))2"
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podemos escrever
div(Z) = n(n — 1) — 2Sy(x, N)* + Ric(z ",z ").
Integrando esta ultima equagdo e usando o teorema da divergéncia, concluimos que
/(252<x, N)? +n(n—1+X))dv, =0.
b
Logo, Ss é constante e, consequentemente, pelo teorema 2.6 Y. é uma esfera. 0]

Teorema 3.5 (BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : ¥" — R um self-shrinker do fluxo

da Sy—curvatura e parabdlica. Se Sy € positiva e S3 — (";1) H é ndo negativo em %, entdo 3. é

S”<3 n(n—l))I
2

A (g) =n+ (z,N)H,

isométrica a esfera

Prova 3.8. Pelo fato de

em conjunto com S3 — (”2;1)[-[ >0

(n—1) H?
H > —
S22 7 Sy’

temos

A (ﬁ) = n+(z,N)H

2
= n—SoH
ey
- 2 SQ
208, — (n—1)H?
252 ’

mas H? > Ho, ou seja

e, consequentemente,

Logo, pela parabolicidade de Y, temos que |x|* é constante e, portanto, Y. é uma esfera. 0
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Teorema 3.6. Seja x : X" — R"! um self-shrinker do fluxo da S,-curvatura completo,

5 > \/(n—7"~|— 1)1

r

limitado com S,_; > 0

Se existe xy € R tal que

|
entdo ¥ =S [ — ).
rl(n —r)!

Prova 3.9. Uma vez que

Ty = sup |$|a
b))

2
L. (%) = (n—r+1)S,_1+ (x, N)rS,

= (n—r+1)S,_, —rS?

IN

0

pelo teorema 2.4, |x| é constante e, consequentemente, > C S™(Ry) e, como ¥ é completa, 3. é

uma esfera. O

3.3 HIPERSUPERFICIES COMPLETAS NAO-COMPACTAS

Quando trabalhamos com hipersuperficies compactas, € natural se perguntar sob quais
condi¢des € possivel obter os resultados encontrados para as hipersuperficies completa nao
compactas. Desse modo, pensamos nessa mesma questio ao observamos que a condigo tr( A2 P,)
é um substituto natural para | A|?, sendo assim, uma vez que no Teorema 3.1 supomos tr(A?P,) <

r, duas perguntas naturais que surgem sao:
O que acontece se tr(A%P,_;) < r e X ndo é fechado?

O que acontece se tr(A?P._1) < r e ¥ ndo é fechado?
Mais ainda, como no teorema 3.1, é possivel obter algum tipo de rigidez? A seguir vamos

apresentar nossas respostas para essas perguntas.

3.3.1 O Cilindro
O que acontece se tr(A?P,_;) < r e ¥ € completa ndo compacta?
Teorema 3.7 (BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : ¥" — R um self-shrinker do fluxo

da S,.-curvatura completo ndo compacto e fracamente convexo. Suponha que S,_1 é limitada e

|V S,.| € integrdvel. Se
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tr(A%P._;) <,

k!
k r41 n—k
S ( k r!(k:—r)!) xR

para todo niimero inteiro k tal que r < k < n.

entdo Y é isométrico a

Prova 3.10. Como A ¢ positivo semi-definido e S,_1 é limitada, entdo P,_, também é positivo
semi-definido, limitado e S, também serd. Usando a convexidade de A em conjunto com a

proposigado 2.10, obtemos

div (S, P, ,VS,) = %LM(SE) = S2(r — tr(A2P, 1)) + ((ShA + AP )2 T, 2T) > 0.

Note que
|STPT_1VST| S (n -7+ 1)STST_1‘V57«’,

e, assim,

1S, P,_1VS,| € L}(D).

Entdo, podemos aplicar a proposicdo 2.13 e obter que

1
0 =div (S,P,_1VS,) = §LT_1(SE) >0

e, assim,
(Az" ") = 0.
Dessa ultima igualdade decorre
Az' =0,

mas

VS, = Az'
e, logo,

<l‘, N> = O[).
Portanto, pelo teorema 2.6 temos que Y. é uma cilindro e como S, = —(x, N) concluimos que
R= "% —k! OJ

ri(k —r)!
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3.3.2 O Plano

O que acontece se tr(A%P._;) < r e 3 é completa ndo compacta?

Teorema 3.8 (BATISTA; XAVIER, 2023)). Seja x : ¥" — R um self-shrinker do fluxo
da S,.-curvatura completo ndo compacto e fracamente convexo. Suponha que S é limitada. Se

sup tr(A*P,_1) < r, entdo ¥ é isométrica ao R".
s

Prova 3.11. Usando a equagdo de Gauss em conjunto com a desigualdade de Cauchy-Shwarcz

e a conxevidade de Y temos

Ks(u,v) = (Au,u)(Av,v) — (Au, v)?
> —|AP

> -5t

para qualquer 2-plano {u,v} C T,X. Como A é positivo semi-definido e S, ¢é limitada, entdo P,
é positivo semi-definido, limitado, assim, sup tr(P,_1) < +oc. Desse modo podemos aplicar o
teorema 2.3 ao operador L,. Pela convexidade de 3. em conjunto com a Proposicdo 2.10 temos

que

1
div(S,P._1VS,) = §LT_1(Sf) = SXr—tr(A2P_1)) + (S, A+ A*P )z 2T

> S2(r—suptr(A*P,_1)) >0

A limitacdo de S,_1 nos garante a que S, também é limitada e, assim, pelo Teorema 2.3 temos
que

0 > limsup %Lr_l(Sf(xk)) > (S5)?(r —suptr(A*P,_,)) >0,

k—+o0

Logo, S, = 0 em X e, consequentemente, (x, N) = 0 em ¥ e, portanto, pelo teorema 2.6

concluimos o resultado. O

Observacao 3.4. E interessante observar que, para todo nimero inteiro k tal que r < k < n,

[ k!
o cilindro S* ( e '(k—)') x R é um self-shirinker do fluxo da S,-curvatura completo
ri(k —r)!

ndo compacto e fracamente convexo tal que tr(A*P,_,) = r, portanto no teorema anterior

nossas hipoteses sdo sharp.

O resultado a seguir € uma consequéncia direta do teorema anterior, pois, a0 passo que a

condigio tr(A2P,_;) é sharp, naturalmente, ganhamos um resultado do tipo gap, que nos diz:

Corolario 3.3. Seja x : ¥ — R"*! um self-shrinker do fluxo da S, ,—curvatura completo

ndo compacto e fracamente convexo. Entdo,
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i. suptr(A®P._1) > rou

. X ¢éisométrica ao R".

3.4 UM TEOREMA DE RIDIGEZ PARA UM SELF-SHRINEKER DO FLUXO DA §,-
CURVATURA CONFINADA EM UM ESPACO

|
Teorema 3.9. Seja x : ¥ — B""(Ry) com Ry > ™+ I ' I um self-shrinker do fluxo
rl(n —r)!
da S, curvatura fechado com S,_, > 0 tal que tr(A*P,_;) < r. Suponha que 3 tangéncia
|
B""Y(Rg) em um ponto py. Entdo, ¥ = S"™ | ™4 ),
ri(n —r)!

Prova 3.12. Uma vez que Y. estd dentro da bola,

(z, N)

IN

|z[[ V]

IN

||

V/Ro.

IN

Considerando a fun¢do

temos que f < 0Oe
f(po) = max f = 0.

Agora, considere o operador T : C*(¥) — C*°(X) dado por

T(f) = Loa(f) +(Vfia") = rf.
Entdo, para f(p) = (z(p), N(p)) — /Ry temos
T(f) = (VS,a") —rS, — (v, N)tr(A%P,_1)) + (V((z, N)),z") — r{z, N) + rv/Ro
= (Az" 2" +r(x, N) — (z, Ny tr(A’P,_1) — (Az",2") — r{x, N) + /Ry
rv/Ro — (z, N) tr(A2P,)
r(v/Ro — (z,N))

> 0.

Vv

Logo, como pelo teorema 2.4 f é constante e, portanto, pelo teorema do 2.6 é uma esfera. [
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3.5 RESULTADO DO TIPO SEMI-ESPACO
3.5.1 Sobre a func¢io altura.

Fixado um vetor v € R"! e definindo h(p) = (z(p), v) a fungdo altura referente a v

onde 7 : ¥ — R""! é uma imersio, é fato que

Hess(h)(Z) = (v, NYA(Z)

onde A onde € o operador de Weingarten de X.. Desse modo L,_1(h) = tr(P._; Hess(h)) é dado
por

L,_1(h) =r{v,N)S,.
Agora, seja T : C*°(X) — C°°(X) um operador definido como
T(f) = Lo-a(f) = r{Vf,2") +rf.
Lema 3.3. Se x : X" — R""! é um self-shrinker do fluxo da S,—curvatura entdo T'(h) = 0.
Prova 3.13. Uma vez que L,_1(h) = r{(v, N)S, obtemos:
T(h) = 7{v,N)S, —r(w", 2"y +r(z,v)
= —r{v,NY(z,N) —r{v", 2"y + r{z,v)

(v, NYN) —r{v", ") 4+ r{z,v)

(
(z,

= —r{z, (v, N)N +v") +r(z,0)
{

= —r(z

= —r(z,v) +r(z,0)

I
e

O

Teorema 3.10. Seja x : X" — R um self-shrinker do fluxo da S,-curvatura compacto
e ™ um hiperplano do R""! passando pela origem. Se Y. é tangente a T, entdo x(X) ndo pode

estar inteiramente contida em um dos hiperespacos determinados por ™

Prova 3.14. Suponha que (X)) esteja contida em apenas um dos hiperespagos determinados
por w. Entdo, fixado v € 7, a funcdo altura referente ao vetor v, h : ¥ — R dada por
h(p) = (x(p),v) satisfaz h > 0 ou h < 0. Sem perda de generalidade suponha h > 0. Seja
T:C®(X) — C®(X) dado por

T(f) = Lea(f) =r{Vfz") +7f.
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Pelo lema 3.3 temos que T'(h) = 0. Portanto, pelo teorema 2.4 temos que h é constante e,
portanto, h = 0. Mas h = 0 nos daria que () C 7 e como x(X) é compacto, consequentemente
completo, temos x(X) = 7 e isso € um absurdo. Portanto, ndo existe . que esteja apenas de um

lado de qualquer plano passando pela origem. 0]

Corolario 3.4. Seja x : X" — R""! um self-shrinker do fluxo da S,-curvatura completo néo
compacto que admite um ponto eliptico. Se Y é tangente a um hiperplano 7 passado pela origem
do R" e estd contida em um dos hiperespacos determinados por w, entdo Y néo pode ser um

plano.
A seguir, apresentaremos um resultado de ndo existéncia.

Teorema 3.11. Ndo existe x : X" — R um self-shrinker do fluxo da Sy-curvatura fechado

com Sy < 0 tal que H > 0 constante.

Prova 3.15. Suponha que exista. Por um lado

A((@,N)) = —(VH.2T)~|AP(e,N) -~ H
= — (JAP(e,N) + H).

Uma vez que Sy < 0, (x, N) = —S, > 0. Entdo,

A({w,N)) = = (|A(z,N) + H)

< 0.

Logo, pelo teorema 2.4 (x, N) é constante e, consequentemente, pelo teorema do 2.6 3 é um

plano, portanto temos um absurdo. 0
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4 CRESCIMENTO DE VOLUME

Teoremas de comparagdo sdo resultados muito relevantes na Geometria Riemanniana,
dentre varios podemos citar dois resultados classicos conhecidos como Teorema da Comparagdo
de Rauch e Teorema de Bishop-Gromov que podem ser encontrados em (RAUCH, 1951) e
(BISHOP; CRITTENDEN, 1964) respectivamente. Um aspecto interessante nesses tipos de
resultado é que em geral eles exigem algum tipo de hipdtese na curvatura, seja ela na curvatura
seccional ou na curvatura de Ricci da propria variedade ou do ambiente. Em (DING; XIN, 2013),
os autores estabelecem um de resultado de comparagdo para o volume de self-shirinkers sem a
necessidade de exigir algum tipo de hipétese na curvatura. A partir dessas ideias em (CHENG;
ZHOU, 2013), os autores foram capazes de generalizar os resultados em (DING; XIN, 2013)
para variedades com peso também, sem estabelecer hipdtese na curvatura e, mais ainda, fazem
uma aplicacgao para os self-shrinkers do fluxo da S;-curvatura. Com base na ultima referéncia
citada, neste capitulo provaremos um resultado de controle de volume para uma variedade
Riemanniana completa e ndo compacta e faremos uma aplicacdo para os self-shinrinkers do

fluxo da Sy-curvatura.

4.1 UM TEOREMA SOBRE O CRESCIMENTO DE VOLUME

Teorema 4.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e ndo-compacta. Sejam f €
C> (M) prépria, uy o primeiro autovalor do endomorfismo simétrico livre de divergéncia P,_4

e L, 1(g) = tr(P,_1 Hess(g)) seu operador associado. Se |V f|? < f, uy > 0 é limitado e

Loa(f) = IV + f <k

em D, = {:1: €EM:2/f< a} para alguma constante k, entdo

/ ,ule_fdvg < 400
M

/ pidvg < o %
M

onde C' é uma constante que depende apenas de | A M e~ dv,.

Prova 4.1. Uma vez que

div(eF P, 1V f) = e (Loa(f) — 1PV V)



em conjunto com

Loa(f) = VP + f<km

temos

[~

div(e P, V) < e (V2 = F+ kpy — %m_lw, V).

Somando e subtraindo o fator

H1 2
1wy

obtemos,

I

(e P < [ (1= B0 97 = b+ I = PV )| e
Note que:

i. iy € o primeiro autovalor de P,_1, logo (P,_1v,v) > ui(v,v) para todo vetor v, ou seja,

p1 (v, vy — (P,_1v,v) <O0.

i. [IVf*< f.

iii puq limitado garante t > sup .

Entdo, usando (i), (ii) e (iii) na desigualdade anterior, ocorre o seguinte:

-

[~

div(e_gﬂa_lVf) < pie”

Pelo fato de f ser propria, a fungdo

estd bem definida. Assim,

k i 1 -+ f
]/(t) = —tk? [ e tdvg+t_k/D Hi€e t t_QdUg

1 (]
= W /l) ,UJle <? — k) d’Ug.

Entdo, integrando a desigualdade (5) percebemos que

o+

50

®)
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I < gk / div(e™¥P, 1V f)du,

_f Vf
- _tk+1/ <€ {Pr— V 7_>d
9D vy v/

—h /a e 7|V fldy

Da

IN

< 0.
Integrando I'(t) entre 1 e o2, temos
I(a®) —1(1) <0
ou seja

1

_t
pel (e anvgg/ ule_fdvg

Uma vez que as funcoes na integral anterior sdo semicontinuas, para todo o« > 1 temos que

desigualdade é verdadeira. Além disso, como \/f < a em 5_0 entdo tal desigualdade nos

garante que

1 1 1 f 1
-3 - —f
pie idv, < / pre 2dv, < pie dvg,
a?k |- 9= 2 D = 2 D. g

[e3

ou seja

1 1 _
el 4/1; uldvgﬁ/D pretdu,. (6)

Agora, observe que

/ ule_fdvg—/ ule_fdvg = / ,ule_fdvg
704 Ea—l 5oz/ﬁoz—l

_(a=1)2
e 1 padug
Da/ﬁa—l

(a—1)2
e 1 / fidvyg.
Da
Entdo, por (5) obtemos

(a—1)2
/ pre dv, — / pretdv, < eiate™ T / pre ! dv,.
e Dafl Da

Seja oy, uma constante tal que se o« > o vale

IN

IN
|




1 _(0471)2 _
ciofe "1 < e,

Consequentemente, por (6)

/ ,ule_fdvg—/ ,ule_fdvg Se_r/ ,ule_fdvg,
o Dqo1 Dqa

isto é

1
/ ule_fdvg < ( )/ ule_fdvg.
704 1 - ea 504—1

Analogamente, para todo N inteiro positivo temos que

N
1
-f -f
e du, < (ﬁ)/ e dv,.
/l)a+N ! (H) 1 o 6( * ) Dafl !

Pelo fato do produtorio

a 1

a=0

convergir para um niimero inteiro positivo quando N — +00, ocorre

/ ,ule*fdvg < +o00.
M

Portanto, usando tal fato na desigualdade (6), concluimos que

/ pidvg < C’ozzk,
M

onde C' é uma constante que depende apenas de | A M1 e~ dv,.

4.2  APLICACAO PARA OS SELF-SHRINKERS DO FLUXO DA S,-CURVATURA
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Teorema 4.2. Seja (M, g) uma self-shrinker do fluxo da Ss-curvatura completa ndo compacta

propriamente imersa em R™ ™ com uma constante ndo negativa 3 < inf S2. Se Sy < Cy, para

alguma constantje C, entdo

/ Sldvg S CT”7172B.
Br(0)NM

|z[?
1

Prova 4.2. Seja f = =-. Uma vez que M ¢é propria, f também serd. Sendo assim, vamos

verificar que f satisfaz as hipoteses do teorema anterior e utiliza-ld para construir a fun¢do



adequada.

i

logo

ii.

ou seja,

%

|z

Li(f) = IVfP+f <

53

_ =P TP
= ‘VﬂQ T4 4
B ‘.TJ‘P
N 4
= 52
> B
2 Oa
IVI*< T
1
—) = Z_ILl (’x‘z)
_ }1 (2(n — 1)1 + 4(z, N)Sy)
_ ;n—ma—f+Wﬁ2
< wﬂl — [+ VS

C(n—1)

2 /J“].‘

Desse modo, considere [ = [ — 3, ainda assim, temos que f é propria e [ satisfaz as condigdes

(i) e (ii). Logo, f satisfaz as condicdes do teorema 4.1. Entdo, considere

Entdo, pelo teorema 4.1

portanto,

D,

= {z¢€

M:2\/f <7}
M :|z| < +/r? —45}.

/ prdvg < C’r%,
D,

/ Sidv, < Cyrn1-28,
B-(0)NM
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5 UMA CONDICAO DO TIPO TOPOLOGICA

Dada uma imersdo x : X" — Q@' seja W = QIH\ |, .y, T,X. Se W € aberto e

peEX

ndo vazio, para ¢ = 0, em (HALPERN, 1971), encontramos o primeiro resultado na dire¢cao
de classificar as imersdes que satisfazem essa condi¢cdo. Motivados pelo trabalho de Harpen
em (ALENCAR; FRENSEL, 1991), os autores conseguiram classicar as imersdes minimas em
QZ“, mostrando que, independente, do valor de ¢, ou seja, para ¢ = —1,0 ou 1, X € totalmente
geodésica. Recentemente, em (ALENCAR et al., 2023), os autores classificaram as self-shrinkers
H = —(x, N), satisfazendo a condi¢do acima citada. Inspirados por este ltimo, obtemos o

resultado a seguir.

5.1 UMA CONDICAO DO TIPO TOPOLOGICA E UM RESULTADO DE RIGIDEZ
Lema 5.1. Seja T : C*°(X) — C°°(X) um operador dado por
T(f) = Lia(f) = (V¥ f,2").
Entdo, se . é um self-shrinker do fluxo da S, -curvatura
T({x,N)) = (&, N)((r — tr(A*P.1)).
Prova 5.1. Uma vez que
Lo((&, NY) = —Vur S, — 15, — (&, N) tr(42P,_.).
Usando que S, = —(x, N), o resultado segue. O

Teorema 5.1. Seja x : X" — R uma self-shrinker do fluxo da S,-curvatura, com S,_, é

positiva e Sy limitada. Se

W =R""\JT,Z

peEX

é aberto, ndo-vazio e tr(A?P._1) < r, entdo ¥ é isométrica a

k!
k r4+1 n—k
S ( k r!(k—r)!) <R

Prova 5.2. Pelo lema 5.1 temos que

T({x,N)) = (x, N)(r — tr(A*P,_)).



55

Entdo, se (x, N) atingir o minimmo em ¥, pelo teorema 2.4, temos que {x, N) € constante e,
consequentemente, pelo teorema 2.6 temos o resultado. Entdo, vamos garantir tal fato. Primeiro,

note que como H, < HT, vale

entdo

S, < CU'K,.
Logo,

0< S, <CrE,
portanto

—CrKy < (x,N) <0< C'Ky. (7)

Por outro lado W # (), nos garante que

hpo(p) = (x(p) — po, N),

onde pg ¢ W = R"H\ Upez T, e hy, ndo muda de sinal em 3, pois, caso contrdrio, teriamos
que py € T,,% para algum p € X.

Uma vez que (x, N) é limitada, considere (py)r C X uma sequéncia tal que

(x,N)(pr) — igf(x,]\/>.

Para cada py, considere qi, a projecdo de pg sobre T, >.. Como

d(gr, po) = lax — pol = | Py s = [(@(r) = po, N(pr))| = Topo (P)

Além disso, para todo q € %,

lhpe(@)] = [(x(q) —po, N(q))|

IA

—~

8 8

—~ —~ —
Q ()

N— N— N—
= =

L) L)

S~— S~—

~—— S~

+ |

_ —~

— ’E

’B o
Tz

2 —

= =

S/ ~

~— -

IN
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em que na tiltima desigualdade estamos usando a limitagdo de (x, N). Assim, a sequéncia (qy )

¢ limitada em

Uns=r*-w
pEX

que ¢é fechado, pelo fato de W ser aberto. Assim, passando a uma subsequéncia se necessdrio,
temos que

qk; — q1,

Agora, seja py € X tal que q, € T,, 3. Entdo,

(, N)(p1) = lim (z, N)(ps,)

k)j—}OO

= 1121f<x,N>.

Logo, (x,N) atinge seu minimo, consequentemente, pelo teorema 2.4 (x,N) é constante e,

portanto, pelo teorema 2.6 concluimos o resultado.
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6 NAO EXISTENCIA EM PRODUTOS WARPED

Em (BATISTA et al., 2023), (BATISTA et al., 2022b) e (BATISTA et al., 2022a), os
autores se propoem a estudar solitons em produtos warped do tipo  x ;X" —I x 3", aplicando
técnicas de principio de maximo conseguem, sob certas condi¢des, obter alguns resultados,
dentre eles resultados de ndo existéncia. Inspirados nessas ideias, neste capitulo mostraremos
que € possivel obter teoremas de ndo existéncia correlatos aos resultados citados anteriormente.

Na primeira se¢@o, estudaremos os sélitons no espago I x ¢ 3", e na segunda, sélitons no espaco

-1 ><f .

Defini¢ao 6.1. Seja p : X" — M =Ix ¢+ M™ uma imersdo. Diremos que Y um self-shrinker
do fluxos da Sy-curvatura quando,

SQ :Cf@a

com © = (0, N).
6.1 RESULTADOS EM M""' =1 x, xr

Proposicao 6.1. Seja h : I x; X" — I a fungdo altura de I x ; Y. Entdo,

:f/

Li(h) 7 ((n —1)S1|Vh|* = (PIVh, Vh)) + C(f)©?
onde
! 2
C(f) = fT(n 1S+ chf .

Prova 6.1. Uma vez que

Hess(h)(Z) = f7/ (Z —(Vh,Z)Vh)+OA(Z),

temos que

Li(h) = tr(P, Hess(h))

_ f7 (tr (P) — (PVh, Vh)) + O tr (P,A)

_ 7 (n— 1)S, — (P.Vh, Vh)) +205,.

Desse modo, usando que 0; = Vh + ON e 0; € unitdrio, decorre que

1= |Vh] + €2
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Substituindo essa ultima igualdade em conjunto com Sy = cf© em L,_1(h) obtemos,

/

— _, n— 2 _ L/ n — 2cf? 2
= 7 ((n—1)S1|Vh|* = (PVh,Vh)) + (f( 1)S; + 7 )@.
Portanto,
Lu(h) = & (0~ DS VAP — (PVB.TH) + G196

O

Definicao 6.2. Seja M" uma variedade completa e I C R. Dizemos que a hipersuperficie

x: X — I xy M" estd contida em um slab se x(X) estd entre M| e M.
Com base em (IMPERA et al., 2012) temos o seguinte:

Lema 6.1. Seja o : X — I X ; M™ uma hipersuperficie imersa e M"™ uma variedade riemannina

com curvatura seccional satisfazendo

Ky > —sgp(f'Q —ff").

Suponha que S, seja limitada e que Y. esteja contida em um slab, entdo Y. tem curvatura

seccional limitada inferiormente.

Prova 6.2. Pela equacdo de Gauss sabemos que se x : M"™ — M é uma hipersuperficie,

entdo

(R(X,Y)Z,V) = (R(X,Y)Z,V) — (AY,V)(AX, Z) + (AX, V)(AY, Z)

= —n+1 :
para X,Y, Z .V € TY, onde R e R os tensores de curvatura de M™ e M " respectivamente.

Entdo, se {X,Y} é uma base ortornormal de um 2-plano tangente a 3. temos

Ke(X,Y) = K(X,Y)+ (AX, X)(AY,Y) — (AX,Y)?

v

K(X.Y) - | AX|[AY] — [AX]?
> R(XY) - 2]

Dado que S, € limitado, |S;| < |c|f e ¥ estd contida em um slab em conjunto com

[|A||? = S? — 2S5, temos que || A||? é limitado e, assim, resta garantir a limitagdo de K (X,Y).
—n+1 .

Escrevendo a tensor curvatura de M em funcdo da fibra M", obtemos

RWUVIW = Ry (U7, V) W* = M2 () (V, W)U — (U, W)V)
+ H (7)) (W, TYKU, T)V —{(V,T)U)
- H (WI) (<Va W><U7 T> - <U7 W><V7 T>>T7
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para U,V,W € TM, onde T = 0, e U* denota a projecio de U sobre M™. Logo, pelo fato de

{X,Y'} ser uma base ortornormal

ROXY) = g (XY X0 AV
— H2(h) — H'(h) (X, VA)? + (Y, Vh)?)

Observando que X* = X — (X,0;)0, e Y* =Y — (Y, 0;)0; tem-se

0< X AYTE = XY - (v
— - (X,T) - (V.T)

Mas (X,0;) = (X, Vh) e (Y,0;) = (Y, Vh). Assim,

0< IX*AY*? = | X*|P Y — (X, v
= 1- <X7T>2 - <Y7 T>2
= 1—((X,Vh)*+(Y,Vh)?), (8)

Substituindo esta iiltima relacdo em K (X,Y), temos

RIXY) = i (XY (1= (X902 4 (1, 90))
— H*(h) — H'(h) ((X, Vh)? + (Y, Vh)?)
- pih) o (X7, Y7) = H2 () = H/(R)((X, VR)? + (Y, VI)?),

Usando (1), isto é, 1 > (X, Vh)? + (Y, Vh)?, obtemos

R(X,Y) = f%h) W (X Y7) = H2(R) = H () (X, VR + (Y, V)
1 * * o 2 o /
2w a (X5 Y7) = HA(h) = 2|H(R)]
1

720 (f(R)f(R)" = f2(h)) = H*(h) — 2[H/(h)]

()

= —H(h)

Portanto, pelo fato de 3. estd contida em um slab, concluimos o resultado. O

Teorema 6.1. Seja M =T x 5 M™ um produto warped cuja curvatura seccional da fibra
satisfaz

K > —sup(f” — ff")
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Ndo existe uma self-shrinker do fluxo da Sy-curvatura ¢ : % — M com respeito a
K = f(t)0y, onde ¢ # 0 tal que S, seja limitada, Sy > 0, contida em um slab [t,t5] x M™ com

C.(t) tendo um sinal estrito em [t1, t5].

Prova 6.3. Suponha que exista tal variedade. Por hipdtese, podemos aplicar o lema 6.2 a
variedade 3. e, assim, obter que

KZ > —G2(7”)

com G2(r) = H?*(r) + Cy. Assim, uma vez que Sy > 0 X satisfaz as condi¢ées do teorema 2.3

para o operador L,. Consequentemente, |Vh|* — 0 o que implica © — 1. Nesse ponto,

temos duas situacdoes a considerar:

* Se (.(f) > 0, usando o ponto de mdximo da fungdo h em conjunto com a proposi¢do 6.2,

teriamos

0 > limsup Li(h)(xy)
k

k
> limsup Ce(f) ()

= limsup (j% ((n = 1)S1|Vh|* = (PVh,Vh)) + Cc(f)@Q) (k)

e, assim,

0 > limsup Ly (h)(zx) > limsup (.(f)(xx) > 0.
k k

» Se (.(f) < 0, usando o ponto de minimo da fungdo h em conjunto com a proposi¢cdo 6.2

teriamos

0 < limi%le(h)(xk)

!/

= liminf (f7 ((n—1)S,|Vh|?> = (P\Vh, VR)) + gc(f)@2) (7)

< liminf C(f) (),

e, assim,

0 <lim i%f Li(h)(zg) < lim i%f C(f)(zx) <0.
Logo, independente do caso h seria nula e, portanto, isso seria é um absurdo. 0

Corolario 6.1. Seja M = I x, M™ o pseudo espaco hiperbélico. Néo existe uma self-shrinker
do fluxo da Sy-curvatura ¢ : ¥ —» M com respeito a K = f(t)0,, onde ¢ # 0 tal que S,
seja limitada, Sy > 0, contida em um slab [t1,t5] x M™ com (.(t) tendo um sinal estrito em

[t1,t2], comt; > log(—2).
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Dado um parametro de massa ;o > 0, o espago de Schwarzschild € definido pelo produto

M = (o), +00) x S,
munido com a métrica g =V, 'dr? 4 r?gsn, onde gs» € a métrica padrio da esfera e, V,(r) =
1 — 2ur'=" é a fungiio potencial e ro(u) = (2,u)ﬁ ¢ a tnica raiz positiva de V,,(r) = 0. Vale
salientar que R X WH, munida com a métrica —V,,(r)dt? 4 g, € solugdo da equagdo de Einstein
no viacuo com constante cosmoldgica nula (para mais detalhes sobre a geometria do espaco de
Schwarzscild ver (O’NEILL, 1983) cap.13). Em (COLOMBO et al., 2018) exemplo 1.3, Mnﬂ,

pode ser reduzida a I x ; S" com a métrica warped e f satisfazendo

" dx
- /m(u) ro J0=r0. 1=R.

Corolario 6.2. Seja M = I x ¢ S" o espago de Reissner-Nordstrom com f como discutida
. - . . —n+1 .

anteriormente. Ndo existe uma Ss—shrinker ¢ : ¥ — M~ com respeito a K = f(t)0, com

¢ < 08y > 0 tendo volume com crescimento polinomial e contida em um slab [ty,t2] X S"™ com

V(r(t)) < fL—22T4(t) paratodo t € [ty,ts].
6.2 RESULTADOS EM M = —J x, on

Proposicao 6.2. Seja h : —I x; X" — I a fungdo altura de —1 x ; X". Entdo,

!/

Li(h) = —f7 ((n = 1)S1|Vh|* + (P1Vh, Vh)) + ((f)O?,

onde
_ 2cf*—(n—1)f'S,
- 7 )

Ce(f)

Prova 6.4. Uma vez que

Hess(h)(Z) = —f?/ (Z+(Vh,Z)Vh)+ OA(Z),

temos que

Li(h) = tr(P, Hess(h))
_ _f7' (tr (P) + (PVh, VAY) + O tr (PLA)
_ ‘? (—(n— 1) + (PVh,Vh)) — 205,
_ f? (n—1)S, — (P,Vh, Vh)) — 205,.



Desse modo, usando que 0, = —NV h — ©ON e 0; é unitdrio, decorre que

Substituindo essa ultima igualdade em conjunto com Sy = cf© em Ly (h), obtemos,

f/

Li(h) = 7 ((n—1)51(0* = |[Vh|*) = (PIVh,Vh)) — 2cfOS,
_ P 2 _ L s -
f( (n —1)S,|Vh| (P1Vh,Vh>)+(f( 1)S;
_ _L/ N — 2 _ Qsz_L/n_ 2
= L (- vsivar+ (VR I) ( L 1)51)@_
_ L ) (22— (n—1)f'S
= L (- sivap+ (mn ) ( :
= (- VsV (PRI e

Portanto,

L1(h) =

I

f

1=0%—|Vh2

((n — 1)S1|Vh|? + (PiVh, VAY) + C(f)O%

Com base em (IMPERA et al., 2012) temos o seguinte:
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Lema 6.2. Seja ¢ : X — —I Xy M"™ uma hipersuperficie imersa e M" uma variedade

Riemanniana com curvatura seccional satisfazendo

Ky 2 SI}p(ff”—f'Q)-

Suponha que S, seja limitada e que ¥ esteja contida em um slab. Entdo, Y. tem curvatura

seccional limitada inferiormente.

~ ——n+l . o
Prova 6.5. Pela equacdo de Gauss sabemos que, se x : M™ — M é uma hipersuperficie,

entdo

R(X,Y)Z, V) = (R(X,Y)Z,V) — (AY,VY(AX, Z) + (AX, V)(AY, Z),

— —n+1 :
para X,Y, Z.V € TY, onde R e R os tensores de curvatura de M™ e M " respectivamente.

Entdo, se {X,Y } é uma base ortornormal de um 2-plano tangente a ., temos

Ks(X,Y)

v

K(X,Y)+ (AX, X){AY,Y) — (AX,Y)?
K(X.Y) - AX][|AY]| - |AX|P®
K(X,Y) = 2| A"
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Dado que S, é limitado e |S3| < |c|f e ¥ estd contida em um slab em conjunto com
|A||? = S2 — 2S5, temos que ||A||? é limitado e, assim, resta garantir a limitagdo de K(X,Y).
S+l ~
Escrevendo a tensor curvatura de M~ em funcdo da fibra M", obtemos

RO V)W = Ry (U, V)W =H* (1) (VW)U — (U W)V)
+ H (7)) W, TY(U, T)V —(V,T)U)
- Hl <7TI) (<‘/> W><U7 T> - <U7 W><V, T>)T7

para U,V,W € TM, onde T = 0, e U* denota a projecio de U sobre M™. Logo, pelo fato de
{X,Y} ser uma base ortornormal
— 1 9
KX)Y) = —Ky (XY X"AY"
— H2(h) — H(h) (X, VRY2 + (Y, VR)?),

Observando que X* = X — (X,0,)0, e Y* =Y — (Y, 0;)0;, tem-se
0< X AYP = X IY7)° — (X7, Y)?
= 1-(X,T)* = (V,T)".
Mas (X, 0;) = (X, Vh) e (Y,0;) = (Y, Vh). Assim,
0< X AYP = X Y7)° - (X7, Y)?
= 1= <X7T>2 o <Y7 T>2
= 1= ((X,Vh)* + (Y, Vh)?), ©)

Substituindo esta iiltima relagdo em K(X,Y), temos

R(X,Y) = %KM (X*, ") (1= ((X, Vh)? + (Y, Vh)?)
— H(h) = H'(h) (X, VA)* + (Y, Vh)?)
1 * * 2 oy 2 2
_ WKM (X7 Y™) = H(h) — H'(R)((X, Vh)" + (Y, V)7
Usando (9), isto é, 1 > (X, Vh)? + (Y, Vh)?, obtemos

RX,Y) = — Ky (X5, V") — H2(h) — 7 (h)((X, VRY? + (Y, Vh)?)

—— Ky (X, Y") — H2(h) — H'(h)

f"(h)

= (f5(h) = f(R) f(R)") + )

f2(h)

- ()
= H*(h).
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Portanto, pelo fato de X. estd contida em um slab, concluimos o resultado. 0
. ntl : .

Teorema 6.2. Seja M = —1I x ¢ M"™ um produto warped cuja curvatura seccional da fibra

satisfaz

Ky > —sup(ff" = )

Nao existe uma self-shrinker do fluxo da Ss-curvatura ¢ : ¥ — M com respeito a
K = f(t)0,, onde ¢ # 0 tal que Sy seja limitada, Sy > 0, contida em um slab [t,t5] x M™ com

H'(h) > 0 e com (.(t), tendo um sinal estrito em [t1, ts].

Prova 6.6. Suponha que exista tal variedade. Por hipétese, podemos aplicar o lema 6.2 a
variedade Y. e, assim, obter que

KE Z —Gz(T’)

com G*(r) = H*(r) + Cy. Assim, uma vez que Sy > 0 Y satisfaz as condigdes do teorema
2.3 para o operador Ly, consequentemente |V h|> — 0, o que implica © — 1. Nesse ponto,

temos duas situacdoes a considerar:

* Se (.(f) > 0, usando o ponto de mdximo da fungdo h em conjunto com a proposi¢do 6.2,

teriamos
0 > limsup Ly (h)(xy)
k

= lim sup (f7 ((n —1)S1|Vh|* = (P\Vh,Vh)) + @(f)@?) (zx)

= limsup Co(f) ()

e, assim,

0 > limsup Ly (h)(zx) > limsup (.(f)(xx) > 0.
k k

» Se (.(f) < 0, usando o ponto de minimo da funcdo h em conjunto com a proposicdo 6.2,

teriamos
0 < lim i%f Lyi(h)(xy)
= liminf (f% ((n = 1)S1|Vh|* = (P\Vh, Vh)) + Qc(f)@Q) ()

< liminf C(f) ()

e, assim,

0 < lim i%f Li(h)(zg) < lim ir]if C(f)(xp) <0
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Logo, independente do caso, h seria nula e, portanto, um absurdo. 0

Corolario 6.3. Seja M =Rt X3 R™ o espaco tempo de Einstein Sitter. Ndo existe uma
self-shrinker do fluxo da Ss-curvatura ¢ : ¥ — M com respeito a K = £30, com c # 0 tal

que S1 seja limitada com crescimento de volulme polinomial, Sy > 0, contida em um slab com

(log f"(h)) < 0 e Ge(t) < 0em [ty, to].
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