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Prof. Dr. Márcio Henrique Batista da Silva - UFAL (Orientador)

Prof. Dr. Ivaldo Paz Nunes - UFMA (Avaliador Externo)

Prof. Dr. Allan George de Carvalho Freitas - UFPB (Avaliador Externo)
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Resumo

Nesta Tese de doutorado são provadas estimativas para o índice de Morse de hipersuperfí-

cies mínimas em cinco contextos distintos:

(1): Demonstramos a não existência de uma hipersuperfície mínima, dois-lados, fechada,

conexa, imersa no espaço projetivo real RPn+1 com índice dois.

(2): São provadas estimativas de rigidez e lacuna no índice para hipersuperfícies mínimas,

fechadas, orientáveis, imersas em um produto finito de esferas. Tais estimativas são dadas

em função dos raios e dimensões das esferas.

(3): Tratamos de hipersuperfícies (compactas ou completas não compactas) f -mínimas, ori-

entáveis, com fronteira livre em um domínio Ω do espaço euclidiano ponderado (Rn+1, gcan, e
−fdµ).

Neste caso, obtemos cotações inferiores para o índice por uma função afim envolvendo

uma quantidade topológica. Caso a hipersuperfície seja compacta, esta quantidade é o seu

primeiro número de Betti.

(4): Consideramos operadores do tipo ∆f + W − aK sobre superfícies em variedades

Riemannianas ponderadas (M3, g, e−fdµ), onde W é uma função localmente integrável, K

é a curvatura Gaussiana da superfície e a é um inteiro positivo. São apresentados resultados

sobre a topologia e crescimento de volume de superfícies com curvatura média ponderada

constante f -estáveis ou com f -índice finito. Além disso, também obtemos cotação inferior

para o primeiro autovalor do operador de estabilidade.

(5): Obtemos fórmulas de monotonicidade e densidade para hipersuperfícies com fronteira

não vazia, propriamente mergulhadas em um produto warped do tipo I ×h S2. Por fim,

apresentamos um método para calcular uma região de estabilidade para cones totalmente

geodésicos em um espaço conforme a produtos warped da forma I ×h S2 ou I ×h R2 com

curvatura de Ricci constante.

Palavras-chave: Hipersuperfície Mínima; Índice de Morse; Lacuna no Índice; Cotação

Inferior; Espaços Ponderados; Fronteira Livre.



Abstract

In this Doctoral Thesis, we obtain several estimates for the Morse index of minimal

hypersurfaces in five different settings. More precisely,

(1): We prove the nonexistence of a closed two-sided minimal hypersurface immersed in

the real projective space RPn+1 with index two.

(2): We prove a gap of the Morse index of an orientable, closed minimal hypersurface

immersed in a finite product of spheres. Such estimates are given as a function of the radii

and dimensions of the spheres.

(3): We study orientable complete f -minimal free boundary hypersurfaces in a domain

Ω of the weighted Euclidean space (Rn+1, gcan, e
−fdµ). In this case, we get lower bounds

for the index by an affine function involving a topological quantity. If the hypersurface is

compact, this quantity is its first Betti number.

(4): We consider operators of the type ∆f +W − aK on surfaces in weighted Riemannian

manifolds (M3, g, e−fdµ), where W is a locally integrable function, K is the Gaussian

curvature of the surface, and a is a positive integer. We obtain some results about the

topology and volume growth of geodesic ball on f -stable constant weighted mean curvature

surfaces. In addition, we also get a lower bound for the first eigenvalue of the stability

operator.

(5): We obtain monotonicity and density formulas for hypersurfaces with a non-empty

boundary, properly embedded in a warped product of type I ×h S2. Finally, we present a

method to calculate a region of stability for totally geodesic cones in a space conformal to

warped products of the form I ×h S2 or I ×h R2 with curvature constant Ricci.

Keywords: Minimal Hypersurface; Morse Index; Gap In The Index; Lower Bound;

Weighted Spaces; Free Boundary.
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INTRODUÇÃO

Hipersuperfícies mínimas são pontos críticos do funcional área, enquanto hipersuper-

fícies com curvatura média constante (CMC) são pontos críticos do funcional área para vari-

ações que preservam o volume. Em qualquer hipersuperfície mínima Σ, a fórmula da segunda

variação do funcional área induz uma forma quadrática Q : C∞(Σ)×C∞(Σ)→ C∞(Σ). O

índice desta forma quadrática é chamado índice de Morse de Σ (ou índice de estabilidade) e

é denotado por Ind(Σ). Do ponto de vista analítico, o índice indica o número de autovalores

negativos do operador de Jacobi J , um operador diferencial elíptico de segunda ordem

associado a Q. Do ponto de vista geométrico, o índice indica o número de direções cujas

variações decrescem área.

O estudo de como o índice de Morse se relaciona com questões geométricas e

topológicas das hipersuperfícies mínimas (ou CMC) tem se tornado um ramo muito

estudado da Análise Geométrica. Esta Tese de Doutorado é voltada para o estudo do índice

de Morse em cinco contextos distintos, que serão abordados entre os capítulos 2 a 6. No

capítulo 1 serão estabelecidos os conceitos clássicos na literatura e que serão fundamentais

para o desenvolvimento dos principais resultados nos demais capítulos. A seguir, faremos

uma introdução a respeito do que será estudado em cada capítulo:

Capítulo 2. Em 1968, Simons provou que não existem hipersuperfícies mínimas

compactas estáveis na esfera unitária Sn+1 e também caracterizou as esferas totalmente

geodésicas como as únicas hipersuperfícies mínimas compactas com índice um, veja ([62],

1968). No início da década de 90, Urbano provou que qualquer superfície mínima compacta

não totalmente geodésica em S3 tem índice de Morse maior ou igual a 5, ocorrendo a

igualdade apenas para a superfície mínima de Clifford, veja ([68], 1990), e El Soufi mostrou

que qualquer hipersuperfície mínima compacta não totalmente geodésica em Sn+1 tem

índice maior ou igual a n+ 3, para n ≥ 3, ver ([31], 1993).

A seguinte conjectura permanece em aberto desde a década de 90:

Conjectura. As únicas hipersuperfícies mínimas compactas da esfera redonda unitária

Sn+1 com índice n+ 3 são as hipersuperfícies mínimas de Clifford.

Como respostas parciais, citamos o resultado obtido por Guadalupe-Brasil Jr-

Delgado, em ([39], 1999), o qual afirma que a conjectura é verdadeira sob a condição de



11

curvatura escalar constante. Além disso, Perdomo mostrou que a conjectura é verdadeira

se a hipersuperfície é invariante pela aplicação antípoda, veja ([54], 2001).

Neste capítulo, focamos na lacuna do índice de Morse de hipersuperfícies míni-

mas compactas imersas no espaço projetivo real RPn+1 com curvatura escalar constante.

Inicialmente, relembramos a classificação dada por do Carmo–Ritoré–Ros:

Teorema 0.0.1. ([20], 2000) As únicas hipersuperfícies mínimas compactas de dois-lados

com índice um no espaço projetivo real RPn+1 são as esferas totalmente geodésicas e as

hipersuperfícies mínimas de Clifford.

Para o nosso propósito, usamos as funções teste construídas em ([20], 2000) e por

meio de um argumento Min-max fomos capazes de construir novas funções com média zero

que são interessantes no contexto de nosso estudo. Desse modo, demonstramos o principal

resultado do capítulo:

Teorema 0.0.2. Não há hipersuperfície mínima dois-lados compacta conexa no espaço

projetivo real RPn+1 com curvatura escalar constante e índice de Morse dois.

O seguinte Teorema é uma consequência imediata:

Teorema 0.0.3. A única hipersuperfície mínima dois-lados compacta conexa do espaço

projetivo real RPn+1 com curvatura escalar constante e índice de Morse menor ou igual a

dois são as esferas totalmente geodésicas e as hipersuperfícies de Clifford.

Vale ressaltar que os principais resultados deste capítulo foram publicados em ([12],

2022).

Capítulo 3. Este capítulo está dividido em duas partes. Na parte 1, estudaremos

hipersuperfícies mínimas de Sn1(r1)× Sn2(r2). Sem perda de generalidade, podemos supor

que n1 ≥ n2, n1 + n2 = n+ 1 ≥ 3. Ambrozio, Carlotto e Sharp ([6], 2018) provaram que

se Σ é uma hipersuperfície mínima fechada e orientável (mergulhada) de Sn1(1)× Sn2(1)

(n1 ≥ 3, n2 = 1 ou n1, n2 ≥ 2 e (n1, n2) 6= (2, 2)), então Ind(Σ) ≥ 2
(n+3)(n+2)b1(Σ), onde

b1(Σ) é o primeiro número de Betti de Σ. No entanto, quando n é suficientemente grande

e b1(Σ) é pequeno, não podemos obter mais informações, exceto Ind(Σ) ≥ 0 ou 1. Por

outro lado, um teorema de classificação devido a Torralbo e Urbano ([66], 2014) implica
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que Ind(Σ) = 0 se e somente se n1 > n2 = 1 e Σ = Sn1(1) × {q}. Uma questão natural

seria classificar as hipersuperfícies mínimas com índice 1.

Inicialmente, destacamos as hipersuperfícies totalmente geodésicas

Σ1 =

 Sn1−1(r1)× S1(mr2) for n1 > n2 = 1;

Sn1−1(r1)× Sn2(r2) for n1 ≥ n2 ≥ 2.

e

Σ2 =

 Sn1(r1)× {q} for n1 > n2 = 1;

Sn1(r1)× Sn2−1(r2) for n1 ≥ n2 ≥ 2.

Em ([25], 2021), Hang Chen deu uma resposta satisfatória a indagação posta. Mais

precisamente,

Teorema 0.0.4. Dado n1 ≥ n2 ≥ 2, seja Σn uma hipersuperfície mínima orientável

em Mn+1 = Sn1(1) × Sn2(a) com Ind(Σ) = 1. Suponha que Σ seja fechada e suave ou

singular com um conjunto singular satisfazendo Hn−2(sing(Σ)) = 0, onde H é a medida

de Hausdorff. Temos que

(I). Se a2 > n2
n1−1 , então Σ = Σ2;

(II). Se a2 = n2
n1−1 , então Σ = Σ1 ou Σ2;

(III). Se a2 < n2−1
n1

, então Σ = Σ1;

(IV). Se a2 = n2−1
n1

, então Σ = Σ1 ou Σ2.

Todos esses casos são mergulhos totalmente geodésicos.

Os Teoremas principais desta Parte 1 generalizam o resultado acima obtendo

lacunas no índice dependendo apenas dos raios e dimensões das duas esferas que compõem

o ambiente M = Sn1(r1)× Sn2(r2). Mais especificamente, temos:

Teorema 0.0.5. Seja Φ : Σ→M uma hipersuperfície mínima, fechada e orientável com

Ind(Σ) ≤ n1 em Mn+1 = Sn1(r1)× Sn2(r2), onde n1 ≥ n2 ≥ 1. Assuma que Σ é suave ou

tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Valem as seguintes

classificações:

(I): Se C1 = n2 − 1
r2

2
− n1

r2
1
> 0, então Σ = Σ1. Além disso, Ind(Σ1) = 1.

(II): Se C1 = 0, então Σ = Σ1 ou Σ = Σ2. Além disso, Ind(Σ1) = Ind(Σ2) = 1.

Teorema 0.0.6. Seja Φ : Σ→M uma hipersuperfície mínima, fechada e orientável com

Ind(Σ) ≤ n2 em Mn+1 = Sn1(r1)× Sn2(r2), onde n1 ≥ n2 ≥ 1. Assuma que Σ é suave ou
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tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Valem as seguintes

classificações:

(I): Se C2 = n1 − 1
r2

1
− n2

r2
2
> 0, então Σ = Σ2. Além disso, Ind(Σ2) = 1.

(II): Se C2 = 0, então Σ = Σ1 ou Σ = Σ2. Além disso, Ind(Σ1) = Ind(Σ2) = 1.

Discutiremos como a k-largura min-max de uma variedade Riemanniana fechada

conexa M com curvatura de Ricci positiva se relaciona com os volumes de hipersuperfícies

mínimas fechadas orientáveis mergulhadas em M que têm índice menor ou igual a k. Usa-

remos esta relação junto ao resultado de lacuna obtido no Teorema 0.0.6 para demonstrar

o seguinte Teorema:

Teorema 0.0.7. Seja M = Sn1(r1)× Sn2(r2) dotada da métrica produto g0. Suponha que

n1 ≥ n2 ≥ 2 e n1 + n2 ≤ 7. Então as larguras ω1(M, g0) = · · · = ωk(M, g0) são iguais a
volg0(Σ1) para C1 = n2 − 1

r2
2
− n1

r2
1
> 0 e k = n1;

volg0(Σ2) para C2 = n1 − 1
r2

1
− n2

r2
2
> 0 e k = n2.

.

A Parte 2 é voltada para a generalização dos resultados desenvolvidos na Parte 1,

visando o caso onde o ambiente é um produto finito de esferas Mn+1 := Sn1(r1)×Sn2(r2)×

· · · × Snk(rk). Para isso, considere as constantes Ci,j := ni − 1
r2
i

− nj
r2
j

e as hipersuperfícies

totalmente geodésicas Σj := Sn1(r1)× · · · × Snj−1(rj)× · · · × Sk(rk), onde i, j ∈ {1, . . . , k}.

Obtemos o seguinte resultado:

Proposição 0.0.8. Seja Φ : Σ → M uma hipersuperfície mínima, fechada e orientável

em Mn+1 = Sn1(r1) × Sn2(r2) × · · · × Snk(rk). Suponha que para algum j ∈ {1, . . . , k}

vale Ci,j > 0 ∀i 6= j. Assuma que Σ é suave ou tem um conjunto de pontos singulares

satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Se Ind(Σ) ≤ nj, então Σ = Σj. Além disso, temos

Ind(Σj) = 1 (quando nj ≥ 2) ou Ind(Σj) = 0 (quando nj = 1).

Este resultado de lacuna no índice também tem implicações no cálculo das primeiras

larguras do produto finito de esferas.

Capítulo 4. Atualmente, está bem estabelecido o princípio de que o índice de

uma hipersuperfície mínima compacta de uma variedade com curvatura de Ricci positiva

é sensível à topologia, mais precisamente, ao primeiro número de Betti da hipersuperfície.
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Portanto, cohomologia rica em grau um muitas vezes implica alta instabilidade da imersão.

De fato, Schoen, Marques e Neves formularam a seguinte conjectura:

Conjectura: SejaM uma variedade Riemanniana fechada com curvatura de Ricci positiva.

Existe uma constante positiva C tal que, para toda hipersuperfície mínima, fechada,

mergulhada Σ, vale a desigualdade

Ind(Σ) ≥ Cb1(Σ),

onde b1(Σ) é o primeiro número de Betti de Σ.

Toda 1-forma harmônica em uma superfície mínima fechada está associada a um

campo vetorial de R3, desse modo pode-se considerar suas funções coordenadas com relação

a base canônica. Em ([55], 2006), Ros usou as funções coordenadas de 1-formas harmônicas

como funções teste para o operador de estabilidade. Ele provou que o índice de uma

superfície mínima em R3 é limitado inferiormente por uma função linear de seu gênero.

Precisamente, ele provou o seguinte:

Teorema 0.0.9. Seja Σ uma superfície mínima, completa e não plana em R3. Então Σ

tem índice finito se, e somente se, sua curvatura total é finita. Além disso,

Ind(Σ) ≥ 2g
3 , se Σ é orientável,

e

Ind(Σ) ≥ g

3 , se Σ é não orientável.

Posteriormente, em ([27], 2016) e ([28], 2018), Chodosh e Maximo melhoraram o

resultado de Ros demonstrando o próximo Teorema:

Teorema 0.0.10. Suponha que Σ é uma superfície mínima, orientável e completa, imersa

em R3, com gênero g e r fins. Então

Ind(Σ) ≥ 2
3(g + r)− 1.

Para hipersuperfícies mínimas fechadas da esfera unitária, Savo mostrou em ([58],

2010) que:
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Teorema 0.0.11. Seja Σn uma hipersuperfície mínima de Sn+1. Assuma que b1(Σ) ≥ 1 e

n ≥ 3. Então,

Ind(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+2

2

) + n+ 2.

Em ([7], 2018), Ambrozio-Carlotto-Sharp, usando ideias de Ros e Savo, desen-

volveram uma estratégia muito bem sucedida para generalizar que o índice de uma

hipersuperfície mínima Σ ↪→ M é limitado inferiormente por uma função linear de seu

primeiro número de Betti em uma classe mais ampla de variedades M além do espaço

euclidiano e a esfera redonda.

No caso de hipersuperfícies completas não compactas no espaço euclidiano, temos

o seguinte resultado obtido por Chao Li em ([45], 2017):

Teorema 0.0.12. Seja Σn−1 uma hipersuperfície mínima dois-lados conexa completa em

Rn, n ≥ 4, com r fins. Suponha que Σ tenha curvatura total finita, ou seja,
∫

Σ |A|n−1dµ é

finito. Então temos

Ind(Σ) + Nul(Σ) ≥ 2
n(n− 1)(r + b1(Σ)− 1),

onde Nul(Σ) é a dimensão do espaço de L2 das soluções do operador de Jacobi, e b1(Σ) é

o primeiro número de Betti da compactação de Σ.

Ao considerar hipersuperfícies mínimas com fronteira não vazia, também são obtidos

resultados limitando o índice inferiormente por uma função afim do primeiro número de

Betti da hipersuperfície, veja os trabalhos de Ambrozio-Carlotto-Sharp ([7], 2018) e P.

Sargent ([57], 2017).

Em ([42], 2020), Impera-Rimoldi-Savo estudaram o índice de hipersuperfícies Σn

f -mínimas no espaço euclidiano ponderado (Rn+1, gcan, e
−fdµ). Quando Σ é compacta e

o peso f é uma função convexa em Rn+1, foi obtida uma limitação inferior para Ind(Σ)

dependendo apenas da topologia de Σ através do seu primeiro número de Betti:

Teorema 0.0.13. Seja Σn uma hipersuperfície f -mínima compacta da variedade ponderada

Mf := (Rn+1, gcan, e
−fdµ). Se Ricf ≥ µ > 0 para alguma constante µ, então

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)

(
N∆f

(2µ) + b1(Σ)
)
,

onde N∆f
(2µ) := #{autovalores positivos de ∆f que são menores que 2µ}.
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Também foi demonstrado o seguinte Teorema para hipersuperfícies f -mínimas

completas não compactas:

Teorema 0.0.14. Seja Σ uma hipersuperfície f-mínima completa não compacta de

(Rn+1, gcan, e
−fdµ) com Ricf ≥ µ > 0. Então

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1) dimH1

f (Σ),

onde H1
f(Σ) é o espaço das 1-formas f-harmônicas que são quadrado somáveis para a

medida ponderada:

H1
f (Σ) := {ω ∈ Ω1(Σ) : dω = δfω = 0,

∫
Σ
|ω|2e−fdµ <∞}.

Finalmente, Castro-Rosales ([22], 2014) estudaram o operador de Jacobi em varieda-

des Riemannianas ponderadas com fronteira não vazia e a estabilidade de hipersuperfícies

com fronteira livre.

Em nossos principais resultados do capítulo consideraremos hipersuperfícies f -

mínimas Σ do espaço euclidiano ponderado Mf := (Rn+1, gcan, e
−fdµ) com fronteira livre

em um domínio ponderado ilimitado Ω ⊂Mf (com fronteira não vazia). Nosso objetivo

neste quarto capítulo é usar principalmente as ideias em ([7], 2018), ([57], 2017), ([42], 2020)

e ([22], 2014) para obter resultados que permitam limitar o índice Indf (Σ) inferiormente

por uma função afim envolvendo alguma quantidade topológica. Isto será feito através da

comparação entre o espectro do operador de estabilidade ponderado e o do f -Laplaciano

de Hodge atuando em 1-formas. Os dois resultados mais importantes são enunciados da

seguinte maneira:

Teorema 0.0.15. Seja Ωn+1 um domínio ponderado em (Rn+1, gcan, e
−fdµ) com fron-

teira não vazia. Seja Σn uma hipersuperfície compacta, f -mínima, orientável, com fron-

teira livre em Ω. Suponha que Σ seja suave ou tenha um conjunto singular satisfazendo

Hn−2(sing(Σ)) = 0 e que o tensor Ricf = Hess f é limitado inferiormente por uma

constante α ≥ 0.

(I). Se Ω é um domínio convexo em Rn+1, então:

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)

(
Γ+

∆[1]
fN

(2α) + b1(Σ)
)
,

onde Γ+
∆[1]
fN

(2α) é o número de autovalores positivos de ∆[1]
fN menores que 2α. Ou ainda,

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)b1(Σ) + Γ−Jf (−2α),
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onde Γ−Jf (−2α) é o número de autovalores negativos de Jf maiores que −2α.

(II). Se Ω for um domínio f -média convexo em Rn+1, então:

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)

(
Γ+

∆[1]
fT

(2α) + dimHn−1(Σ;R)
)
,

onde Γ+
∆[1]
fT

(2α) é o número de autovalores positivos de ∆[1]
fT menor que 2α. Ou ainda,

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1) dimHn−1(Σ;R) + Γ−Jf (−2α),

onde Γ−Jf (−2α) é o número de autovalores negativos de Jf maiores que −2α.

Teorema 0.0.16. Seja Ωn+1 um domínio ponderado ilimitado em (Rn+1, gcan, e
−fdµ)

com fronteira não vazia. Seja Σn uma hipersuperfície orientável completa não compacta,

f-mínima, com fronteira livre em Ω. Assuma que o tensor Ricf = Hess f é limitado

inferiormente por uma constante α ≥ 0.

(I). Se Ω for um domínio convexo, então:

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)

(
Γ+

∆[1]
fN

(2α) + dimH1
Nf (Σ)

)
,

onde Γ+
∆[1]
fN

(2α) é o número de autovalores positivos de ∆[1]
fN menor que 2α. Ou ainda,

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1) dimH1

Nf (Σ) + Γ−Jf (−2α),

onde Γ−Jf (−2α) é o número de autovalores negativos de Jf maiores que −2α.

(II). Se Ω for um domínio f -média convexo, então:

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)

(
Γ+

∆[1]
fT

(2α) + dimH1
Tf (Σ)

)
,

onde Γ∆[1]
fT

(2α) é o número de autovalores positivos de ∆[1]
fT menor que 2α. Ou ainda,

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1) dimH1

Tf (Σ) + Γ−Jf (−2α),

onde Γ−Jf (−2α) é o número de autovalores negativos de Jf maiores que −2α.

Finalmente, voltando ao caso de hipersuperfícies mínimas completas não compactas

de Rn+1, demonstramos a seguinte melhoria do Teorema 0.0.12 de Chao Li:



18

Teorema 0.0.17. Seja Σn uma hipersuperfície completa não compacta, mínima e orien-

tável em Rn+1. Suponha que Σ tenha t fins e curvatura total finita. Então

Ind(Σ) ≥ 2
n(n+ 1)(t+ b1(Σ)− 1),

onde b1(Σ) é o primeiro número Betti da compactação de Σ.

Capítulo 5. Neste capítulo estudamos operadores do tipo Lf = ∆f + aK + W

sobre uma superfície Σ2 da variedade Riemanniana ponderada Mf = (M3, g, e−fdµ), onde

K denota a curvatura Gaussiana de Σ e ∆fu := ∆u− g(∇u,∇f) é o f -Laplaciano. Como

exemplo, temos o operador de Jacobi ponderado sobre superfícies com curvatura média

ponderada Hf := H + g(N,∇f) constante, que pode ser escrito como

Jf = ∆f + 1
2S∞ −∆f −K + 1

2
(
|∇f |2 + |A|2 +H2

f

)
,

onde S∞ = S + 2∆f − |∇f |2 é a curvatura escalar de Perelman de Mf . O estudo sobre a

topologia de superfícies nas quais é possível que um operador do tipo Lf tenha índice finito

(ou zero) vem sendo discutido desde a década de 80. Por exemplo, tem-se o Teorema de

Fischer-Colbrie em ([36], 1985), o qual afirma que superfícies mínimas com índice de Morse

finito imersas em um ambiente com curvatura escalar não negativa devem ter topologia

finita. Outros trabalhos neste sentido são ([29], 2012), ([14], 2014), ([61], 1987), ([32], 2013),

([33], 2017) e ([13], 2018); os dois últimos artigos tratam do contexto ponderado.

Inicialmente, olhamos para o seguinte Teorema obtido por Bérard-Castillon em

([14], 2014) no contexto sem peso (f = 0):

Teorema 0.0.18. Seja (Σ, g) uma superfície Riemanniana completa não compacta, e seja

W uma função localmente integrável sobre Σ, com W− integrável. Assuma que o operador

∆ +W − aK é não negativo sobre Σ, e ocorre alguma das condições

(i) a ∈ (1
4 ,∞), ou

(ii) a = 1
4 , e (Σ, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

(iii) a ∈ (0, 1
4), e (Σ, g) tem crescimento de volume ka-subpolinomial, com ka = 2 + 4a

1−4a .

Então,

(A) A superfície (Σ, g) tem topologia finita, e no máximo crescimento de volume quadrático.

Em particular, (Σ, g) é conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana compacta

com finitos pontos removidos.
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(B) A função W é integrável em (Σ, g), e∫
Σ
Wdµ ≤ 2πaχ(Σ).

(C) Se
∫

Σ Wdµ = 2πaχ(Σ), então (Σ, g) tem crescimento de volume subquadrático, e

aK +W ≡ 0 em q.t.p. de Σ.

Dado um operador Lf = ∆f + aK + W sobre Σ, associaremos Lf ao operador

L = ∆ + aK +W +
(

1
2∆f − 1

4 |∇f |
2
)
e mostraremos que Lf ser não negativo com relação

ao produto interno de L2(Σ, e−fdµ) implica em L ser não negativo com relação a L2(Σ, dµ).

A partir desta relação, aplicaremos o Teorema 0.0.18 para obter informações topológicas

e de crescimento de volume da superfície (Σ, g) tendo como hipótese condições sobre o

índice de Lf . Destacamos os seguintes resultados:

Proposição 0.0.19. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície completa não compacta, e

seja W uma função localmente integrável em Σ, com
(
W + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2
)
−
integrável

com respeito a dµ. Assuma que o operador ∆f +W − aK tem f -índice zero sobre Σ, e que

ocorre alguma das condições

(i) a ∈ (1
4 ,∞), ou

(ii) a = 1
4 , e (Σ, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

(iii) a ∈ (0, 1
4), e (Σ, g) tem crescimento de volume ka-subpolinomial, com ka = 2 + 4a

1−4a .

Então,

(A) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume quadrático.

Em particular, (Σ, g) é conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana fechada

com um número finito de pontos removidos.

(B) A função W + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 é integrável em (Σ, g), e∫

Σ
W + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2 dµ ≤ 2πaχ(Σ).

(C) If
∫

ΣW + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 dµ = 2πaχ(Σ), então (Σ, g) tem crescimento de volume

subquadrático e W + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 − aK ≡ 0 em q.t.p. da superfície Σ.

Como Corolário, temos a seguinte generalização do Teorema de Huber no contexto

ponderado:

Proposição 0.0.20. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície completa. Suponha que a

parte negativa
(

1
2K + 1

4S
∞
Σ

)
−
seja integrável em Σ . Então,
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(i) (Σ, g) tem topologia finita e é conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana

fechada com um número finito de pontos removidos.

(ii) 1
2K + 1

4S
∞
Σ é integrável e obtemos uma variação da Desigualdade de Cohn-Vossen∫

Σ

1
2K + 1

4S
∞
Σ dµ ≤ 2π χ(Σ).

Quando o operador tem f -índice finito, obtemos

Proposição 0.0.21. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície completa não compacta, e

seja W uma função localmente integrável em Σ, com
(
W + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2
)
−
integrável

com respeito a dµ. Assuma que o operador ∆f +W − aK tem f -índice finito sobre Σ, e

que ocorre alguma das condições

(i) a ∈ (1
4 ,∞), ou

(ii) a = 1
4 , e (Σ, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

(iii) a ∈ (0, 1
4), e (Σ, g) tem crescimento de volume ka-subpolinomial, com ka = 2 + 4a

1−4a .

Então,

(A) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume quadrático.

(B) A função W + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 é integrável em (Σ, g).

Desse modo, conseguimos generalizar o Teorema de Fischer-Colbrie no contexto

ponderado:

Proposição 0.0.22. Seja Σ uma superfície completa não compacta com f-índice fi-

nito e curvatura média ponderada constante Hf da variedade Riemanniana ponderada

(M3, g, e−fdµ), onde S∞ + 1
4 |∇f |

2 > 0. Então a superfície (Σ, g) tem topologia finita, e

no máximo crescimento de volume quadrático. Em particular, (Σ, g) é conformemente

equivalente a uma superfície Riemanniana compacta com finitos pontos removidos.

Denotando por λ1 o primeiro autovalor do operador de estabilidade Jf . Demons-

tramos as seguintes estimativas sobre superfícies fechadas ou completas não compactas:

Proposição 0.0.23. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície fechada com curvatura

média ponderada constante Hf . Suponha que a constante

δ = 1
2|Σ|

∫
Σ
S∞ + 1

2 |∇f |
2 dµ

é não negativa. Se o primeiro autovalor do operador de estabilidade satisfaz λ1 ≥ −δ,

então Σ é homeomorfa a esfera S2 ou ao toro plano T2 . Além disso,
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(a) Se a desigualdade estrita vale, então Σ é homeomorfa a S2;

(b) Se Σ é homeomorfo a T2, então Σ é f -minimal, totalmente geodésica e λ1 = −δ.

Proposição 0.0.24. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície completa não compacta com

curvatura média ponderada constante Hf , tal que 1
2S∞ −

1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 ≥ δ, para alguma

constante δ ∈ R.

(A) Se o primeiro autovalor de Jf satisfaz λ1 ≥ −δ, então:

(A.1) A superfície (Σ, g) tem no máximo crescimento de volume quadrático e é conforme-

mente equivalente a C ou C• com as métricas padrão.

(A.2) A função 1
2

(
|A|2 +H2

f

)
+ 1

2S∞ −
1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 + λ1 é integrável em (Σ, g), e∫

Σ

1
2
(
|A|2 +H2

f

)
+ 1

2S∞ −
1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 + λ1 dµ ≤ 2π χ(Σ).

Capítulo 6. Em ([51], 2021), Rafael Montezuma obteve uma fórmula de mono-

tonicidade para superfícies mínimas com fronteira livre no espaço de Schwarzschild e a

aplicou para obter uma relação entre o comprimento de sua fronteira e a sua densidade no

infinito. Mais precisamente, o espaço de Schwarzschild é definido, para cada m ≥ 0, como

o domínio tridimensional

M =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : r ≥ m

2

}
,

dotado da métrica Riemanniana conforme

g =
(

1 + m

2r

)
δ,

onde r = r(x) = |x| representa a distância euclidiana de x ∈M até a origem, e δ denota

a métrica euclidiana plana em M . Neste espaço, considere o plano totalmente geodésico

passando pela origem, isto é,

Σ0 = {x ∈M : x3 = 0}.

Como a métrica g é conforme à Euclidiana, a superfície Σ0 intersecta o horizonte {x ∈

M : r = m
2 } = ∂M ortogonalmente ao longo de ∂Σ0.

Na teoria dos buracos negros na relatividade geral, o parâmetro m usado no

parágrafo anterior para introduzir nossos espaços é chamado de massa ADM, veja ([60],

1979). Portanto, Σ0 é uma superfície mínima de fronteira livre propriamente mergulhada

da variedade de Schwarzschild com massa ADM igual a m, para todo m > 0.
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A densidade de Σ no infinito, denotada por Θ(Σ), é um número que representa o

comportamento assintótico no infinito da razão entre a área da superfície dentro de uma

dada bola centrada no horizonte (o conjunto de pontos a uma distância de no máximo

uma certa constante de ∂M), e a área da porção de um plano que passa pela origem que

está contida na mesma bola. Esta é uma generalização natural da noção de densidade

no infinito para subvariedades mínimas no espaço euclidiano. Usando um argumento de

monotonicidade, foi obtido:

Teorema 0.0.25. Seja Σ uma superfície mínima propriamente mergulhada em M que

intersecta ∂M ortogonalmente. Então, o comprimento da fronteira de Σ satisfaz

|∂Σ| ≤ 4πmΘ(Σ).

Além disso, a igualdade vale quando Σ é um plano passando pela origem e Θ(Σ) = 1.

Usando métodos semelhantes aos que foram aplicados por Smith-Zhou ([64], 2019)

em seu cálculo do índice de Morse catenóide crítico com fronteira livre, Montezuma fez

uma análise de EDO‘s do tipo Equação de Ricatti e mostrou que Σ0 tem índice de Morse

igual a um.

No espaço de Schwarzchild n-dimensional com dimensão n ≥ 4, Barbosa-Espinar

([8], 2021) demonstraram que Σ0 tem índice de Morse igual a zero. Além disso, mostraram

que existem hipersuperfícies mínimas não compactas com fronteira livre e que não são

totalmente geodésicas, n ≥ 8, com índice de Morse igual a 0. Também foi demonstrado

que, para n ≥ 4, existem infinitas hipersuperfícies mínimas com fronteira livre, que não

são congruentes entre si, cujo índice de Morse é infinito.

Finalmente, estudamos a densidade no infinito ΘΓ(Σ) de uma hipersuperfície

mínima Σ com fronteira livre em relação a um cone mínimo Γ construído sobre uma

hipersuperfície mínima da esfera euclidiana unitária, obtendo o resultado:

Teorema 0.0.26. Se ΘΓ(Σ) existe e é finito; a seguinte fórmula é válida:

ΘΓ(Σ) = |∂Σ|
2m|Γ| + n− 1

|Γ|

∫
Σ

f(t)
hn−1(t) |∂

⊥
t |2gdµ.

Considere um produto warped do tipo Mn+1 = I ×h P n, onde (P, gP ) é uma

variedade Riemanniana compacta n-dimensional e I = [t0,+∞) com t0 > 0. Dada uma
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hipersuperfície propriamente mergulhada Σ de M , usaremos as notações Bρ = {(t, x) ∈

M : t0 ≤ t < ρ} e Σρ = Σ ∩Bρ.

Iniciamos o sexto capítulo definindo uma função ϕ : [t0,∞) → R por ϕ(ρ) :=
1

h(ρ)n
∫

Σρ f(t) dµ e calculamos que:

Proposição 0.0.27. Se Σ é uma hipersuperfície propriamente mergulhada em (M, g) =

I ×h P , então
n

h(ρ)n
∫

Σρ
f(t) dµ =

∫
Σρ

(
1

h(t)n −
1

h(ρ)n

)
h(t)Hg(∂t, N) dµ+

∫
Σρ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ

− h(t0)
(

1
h(t0)n −

1
h(ρ)n

)∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ.

Onde ∂>t e ∂⊥t denotam, respectivamente, as componentes tangente e normal de ∂t em

relação a X(Σ) e ν é o campo conormal a X(∂Σ) com respeito a X(Σ).

Se h(t) é monótona, Hg(∂t, N) ≥ 0 em Σ e g(∂>t , ν) ≤ 0 sobre ∂Σ então ϕ(ρ) tem o

mesmo tipo de monotonicidade que h(t). Vale ressaltar que Σ ter fronteira livre implica em

g(∂>t , ν) ≤ 0 sobre ∂Σ. Como exemplo de produtos warped com h(t) monótona, citamos

os espaços de deSitter Schwarzschild, Anti-deSitter Schwarzschild e Reissner-Nordstrom;

que são bem conhecidos em teoria dos buracos negros na relatividade geral.

Em seguida, generalizamos os resultados de densidade para hipersuperfícies pro-

priamente mergulhadas em um produto warped M = I ×h Sn, onde Sn está munida com

a métrica redonda, I = [t0,+∞) com t > 0 e a função potencial f(t) = h′(t) cumpre a

condição limt→∞ f(t) = k para alguma constante k > 0. Esta última condição é satisfeita

no espaço de Reissner-Nordstrom. Mais especificamente, obtemos:

Proposição 0.0.28. Seja Σ uma hipersuperfície propriamente mergulhada em M . Então,

lim
ρ→∞

n

|Γ|ϕ(ρ) = lim
ρ→∞

n

|Γ|h(ρ)n
∫

Σρ
f(t) dµ = ΘΓ(Σ).

Logo,

ΘΓ(Σ) = lim
ρ→∞

n

|Γ|ϕ(ρ) = 1
|Γ|

∫
Σ

1
h(t)n−1Hg(∂t, N) dµ− lim

ρ→∞

1
|Γ|h(ρ)n

∫
Σρ
h(t)Hg(∂t, N) dµ

+ 1
|Γ|

∫
Σ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ−

1
|Γ|h(t0)n−1

∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ.

Quando Σ é um cone (não necessariamente mínimo) sobre Ω, a densidade é dada

por

ΘΓ(CΩ) = 1
h(t0)n−1

|Ω|
|Γ| .
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Se forem cumpridas as condições de fronteira livre e H = 0, a densidade assume a

forma

ΘΓ(Σ) = 1
h(t0)n−1

|∂Σ|
|Γ| + 1

|Γ|

∫
Σ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ.

Finalmente, considere um produto warped 3-dimensionalM = I×hP com curvatura

de Ricci constante igual a r, onde I = [t0,∞) e (P, δP ) denota R2 com a métrica euclidiana

ou S2 com a métrica redonda. Sejam δ = dt2 +h2(t) ·π∗P (δP ) a métrica warped e g = e2ϕ(t) ·δ

uma métrica conforme, onde ϕ : I → R é uma função suave positiva. Aplicamos técnicas

semelhantes as de R. Montezuma ([51], 2021) e Smith-Zhou ([64], 2019), para estimar o

índice de Morse do cone totalmente geodésico Σ0 ⊂ (M, g) da forma Σ0 = I × γ, onde γ é

uma geodésica de P .

Se para cada k 6= 0 existe uma função Fk : [t0,∞)→ R tal que

Fk(t) ≤ −
h′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) + k2

h2(t) −
(
ϕ′′(t) + h′(t)

h(t) ϕ
′(t)− ϕ′(t)2 + e2ϕ(t)r

)

e a solução ψk : [t0,∞)→ R do problema
ψk
′(t) + ψk(t)2 = Fk(t)

ψk(t0) = h′(t0)
2h(t0)

não tem singularidades, então Ind(Σ0) é no máximo um. Se for possível estender a hipótese

anterior para k = 0, então Σ0 é estável.
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Capítulo 1

PRELIMINARES

Os dois objetivos deste capítulo são:

• Fixar a notação e terminologia que serão utilizadas ao longo da Tese.

• Apresentar os resultados e técnicas já dispostos na literatura que nos servirão de

ferramentas para a demonstração dos nossos principais Teoremas.

1.1 Tensores de curvatura e geometria das subvariedades

Sejam (Mn, g) uma variedade Riemanniana e X, Y ∈ X(M) campos vetoriais

tangentes aM . Definimos o tensor curvatura R deM como a aplicação R(X, Y ) : X(M)→

X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M . Para a demonstração de que R é um 3-tensor,

ver [19].

Fixado um referencial ortonormal local {e1, .., en} sobre M , definimos o operador

de Ricci Ric : X(M)→ X(M) por

Ric(X) =
n∑
i=1

R(ei, X)ei.

O tensor de Ricci, que denotamos por Ric, é um 2-tensor definido por

Ric(X, Y ) = g(Ric(X), Y ).

Seja S ∈ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TpM e seja

{X1, X2} uma base de TpS. Definimos a curvatura seccional de S em p como o número

real

K(X1, X2) = g(R(X1, X2)X1, X2)
|X1 ∧X2|2

onde |X1 ∧X2|2 = |X1|2|X2|2 − g(X1, X2)2. A curvatura seccional K de S independe da

base particular {X1, X2} de S, ver [19].

SejamMn e M̄n+k variedades Riemannianas e Φ : M → M̄ uma imersão isométrica.

Consideremos ∇ e ∇ as conexões de Levi-Civita de M e M̄ , respectivamente, de forma
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que

∇XY =
(
∇XY

)>
para quaisquer X, Y ∈ X(M).

Definimos a segunda forma fundamental B de M como a aplicação bilinear e

simétrica B : X(M)× X(M)→ X(M)⊥ dada por

B(X, Y ) =
(
∇XY

)⊥
Em particular, tem-se

∇XY = ∇XY +B(X, Y ).

A partir da segunda forma fundamental, é possível relacionar as curvaturas seccionais de

M e M̄ . Tal relação é dada pela Equação de Gauss (demonstrada em [19]):

Proposição 1.1.1. (Equação de Gauss). Sejam p ∈ M e X, Y vetores ortonormais de

TpM . Então

KM(X, Y )−KM̄(X, Y ) = g(B(X,X), B(Y, Y ))− |B(X, Y )|2.

Dado um ponto p ∈M e um vetor normal unitário N ∈ TpM , definimos o operador

linear AN : TpM → TpM , chamado operador de Weingarten ou operador de forma de M

em p, associado a N , por

ANX = −∇XN,

para todo X ∈ TpM . O operador AN é autoadjunto e está relacionado com a segunda

forma fundamental B pela equação

g(B(X, Y ), N) = g(ANX, Y ).

Quando a codimensão de M em M̄ é um, escrevemos apenas A no lugar de AN .

Os autovalores de A são chamados curvaturas principais de M .

O vetor curvatura média de M no ponto p é definido por

~H(p) =
n∑
i=1

B(ei, ei)(p),

onde {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM . Dizemos que M é uma subvariedade

mínima de M̄ se ~H(p) = 0 para todo p ∈M .
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No seguinte lema apresentaremos a Equação de Codazzi no caso particular em que

a imersão isométrica Φ : M → M̄ tem codimensão um e que N ∈ X(M̄) é um campo

vetorial normal unitário ao longo de M .

Lema 1.1.1. (Equação de Codazzi). Se R̄ é o tensor curvatura de M̄ , então

g(R̄(X, Y )Z,N) = g((∇YA)X,Z)− g((∇XA)Y, Z).

1.2 Índice de Morse

Seja x : Σn → Mn+1 uma hipersuperfície fechada dois-lados imersa em uma

variedade Riemanniana (M, g). Denote por N o campo vetorial normal unitário ao longo

de Σ e por A o operador de Weingarten associado à imersão x, que é dado por −∇N .

Também denotamos por H a função de curvatura média definida como H = tr(A) e note

que Σ é mínima quando H se anula.

Uma variação admissível de x é uma aplicação ψ : (−ε, ε)× Σ→M tal que cada

ψt : Σ→M , definida por ψt(p) = ψ(t, p), é uma imersão para todo t ∈ (−ε, ε) e ψ0 = x.

O campo variacional associado à variação ψ é dado por

X = ∂ψ

∂t
|t=0

Uma variação é dia ser normal quando X = uN para alguma função u ∈ C∞(Σ).

Observa-se que cada função suave u ∈ C∞(Σ) induz uma variação normal ψ com campo

variacional uN , tal variação é dada por

ψt(p) = expx(p)(tu(p)N(p)),

onde exp denota a aplicação exponencial em M , t ∈ (−ε, ε) e ε é suficientemente pequeno.

Dada uma variação normal ψ com campo variacional uN , podemos considerar o

funcional área Au : (−ε, ε)→ R associado a ψ, que é definido por

Au(t) = |Σt| =
∫

Σ
dµt,

onde Σt significa a variedade Σ dotada da métrica induzida por xt e dµt é o volume

Riemanniano induzido pela métrica em relação a ψt.

Definimos também o funcional volume Vu : (−ε, ε)→ R por

Vu(t) =
∫

[0,t]×Σ
ψ∗dM,
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onde dM é o elemento de volume de M . Dizemos que a variação normal ψ preserva volume

se Vu(t) = Vu(0) para todo t ∈ (−ε, ε).

Usando a notação estabelecida, a fórmula para a primeira variação do volume (ver

[9], Lema 2.1) afirma que

V ′(0) =
∫

Σ
〈X,N〉 dµ,

onde X = ∂ψ
∂t
|t=0. Logo, uma variação normal com campo variacional uN preserva volume

se, e somente se, a função u tem média nula, isto é,
∫

Σ u dµ = 0.

A fórmula da primeira variação da área é dada por:

A′u(0) = −
∫

Σ
uH dµ.

A partir desta igualdade observamos que Σ é mínima se, e somente se, Σ é um ponto

crítico do funcional área para toda u ∈ C∞(Σ).

Assumindo que Σ é um ponto crítico do funcional área e aplicando o teorema

da divergência, a fórmula para a segunda variação de área pode ser escrita da seguinte

maneira:

A′′u(0) =
∫

Σ

(
|∇u|2 − (Ric(N,N) + |A|2)u2

)
dµ

−
∫

Σ
u(∆u+ (Ric(N,N) + |A|2)u) dµ = −

∫
Σ
uJu dµ,

e aqui

J = ∆ + Ric(N,N) + |A|2, (1.1)

onde ∆ é o operador Laplaciano, |A|2 = tr(A2) é a norma de Hilbert-Schmidt do operador

A e Ric é o tensor curvatura de Ricci associado ao ambiente M . Lembramos que J é

conhecido como operador de Jacobi (ou de estabilidade) associado a hipersuperfície mínima

Σ. Lembramos que para funções suaves u ∈ C∞(Σ), o operador Laplaciano ∆ é dado por

∆u = div∇u = tr∇(∇u).

A segunda variação da área induz uma forma quadrática Q : C∞(Σ)× C∞(Σ)→

C∞(Σ) definida por

Q(u, u) := −
∫

Σ
(∆u+ (Ric(N,N) + |A|2)u)u dµ. (1.2)

Definição 1.2.1. Dizemos que u ∈ C∞(Σ) é uma autofunção de Q associada ao autovalor

λ ∈ R se Q(v, u) = −λ
∫

Σ vu dµ para todo v ∈ C∞(Σ).
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Se u é autofunção de Q associada ao autovalor λ ∈ R, então∫
Σ
v(Ju+ λu) dµ = 0, ∀v ∈ C∞(Σ),

de onde concluímos que Ju + λu = 0; ou seja, u é autofunção do operador de Jacobi

associada ao mesmo autovalor λ.

O operador de Jacobi J , também conhecido como operador de estabilidade, é

autoadjunto e elíptico. Logo, seu espectro consiste em uma sequência não decrescente de

autovalores

λJ1 < λJ2 ≤ · · · ≤ λJk ≤ . . .

divergindo para +∞. Esses autovalores têm multiplicidade finita e o primeiro autovalor

λJ1 é simples, isto é, tem multiplicidade 1.

Uma vez que C∞(Σ) é denso no espaço de Hilbert L2(Σ), temos que J : C∞(Σ)→

C∞(Σ) é densamente definido. Logo, existe uma base ortonormal {ϕ1, ϕ2, . . . , } de L2(Σ)

formada por autofunções de J , isto é, Jϕi +λJi ϕi = 0. Além disso, pelo princípio min-max,

o k-ésimo autovalor λJk é caracterizado por

λJk = inf
u∈Jk−1

Q(u, u)∫
Σ u

2 dµ
,

onde Jp = 〈ϕ1, . . . , ϕp〉⊥ é o subespaço vetorial ortogonal às p primeiras autofunções do

operador de Jacobi J .

Definição 1.2.2. Seja Σ uma hipersuperfície mínima em M . O índice de Morse de

Σ, denotado por Ind(Σ), é definido como a dimensão máxima de qualquer subespaço

V ⊂ C∞(Σ) em que a forma quadrática Q é negativa definida, ou seja,

Ind(Σ) = max{dim V : V ⊂ C∞(Σ), Q(f, f) < 0, ∀f ∈ V }.

Em outros termos, Ind(Σ) é o número de autovalores negativos de J , sendo neces-

sariamente finito para hipersuperfícies fechadas. Dizemos que Σ é estável se Ind(Σ) = 0 e

ressaltamos que, a grosso modo, o índice mede em quantas direções linearmente indepen-

dentes podemos mover Σ decrescendo a área.

1.2.1 Índice fraco

É um fato bem conhecido que hipersuperfícies com curvatura média constante

(CMC) são pontos críticos do funcional área considerando apenas as variações normais
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que preservam volume. Como vimos, essas variações estão associadas a funções de média

nula. Denotaremos por F o conjunto das funções de média nula, isto é,

F = {u ∈ C∞(Σ);
∫

Σ
u dµ = 0}

Quando restrita ao espaço das funções de média nula, a forma quadrática Q fica

associada a um novo operador elíptico. Tal operador passará a ser denotado por L.

Definição 1.2.3. Dizemos que u ∈ F é uma autofunção de Q|F associada ao autovalor

λ ∈ R se Q|F(v, u) = −λ
∫
Σ vu dµ para todo v ∈ F .

Note que, se u ∈ F é autofunção de Q|F associada ao autovalor λ ∈ R, então
∫

Σ
v(Ju+ λu) dµ = 0, ∀v ∈ F ,

de onde concluímos que Ju+ λu deve ser constante. Por integração, obtemos que

Ju+ λu = 1
vol(Σ)

∫
Σ
Ju dµ.

Seja ψ : F → R o funcional linear dado por

ψ(u) = 1
vol(Σ)

∫
Σ
Ju dµ,

e defina o operador linear L : F → F por L := J −ψ . Se u ∈ F é autofunção de Q|F com

autovalor λ ∈ R, então u é autofunção do operador L associada ao mesmo autovalor λ.

Assim como o operador de Jacobi J , o operador L também é autoadjunto e elíptico.

Logo, seu espectro é formado por uma sequência não decrescente de autovalores

λL1 ≤ λL2 ≤ · · · ≤ λLk ≤ . . .

divergindo para +∞ com cada autovalor tendo multiplicidade finita.

Tendo em vista que F é denso em L2
T (Σ) = {u ∈ L2(Σ);

∫
Σ u dµ = 0}, temos

que L é densamente definido no espaço L2
T (Σ). Desse modo, existe uma base ortonormal

{ϕ1, ϕ2, . . . } de L2
T (Σ) composta por autofunções de L, isto é, Lϕi = λLi ϕi. Além disso, o

k-ésimo autovalor λLk é caracterizado por

λLk = inf
u∈Jk−1

Q|F(u, u)∫
Σ u

2 dµ
,

onde Jp = 〈ϕ1, . . . , ϕp〉⊥ é o subespaço vetorial ortogonal às p primeiras autofunções de L.
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Definição 1.2.4. Seja Σ uma hipersuperfície CMC de M . O índice fraco de Morse de Σ,

denotado por Indw(Σ), é definido como a dimensão máxima de qualquer subespaço V de F

no qual a forma quadrática Q|F é negativa definida, ou seja,

Indw(Σ) = max{dim V : V ⊂ F , Q|F(u, u) < 0, ∀u ∈ V }.

Observe que o índice fraco de Morse pode ser definido, de maneira equivalente,

como o número de autovalores negativos do operador L. A grosso modo, Indw(Σ) conta o

número de funções linearmente independentes para as quais a variação associada diminui

a área mantendo o volume constante. Note que, em geral, λ1 (o primeiro autovalor de Q)

pode contribuir para Ind(Σ), mas não para Indw(Σ) porque seu autoespaço é gerado por

uma função positiva ϕ1 > 0 e, portanto, não satisfaz a condição de média nula.

1.3 Estimativas de índice na esfera unitária

Nesta seção, faremos alguns cálculos bem conhecidos na literatura e que nos serão

úteis nos Capítulos 2 e 3.

Seja x : Σn → Sn+1 uma imersão de uma hipersuperfície mínima orientável compacta

na esfera unitária. Fixando um vetor a ∈ Rn+2, considere as funções em Σ definidas por

ha(p) := 〈x(p), a〉 e fa(p) := 〈N(p), a〉, para p ∈ Σ.

Lema 1.3.1. Para qualquer vetor a ∈ Rn+2 fixado no espaço euclidiano temos:

1. ∇ha = a> e ∇fa = −A(a>);

2. Hessha = −ha 〈·, ·〉+ fa 〈A· , · 〉 ;

3. Hess fa = −〈(∇a>A)· , · 〉+ ha 〈A·, · 〉 − fa 〈A·, A·〉 .

Em particular,

∆ha = −nha +Hfa e ∆fa = −〈∇H, v>〉+Hha − |A|2fa,

aqui ∇ e Hess significam o gradiente e a hessiana da função, respectivamente, e > significa

a projeção ortogonal no espaço tangente de Σ.

Demonstração. Um cálculo padrão nos fornece que os gradientes de ha e fa são dados por

∇ha = a> e ∇fa = −A(a>)
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onde a> ∈ X(Σ) denota a componente tangente de a ao longo da imersão Σ; ou seja,

a = a> + hax+ faN.

Então, para todo X, Y ∈ X(Σ), temos

∇X∇ha = ∇Xa
> = −haX + faA(X)

=⇒ Hessha(X, Y ) = −ha 〈X, Y 〉+ fa 〈A(X), Y 〉

e segue que

∆ha = tr(Hessha) = −nha +Hfa.

A equação de Codazzi no Lema 1.1.1 em Σ afirma que

∇A(X, Y ) = ∇A(Y,X)

para quaisquer campos vetoriais X, Y ∈ X(Σ), onde ∇A é a derivada covariante de A,

∇A(X, Y ) = (∇YA)X = ∇Y (AX)− A(∇YX).

Para obter Hess fa, usaremos a equação de Codazzi:

∇X∇fa = −∇X(A(a>)) = −(∇XA)(a>)− A(∇Xa
>)

= −(∇a>A)(X) + haA(X)− faA2(X)

=⇒ Hess fa(X, Y ) = 〈−(∇a>A)(X), Y 〉+ ha 〈A(X), Y 〉 − fa
〈
A2(X), Y

〉
Logo,

∆fa = tr(Hess fa) = − tr(∇a>A) +Hha − |A|2fa

= −
〈
a>,∇H

〉
+Hha − |A|2fa,

na última igualdade usamos que o traço comuta com a derivada covariante, o que resultou

em

tr(∇a>A) = ∇a>(trA) =
〈
a>,∇H

〉
.

Em particular, se Σ for uma hipersuperfície mínima, teremos as equações

∆ha = −nha e ∆fa = −|A|2fa.

Consequentemente, Jha = |A|2ha e Jfa = nfa.
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Corolário 1.3.1. Sejam x : Σ→ Sn+1 uma hipersuperfície mínima, {e1, . . . , en+2} uma

base ortonormal de Rn+2 e a ∈ Rn+2 um vetor. Então

(1) J (〈x, a〉 〈x, ej〉) = (|A|2 − n) 〈x, a〉 〈x, ej〉+ 2
〈
a>, ej

〉
;

(2) J (〈x, a〉 〈N, ej〉) = −2
〈
Aa>, ej

〉
(3) J (〈N, a〉 〈x, ej〉) = −2

〈
Aa>, ej

〉
(4) J (〈N, a〉 〈N, ej〉) = (n− |A|2) 〈N, a〉 〈N, ej〉+ 2

〈
A2a>, ej

〉
.

Demonstração. Basta usar as fórmulas J = ∆ + n+ |A|2, ∆ 〈x, a〉 = −n 〈x, a〉, ∆ 〈N, a〉 =

−|A|2 〈N, a〉 e ∆(uv) = u∆v + v∆u+ 2 〈∇u,∇v〉.

Observação 1.3.1. Usando a estrutura linear do espaço euclidiano podemos reescrever

as fórmulas do Corolário 1.3.1 nas seguintes formas vetoriais:

1. ∆x = −nx e ∆N = −|A|2N ;

2. J (〈x, a〉x) = (|A|2 − n) 〈x, a〉x+ 2a>;

3. J (〈x, a〉N) = −2Aa>;

4. J (〈N, a〉x) = −2Aa>;

5. J (〈N, a〉N) = (n− |A|2) 〈N, a〉N + 2A2a>.

Os próximos resultados são bem conhecidos na literatura por evidenciarem uma

lacuna no índice de hipersuperfícies mínimas compactas orientáveis na esfera, veja [54], [3].

Proposição 1.3.1. Se x : Σ→ Sn+1 é uma hipersuperfície mínima compacta orientável e

não totalmente geodésica, então Ind(Σ) ≥ n+ 3.

Demonstração. Sabemos que fa é uma autofunção do operador de Jacobi J para todo

a ∈ Rn+2. Afirmamos que o espaço vetorial de funções F := {fa = 〈N, a〉 : a ∈ Rn+2} tem

dimensão igual a n+ 2. É claro que dim(F) ≤ n+ 2.

Suponha que dim(F) < n + 2, então podemos encontrar um vetor a ∈ Rn+2 tal

que fa ≡ 0 sobre Σ. Tomando ha = 〈x, a〉, tem-se Hessha(·, ·) = −ha〈·, ·〉+ fa〈A(·), ·〉 =

−ha〈·, ·〉.

Se ha 6≡ 0 sobre Σ, o Teorema de Obata em [53] afirma que Σ é isométrica a uma

esfera unitária. Denotando por B a segunda forma fundamental de Σ e por κ1, . . . , κn as
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curvaturas principais de Σ, segue da Equação de Gauss que κiκj = 0, ∀i, j = 1, . . . , n.

Então existe no máximo um κj 6= 0. Como H = ∑n
j=1 κj = 0, temos κ1 = · · · = κn = 0 e,

portanto, B ≡ 0. Isto contradiz a hipótese de Σ não ser totalmente geodésica.

Se ha ≡ 0 sobre Σ, então Σ está contida no hiperplano a⊥ = {v ∈ Rn+2 : 〈a, v〉 = 0}

e, desse modo, Σ deve ser totalmente geodésica. Isto conclui a afirmação inicial.

Logo, a multiplicidade de −n como autovalor de J é de pelo menos n+ 2. Tendo

em vista que o primeiro autovalor de J é simples, ele deve ser menor que −n; totalizando

no mínimo n+ 3 autovalores negativos de J .

Em [62], Simons caracterizou os equadores totalmente geodésicos Sn ⊂ Sn+1 como

as únicas hipersuperfícies mínimas compactas em Sn+1 com índice 1. O próximo corolário

segue diretamente da Proposição 1.3.1 com o fato dos equadores totalmente geodésicos

terem índice 1 na esfera.

Corolário 1.3.2. Se x : Σ → Sn+1 é uma hipersuperfície mínima compacta orientável,

então Ind(Σ) = 1 ou Ind(Σ) ≥ n+ 3.

1.4 Variedades singulares

Nesta seção estabeleceremos algumas terminologias inspiradas na discussão encon-

trada nas Seções 1 e 2 em [71].

Seja Mn+1 uma variedade Riemanniana (n+ 1)-dimensional conexa, fechada e orientável e

Σ ⊂M um subconjunto fechado. A parte regular de Σ é definida como

reg(Σ) := {x ∈ Σ : Σ é uma hipersuperfície mergulhada suave perto de x}

e a parte singular é sing(Σ) := Σ \ reg(Σ). Claramente a parte regular reg(Σ) é um

subconjunto aberto de Σ.

Por uma hipersuperfície singular com um conjunto singular de co-dimensão de Hausdorff

não inferior a k(k ∈ N, k < n), queremos dizer um subconjunto fechado Σ de M com

medida de Hausdorff n-dimensional finitaHn(Σ) <∞ e a (n−k+ε)-dimensional medida de

Hausdorff Hn−k+ε(sing(Σ)) = 0 para todo ε > 0. Posteriormente, denotaremos Σ = reg(Σ)

e também diremos que Σ é uma hipersuperfície singular quando o conjunto de pontos

singulares sing(Σ) := Σ \ Σ for não vazio.

Para mais detalhes sobre as próximas definições, consulte a segunda seção de [71].
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Definição 1.4.1. (A): Uma hipersuperfície mínima singular Σ (com dim sing(Σ) ≤ n−7)

é chamada conexa se sua parte regular for conexa.

(B): Uma hipersuperfície singular Σ é chamada de orientável (ou não orientável) se a

parte regular for orientável (ou não orientável).

(C): Uma hipersuperfície singular Σ é chamada de dois-lados se o fibrado normal N(Σ)

da parte regular Σ dentro de M for trivial.

Lema 1.4.1. ([71], Lema 2.6): Seja Mn+1 uma variedade (n+ 1)-dimensional, conexa,

fechada, orientável e Σ ⊂M uma hipersuperfície singular conexa com dim sing(Σ) ≤ n−2,

e com fecho compacto Σ. Então Σ é orientável se e somente se Σ for dois-lados.

1.4.1 Operador de Jacobi e o índice de Morse em variedades singulares

Para uma hipersuperfície singular de dois-lados Σ existe um campo vetorial normal

unitário N . Consideramos o operador elíptico de segunda ordem dado por

JΣϕ := ∆ϕ+ (RicM(N,N) + |A|2)ϕ,

onde ϕ ∈ C∞0 (Σ), ∆ é o operador Laplaciano da métrica induzida em Σ, A é a segunda

forma fundamental de Σ e RicM é a curvatura Ricci de M . Tal operador é denominado

operador de Jacobi associado a hipersuperfície singular.

Dado um subconjunto aberto Ω de Σ com fronteira suave ∂Ω, dizemos que λ ∈ R é

um autovalor de Dirichlet de J em Ω se existe uma função diferente de zero ϕ ∈ C∞0 (Ω)

anulando-se em ∂Ω, ou seja, ϕ|∂Ω ≡ 0, tal que Jϕ = −λϕ. O índice de Morse (Dirichlet)

de Ω, denotado por IndD(Ω), é o número de autovalores negativos de Dirichlet de J em Ω

contados com multiplicidade.

Para Σ não orientável, passamos para o recobrimento duplo orientável Σ̃ de Σ.

Então existe um campo vetorial normal unitário Ñ ao longo de Σ̃, satisfazendo Ñ ◦τ = −Ñ ,

onde τ : Σ̃→ Σ̃ é a involução de inversão de orientação, tal que Σ = Σ̃/{id, τ}. Assim, o

operador de Jacobi JΣ̃ está bem definido usando Ñ . Dado um subconjunto aberto Ω ⊂ Σ,

e seu levantamento Ω̃ para Σ̃, podemos definir o autovalor de Dirichlet e o índice de

Morse (Dirichlet) restringindo o operador de Jacobi JΣ̃ para funções ϕ̃ ∈ C1
0(Ω̃) que são

anti-simétricas em τ , ou seja, ϕ̃ ◦ τ = −ϕ̃ (ϕ̃Ñ desce para um campo vetorial em Σ), veja

[56] para mais detalhes.
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Concluímos esta subseção introduzindo a definição de índice de Morse de uma

hipersuperfície singular:

Definição 1.4.2. O índice de Morse de uma hipersuperfície singular Σ é definido por

Ind(Σ) := sup
Ω∈O

IndD(Ω),

onde O é o conjunto de subconjuntos abertos de Σ com fronteira suave.

Dizemos que Σ é estável se o índice de Morse da hipersuperfície singular for zero.

1.4.2 Funções de corte

Para estudarmos o Índice de Morse em hipersuperfícies com singularidades, devemos

usar funções teste que nos permitam lidar com as singularidades durante a integração.

Neste intuito, será útil dispormos da função de corte dada na proposição seguinte, que foi

originalmente construída por Morgan e Ritoré em [52] e reproduzida por Zhu em [73].

Proposição 1.4.1 (Proposição A.2, [73].). Seja Σn uma subvariedade suave mergulhada

em RN com curvatura média limitada e fecho compacto Σ. Se sing Σ = Σ \ Σ satisfaz

Hn−2(sing Σ) = 0, então para todo ε > 0, existe uma função suave φε : Σ → [0, 1] com

suporte em Σ tal que:

1. Hn({φε 6= 1}) < ε;

2.
∫

Σ |∇φε|2 dµ < ε;

3.
∫

Σ |∆φε| dµ < ε.

Observação 1.4.1. Seguindo o apêndice em [73], a ideia básica para construir φε se divide

em três passos:

• Usar a hipótese de que Hn−2(sing Σ) = 0 para formar uma cobertura finita de sing Σ

com bolas B(pi, ri/2) satisfazendo ri < 1, de modo que as bolas B(pi, ri/6) sejam disjuntas

aos pares e ∑i r
n−2
i < ε.

• Escolher para cada bola B(pi, ri) uma função de corte φi tal que φi = 0 dentro de

B(pi, ri/2), φi = 1 fora de B(pi, ri) e |∇φi|2 + |Hessφi|2 < C0r
2
i .

• Definimos φε como o produto φε := ∏
i φi.

Em outras palavras, φε é uma perturbação da função constante φ ≡ 1, se anulando em
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uma cobertura apropriada de sing Σ e permitindo o controle das integrais
∫

Σ |∇φε|2 dµ e∫
Σ |∆φε| dµ. Fixada qualquer bola B ∈ Σ, sempre podemos tomar as bolas B(pi, ri) pequenas

o suficiente para termos φε ≡ 1 sobre B.

1.5 Variedades Riemannianas ponderadas

Uma variedade Riemanniana ponderada é uma tripla (Mn+1, g, e−fdµ), onde (Mn+1, g)

é uma variedade Riemanniana completa, f : M → R é uma função suave usada como

densidade para a medida de objetos geométricos sobre M e dµ é a medida Riemanniana de

M . Para facilitar a notação em alguns casos, dµf = e−fdµ denotará a medida ponderada

da hipersuperfície Σ, onde dµ também denota a medida Riemanniana de Σ.

Para uma variedade Riemanniana ponderada (M, g, e−fdµ), o tensor de Bakry-

Émery-Ricci é definido por

Ricf := Ric + Hess f,

onde Ric e Hess são o tensor de Ricci e o operador Hessiana em (M, g). A generalização

natural da curvatura escalar no contexto ponderado é conhecida como curvatura escalar

de Perelman, sendo definida por

S∞ = S + 2∆f − |∇f |2,

onde ∆ e ∇ denotam o Laplaciano e o gradiente em (M, g), e S é a curvatura escalar dada

por S(p) = ∑n+1
i=1 Ricp(ei, ei), para qualquer base ortonormal {ei}n+1

i=1 de TpM .

Seja Σ uma hipersuperfície orientada suave imersa em M . Para qualquer campo

vetorial suave X ao longo de Σ, definimos a f -divergência de X relativa a Σ por

divf X := divX − 〈∇f,X〉,

onde div é a divergência em relação a Σ em (M, g).

Seja N o campo vetorial normal unitário ao longo de Σ. A curvatura média

ponderada de Σ com respeito a N , introduzida por Gromov em [38], é a função

Hf := − divf N = H + g(N,∇f),

onde H = − divN é a curvatura média de Σ em (M, g). Usando o teorema da divergência

Riemanniano, foi provado em [[18], Lema 2.2] a igualdade∫
Σ

divf X dµf = −
∫

Σ
Hf〈X,N〉dµf +

∫
∂Σ
〈X, ν〉dσf (1.3)
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vale para qualquer X ∈ X(Σ) com suporte compacto em Σ. Aqui denotamos por ν o vetor

conormal, ou seja, o campo vetorial normal unitário de ∂Σ em Σ apontando para fora.

Finalmente, associado a esta estrutura ponderada temos um importante operador

diferencial de segunda ordem definido por

∆fu := divf (∇u) = ∆u− g(∇u,∇f)

onde u ∈ C∞(Σ). Este operador é conhecido como f -Laplaciano relativo a Σ, ou Laplaciano

Drift. Para este operador temos a seguinte fórmula integração por partes, sendo uma

consequência imediata de 1.3:∫
Σ
u∆fv dµf = −

∫
Σ
〈∇u,∇v〉 dµf +

∫
∂Σ
u〈∇v, ν〉 dσf , ∀u, v ∈ C∞(Σ). (1.4)

1.5.1 f -índice de hipersuperfícies f -mínimas com fronteira livre

Nesta subseção desenvolveremos a noção de f -índice para hipersuperfícies f -

mínimas com fronteira livre, nos basearemos no trabalho de K. Castro e C. Rosales

em [22].

Uma subvariedade Σ de uma variedade Riemanniana ponderada (M, g, e−fdµ) com

fronteira ∂Σ ⊂ ∂M é dita ter fronteira livre quando Σ intersecta ∂M ortogonalmente. Em

outras palavras, se η denota o campo vetorial conormal unitário de ∂Σ em ∂M apontando

para fora, então Σ tem fronteira livre quando η é ortogonal a T (∂M).

Suponha inicialmente que Σ é compacta. No contexto ponderado é natural definir

a f -área (ou área ponderada) de Σ por

Af (Σ) :=
∫

Σ
e−fdµ

e estudar as imersões x : Σ→M críticas para Af . Uma variação admissível de x é uma

aplicação ψ : (−ε, ε)× Σ→M tal que:

• Para qualquer t ∈ (−ε, ε), a aplicação ψt : Σ→ M definida por ψt(p) = ψ(t, p) é uma

imersão com ψt(int(Σ)) ⊂ int(M) e ψt(∂Σ) ⊂ ∂M ;

• ψ0 = x.

O campo variacional associado à variação ψ é dado por

X = ∂ψ

∂t
|t=0.
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Uma variação é dita ser normal quandoX = uN para alguma função com suporte compacto

u ∈ C∞(Σ). Observa-se que cada função suave u ∈ C∞(Σ) induz uma variação normal ψ

com campo variacional uN , tal variação é dada por

ψt(p) = expx(p)(tu(p)N(p)).

Dada uma variação normal ψ com campo variacional uN , podemos considerar o

funcional f -área Af,u : (−ε, ε)→ R associado a ψ, definido por

Af,u(t) :=
∫

Σ
(e−f ◦ ψt)| Jacψt| dµ.

Se p ∈ Σ e {ei}ni=1 for qualquer base ortonormal em TpΣ, então | Jacψt|(p) é a raiz quadrada

do determinante da matriz aij com aij = g(ei(ψt), ej(ψt)).

Mantendo a notação estabelecida, dada uma variação normal ψ com campo va-

riacional uN , a fórmula da primeira variação da f -área [[22], Lema 3.2] é dada por

A′f,u(0) = −
∫

Σ
uHf dµf +

∫
∂Σ
ug(η,N) dσf . (1.5)

Dizemos que Σ é f -mínima quando Hf ≡ 0. Assim como no caso não ponderado estudado

em [9], segue diretamente de (1.5) que Σ é um ponto crítico de Af,u para todo u ∈ C∞(Σ)

se, e somente se, Σ é f -mínima com fronteira livre.

Quando Σ é um mínimo local do funcional f -área, dizemos que Σ é f -estável. Se

Σ for instável, faz sentido investigar as direções nas quais se pode tomar uma variação

normal decrescendo a f -área.

Sejam Σ uma hipersuperfície f -mínima com fronteira livre e ψ uma variação normal

com campo variacional uN , a fórmula da segunda variação da f -área [[22], Proposição

3.5] é dada por

A′′f,u(0) =
∫

Σ

(
|∇u|2 − (Ricf (N,N) + |A|2)u2

)
dµf +

∫
∂Σ
u2h∂M(N,N) dσf ,

onde Ricf = Ric + Hess f é o tensor de Bakry-Émery-Ricci no ambiente ponderado

(M, g, e−fdµ) e h∂M é a segunda forma fundamental de ∂M em M com relação ao campo

vetorial normal ν apontando para fora.

Como consequência da equação (1.4), escrevemos

A′′f,u(0) = −
∫

Σ
uJfu dµf +

∫
∂Σ
u
(
η(u) + h∂M(N,N)u

)
dσf ,
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onde Jf := ∆f + Ricf (N,N) + |A|2 é o operador de Jacobi ponderado. O f -índice de Σ é

a dimensão máxima de um subespaço linear V de C∞(Σ) em que a forma quadrática Qf é

negativa.

Considere a forma quadrática Qf : C∞(Σ) × C∞(Σ) → R associada à segunda

variação da f -área e definida como

Qf (u, v) := −
∫

Σ
uJfv dµf +

∫
∂Σ
u
(
η(v) + h∂M(N,N)v

)
dσf .

Definição 1.5.1. Dizemos que u ∈ C∞(Σ) é uma autofunção de Qf associada ao autovalor

λ ∈ R se Qf (u, v) = −λ
∫

Σ uv dµf para todo v ∈ C∞(Σ). Isto é equivalente a dizer que u é

solução do problema de fronteira do tipo Robin
Jfu+ λu = 0 sobre Σ,

η(u) + h∂M(N,N)u = 0 sobre ∂Σ.

A condição η(u) + h∂M(N,N)u = 0 é uma condição elíptica de fronteira para o

operador elíptico e autoadjunto Jf . Além disso, Jf está densamente definido no espaço de

Hilbert L2(Σ, dµf ). Logo, existe uma sequência não decrescente de autovalores λ1 ≤ λ2 ≤

· · · ≤ λk ≤ · · · ↗ +∞ associados a uma base ortonormal {ϕk}∞k=1 de L2(Σ, dµf). Além

disso, pelo princípio min-max, o k-ésimo autovalor λk é caracterizado por

λk = inf
u∈Jk−1

Qf (u, u)∫
Σ u

2 dµf
,

onde Jp = 〈ϕ1, . . . , ϕp〉⊥ é o subespaço vetorial ortogonal às p primeiras autofunções do

operador de Jacobi Jf . O ínfimo é atingido precisamente por autofunções de Jf associadas

a λk e satisfazendo a condição de fronteira η(u) + h∂M(N,N)u = 0.

Se Σ é completo não compacto, podemos definir o índice Indf(Ω) para qualquer

domínio relativamente compacto Ω ⊂ Σ como a dimensão máxima de um subespaço de

C∞0 (Ω) em que a forma quadrática Qf é negativa definida. Finalmente, definimos

Indf (Σ) := sup{Indf (Ω) : Ω ⊂⊂ Σ}.

Neste caso, o f -índice de Σ pode ser infinito.

1.5.2 L-índice

Dedicaremos esta breve subseção para introduzir o conceito mais geral de L-índice,

que será estudado no Capítulo 5:
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Seja L = ∆f +W , onde W é uma função localmente integrável. Dado um domínio

limitado Ω ⊂ Σ, definimos

IndL(Ω) = #{ autovalores negativos de L sobre C∞0 (Ω)}

e o L-índice de Σ como

IndL(Σ) := sup
Ω⊂Σ

IndL(Ω).

O L-índice é a dimensão máxima de um subespaço de C∞0 (Σ) onde a forma quadrática

QL(φ, φ) := −
∫

Σ
φLφ dµf =

∫
Σ

[|∇φ|2 −Wφ2] dµf

é negativa definida.

1.6 Formas diferenciais

1.6.1 Operadores de�nidos sobre formas diferenciais

Nesta subseção introduzimos a terminologia sobre formas diferenciais que será

utilizada ao longo do trabalho e apresentamos os operadores definidos sobre formas

diferenciais que são bem conhecidos na literatura e fundamentais no desenvolvimento dos

resultados do Capítulo 4.

Denotaremos por Ωp(Σ) o espaço das p-formas diferenciais sobre uma variedade

Riemanniana Σ, isto é, o espaço das seções de Λp(Σ) := ⋃
x∈Σ Λp(T ∗xΣ) onde

Λp(T ∗xΣ) := T ∗xΣ ∧ · · · ∧ T ∗xΣ (p vezes)

é o produto exterior de p espaços cotangentes à Σ no ponto x. Desse modo, uma p-forma

sempre pode ser escrita como a soma de termos do tipo

f(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

onde f ∈ C∞(Σ) e (x1, . . . , xn) são coordenadas locais. Neste contexto, estamos conside-

rando que C∞(Σ) = Ω0(Σ), ou seja, uma função suave é vista como uma 0-forma.

Dada uma variedade Riemanniana (M, g), os operadores

] : Ω1(Σ)→ X(Σ)

ω 7−→ ω]
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[ : X(Σ)→ Ω1(Σ)

X 7−→ X[

definidos por

g(ω], Y ) = ω(Y ) e X[(Y ) = g(X, Y )

para todo Y ∈ X(Σ), são isomorfismos. Estes operadores são conhecidos como isomorfismos

musicais entre os espaços Ω1(Σ) e X(Σ).

Definição 1.6.1. Seja ω ∈ Ωp(Σn). Se a expressão local de ω é

ω =
∑

1≤i1≤···≤ip≤n
ωi1i2···pdxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip ,

definimos sua diferencial exterior dω ∈ Ωp+1(Σ) por

dω =
n∑
k=1

∑
I∈I

∂ωI
∂xk

dxk ∧ dxI

onde I = {i1i2 . . . ip ; 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ip ≤ n}, ωI = ωi1i2···p e dxI = dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip.

Definição 1.6.2. Fixada uma forma de volume dµ sobre a variedade Riemanniana (Σn, g),

definimos o operador estrela de Hodge ? : Ωp(Σ)→ Ωn−p(Σ) por

α ∧ (?β) = g(α, β)dµ

para quaisquer α, β ∈ Ωp(Σ).

O próximo Lema apresenta duas propriedades importantes do operador estrela de

Hodge:

Proposição 1.6.1. O operador estrela de Hodge é uma isometria linear e ?2 : Ωp(Σ)→

Ωp(Σ) é dado por ?2 = (−1)p(n−p)Id.

Demonstração. Veja a seção 3.3 do capítulo 3 de [44] para a segunda parte da proposição.

Mostraremos que ? é uma isometria. De fato, dados quaisquer α, β ∈ Ωp(Σ), temos

g(α, β)dµ = α ∧ ?β

= (−1)p(n−p) ? β ∧ α

= ?β ∧ ?(?α)

= g(?α, ?β)dµ
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Definimos o L2-produto

〈α, β〉 :=
∫

Σ
g(α, β)dµ

para quaisquer α, β ∈ Ωp(Σ). Para o operador diferencial exterior

dp−1 : Ωp−1(Σ)→ Ωp(Σ),

o produto interno 〈 , 〉 nos permite definir o adjunto formal de dp−1,

δp : Ωp(Σ)→ Ωp−1(Σ),

que é dado por

〈dp−1ω1, ω2〉 = 〈ω1, δpω2〉

para quaisquer ω1 ∈ Ωp−1(Σ) e ω2 ∈ Ωp(Σ).

A L2-norma de uma p-forma α é definida como

||α||L2 :=
√
〈α, α〉 =

(∫
Σ
g(α, α)dµ

) 1
2
.

A próxima proposição apresenta uma expressão para o operador adjunto formal de

d em função de d e do operador estrela de Hodge. A sua demonstração pode ser encontrada

na Seção 3.3 do Capítulo 3 de [44].

Proposição 1.6.2. Sobre uma variedade Riemanniana (Σ, g) fechada, o adjunto formal

do operador d é dado por

δp = (−1)n(p+1)+1 ? d ? .

Definição 1.6.3. O operador Laplaciano de Hodge ∆p : Ωp(Σ)→ Ωp(Σ) é definido por

∆pω = δp+1dpω + dp−1δpω, ∀ω ∈ Ωp(Σ).

Visando simplificar a notação, passaremos a representar os operadores ∆p, dp e δp
apenas por ∆, d e δ, respectivamente.

Proposição 1.6.3. Em uma variedade Riemanniana fechada, o operador estrela de Hodge

comuta com o operador Laplaciano de Hodge.
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Demonstração. Segue da Proposição 1.6.2 que

∆? = dδ ?+δd?

= d
(
(−1)n(n−p+1)+1 ? d?

)
?+

(
(−1)n(n−p)+1 ? d?

)
d?

= ?
(
(−1)n(p+1+1)+1 ? d?

)
d+ ?d

(
(−1)n(p+1)+1 ? d?

)
= ?δd+ ?dδ

= ?∆.

Definição 1.6.4. O operador Laplaciano de Böchner ∇∗∇ : Ωp(Σ)→ R é definido por

∇∗∇ω = tr∇2ω, ∀ω ∈ Ωp(Σ).

Dado um referencial ortonormal local {ei}ni=1 sobre Σ, o Laplaciano de Böchner

pode ser escrito da seguinte maneira:

∇∗∇ω =
∑
i

(
∇ei∇eiω −∇∇eieiω

)
.

Os operadores Laplaciano de Hodge e Laplaciano de Böchner, agindo sobre 1-formas,

estão relacionados pela clássica fórmula de Weitzenböck:

∆1ω = −∇∗∇ω + Ric(ω]).

1.6.2 Laplaciano de Hodge e fórmula de Weitzenböck no caso ponderado

Para mais informações sobre o que será discutido nesta seção, ver [42]. Relembramos

que o f -Laplaciano de uma variedade Riemanniana ponderada (Σ, g, e−fdµ) é definida

por:

∆fu = ∆u− g(∇f,∇u).

Em geral, se introduz a divergência ponderada

δf := δ + ι∇f ,

onde ιX é o operador contração pela direita por X. Então temos ∆fu = −δf du. Note que

∆f é autoadjunto com respeito a medida ponderada e−fdµ.
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O operador f -Laplaciano de Hodge ∆[p]
f : Ωp(Σ)→ Ωp(Σ) é definido naturalmente

por:

∆[p]
f := dδf + δfd.

Quando Σ é compacta, o f -Laplaciano de Hodge tem o espectro discreto {λk(∆[p]
f )}k=1,2,....

Um fato importante é que a decomposição de Hodge continua valendo no contexto

ponderado, logo a dimensão do núcleo de ∆[p]
f é igual ao p-ésimo número de Betti, implicando

que

λk(∆[p]
f ) = 0 para k = 1, . . . , bp(Σ).

O próximo Lema generaliza a fórmula de Weitzenböck sobre 1-formas diferenciais

para o contexto ponderado:

Lema 1.6.1. Sejam (Σ, g, e−fdµ) uma variedade ponderada e ω ∈ Ω1(Σ). Então

∆[1]
f ω = −∇∗f∇ω +Ricf (ω]), (1.6)

onde ∆[1]
f = δfd+ dδf , δf = δ + ι∇f , ∇∗f = ∇∗ − ι∇f , Ricf = Ric+Hessf .

Demonstração. Lembramos que a fórmula de Weitzenböck clássica afirma que

∆[1]ω = −∇∗∇ω +Ric(ω]), ∀ω ∈ Ω1(Σ).

Então,

∆[1]
f ω = (δfd+ dδf )ω = (δd+ i∇f d+ d δ + d i∇f )ω

= (∆[1] + L∇f )ω = −∇∗∇ω +Ric(ω]) + L∇fω

= −∇∗f∇ω +Ric(ω])− i∇f∇ω + L∇fω,

onde L denota a derivada de Lie. Logo, para todo X ∈ X(Σ), tem-se

−(i∇f∇ω)(X) + (L∇fω)(X) = −∇ω(∇f,X) + (i∇fdω)(X) + d(i∇fω)(X)

= −∇ω(∇f,X) + dω(∇f,X) +X(ω(∇f))

= −∇ω(X,∇f) +∇Xω(∇f) + ω(∇X∇f)

=
〈
∇X∇f, ω]

〉
.
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Uma vez que 〈∇X∇f, ω]〉 = Hesf(X,ω]) = Hessf(ω], X), segue diretamente das duas

equações anteriores que

∆[1]
f ω(X) = −∇∗f∇ω(X) +Ric(ω], X) + Hess f(ω], X)

= −∇∗f∇ω(X) +Ricf (ω], X)

demonstrando o resultado desejado.

Dado um campo vetorial ξ ∈ X(Σ), definimos o f -Laplaciano de Hodge aplicado

em ξ como sendo o único campo vetorial tal que

〈∆[1]
f ξ,X〉 = ∆[1]

f ξ
[(X), ∀X ∈ X(Σ).

A fórmula de Weitzenböck se torna:

∆[1]
f ξ = −∇∗f∇ξ +Ricf (ξ),

onde ∇∗f∇ξ = ∇∗∇ξ −∇∇fξ e, com respeito a uma base ortonormal {ei}ni=1,

∇∗∇ξ =
∑
i

(
∇ei∇eiξ −∇∇eieiξ

)
.

1.6.3 1-formas f -harmônicas sobre variedades com fronteira

Ao longo desta seção consideraremos i : ∂Σ → Σn a aplicação inclusão e i∗ seu

pullback; d é o operador derivada exterior e δ := (−1)n(p+1)+1 ? d? é o operador derivada

interior (ou adjunto formal de d), onde ? : Ωp(Σ)→ Ωp(Σ) é o operador estrela de Hodge.

No contexto ponderado, consideramos o operador derivada interior ponderado, definido

por δf = δ + ι∇f , onde ιX é o operador contração pela direita por X. Finalmente, temos o

f -Laplaciano de Hodge agindo sobre p-formas, denotado por ∆[p]
f e definido naturalmente

como

∆[p]
f := dδf + δfd.

Uma p-forma ω ∈ Ωp(M) será chamada f -harmônica quando dω = 0 e δfω = 0. Em

variedades com fronteira, o conjunto {ω ∈ Ωp(M) : ∆[p]
f ω = 0} pode diferir do conjunto

Hp
f (Σ) = {ω ∈ Ωp(M) : dω = 0, δfω = 0}. Neste caso, precisamos impor uma condição de

fronteira para que uma p-forma no núcleo de ∆[p]
f seja fechada e cofechada.

Em relação ao comportamento de uma p-forma sobre a fronteira, dizemos que uma

p-forma ω é normal na fronteira quando i∗ω = 0 ou, de maneira equivalente, quando
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η ∧ ω = 0 sobre ∂Σ. Além disso, ω é dita ser tangencial na fronteira quando i∗(?ω) = 0,

ou seja, quando ιηω = 0 sobre ∂Σ. Denotaremos os espaços das p-formas f -harmônicas

tangentes e normais na fronteira respectivamente por

Hp
Tf (Σ) = {ω ∈ Ωp(Σ) : dω = 0, δfω = 0 e ιηω = 0 sobre ∂Σ},

Hp
Nf (Σ) = {ω ∈ Ωp(Σ) : dω = 0, δfω = 0 e i∗ω = 0 sobre ∂Σ}.

Uma p-forma ω satisfaz a condição relativa de fronteira se ambas ω e δfω são normais

na fronteira. Se ω e dω são tangenciais na fronteira, dizemos que ω satisfaz a condição

absoluta de fronteira.

Lema 1.6.2. Sejam Σ uma variedade Riemanniana compacta ponderada com peso f e

fronteira não vazia. Dada uma p-forma ω ∈ Hp
f (Σ), vale∫

Σ

(
〈∆[p]

f ω, ω〉 − ||dω||2 − ||δfω||2
)
e−fdµ =

∫
∂Σ

(〈i∗δfω, ιηω〉 − 〈i∗ω, ιηdω〉) e−fdσ.

Demonstração. Considere as formas α ∈ Ωp(Σ) e β ∈ Ωp+1(Σ). Aplicando a fórmula de

integração por partes (sem peso), temos∫
Σ
〈d(e−fα), β〉 − 〈e−fα, δβ〉 dµ =

∫
∂Σ
〈e−f i∗α, ιηβ〉 dσ =

∫
∂Σ
〈i∗α, ιηβ〉 e−fdσ.

Por outro lado, um cálculo direto nos fornece∫
Σ
〈d(e−fα), β〉 − 〈e−fα, δβ〉 dµ =

∫
Σ
〈e−fdα, β〉+ 〈α ∧ d(e−f ), β〉 − 〈e−fα, δβ〉 dµ

=
∫

Σ
〈e−fdα, β〉 − 〈e−fα, ι∇fβ〉 − 〈e−fα, δβ〉 dµ

=
∫

Σ
(〈dα, β〉 − 〈α, δfβ〉) e−fdµ.

Então vale a seguinte fórmula para integração por partes no contexto ponderado:∫
Σ

(〈dα, β〉 − 〈α, δfβ〉) e−fdµ =
∫
∂Σ
〈i∗α, ιηβ〉 e−fdσ.

Portanto, ∫
Σ
〈∆[p]

f ω, ω〉 e−fdµ =
∫

Σ
〈δfdω, ω〉 e−fdµ+

∫
Σ
〈dδfω, ω〉 e−fdµ

=
∫

Σ
||dω||2 e−fdµ−

∫
∂Σ
〈i∗ω, ιηdω〉 e−fdσ

+
∫

Σ
||δfω||2 e−fdµ+

∫
∂Σ
〈i∗δfω, ιηω〉 e−fdσ,

para todo ω ∈ Ωp(Σ).
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Se ω satisfaz alguma das condições de fronteira, relativa ou absoluta, então∫
∂Σ

(〈i∗δfω, ιηω〉 − 〈i∗ω, ιηdω〉) e−fdσ = 0.

Logo, o Lema 1.6.2 implica em∫
Σ
〈∆[p]

f ω, ω〉 e−fdµ =
∫

Σ
||dω||2 + ||δfω||2 e−fdµ.

Como consequênia, ∆[p]
f ω = 0 equivale a ω ser f -harmônica. Também podemos caracterizar

os espaços Hp
Tf (Σ) e Hp

Nf (Σ) da seguinte maneira:

Hp
Tf (Σ) = {ω ∈ Ωp(Σ) : ∆[p]

f ω = 0 e ω satisfaz a condição absoluta de fronteira},

Hp
Nf (Σ) = {ω ∈ Ωp(Σ) : ∆[p]

f ω = 0 e ω satisfaz a condição relativa de fronteira}.

Observação 1.6.1. Quando Σ é uma variedade Riemanniana ponderada completa não

compacta com fronteira não vazia, também vale uma versão do Lema 1.6.2 para p-formas

nas quais as integrais do enunciado estão bem definidas. Em particular, também vale a

caracterização anterior de Hp
Tf (Σ) e Hp

Nf (Σ).

Agora, discutiremos a cohomologia de De Rham e a definição do p-ésimo número

de Betti de uma variedade compacta Σ.

Uma p-forma α é dita ser fechada se dα = 0 e exata se existe uma (p− 1)-forma β

tal que dβ = α. Duas p-formas α e β são ditas cohomólogas se α−β é exata. A propriedade

de ser cohomóloga determina uma relação de equivalência no espaço das p-formas fechadas

e o conjunto de suas classes de equivalência é um espaço vetorial sobre R, chamado p-ésimo

grupo de cohomologia de De Rham, que será denotado por

Hp
dR(Σ) := {α ∈ Ωp(Σ); dα = 0}

dΩp−1(Σ) .

O clássico Teorema de G. de Rham afirma que Hp
dR(Σ) ' Hp(Σ,R). Além disso,

podemos definir o p-ésimo grupo de cohomologia com suporte compacto de Σ por

Hp
0 (Σ) := {α ∈ Ωp

0(Σ); dα = 0}
dΩp−1

0 (Σ)

e estes espaços também serão isomorfos aos grupos de cohomologia real de Σ com suporte

compacto. Quando Σ é fechada, os grupos de cohomologia de De Rham têm dimensão

finita denotada por

bp(Σ) := dimHp
dR(Σ),
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onde o número bp(Σ) é chamado o p-ésimo número de Betti de Σ. Os números de Betti

gozam da propriedade bp(Σ) = bn−p(Σ) e também são usados para definir a característica

de Euler de uma variedade fechada:

χ(Σ) :=
n∑
i=0

(−1)i bi(Σ).

Teorema 1.6.4. (Hodge). Seja Σ uma variedade Riemanniana fechada. Então toda classe

de cohomologia no p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham possui exatamente uma

p-forma harmônica, isto é, Hp
dR(Σ) ' Hp(Σ).

Uma consequência direta do Teorema de Hodge é que bp(Σ) = dimHp(Σ). Quando

Σ tem fronteira não vazia, o espaço das formas harmônicas é infinito dimensional. Neste

caso, existem duas noções distintas para o p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham: o

p-ésimo grupo de cohomologia absoluto de De Rham, definido analogamente ao contexto

de variedades fechadas como

Hp
dR(Σ) := {α ∈ Ωp(Σ); dα = 0}

dΩp−1(Σ) ;

e o p-ésimo grupo de cohomologia relativo de De Rham, dado por

Hp
dR(Σ, ∂Σ) := {α ∈ Ωp(Σ); dα = 0 e η ∧ α = 0}

{α ∈ dΩp−1(Σ); η ∧ α = 0} .

Teorema 1.6.5. (Hodge-Morrey-Friedrichs) Seja Σ uma variedade Riemanniana

compacta com fronteira não vazia. Então,

Hp
dR(Σ) ' Hp

T (Σ) e Hp
dR(Σ, ∂Σ) ' Hp

N(Σ).

Definimos o p-ésimo absoluto número de Betti de uma variedade compacta com

fronteira não vazia Σ por

bAp (Σ) := dimHp
T (Σ)

e o p-ésimo relativo número de Betti de Σ por

bRp (Σ) := dimHp
N(Σ).

Pela dualidade de Poincaré-Lefschetz, esses números se relacionam por

bAp (Σ) = bRn−p(Σ).
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Um fato importante é que a decomposição de Hodge continua válida em espaços

ponderados, como foi demonstrado por E. Bueler em [17]. No caso de 1-formas, temos os

seguintes isomorfismos:

• H1
T (Σ) ∼= H1

Tf (Σ) via isomorfismo ω 7→ ω+ du para ω ∈ H1
T (Σ), onde u ∈ C∞(Σ) é uma

solução do problema de fronteira
∆fu = −ι∇fω sobre Σ,
∂u

∂η
= 0 sobre ∂Σ.

• H1
N(Σ) ∼= H1

Nf(Σ) via isomorfismo ω 7→ ω + du para ω ∈ H1
N(Σ), onde u ∈ C∞(Σ) é

uma solução do problema de fronteira
∆fu = −ι∇fω sobre Σ,
∂u

∂η
= −ιηω, u = 0 sobre ∂Σ.

Os dois problemas de fronteira tem solução, visto que∫
Σ
−ι∇fωdµf =

∫
Σ
−δ(ωe−f ) dµ =

∫
∂Σ
ιη(ωe−f ) dσ = 0.

Em particular, a dimensão de H1
Tf(Σ) é igual ao primeiro número de Betti b1(Σ) :=

dimH1
dR(Σ). Ao longo do Capítulo 4, usaremos os isomorfismos Hp

Tf(Σ) ∼= Hp
dR(Σ) e

Hp
Nf (Σ) ∼= Hn−p

dR (Σ).

Finalizamos esta subseção enunciando alguns resultados presentes na literatura e

que serão fundamentais para os nossos principais teoremas do Capítulo 4, mais detalhes

podem ser encontrados em [58],[42] e [57].

Nos dois próximos Lemas suporemos que Σ é uma hipersuperfície f -mínima com

fronteira livre em um domínio ponderado Ω ⊂ (Rn+1, gcan, e
−fdµ) com fronteira não vazia.

Lema 1.6.3. [57] Suponha que ω é uma 1-forma satisfazendo a condição absoluta na

fronteira. Então, em cada ponto p ∈ ∂Σ,
〈
∇ηω

], ω]
〉

= h∂Ω(ω], ω]).

Lema 1.6.4. Suponha que ω é uma 1-forma satisfazendo a condição relativa na fronteira.

Então, em cada ponto p ∈ ∂Σ,
〈
∇ηω

], ω]
〉

= H∂Σ
f ||ω]||2.



51

Demonstração. Seja {e1, . . . , en−1} um referencial ortonormal de ∂Σ. A hipótese de ω

satisfazer a condição relativa na fronteira implica que ω] = αη para alguma função

α : ∂Σ→ R. Logo, sobre ∂Σ,

0 = δfω =
n−1∑
j=1

〈
∇ejω

], ej
〉
−
〈
∇ηω

], η
〉

+
〈
∇f, ω]

〉
= αH∂Σ −

〈
∇ηω

], η
〉

+ α 〈∇f, η〉 = αH∂Σ
f −

〈
∇ηω

], η
〉
.

Portanto,
〈
∇ηω

], ω]
〉

= α2H∂Σ
f = H∂Σ

f ||ω]||2.

Lema 1.6.5. [7] Seja Σn uma variedade n-dimensional compacta, orientável, conexa com

fronteira não vazia ∂Σ, n ≥ 2. Se ∂Σ tem r ≥ 1 componentes de fronteira, então

dimH1(Σ, ∂Σ;R) = r − 1 + (dimH1(Σ;R)− dim Im(i∗)) ,

onde i∗ : H1(∂Σ;R)→ H1(Σ;R) denota o mapa entre os primeiros grupos de homologia

induzida pela inclusão i : ∂Σ→ Σ.

Lema 1.6.6. [7] Seja Σ2 uma superfície compacta e orientável com fronteira não vazia

∂Σ. Se Σ tem gênero g e r ≥ 1 componentes de fronteira, então

dimH1(Σ, ∂Σ;R) = 2g + r − 1.

1.6.4 Formas harmônicas L2 em variedades completas não compactas

Seja (Mn, g, e−f ) uma variedade Riemanniana ponderada completa não compacta.

Neste contexto não compacto é usual considerar as k-formas diferenciais L2

L2(Ωk(M)) :=
{
ω ∈ Ωk(M) :

∫
M
|ω]|2 dµ <∞

}
.

Denotaremos por Hk(M) o espaço das k-formas harmônicas; ou seja, o espaço das

L2 k-formas que são fechadas e cofechadas:

Hk(M) =
{
ω ∈ L2(Ωk(M)) : dω = δfω = 0

}
.

Conforme discutido em [21], o espaço Hk(M) pode ter dimensão infinita e sua

dimensão, se finita, pode depender da métrica g. Além disso, são apresentados os seguintes

resultados:
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Proposição 1.6.6. Os espaços Hk(M) são invariantes quase-isométricos de (M, g). Ou

seja, se g1 e g2 são duas métricas Riemannianas completas, de modo que para algum C > 1

temos

C−1g1 < g2 < Cg1,

então Hk(M, g1) ' Hk(M, g2).

Teorema 1.6.7. (J. Lott, [48]) Os espaços de formas harmônicas L2 de duas variedades Ri-

emannianas completas, isométricas fora de algum conjunto compacto, têm simultaneamente

dimensão finita ou infinita.

O Teorema de Lott afirma que a finitude de dimHk(M) depende apenas da

geometria dos fins de M . Em particular, Visentini [70] afirma que se M tem fins planos

então dimHk(M) é finita. Mais especificamente:

Teorema 1.6.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa tal que para um

conjunto compacto K0 ⊂ M , a curvatura de (M, g) se anula em M − K0. Então, para

cada k,

dimHk(M) <∞.

Terminaremos esta seção apresentando resultados sobre a invariância conforme do

espaço das formas harmônicas L2:

Proposição 1.6.9. Se (Mn, g) é uma variedade Riemanniana de dimensão n = 2k, e se

f ∈ C∞(M) então

Hk(M, g) = Hk(M, e2fg).

Corolário 1.6.1. Se (M, g) é uma superfície completa com curvatura Gaussiana integrável,

de acordo com o teorema de Huber, sabemos que tal superfície é conformemente equivalente

a uma superfície compacta M com um número finito de pontos removidos. Então

dimH1(M) = b1(M).

onde b1(M) denota o primeiro número de Betti de M .

Teorema 1.6.10. Seja M uma superfície Riemanniana conexa completa com topologia

finita (gênero finito e número finito de fins) então

• dimH1(M, g) =∞,
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• ou dimH1(M, g) <∞ e M é conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana

compacta M com um número finito de pontos removidos.
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Capítulo 2

HIPERSUPERFÍCIES MÍNIMAS COM ÍNDICE BAIXO NO ESPAÇO

PROJETIVO REAL

2.1 Hipersuperfícies de Cli�ord em RPn+1

Nesta seção relembramos as hipersuperfícies de Clifford imersas na esfera unitária

redonda e no espaço projetivo real. Também calculamos o índice de Morse de tais hipersu-

perfícies, quando esta é mínima, e concluímos a seção apresentando um belo resultado

devido a do Carmo-Ritoré-Ros.

Dados um número real 0 < r < 1 e um inteiro k ∈ {1, . . . , n}, a hipersuperfície

de Clifford Tn(k, r) em Sn+1 é definida como o produto Sk(r)× Sn−k(
√

1− r2). Em cada

ponto (x, y) ∈ Tn(k, r), o campo vetorial unitário normal a Tn(k, r) em (x, y) é dado por

N(x, y) =
(
−
√

1− r2

r
x,

r√
1− r2

y

)
.

Com respeito a essa orientação, as curvaturas principais de Tn(k, r) são
√

1−r2

r
, com

multiplicidade k, e − r√
1−r2 , que tem multiplicidade n− k. Logo, Tn(k, r) tem curvatura

média constante H = H(k, r), onde

H(k, r) = k

√
1− r2

r
− (n− k) r√

1− r2
= k − nr2

r
√

1− r2
.

Em particular, Tn(k, r) será mínima precisamente quando k = nr2. Fixado k, a família

{Tn(k, r)}r∈(0,1) folheia Sn+1 por hipersuperfícies com curvatura média constante, sendo

que apenas uma delas é mínima.

Para as hipersuperfícies de Clifford mínimas Tn(k) = Tn
(
k,
√

k
n

)
, temos

|A|2 = k

(√
1− r2

r

)2

+ (n− k)
(

r√
1− r2

)2

= nr2 1− r2

r2 + n(1− r2) r2

1− r2 = n.

Além disso, o operador de Jacobi de Tn(k) assume a forma J = ∆ + 2n. Assim como

foi demonstrado em [31], os autovalores dos Laplacianos de Sk
(√

k
n

)
e Sn−k

(√
n−k
n

)
são

dados, respectivamente, por

αi = n(i− 1)(k + i− 2)
k

e βj = n(j − 1)(n− k + j − 2)
n− k

, i, j = 1, 2, 3, . . .
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Logo, os autovalores do Laplaciano de Tn(k) são da forma αi + βj . Testando os valores de

i e j tais que αi + βj < 2n, vemos que Tn(k) tem índice n+ 3 em Sn+1.

Visto que Tn(k) é invariante sob a aplicação antípoda, ela induz uma hipersuperfície

mínima compacta mergulhada T̃n(k) = Tn(k)/{π} em RPn+1, que também chamaremos

de hipersuperfície de Clifford. Como a projeção π : Sn+1 → RPn+1 é uma isometria local,

o operador de Jacobi de T̃n(k) é o mesmo da hipersuperfície de Clifford na esfera, mas as

autofunções são aquelas que se mantém invariantes pelo mapeamento π; ou seja, funções

pares. As autofunções de ∆ associadas ao autovalor αi + βj são da forma Pi(x)Qj(y), onde

Pi(x) (resp. Qj(y)) denota um polinômio harmônico homogêneo em Rk+1 (resp. Rn−k+1)

de grau i− 1 (resp. j − 1). Portanto, os autovalores de ∆ são dados por αi + βj com i+ j

par.

Um cálculo direto nos mostra que α1 + β1 = 0 e que o primeiro autovalor não nulo

de ∆̃ é α2 + β2 = 2n. Então T̃(k) tem índice 1 em RPn+1.

Resumimos o cálculo acima na seguinte proposição:

Proposição 2.1.1. As hipersuperfícies mínimas de Clifford T̃ n(k) em RPn+1 têm índice

um.

Apresentaremos agora um belo resultado devido a do Carmo-Ritoré-Ros. Eles

caracterizaram as hipersuperfícies mínimas compactas dois-lados com índice de Morse

igual a um no espaço projetivo real.

Teorema 2.1.2 ([20]). As únicas hipersuperfícies mínimas dois-lados compactas com índice

um no espaço projetivo real RPn+1 são as esferas totalmente geodésicas e as hipersuperfícies

mínimas de Clifford.

Concluímos esta seção enunciando um teorema de C. Viana caracterizando quais

são as hipersuperfícies compactas dois-lados estáveis para variações preservando volume

em RPn+1.

Teorema 2.1.3 ([69]). Se Σ é uma hipersuperfície compacta dois-lados estável para vari-

ações preservando volume em RPn+1, então Σ é uma esfera geodésica, uma hipersuperfície

de Clifford, ou um recobrimento duplo do subespaço projetivo RPn.
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2.2 Resultados básicos

Nesta seção apresentamos alguns resultados fundamentais para provar o teorema

principal deste capítulo. Começamos relembrando o campo vetorial introduzido por do

Carmo, Ritoré e Ros em [20] .

Dados a, b ∈ Rn+2, considere a função vetorial Φa,b : Σ→ Rn+2 definida por

Φa,b := −〈x, a〉x+ 〈N, a〉N + 〈x, b〉N.

Lema 2.2.1. O operador de Jacobi aplicado na função Φa,b é dado por

JΦa,b = −(|A|2 − n) (〈x, a〉x+ 〈N, a〉N) +X

onde X : Σ→ Rn+2 é o campo vetorial tangente a Σ da forma X = 2A2a> − 2a> − 2Ab>.

Demonstração. Basta usar as fórmulas vetoriais dadas na Observação 1.3.1 e a linearidade

de J .

Lema 2.2.2. Dados a, b ∈ Rn+2, temos
∫

Σ
(|A|2 − n) 〈N, a〉 〈x, b〉 dµ = 0.

Demonstração.
∫

Σ
(|A|2 − n) 〈N, a〉 〈x, b〉 dµ =

∫
Σ

〈
|A|2N, a

〉
〈x, b〉 − 〈N, a〉 〈nx, b〉 dµ

=
∫

Σ
〈N, a〉∆ 〈x, b〉 −∆ 〈N, a〉 〈x, b〉 dµ = 0,

onde usamos o Teorema da Divergência na última igualdade.

A seguir, apresentaremos uma fórmula importante e que será usada muitas vezes

no restante deste capítulo:

Proposição 2.2.1. Para quaisquer a, b ∈ Rn+2, vale a seguinte fórmula:

Q(Φa,b,Φa,b) =
∫

Σ
(|A|2 − n)(−h2

a + f 2
a ) dµ.
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Demonstração. Aplicando os Lemas 2.2.1 e 2.2.2, obtemos

Q(Φa,b,Φa,b) := −
∫

Σ
〈Φa,b, JΦa,b〉 dµ

= −
∫

Σ

〈
−〈x, a〉x+ 〈N, a〉N + 〈x, b〉N , −(|A|2 − n)(〈x, a〉x+ 〈N, a〉N) +X

〉
dµ

=
∫

Σ
(|A|2 − n)

(
−〈x, a〉2 + 〈N, a〉2 + 〈x, b〉〈N, a〉

)
dµ

=
∫

Σ
(|A|2 − n)

(
−〈x, a〉2 + 〈N, a〉2

)
dµ.

Dado a ∈ Rn+2, considere a função suave ga : Σ→ Rn+2 definida por

ga := −hax+ faN. (2.7)

Note que ga = Φa,0. Então o Lema 2.2.1 implica em

J(ga) = −(|A|2 − n)(hax+ faN) +X,

e aqui X = 2A2a> − 2a>. Desse modo, tem-se Q(ga, ga) = Q(Φa,b,Φa,b), para qualquer

b ∈ Rn+2.

Doravante usaremos ideias análogas a [69]; até onde sabemos, é o primeiro lugar

onde essa estratégia apareceu. Associaremos a cada aplicação linear ψ : Rn+2 → Rn+2 uma

forma quadrática definida pela expressão:

Qψ(a, b) := −
∫

Σ
(|A|2 − n) 〈ga, ψ(b)〉 dµ.

Tome o conjunto Λ := SO(n + 2) × Sn+1 e seja F : Λ × R → R a função suave

definida por

F (ψ, a, β) := Qβψ(a, a) = β
∫

Σ
(|A|2 − n) 〈ga, ψ(a)〉 dµ.

Estabelecida a notação, apresentamos o seguinte resultado:

Lema 2.2.3. Se (ψ0, a0, β0) ∈ Λ× R é um ponto crítico de F , então∫
Σ

(|A|2 − n)ga0 dµ = 0.

Demonstração. Note que Tψ0SO(n+ 2) = {ψ0 ·K ∈ L(Rn+2) : KT = −K}. Ao tomarmos

as derivadas de F (ψ, a, β) em relação à entrada ψ, obtemos

0 = DF (ψ0, a0, β0)(ψ0 ·K) = β0

∫
Σ

(|A|2 − n) 〈ga0 , ψ0 ·K(a0)〉 dµ

= β0

〈∫
Σ

(|A|2 − n)ga0 dµ , ψ0 ·K(a0)
〉
.
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Observe que {ψ0 ·K(a0) : KT = −K} = 〈ψ0(a0)〉⊥. Se β0 6= 0, então a equação acima nos

permite concluir que
∫

Σ(|A|2 − n)ga0 dµ ∈ 〈ψ0(a0)〉. Por outro lado,

0 = ∂F

∂β
(ψ0, a0, β0) =

∫
Σ

(|A|2 − n) 〈ga0 , ψ0(a0)〉 dµ

=
〈∫

Σ
(|A|2 − n)ga0 dµ , ψ0(a0)

〉
.

Assim, no caso β0 6= 0, obtemos
∫

Σ(|A|2 − n)ga0 dµ = 0. Finalmente, se β0 = 0, então a

equação anterior ainda vale para qualquer aplicação ortogonal ψ. A partir disso, concluímos

que
∫

Σ(|A|2 − n)ga0 dµ = 0, conforme desejado.

Como vimos, um ponto crítico de F desempenha um papel importante para produzir

uma função de média ponderada zero a partir das funções ha e fa. Portanto, precisamos

esboçar uma forma de produzir um ponto crítico de F . Visando este objetivo, nossa

estratégia será aplicar o princípio Min-max para o funcional F .

Defina o número

m1 := sup
φ∈[φ0]

min
(ψ,a,β)∈φ(Λ)

F (ψ, a, β), (2.8)

onde [φ0] é a classe de mapeamentos φ : Λ → Λ × R que são homotópicos a φ0(ψ, a) =

(ψ, a, 0). Para este número, provamos o seguinte resultado:

Lema 2.2.4. O número m1 em (2.8) é bem definido e não positivo.

Demonstração. Em primeiro lugar, observe que cada componente conexa de

C = {(Id, v, β) ∈ Λ× R : v é o primeiro autovetor deQβ·Id}

é ilimitada na direção β. Em particular, C deve cruzar a fatia φ0(Λ) = Λ× {0}. Portanto,

qualquer mapeamento φ na classe homotópica [φ0] satisfaz φ(Λ)∩C 6= ∅. Em seguida, note

que o primeiro autovalor da forma quadrática simétrica Qβ·Id é não positivo para todo β

em R. De fato, se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de Rn+2, então

n+2∑
i=1

Qβ·Id(ei, ei) = β
n+2∑
i=1

∫
Σ

(|A|2 − n)(−〈x, ei〉2 + 〈N, ei〉2) dµ

= β
∫

Σ
(|A|2 − n)(−|x|2 + |N |2) dµ = 0.
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Da definição de F deduzimos que F (Id, v, β) = Qβ·Id(v, v) ≤ 0, para qualquer (Id, v, β)

em C. Logo, φ(Λ) ∩ C 6= ∅, ∀φ ∈ [φ0] implica que

min
(ψ,a,β)∈φ(Λ)

F (ψ, a, β) ≤ 0, ∀φ ∈ [φ0].

Assim m1 ≤ 0, como afirmamos. Em particular, m1 é sempre bem definido.

Nos próximos parágrafos introduziremos a condição de Palais-Smale e a usaremos

para provar que m1 é um ponto crítico de F . Então, lembre-se de que um funcional E

em uma variedade de Hilbert satisfaz a condição de Palais-Smale se qualquer sequência

{ui}∞i=1 satisfazendo as condições

(i): |E(ui)| ≤ c para alguma constante c,

(ii): |∇E(ui)| → 0,

admite uma subsequência convergente.

A seguir apresentamos o princípio Min-max em dimensão finita, veja [65, Capítulo

II], que será uma ferramenta fundamental.

Teorema 2.2.2 (princípio min-max em dimensão finita). Suponha que Σ seja uma varie-

dade Riemanniana completa e E ∈ C1(Σ) satisfaça a condição de Palais-Smale. Suponha

também que F é uma coleção de conjuntos invariante em relação a qualquer semifluxo

suave Ψ : Σ × [0,∞) → Σ tal que Ψ(·, 0) = Id, Ψ(·, t) é um homeomorfismo de Σ para

qualquer t ≥ 0, e E(Ψ(u, t)) é não decrescente em t para qualquer u ∈ Σ. Se

β = inf
F∈F

sup
u∈F

E(u)

é finito, então β é um valor crítico de E.

Corolário 2.2.1. Se F satisfaz a condição Palais-Smale, então o número m1 definido em

(2.8) é um valor crítico de F .

Demonstração. Sob nossa hipótese, podemos aplicar o Teorema anterior para Σ = Λ× R,

E = −F e F = {φ(Λ) : φ ∈ [φ0]} e assim concluir que −m1 é um valor crítico de −F .

2.3 Resultado principal do capítulo

Nesta seção apresentamos e provamos o principal Teorema do capítulo, que se

enuncia da seguinte maneira:
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Teorema 2.3.1. As únicas hipersuperfícies mínimas dois-lados compactas conexas do

espaço projetivo real RPn+1 com curvatura escalar constante e índice de Morse menor ou

igual a dois são as esferas totalmente geodésicas e as hipersuperfícies de Clifford.

O resultado anterior segue imediatamente do Teorema abaixo:

Teorema 2.3.2. Não há hipersuperfície mínima dois-lados compacta conexa no espaço

projetivo real RPn+1 com curvatura escalar constante e índice de Morse dois.

Demonstração. Seja x : Σ → RPn+1 uma hipersuperfície mínima dois-lados compacta

conexa com curvatura escalar constante e índice dois. Se conseguirmos levantar x para

um mapeamento x̃ : Σ → Sn+1, então teremos uma hipersuperfície mínima dois-lados

compacta conexa na esfera unitária com curvatura escalar constante e índice dois, que

é uma contradição ao Corolário 1.3.2, o qual afirma que Ind(Σ) = 1 ou Ind(Σ) ≥ n+ 3.

Logo, x não admite tal levantamento.

Em seguida, considere p : Σ̂ → Σ o recobrimento duplo orientável e tome o

levantamento de x ◦ p. Então, temos um mapeamento x̂ : Σ̂→ Sn+1 tal que π ◦ x̂ = x ◦ p.

Observe que x̂ é uma imersão mínima dois-lados compacta conexa com curvatura escalar

constante e localmente isométrica a x. Denotando por s : Σ̂→ Σ̂ a involução isométrica

induzida por p, temos x̂◦s = −x̂. Seja N um campo vetorial normal unitário ao longo de Σ̂.

Uma das propriedades do recobrimento duplo orientável é que a aplicação s∗ : TpΣ̂→ Ts(p)Σ̂

inverte orientações. Consequentemente, N ◦s = −N . É importante observar que as funções

teste ϕ em Σ̂ que podem ser projetadas e se tornarem funções teste em Σ são aquelas que

satisfazem ϕ ◦ s = ϕ, nós a chamaremos de funções pares.

Estabelecida a notação, observamos que o operador de Jacobi associado a x̂ é

J = ∆ + |A|2 + n e como |A|2 é constante, os autovalores de J são os autovalores de

∆ somados com a constante −|A|2 − n. Em particular, o primeiro autovalor de J é

λJ1 = −|A|2 − n e está associado a função 1. Denote por λ2 < 0 o segundo autovalor de J ,

que é simples devido à hipótese sobre o índice ser dois, e por ϕ2 a autofunção associada a

λ2.

Nossa hipótese sobre o índice ser dois também implica em |A|2 6= 0, n, veja [26].

Das fórmulas dadas em Observação 1.3.1 e Lema 2.2.2, temos que:∫
Σ̂
ha dµ =

∫
Σ̂
fa dµ =

∫
Σ̂
hafb dµ = 0, ∀a, b ∈ Rn+2.
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Como estamos interessados no índice de Σ no espaço projetivo real, consideraremos

apenas funções em U := {u ∈ C∞(Σ̂) : u ◦ s = u}. Agora precisamos do seguinte resultado:

Afirmação 1: Para qualquer u ∈ U satisfazendo∫
Σ̂
u dµ =

∫
Σ̂
ϕ2u dµ = 0, (2.9)

temos Q(u, u) ≥ 0. Além disso, Q(u, u) = 0 implica em Ju = 0.

Demonstração. A primeira parte da afirmação decorre da hipótese sobre Σ ter índice dois.

Em seguida, observe que para qualquer u e w em U satisfazendo (2.9), a função tu+ w

também pertence a U e satisfaz (2.9). Consequentemente,

0 ≤ Q(tu+ w, tu+ w) = t2Q(u, u) + 2tQ(u,w) +Q(w,w), ∀t ∈ R.

Se Q(u, u) = 0, então 2tQ(u,w) +Q(w,w) ≥ 0 ∀t ∈ R, e assim

0 = Q(u,w) = −
∫

Σ̂
wJu dµ para todo w ∈ U satisfazendo (2.9).

Logo, Ju = c1 + c2ϕ2.

Vamos provar que c1 e c2 são zero. Com efeito, observe que∫
Σ̂
Ju dµ =

∫
Σ̂
J(1)u dµ = (|A|2 + n)

∫
Σ̂
u dµ = 0,

e, por outro lado ∫
Σ̂
Ju dµ =

∫
Σ̂
c1 dµ+

∫
Σ̂
c2ϕ2 dµ = c1 · area(Σ̂).

Então, c1 = 0. Para a constante c2 temos∫
Σ̂
ϕ2Ju dµ =

∫
Σ̂
J(ϕ2)u dµ = −λ2

∫
Σ̂
ϕ2u dµ = 0,

e ∫
Σ̂
ϕ2Ju dµ =

∫
Σ̂
c1ϕ2 dµ+

∫
Σ̂
c2ϕ

2
2 dµ = c2

∫
Σ̂
ϕ2

2 dµ.

Como ϕ2 não se anula, deduzimos que c2 é zero e concluímos a afirmação desejada.

Também precisaremos do resultado abaixo em nossos argumentos.

Afirmação 2: Seja G : Rn+2 → Rn+2 a aplicação vetorial definida por G(b) :=∫
Σ̂ ϕ2hb ·N dµ. Então G é um isomorfismo linear.
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Demonstração. Suponha que exista b 6= 0 tal que G(b) = 0. Tomando ψ := hb · N , as

seguintes igualdades são válidas:

ψ ◦ s = ψ,
∫

Σ̂
ψ dµ = 0,

∫
Σ̂
ϕ2ψ dµ = 0 e Q(ψ, ψ) = 0.

Em vista da Afirmação 1 temos Jψ = 0. Por outro lado, a Observação 1.3.1 diz que

Jψ = −2AbT , e assim AbT = 0 em Σ̂. Agora, considere Y ∈ X(Σ̂) e observe que

Y 〈N, b〉 =
〈
∇yN, b

〉
=
〈
−Ay, b>

〉
=
〈
y,−Ab>

〉
= 0.

Portanto, a função 〈N, b〉 é constante. Como N é uma função ímpar, deduzimos que

〈N, b〉 = 0. Usando o Lema 1.3.1, obtemos Hesshb = −〈·, ·〉hb.

Se hb 6≡ 0 sobre Σ, o Teorema de Obata em [53] afirma que Σ é isométrica a uma

esfera unitária. Denotando por B a segunda forma fundamental de Σ e por κ1, . . . , κn as

curvaturas principais de Σ, segue da Equação de Gauss que κiκj = 0, ∀i, j = 1, . . . , n.

Então existe no máximo um κj 6= 0. Como H = ∑n
j=1 κj = 0, temos κ1 = · · · = κn = 0 e,

portanto, B ≡ 0. Concluímos que Σ é uma hipersuperfície linear unilateral ou a projeção

de uma esfera totalmente geodésica com índice um, assim obtemos uma contradição em

relação as nossas hipóteses.

Caso contrário, hb se anula e Σ̂ é a intersecção da esfera unitária com o hiperplano b⊥

passando pela origem, novamente encontramos uma contradição.

Agora provaremos o seguinte resultado de rigidez:

Afirmação 3: Suponha que existem a0, b0 ∈ Rn+2, com a0 diferente de zero tal que∫
Σ̂ Φa0,b0 dµ =

∫
Σ̂ ϕ2Φa0,b0 dµ = 0 e Q(Φa0,b0 ,Φa0,b0) = 0, Então Σ̂ é localmente congruente

a uma hipersuperfície mínima de Clifford.

Demonstração. Aplicando a Afirmação 1 obtemos

0 = J(Φa0,b0) = −(|A|2 − n)(ha0x̂+ fa0N) + 2(A2(a>0 )− A(b>0 )− a>0 ) = 0.

Em particular,

1. 0 = 〈J(Φa0,b0), x̂〉 = −(|A|2 − n)ha0 ;

2. 0 = ∇[(|A|2 − n)ha0 ] = (|A|2 − n)∇ha0 = (|A|2 − n)a>0 ;

3. 0 = 〈J(Φa0,b0), N〉 = −(|A|2 − n)fa0 .
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Por isso,

(|A|2 − n)a0 = (|A|2 − n)ha0x̂+ (|A|2 − n)fa0N + (|A|2 − n)a>0 = 0,

e como a0 difere de zero, obtemos |A|2 = n. Aplicando o teorema de Chern-do Carmo-

Kobayashi, veja [26], concluímos que Σ̂ é localmente congruente a uma hipersuperfície

mínima de Clifford.

Dado a ∈ Rn+2, relembramos a função definida em (2.7), ou seja, ga = −hax̂+ faN .

Para concluir a prova do teorema, analisaremos dois casos. O primeiro é o caso em

que F satisfaz a condição de Palais-Smale. Assim, podemos aplicar o Corolário 2.2.1 e

deduzir que m1 definido em (2.8) é um valor crítico de F da forma F (ψ0, a0, β0) , e pelo

Lema 2.2.3 temos que ∫
Σ

(|A|2 − n)ga0 dµ = 0.

Tomando b0 associado a a0 através da Afirmação 2 e considerando a aplicação

Φa0,b0 obtemos, após um cálculo direto, que
∫

Σ̂
Φa0,b0 dµ = 0 e

∫
Σ̂
ϕ2Φa0,b0 dµ = 0.

Além disso, pela Proposição 2.2.1, vale

Q(Φa0,b0 ,Φa0,b0) = (|A|2 − n)
∫

Σ̂
−h2

a0 + f 2
a0 dµ

= (|A|2 − n)
〈∫

Σ̂
ga0 dµ, a0

〉
= 0,

e assim podemos aplicar a Afirmação 3 para deduzir que Σ̂ é localmente congruente a uma

hipersuperfície de Clifford mínima, o que nos dá uma contradição em relação à hipótese

sobre o índice.

O segundo caso é quando F não satisfaz a condição Palais-Smale. Portanto, existe

uma sequência (ψj, aj, βj) em Λ× R tal que

|F (ψj, aj, βj)| ≤ c, lim
j→∞
|βj| =∞ e |∇F (ψj, aj, βj)| = εj → 0.

Lembre-se que {ψ ·K(a) : Kt = −K} = 〈ψ(a)〉⊥ e então considere a base ortogonal

de Rn+2 dada por {b1, . . . , bn+2} com b1 = ψ(a) e bi = ψ · Ki(a), onde Kt
i = −Ki para
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i = 2, . . . , n+ 2. Portanto,

DF (ψ, a, β)(ψ ·Ki) = β
〈∫

Σ
(|A|2 − n)ga dµ , ψ ·Ki(a)

〉
= β

〈∫
Σ

(|A|2 − n)ga dµ , bi
〉
,

e

∂F

∂β
(ψ, a, β) =

〈∫
Σ

(|A|2 − n)ga dµ , ψ(a)
〉

=
〈∫

Σ
(|A|2 − n)ga dµ , b1

〉
.

Tendo em vista as expressões acima, segue que
∫

Σ
(|A|2 − n)ga dµ =

n+2∑
i=1

〈∫
Σ

(|A|2 − n)ga dµ , bi
〉
bi (2.10)

= ∂F

∂β
(ψ, a, β)b1 + 1

β

n+2∑
i=2

DF (ψ, a, β)(ψ ·Ki)bi.

A partir da expressão (2.10) decorre a seguinte estimativa:
∣∣∣∣∫

Σ
(|A|2 − n)gaj dµ

∣∣∣∣ ≤ εj + εj
βj
.

Como Λ é compacto, podemos assumir sem perda de generalidade que (ψj, aj)→ (ψ, a)

em Λ. Então,
∣∣∣∣∫

Σ
(|A|2 − n)ga dµ

∣∣∣∣ = lim
j→∞

∣∣∣∣∫
Σ

(|A|2 − n)gaj dµ
∣∣∣∣ ≤ lim

j→∞

(
εj + εj

βj

)
= 0.

Portanto, existe a ∈ Sn+1 tal que
∫

Σ(|A|2 − n)ga dµ = 0. Podemos repetir o argumento

anterior e obter novamente uma contradição, concluindo o resultado desejado.

Para apresentarmos o nosso primeiro corolário, relembramos o conceito de índice

fraco apresentado na Subseção 1.2.1.

Corolário 2.3.1. Não existe hipersuperfície mínima compacta dois-lados no espaço proje-

tivo real RPn+1 com curvatura escalar constante e índice fraco um.

Demonstração. Como a curvatura escalar é constante, a primeira autofunção é ϕ1 = 1.

Usando
∫
Σ ϕj dµ =

∫
Σ ϕ1ϕj dµ = 0 para qualquer autofunção ϕj de Q com j ≥ 2 e aplicando

a Fórmula de Rayleigh, vemos que os autovalores de Q e Qw := Q|F , satisfazem λj = λwj−1

para todo j ≥ 2, onde F = {u ∈ C∞(Σ);
∫

Σ u dµ = 0}. Portanto, Ind(Σ) = Indw(Σ) + 1.
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Segue diretamente do Teorema 2.3.2 que não existe hipersuperfície mínima compacta

dois-lados conexa com índice fraco 1 e curvatura escalar constante. É fácil notar que essa

conclusão de não existência continua valendo sem a hipótese de conexidade, pois esse caso

só seria possível se houvesse a união de componentes conexas fracamente estáveis com

uma componente conexa de índice fraco 1.

Seja x : Σ→ Sn+1 uma hipersuperfície mínima compacta orientável com curvatura

escalar constante. Aplicando o resultado de Simons em [62], vemos que não é possível ter

|A|2 satisfazendo 0 < |A|2 < n. É bem conhecido que o caso |A|2 ≡ 0 apresenta Ind(Σ) = 1

e o caso |A|2 ≡ n implica em Ind(Σ) = n+ 3. Quando |A|2 > n, o Teorema principal em

[10] afirma que Ind(Σ) ≥ 2n+ 5, pois Q é negativa definida no subespaço de funções

V =
{
u ∈ C∞(Σ) : u = t · 1 + 〈x, a〉+ 〈N, b〉, ∀a, b ∈ Rn+2, t ∈ R

}
o qual tem dimensão 2n+ 5.

O nosso próximo corolário melhora essa cotação do índice exigindo-se duas novas

hipóteses.

Corolário 2.3.2. Seja x : Σ→ Sn+1 uma hipersuperfície mínima não totalmente geodésica

compacta orientável. Suponha que sua curvatura escalar seja constante e que seu campo

vetorial unitário normal N seja ímpar. Se Σ for antipodalmente invariante e não for uma

hipersuperfície de Clifford, então Ind(Σ) ≥ 2n+ 7.

Demonstração. Pelas hipóteses do enunciado, x : Σ→ Sn+1 é localmente congruente a uma

imersão isométrica de uma hipersuperfície mínima compacta dois-lados x̃ : Σ̃ → RPn+1

com curvatura escalar constante. Aplicando o Teorema 2.3.1, obtemos Ind(Σ̃) ≥ 3. Logo,

existem pelo menos três autofunções pares associadas a autovalores negativos de J ,

que denotaremos por ϕ̃1 ≡ 1, ϕ̃2, ϕ̃3 ∈ C∞(Σ̃). Mostraremos que as autofunções ϕ̃2 e ϕ̃3

aumentam a instabilidade de Σ. De fato, as funções ϕ̃j〈x, a〉 e ϕ̃j〈N, a〉 serem ímpares, junto

a Σ ser antipodamente invariante, implicam em
∫

Σ ϕ̃j〈x, a〉 dµ = 0 e
∫

Σ ϕ̃j〈N, a〉 dµ = 0

para todo a ∈ Rn+2 e j = 2, 3. Portanto, as autofunções ϕ̃2 e ϕ̃3 são ortogonais a

V = span{1, 〈N, a〉, 〈x, b〉 : a, b ∈ Rn+2}. Isso é suficiente para concluirmos que J é negativa

definida em V ⊕ 〈{ϕ̃2, ϕ̃3}〉. Como dim V = 2n+ 5, segue que Ind(Σ) ≥ 2n+ 7.
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Capítulo 3

LACUNA NO ÍNDICE DE MORSE DE HIPERSUPERFÍCIES NO

PRODUTO FINITO DE ESFERAS

3.1 Caso 1: Produto de duas esferas

3.1.1 Resultados preliminares

Seja Σn uma hipersuperfície mínima fechada em Mn+1 := Sn1(r1)× Sn2(r2), onde

n1 + n2 = n+ 1 ≥ 3 e r2
1 + r2

2 = r2. Denotaremos por Φ : Σ→M a imersão isométrica e

suporemos que n1 ≥ n2. Para simplificar a notação ao longo da seção, também denotaremos

λ1 := 1
r

r2

r1
e λ2 := −1

r

r1

r2
.

Lidaremos com a seguinte configuração:

• xj : Snj → Rnj+1 são as imersões triviais; ou seja, xj é o vetor posição de Snj em Rnj+1.

• Imersão isométrica Σ→M com vetor normal unitário N .

• Imersão isométrica M → Sn+2(r) com vetor normal unitário η = (λ1x1, λ2x2).

• Imersão isométrica Sn+2(r)→ Rn+3 com vetor normal unitário ν = 1
r
(x1, x2).

• x = (x1, x2) : Σ→M → Sn+2(r)→ Rn+3.

Lema 3.1.1. Seja Σ uma hipersuperfície mínima de Sn1(r1)× Sn2(r2) ⊂ Rn+3. O Laplaci-

ano do vetor posição x = (x1, x2) é dado por

∆x = −
(
λ1(n1 − |N1|2) + λ2(n2 − |N2|2)

)
η − n

r
ν.

Demonstração. O passo inicial será escolher dois referenciais ortonormais apropriados em

M . O primeiro referencial é da forma E = {e1, . . . , en, N}, onde e1, . . . , en são tangentes a

Σ.

Para definir o segundo, identificamos os vetores a ∈ Rn1+1 e b ∈ Rn2+2, respectiva-

mente, com (a, 0) e (0, b) ∈ Rn1+1 × Rn2+1. Em seguida, tome os referenciais ortonormais

{e1, . . . , en1} em Sn1(r1) e {en1+1, . . . , en1+n2} em Sn2(r2). Finalmente, consideramos o

referencial em M dado por E = {e1, . . . , en1 , en1+1, . . . , en1+n2}.

Dado qualquer vetor a ∈ Rn+3 não nulo, um cálculo direto nos dá o gradiente

∇〈x, a〉 = a> = a− 〈N, a〉N − 〈η, a〉η − 1
r2 〈x, a〉x.
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A Hessiana de 〈x, a〉 é

Hess〈x, a〉(X, Y ) = 〈∇Xa
>, Y 〉

= −〈N, a〉〈∇XN, Y 〉 − 〈η, a〉〈∇Xη, Y 〉 −
1
r2 〈x, a〉〈∇Xx, Y 〉

= 〈N, a〉〈AX, Y 〉 − 〈η, a〉〈∇Xη, Y 〉 −
1
r2 〈x, a〉〈X, Y 〉.

Para obter ∆〈x, a〉 será necessário calcular os traços de cada termo acima em relação

ao referencial mais adequado. Desta forma, o primeiro e o terceiro traço serão feitos em

relação ao referencial E, enquanto o segundo traço será tomado em relação a E.

•∑n
j=1〈Aej, ej〉 = H = 0 e ∑n

j=1〈ej, ej〉 = n.

•∑n+1
j=1 〈∇ejη, ej〉−〈∇Nη,N〉 = λ1n1 +λ2n2−λ1|N1|2−λ2|N2|2 = λ1(n1−|N1|2)+λ2(n2−

|N2|2).

Portanto,

∆〈x, a〉 = −
(
λ1(n1 − |N1|2) + λ2(n2 − |N2|2)

)
〈η, a〉 − n

r
〈ν, a〉.

Segue diretamente do Lema 3.1.1 que:

∆x1 = −
(
λ1(n1 − |N1|2) + λ2(n2 − |N2|2)

)
λ1x1 −

n

r2x1

=
(
− r2

2
r2r2

1
(n1 − |N1|2) + 1

r2 (n2 − |N2|2)− n

r2

)
x1

=
(
− r2

2
r2r2

1
(n1 − |N1|2)− 1

r2 (n1 − |N1|2)
)
x1

= − 1
r2

1
(n1 − |N1|2)x1.

Tendo em vista que

Ric(N,N) = n1 − 1
r2

1
|N1|2 + n2 − 1

r2
2
|N2|2,
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concluímos que o operador de Jacobi aplicado em x1 é

Jx1 = ∆x1 + (Ric(N,N) + |A|2)x1

=
(
− 1
r2

1
(n1 − |N1|2) + n1 − 1

r2
1
|N1|2 + n2 − 1

r2
2
|N2|2 + |A|2

)
x1

=
(
n1

r2
1

(|N1|2 − 1) + n2 − 1
r2

2
|N2|2 + |A|2

)
x1

=
(
|N2|2

(
n2 − 1
r2

2
− n1

r2
1

)
+ |A|2

)
x1

=
(
C1|N2|2 + |A|2

)
x1,

onde C1 = n2 − 1
r2

2
− n1

r2
1
é uma constante. De maneira análoga, podemos verificar que

∆x2 = − 1
r2

2
(n2− |N2|2)x2 e Jx2 = (C2|N1|2 + |A|2)x2, com a constante C2 = n1 − 1

r2
1
− n2

r2
2
.

3.1.2 Principais resultados no caso 1

Proposição 3.1.1. Seja Φ : Σ→M uma hipersuperfície mínima fechada orientável em

Mn+1 = Sn1(r1)× Sn2(r2), com n1 ≥ n2 ≥ 2. Assuma que Σ é suave ou tem um conjunto

de pontos singulares satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Valem as seguintes afirmações:

(I): Suponha que |A|2 ≥ −C1|N2|2 sobre Σ. Se |A|2 > −C1|N2|2 em algum ponto p1 ∈ Σ,

então Ind(Σ) ≥ n1 + 1.

(II): Suponha que |A|2 ≥ −C2|N1|2 sobre Σ. Se |A|2 > −C2|N1|2 em algum ponto p2 ∈ Σ,

então Ind(Σ) ≥ n2 + 1.

Demonstração. Dado um vetor a ∈ Rn1+1 não nulo, consideraremos a função teste fa
definida por fa := 〈x1, a〉.

• fa 6≡ 0 sobre qualquer bola aberta B em Σ:

fa ≡ 0 em B implica que Φ(B) é um conjunto aberto em Sn1−1(t)× Sn2(r2) para algum

0 ≤ t ≤ r1. Pela minimalidade de Σ, deve ocorrer a igualdade t = r1. Segue que Σ é

totalmente geodésica com N2 ≡ 0, isto gera a contradição (C1|N2|2 + |A|2) f 2
a ≡ 0 sobre Σ.

Note que C1|N2|2 + |A|2 > 0 sobre uma bola aberta B = B(p1, r) com r suficientemente

pequeno. Uma vez que fa 6≡ 0 sobre B, temos∫
B

(C1|N2|2 + |A|2)f 2
a dµ > 0, ∀a ∈ Rn1+1.

Agora, podemos definir

δ := max
a∈Rn1+1,|a|=1

−
∫
B

(C1|N2|2 + |A|2)f 2
a dµ < 0.
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Assim como foi enunciado na Proposição 1.4.1, para cada ε > 0, podemos construir

uma função de corte φε de modo que φε ≡ 1 em B, Hn({φε 6= 1}) < ε,
∫

Σ |∇φε|2 dµ < ε e∫
Σ |∆φε| dµ < ε.

Sejam ρ1, ρ2, . . . , ρn1 as primeiras n1 autofunções de J , e considere a transformação

linear Ψ : Rn1+1 → Rn1 definida por

Ψ(a) =
(∫

Σ
ρ1 · (φεfa) dµ,

∫
Σ
ρ2 · (φεfa) dµ, . . . ,

∫
Σ
ρn1 · (φεfa) dµ

)
.

Um simples fato da álgebra linear mostra que ker(Ψ) ≥ 1 e então existe um vetor

unitário a ∈ Rn1+1 \ {0} tal que a função teste φεfa é ortogonal a ρj, para todo j ≤ n1,

no sentido L2. Suponha, por absurdo, que Ind(Σ) ≤ n1. Esta suposição implica em

I :=
∫

Σ(φεfa) · J(φεfa) dµ ≥ 0. Porém, temos

I := −
∫

Σ
faφε · [∆(faφε) + (Ric(N,N) + |A|2)faφε] dµ

= −
∫

Σ
faφε · [φεJ(fa) + fa∆φε + 2〈∇fa,∇φε〉] dµ

= −
∫

Σ
φ2
εfaJ(fa) dµ−

∫
Σ
f 2
aφε∆φε dµ− 2

∫
Σ
faφε〈∇fa,∇φε〉 dµ

≤ −
∫
B
faJ(fa) dµ+ C1

∫
Σ
|∆φε| dµ+ C2

∫
Σ
|∇φε| dµ

≤ δ + C1ε+ C2 vol(Σ)1/2
(∫

Σ
|∇φε|2 dµ

)1/2

≤ δ + C3(ε+ ε1/2).

Uma vez que δ e C3 são constantes, ao tomarmos ε suficientemente pequeno temos a

contradição I < 0. Logo, Ind(Σ) ≥ n1 + 1.

De maneira análoga, podemos demonstrar a parte (II).

Quando n1−1
r2

1
6= n2−1

r2
2
, as únicas hipersuperfícies totalmente geodésicas em M = Sn1(r1)×

Sn2(r2) são

Σ1 =

 Sn1−1(r1)× S1(mr2) for n1 > n2 = 1;

Sn1−1(r1)× Sn2(r2) for n1 ≥ n2 ≥ 2.

e

Σ2 =

 Sn1(r1)× {q} for n1 > n2 = 1;

Sn1(r1)× Sn2−1(r2) for n1 ≥ n2 ≥ 2.

Para mais detalhes, veja a demonstração de Lema 2.3 e Lema 2.5 em [25]. No restante da

seção suporemos que vale n1−1
r2

1
6= n2−1

r2
2
.
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Exemplo 3.1.1. Calcularemos os índices de Σ1 e Σ2, pois tais hipersuperfícies serão

importantes nas classificações dadas nas próximas proposições:

• Índice de Σ1:

O operador de Jacobi é J = ∆ + n1 − 1
r2

1
, cujos dois primeiros autovalores são λJ1 =

−n1 − 1
r2

1
< 0 e λJ2 = min {0,−C2}. De fato, o segundo autovalor de ∆ (e de J) está

associado a x1 ou x2, sendo que Jx1 = 0 e Jx2 = C2x2. Note que o espaço vetorial

V := {〈x2, a〉; a ∈ Rn2+1} tem dimensão n2 + 1 e está contido no autoespaço associado ao

autovalor −C2. Logo,

Ind(Σ1) = 1 quando C2 ≤ 0; ou Ind(Σ1) ≥ n2 + 2 quando C2 > 0.

• Índice de Σ2:

O operador de Jacobi é J = ∆ + n2 − 1
r2

2
, cujos dois primeiros autovalores são λJ1 =

−n2 − 1
r2

2
≤ 0 e λJ2 = min {0,−C1}, pois Jx1 = C1x1 e Jx2 = 0. Logo,

Ind(Σ2) = 0 quando n2 = 1; ou Ind(Σ2) = 1 quando C1 ≤ 0; ou Ind(Σ2) > n1 + 2 quando

C1 > 0.

Se n2 > 1, pelo menos um dos toros Σ1 ou Σ2 terá índice 1, pois C1 +C2 = − 1
r2

1
− 1
r2

2
< 0.

Juntando os resultados na Proposição 3.1.1 com a análise feita no Exemplo 3.1.1,

podemos demonstrar o Teorema principal desta seção.

Teorema 3.1.2. Seja Φ : Σ → M uma hipersuperfície mínima fechada orientável com

Ind(Σ) ≤ n1 em Mn+1 = Sn1(r1)× Sn2(r2), onde n1 ≥ n2 ≥ 1. Assuma que Σ é suave ou

tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Valem as seguintes

classificações:

(I): Se C1 = n2 − 1
r2

2
− n1

r2
1
> 0, então Σ = Σ1. Além disso, Ind(Σ1) = 1.

(II): Se C1 = 0, então Σ = Σ1 ou Σ = Σ2. Além disso, Ind(Σ1) = Ind(Σ2) = 1.

Demonstração. • A hipótese C1 > 0 implica em |A|2 ≥ −C1|N2|2 sobre Σ. De acordo com

a Proposição 3.1.1, a única maneira de termos Ind(Σ) ≤ n1 é quando |A|2 ≡ 0 e |N2|2 ≡ 0;

isto é, Σ = Σ1.

Por outro lado, C2 = − 1
r2

1
− 1
r2

2
− C1 < 0 implica que Ind(Σ1) = 1.

• De maneira análoga ao item anterior, a hipótese C1 = 0 implica que Ind(Σ) ≤ n1 é

possível somente quando Σ é totalmente geodésica. Além disso, C1 = 0 e C2 < 0 implicam

que Ind(Σ1) = Ind(Σ2) = 1.
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De maneira análoga podemos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.1.3. Seja Φ : Σ → M uma hipersuperfície mínima fechada orientável com

Ind(Σ) ≤ n2 em Mn+1 = Sn1(r1)× Sn2(r2), onde n1 ≥ n2 ≥ 1. Assuma que Σ é suave ou

tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Valem as seguintes

classificações:

(I): Se C2 = n1 − 1
r2

1
− n2

r2
2
> 0, então Σ = Σ2.

(II): Se C2 = 0, então Σ = Σ1 ou Σ = Σ2.

Um caso particular onde ocorre C2 ≥ 0 é quando n1 > n2 e r1 ≤ r2.

Apresentaremos duas consequências interessantes do Teorema 3.1.2:

• Considere a família sob um parâmetro Mt = S1(t)× Sn(r)/G, onde G é um grupo de

isometrias agindo livremente em Sn(r). Para cada t, sabemos que Σ1 = {p} × Sn(r)/G

é a única hipersuperfície mínima fechada estável em Mt. Conforme o Teorema 3.1.2, se

t >
√

r2

n−1 não haverá hipersuperfície mínima fechada em Mt com Hn−2(sing Σ) = 0 e

Ind(Σ) = 1. Enquanto para t =
√

r2

n−1 , temos Σ2 = S1(t) × Sn−1(r)/G como a única

hipersuperfície mínima fechada em Mt com Hn−2(sing Σ) = 0 e índice 1.

• Considere Mt = Sn1(t)× Sn2(r)/G, onde G é um grupo de isometrias agindo livremente

em Sn2(r). Segundo o Teorema 3.1.2, se t >
√

n1r2

n2−1 então Σ1 = Sn1−1(t)× Sn(r)/G será a

única hipersuperfície mínima fechada em Mt com Hn−2(sing Σ) = 0 e Ind(Σ) ≤ n1, sendo

que Ind(Σ1) = 1. Enquanto para t =
√

n1r2

n2−1 , temos também Σ2 = Sn1(t)× Sn−1(r)/G com

índice 1.

Observação 3.1.1. Dada qualquer hipersuperfície Σ ⊂ M não totalmente geodésica

satisfazendo as condições nos Teoremas 3.1.2 e 3.1.3, não garantimos que Ind(Σ) ≥ n2 + 1

somente quando ocorre C1 = n2 − 1
r2

2
− n1

r2
1
< 0 e C2 = n1 − 1

r2
1
− n2

r2
2
< 0; ou seja,

r1

√
n2 − 1
n1

< r2 < r1

√
n2 + 1
n1

.

3.1.3 Cilindros no produto de esferas

Nesta subseção introduzimos a noção de cilindro e apresentamos várias estimativas

do índice de Morse.
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Definição 3.1.1. Dizemos que uma hipersuperfície Σ ⊂M é um cilindro quando Σ =

Γ1×Sn2(r2) ou Σ = Sn1(r1)×Γ2, onde Γi é uma hipersuperfície mínima fechada orientável

em Sni(ri), i ∈ {1, 2}.

Como foi observado por Urbano e Torralbo em [66], dada uma imersão mínima

(possivelmente com codimensão maior que um) Φ := Φ1 × Φ2 : Γ1 × Γ2 →M1 ×M2 e um

campo normal N ∈ X⊥(Γ1 × Γ2), para qualquer (p, q) ∈ Γ1 × Γ2 temos que

N(p, q) = (N1(p, q), N2(p, q)) := ((N1)q(p), (N2)p(q)) .

Note que (N1)q ∈ X⊥(Γ1) para qualquer q ∈ Γ2, e que (N2)p ∈ X⊥(Γ2) para qualquer

p ∈ Γ1. Além disso, segue diretamente do Teorema de Fubini que

Q(N) =
∫

Γ1
Q2((N2)p) dµ1 +

∫
Γ2
Q1((N1)q) dµ2

onde Q,Q1 e Q2 são as formas quadráticas associadas ao índice em Φ,Φ1 e Φ2, respectiva-

mente.

Corolário 3.1.1. Seja Σ um cilindro não totalmente geodésico em Mn+1 = Sn1(r1) ×

Sn2(r2), onde n1 ≥ n2 ≥ 2.

(I): Se Σ = Γ1 × Sn2(r2), onde Γ1 é suave ou tem um conjunto de pontos singulares

satisfazendo Hn1−3(sing Γ1) = 0, então Ind(Σ) ≥ n1 + 1.

(II): Se Σ = Sn1(r1) × Γ2, onde Γ2 é suave ou tem um conjunto de pontos singulares

satisfazendo Hn2−3(sing Γ2) = 0, então Ind(Σ) ≥ n2 + 1.

Demonstração. (I): Dada uma função f ∈ C∞(Γ1), podemos definir a função f̃ ∈ C∞(Σ)

por f̃(p, q) := f(p). Trazendo a discussão acima para o contexto de hipersuperfícies,

obtemos

Q(f̃) = Q1(f) · vol(Sn2(r2)) ∀f ∈ C∞(Γ1).

Logo, o índice de Σ em M é maior ou igual ao índice de Γ1 em Sn1(r1). Concluímos obser-

vando que qualquer hipersuperfície mínima fechada orientável não totalmente geodésica Γ

em Sn1(r1) com Hn1−3(sing Γ) = 0 tem índice maior ou igual que n1 + 1.

A demonstração de (II) é análoga.

A próxima proposição nos permite deduzir uma lacuna maior que o Corolário 3.1.1 quando

exigimos uma condição a mais no ambiente M .
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Proposição 3.1.4. Suponha que Mn+1 = Sn1(r1) × Sn2(r2) cumpre a condição C2 =
n1 − 1
r2

1
− n2

r2
2

= 0. Seja Σ um cilindro não totalmente geodésico em M da forma Σ = Γ1 ×

Sn2(r2) que é suave ou tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0.

Então Ind(Σ) ≥ n+ 3.

Demonstração. Dado a = (a1, a2) ∈ Rn1+1 × Rn2+1, definimos a função teste fa : Σ →

R por fa := 〈x, a〉 = 〈x1, a1〉 + 〈x2, a2〉. Segue que Jfa = (C1|N2|2 + |A|2) 〈x1, a1〉 +

(C2|N1|2 + |A|2) 〈x2, a2〉 = |A|2fa. Além disso, para cada ε > 0 construímos uma função

de corte φε satisfazendo Hn({φε 6= 1}) < ε,
∫

Σ |∇φε|2 dµ < ε e
∫

Σ |∆φε| dµ < ε.

• fa 6≡ 0 sobre Σ, ∀a ∈ Rn+3:

Fixado a = (a1, a2), escolha p ∈ Sn2(r2) de modo que 〈x2(p), a2〉 = 0. Então:

fa ≡ 0 sobre Σ =⇒ fa ≡ 0 em Γ1 × {p} =⇒ 〈x1, a1〉 = 0 em Γ1 =⇒ Γ1 é um equador

totalmente geodésico de Sn1(r1). Contradizendo a suposição de que Σ não é totalmente

geodésica.

Sejam ρ1, ρ2, . . . , ρn+2 as primeiras n+2 autofunções de J , considere a transformação

linear Ψ : Rn+3 → Rn+2 definida por

Ψ(a) =
(∫

Σ
ρ1 · (φεfa) dµ,

∫
Σ
ρ2 · (φεfa) dµ, . . . ,

∫
Σ
ρn+2 · (φεfa) dµ

)
.

Usando um fato simples da álgebra linear temos ker(Ψ) ≥ 1 e então existe a ∈ Rn+3 tal

que a função teste φεfa é ortogonal a ρj, ∀j ≤ n + 2, no sentido de L2. Tomemos um

conjunto aberto B em Σ tal que fa 6≡ 0, |A|2 6≡ 0 e φε ≡ 1 em B.

Suponha, por absurdo, que Ind(Σ) ≤ n+ 2. Então I := −
∫

Σ(φεfa) · J(φεfa) dµ ≥ 0.

Por outro lado, temos

I := −
∫

Σ
faφε · [φεJ(fa) + fa∆φε + 2〈∇fa,∇φε〉] dµ

= −
∫

Σ
|A|2φ2

εf
2
a dµ−

∫
Σ
f 2
aφε∆φε dµ− 2

∫
Σ
faφε〈∇fa,∇φε〉 dµ

≤ −
∫
B
|A|2f 2

a dµ+ C1

∫
Σ
|∆φε| dµ+ C2

∫
Σ
|∇φε| dµ

≤ δ + C1ε+ C2 vol(Σ)1/2
(∫

Σ
|∇φε|2 dµ

)1/2

≤ δ + C3(ε+ ε1/2).

Tendo em vista que δ := −
∫
B |A|2f 2

a dµ < 0 e C3 são constantes, podemos tomar ε pequeno

o suficiente para haver a contradição I < 0. Portanto, Ind(Σ) ≥ n+ 3.
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Observação 3.1.2. Observe que a condição C2 = 0 sempre ocorre se r1 = r2 e n1 = n2 +1.

Um resultado semelhante ao anterior também vale quando C1 = 0 e Σ = Sn1(r1)× Γ2.

Observação 3.1.3. Demonstramos que qualquer cilindro da forma Σ = Sn1(r1)× Γ2 não

totalmente geodésico tem índice de Morse maior que n2+2. Além disso, vale Ind(Σ) ≥ n1+1

sempre que C1 ≥ 0. Agora, suponha que C1 < 0 e o operador de forma A2 de Γ2 em Sn2(r2)

satisfaz a desigualdade |A2|2 > −C1. Neste caso, também vale que Ind(Σ) ≥ n1 + 1. De

fato,

|A|2 ≥ |A2|2 > −C1 ≥ −C1|N2|2

e basta aplicarmos a Proposição 3.1.1. Devido ao resultado de Simons em [62], é bem

conhecido que |A2|2 ≥ n2 − 1 em algum ponto quando Γ2 não é totalmente geodésica. Em

particular, a condição |A2|2 ≥ n2 − 1 é satisfeita sempre que Γ2 tem curvatura escalar

constante, pois isso equivale a |A2|2 ser constante. Logo, ocorre Ind(Σ) ≥ n1 + 1 sempre

que C1 > 1− n2 e Γ2 tem curvatura escalar constante.

3.1.4 Larguras do produto de duas esferas

Nesta subseção, usamos a lacuna do índice de Morse obtido na subseção anterior

para deduzir o valor das larguras do produto de duas esferas para um valor do parâmetro

dependendo das dimensões n1 e n2 destas esferas.

Seja Mn+1 uma variedade Riemanniana fechada. A definição da k-largura de M ,

para cada k ∈ N, envolve muitas terminologias e notações em teoria geométrica da medida

e teoria min-max. Indicamos [63] e [40] para mais detalhes à respeito dos conceitos e

definições que usaremos sobre teoria geométrica da medida e topologia algébrica, respecti-

vamente. Também sugerimos os artigos [49], [47], [43] e [72]. Definiremos o conceito de

largura analogomente a [50].

Supomos que M é isometricamente mergulhada em algum espaço euclidiano RN

e consideramos o espaço Il(M ;Z2) das cadeias planas módulo 2 l-dimensionais em RN

com suporte contido em M . Um elemento típico deste espaço é uma soma finita formal

c = ∑m
i=1 Si de C1 subvariedades compactas Si (não orientadas) contidas em M . Existe

um operador fronteira ∂, tomando valores no espaço de (l − 1)-cadeias mod 2, que no

caso acima dá ∂c = ∑m
i=1 ∂Si. Claro que ∂ ◦ ∂ = 0. Cada elemento T ∈ Il(M ;Z2) tem
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uma massa M(T ), que mede a área l-dimensional, e a topologia natural é induzida pela

distância plana:

F(T1, T2) := inf{M(S) +M(U) : T1 − T2 = S + ∂U, S ∈ Il, U ∈ Il+1}.

Nosso espaço de l-ciclos é então definido como

Zl(M ;Z2) := {T ∈ Il(M ;Z2) : ∂T = 0}

dotado da topologia plana.

Em 1965, Almgren desenvolveu uma teoria min-max para o funcional área. Dada

uma classe de homotopia não trivial Π do espaço Zl(M,Z2), ele definiu o número min-max

L(Π) := inf
φ∈Π

sup
x∈Ik

M(φ(x)),

onde Ik denota o cubo unitário. Dizemos que L(Π) é a largura de Π.

Almgren [5] provou o seguinte teorema:

Teorema 3.1.5. Se Π não é trivial, então L(Π) > 0. Além disso, existe uma variedade

mínima l-dimensional (varifold integral estacionária de dimensão l) V tal que

M(V ) = L(Π).

Definição 3.1.2. Seja X um complexo simplicial de dimensão finita. Uma aplicação

contínua Ψ : X → Zn(Mn+1,Z2) é chamada de k-varredura se o homomorfismo induzido

em homologia

Ψ∗ : Hk(X,Z2)→ Hk(Zn(Mn+1,Z2),Z2)

é sobrejetivo.

Esta definição tem uma caracterização equivalente em termos de cohomologia. Seja

λ̄ ∈ H1(Zn(Mn+1,Z2),Z2) = Z2 o elemento não trivial. A aplicação Ψ : X → Zn(Mn+1,Z2)

será uma k-varredura quando a classe pullback

λ = Ψ∗(λ̄) ∈ H1(X,Z2)

satisfaz

λk 6= 0 ∈ Hk(X,Z2)
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onde λk = λ ∪ · · · ∪ λ denota o k-ésimo produto cup de λ.

Dizemos que X é k-admissível se existe uma k-varredura Ψ : X → Zn(Mn+1,Z2)

que não tem concentração de massa, ou seja,

lim
r→0

sup{M(Ψ(x) ∩Br(p)) : x ∈ X, p ∈M} = 0.

O conjunto de todas as k-varreduras Ψ que não têm concentração de massa é denotado

por Pk. Observe que dois mapas em Pk podem ter domínios diferentes.

Aplicando a teoria min-max de Almgren-Pitts à classe Pk, obtém-se uma sequência

de números

ωk(M) := inf
ψ∈Pk

sup
x∈dmn(ψ)

M(ψ(x)),

onde dmn(ψ) denota o domínio de ψ. O número ωk(M) é conhecido como a k-largura de

M .

Para apresentar nossa aplicação precisamos do seguinte resultado:

Proposição 3.1.6 (Proposição 2.2 de [43]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana

fechada (n + 1)-dimensional com 3 ≤ n + 1 ≤ 7. Então, para cada k ∈ N+, existe

uma coleção disjunta finita {Σ1, . . . ,ΣN} de hipersuperfícies mínimas fechadas, suaves e

mergulhadas em M , e inteiros {m1, . . . ,mN} tais que

ωk(M, g) =
N∑
i=1

mivolg(Σi),

e
N∑
i=1

Ind(Σi) ≤ k.

Observação 3.1.4. Como apontado por X. Zhou em [72, Observação 0.1], sob a suposição

de curvatura de Ricci positiva, as multiplicidades são um, ou seja, mi = 1.

Recordamos também os seguintes resultados:

Proposição 3.1.7 (Teorema 4.7 de [41]). Uma hipersuperfície fechada e mergulhada de

uma variedade simplesmente conexa deve ser orientável.

e



77

Proposição 3.1.8 ([35]). Seja Mn+1 uma variedade completa e conexa com curvatura de

Ricci positiva. Sejam V n e W n hipersuperfícies mínimas imersas de M , cada uma imersa

como um subconjunto fechado, e seja V compacto. Então V e W devem se intersectar.

Usando as proposições anteriores e os Teoremas 3.1.2 e 3.1.3 provamos que

Teorema 3.1.9. Seja M = Sn1(r1) × Sn2(r2) dotada da métrica de produto padrão g0.

Suponha que n1 ≥ n2 ≥ 2 e n1 + n2 ≤ 7. Então as larguras ω1(M, g0) = · · · = ωk(M, g0)

são iguais a 
volg0(Σ1) para C1 = n2 − 1

r2
2
− n1

r2
1
> 0 e k = n1;

volg0(Σ2) para C2 = n1 − 1
r2

1
− n2

r2
2
> 0 e k = n2.

Demonstração. Usando as proposições 3.1.6 e 3.1.8, como M tem curvatura de Ricci

positiva, obtemos que

ωk(M, g0) = volg0(Σ),

onde Σ é hipersuperfície fechada, suave e mergulhada em M com Ind(Σ) ≤ k. Usando a

Proposição 3.1.7, Σ também é orientável. Agora o resultado segue dos Teoremas 3.1.2 e

3.1.3.

Uma hipersuperfície Σn em (Mn+1, g) é dita ter regularidade ótima quando seu

conjunto de pontos singulares satisfaz Hs(sing Σ) = 0 para todo s > n− 7. Em particular,

quando n ≤ 6, Σ é regular.

Para n ≥ 7, temos o seguinte resultado:

Proposição 3.1.10 (Corolário 1 em [46]). Suponha que (Mn+1, g) é uma variedade

Riemanniana fechada com curvatura de Ricci positiva. Então para qualquer k ∈ N+, existe

uma hipersuperfície mínima conexa com regularidade ótima Σ e multiplicidade m ≤ 2, tal

que

ωk(M, g) = m · volg(Σ) e Ind(Σ) ≤ k.

Segundo Y. Li em [46], é esperado que a multiplicidade m seja sempre igual a

um. Observamos que a hipótese de Σ ter regularidade ótima é mais forte do que exigir

Hn−2(sing Σ) = 0, então o próximo Teorema é uma consequência direta da Proposição

3.1.10 junto aos Teoremas 3.1.2 e 3.1.3,
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Teorema 3.1.11. Seja M = Sn1(r1) × Sn2(r2) dotada da métrica de produto padrão g0

com n1 ≥ n2 ≥ 2.

(I). Se C1 > 0, então cada uma das larguras ω1(M, g0), . . . , ωn1(M, g0) só pode assumir

um dos valores

volg0(Σ1) ou 2 volg0(Σ1).

(II). Se C2 > 0, então cada uma das larguras ω1(M, g0), . . . , ωn2(M, g0) só pode assumir

um dos valores

volg0(Σ2) ou 2 volg0(Σ2).

Concluímos esta subseção observando que o cálculo das k-larguras é um problema

interessante na literatura e apenas para algumas variedades tais valores são conhecidos.

Referenciamos ao leitor as seguintes obras [1], [11] e [30].

3.2 Caso 2: Produto �nito de esferas

Seja Φ : Σ→M uma imersão isométrica da hipersuperfície mínima fechada Σn em

Mn+1 := Sn1(r1)× Sn2(r2)× · · · × Snk(rk), onde n1 + n2 + · · ·+ nk = n+ 1, assuma que

n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nk ≥ 1. Para simplificar a notação ao longo desta subseção, introduziremos

as constantes mj :=
(∑j

i=1 ni
)

+ j − 1 e Rj := ∑j
i=1 r

2
i .

Lidaremos com a seguinte configuração:

• xj : Snj → Rnj+1 são as imersões triviais; ou seja, xj é o vetor posição de Snj em Rnj+1,

para cada j ∈ {1, . . . , k}.

• x = (x1, x2, . . . , xk) : Σ→ Rn+k+1.

• Imersão isométrica Σ→M com vetor normal unitário N .

• Imersão isométrica I1 : Sn1(r1) × Sn2(r2) → Sm2(
√
R2) com vetor normal unitário

η1 = 1√
R2
· r2

r1
· x1 −

1√
R2
· r1

r2
· x2.

• Imersão isométrica Ij : Smj(
√
Rj) × Snj+1(rj+1) → Smj+1(

√
Rj+1) com vetor normal

unitário ηj = 1√
Rj+1

· rj+1√
Rj

·∑j
i=1 xi −

1√
Rj+1

·

√
Rj

rj+1
· xj+1, para cada j ∈ {2, . . . , k − 1}.

• Imersão isométrica Smk(
√
Rk)→ Rn+k+1 com vetor normal unitário ν = 1√

Rk

· x.

Lema 3.2.1. Seja Σ uma hipersuperfície mínima de Sn1(r1)× Sn2(r2)× · · · × Snk(rk) ⊂

Rn+k+1. Dado qualquer vetor a ∈ Rnk+1 não nulo, o Laplaciano da função 〈xk, a〉 é dado
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por

∆〈xk, a〉 = − 1
r2
k

(nk − |Nk|2)〈xk, a〉.

Demonstração. Começaremos escolhendo dois referenciais ortonormais apropriados sobre

M .

O primeiro referencial é da forma E = {e1, . . . , en, N}, onde e1, . . . , en são tangentes

a Σ.

Para definir o segundo referencial, identificamos os vetores v ∈ Rnj+1 com (0, . . . , 0, v, 0, . . . , 0) ∈

Rn1+1×· · ·×Rnj+1×· · ·×Rnk+1 = Rn+k+1. Depois escolhemos os referenciais ortonormais

{e1, . . . , en1} sobre Sn1(r1) e {en1+···+nj−1+1, . . . , en1+···+nj} sobre Snj(rj), para cada j ∈

{2, . . . , k}. Por fim, consideramos o referencial sobre M dado por E = {e1, . . . , en1+···+nk}.

Um cálculo direto nos fornece o gradiente

∇〈xk, a〉 = aT = a− 〈N, a〉N −
k−1∑
i=1
〈ηi, a〉ηi − 〈ν, a〉ν

= a− 〈N, a〉N − 〈ηk−1, a〉ηk−1 −
1
Rk

〈x, a〉x.

Lembrando que ηk−1 = λ1
∑k−1
i=1 xi+λ2xk, onde λ1 = 1√

Rk

· rk√
Rk−1

e λ2 = − 1√
Rk

·
√
Rk−1

rk
.

A hessiana de 〈xk, a〉 é

Hess〈xk, a〉(X, Y ) = 〈∇Xa
T , y〉

= −〈N, a〉〈∇XN, Y 〉 − 〈ηk−1, a〉〈∇Xηk−1, Y 〉 −
1
Rk

〈x, a〉〈∇Xx, Y 〉

= 〈N, a〉〈AX, Y 〉 − 〈ηk−1, a〉〈∇Xηk−1, Y 〉 −
1
Rk

〈x, a〉〈X, Y 〉.

Para obtermos ∆〈xk, a〉 calcularemos os traços de cada termo acima em relação

ao referencial que seja mais apropriado. Desse modo, o primeiro e o terceiro traço serão

tomados em relação ao referencial E, enquanto o segundo traço será tomado em relação a

E.

•∑n
i=1〈Aei, ei〉 = nH = 0 e ∑n

i=1〈ei, ei〉 = n.

•∑n+1
i=1 〈∇eiηk−1, ei〉−〈∇Nηk−1, N〉 = λ1(n1 +· · ·+nk−1)+λ2nk−λ1(|N1|2 +· · ·+|Nk−1|2)−

λ2|Nk|2.
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O Laplaciano assume a forma

∆〈xk, a〉 = −
[
λ1(n1 + · · ·+ nk−1 − |N1|2 − · · · − |Nk−1|2) + λ2(nk − |Nk|2)

]
λ2〈xk, a〉

− n

Rk

〈xk, a〉

= − 1
Rk

[
−(n1 + · · ·+ nk−1 − |N1|2 − · · · − |Nk−1|2) + Rk−1

r2
k

(nk − |Nk|2) + n

]
〈xk, a〉

= − 1
Rk

[
(nk − |Nk|2) + Rk−1

r2
k

(nk − |Nk|2)
]
〈xk, a〉

= − 1
r2
k

(nk − |Nk|2)〈xk, a〉.

Nosso próximo passo será calcular o operador de Jacobi aplicado na função teste

〈xk, a〉. Uma vez que, a curvatura de Ricci é dada por

Ric(N,N) = n1 − 1
r2

1
|N1|2 + n2 − 1

r2
2
|N2|2 + · · ·+ nk − 1

r2
k

|Nk|2,

verifica-se diretamente que

J〈xk, a〉 = ∆〈xk, a〉+ (Ric(N,N) + |A|2)〈xk, a〉

=
(
− 1
r2
k

(nk − |Nk|2) + n1 − 1
r2

1
|N1|2 + n2 − 1

r2
2
|N2|2 + · · ·+ nk − 1

r2
k

|Nk|2 + |A|2
)
〈xk, a〉

=
(
nk
r2
k

(|Nk|2 − 1) + n1 − 1
r2

1
|N1|2 + · · ·+ nk−1 − 1

r2
k−1

|Nk−1|2 + |A|2
)
〈xk, a〉

=
(
|N1|2

(
n1 − 1
r2

1
− nk
r2
k

)
+ · · ·+ |Nk−1|2

(
nk−1 − 1
r2
k−1

− nk
r2
k

)
+ |A|2

)
〈xk, a〉

=
(
C1,k|N1|2 + · · ·+ Ck−1,k|Nk−1|2 + |A|2

)
〈xk, a〉,

onde cada Ci,j := ni − 1
r2
i

− nj
r2
j

é constante. De maneira análoga, a menos de uma isome-

tria comutando a ordem dos produtos cartesianos, podemos demonstrar que ∆〈xj, b〉 =

− 1
r2
j

(nj−|Nj|2)〈xj, b〉 e J〈xj, b〉 =
(∑

i 6=j Ci,j|Ni|2 + |A|2
)
〈xj, b〉, para cada j ∈ {1, . . . , k}

e todo b ∈ Rnj+1 não nulo.

Proposição 3.2.1. Seja Φ : Σ→M uma hipersuperfície mínima fechada orientável em

Mn+1 = Sn1(r1)× Sn2(r2)× · · · × Snk(rk), com n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nk. Assuma que Σ é suave

ou tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Suponha que

|A|2 ≥ −∑i 6=j Ci,j|Ni|2 sobre Σ, para algum j ∈ {1, . . . , k}. Se |A|2 > −∑i 6=j Ci,j|Ni|2 em

algum ponto p ∈ Σ, então Ind(Σ) ≥ nj + 1.



81

Demonstração. Dado um vetor a ∈ Rnj+1 não nulo, consideraremos a função teste fa
definida por fa := 〈xj, a〉.

• fa 6≡ 0 sobre qualquer bola aberta B em Σ:

fa ≡ 0 em B implica que Φ(B) é um conjunto aberto em S1(r1)×· · ·×Snj−1(t)×· · ·×Snk(rk)

para algum 0 ≤ t ≤ rj. Pela minimalidade de Σ, deve ocorrer a igualdade t = rj.

Segue que Σ é totalmente geodésica com Ni ≡ 0 ∀i 6= j, isto gera a contradição

|A|2 = 0 = −∑i 6=j Ci,j|Ni|2 em p.

Note que ∑i 6=j Ci,j|Ni|2 + |A|2 > 0 sobre uma bola aberta B = B(p, r) com r

suficientemente pequeno. Como fa 6≡ 0 sobre B, temos que

∫
B

∑
i 6=j

Ci,j|Ni|2 + |A|2
 f 2

a dµ > 0, ∀a ∈ Rnj+1.

Agora, podemos definir

δ := max
a∈Rnj+1,|a|=1

−
∫
B

∑
i 6=j

Ci,j|Ni|2 + |A|2
 f 2

a dµ < 0.

Para cada ε > 0, considere a função de corte φε tal que φε ≡ 1 em B, Hn({φε 6=

1}) < ε,
∫

Σ |∇φε|2 dµ < ε e
∫
Σ |∆φε| dµ < ε.

Sejam ρ1, ρ2, . . . , ρnj as nj primeiras autofunções de J , definimos a transformação linear

Ψ : Rnj+1 → Rnj por

Ψ(a) :=
(∫

Σ
ρ1 · (φεfa) dµ,

∫
Σ
ρ2 · (φεfa) dµ, . . . ,

∫
Σ
ρnj · (φεfa) dµ

)
.

Uma vez que ker(Ψ) ≥ 1, existe a ∈ Rnj+1 unitário tal que a função teste φεfa é ortogonal

a ρi, ∀i ≤ n1, no sentido de L2(Σ). Suponha, por absurdo, que Ind(Σ) ≤ nj. Então

I :=
∫

Σ(φεfa) · J(φεfa) ≥ 0. Porém, temos

I := −
∫

Σ
faφε · [∆(faφε) + (Ric(N,N) + |A|2)faφε] dµ

= −
∫

Σ
faφε · [φεJ(fa) + fa∆φε + 2〈∇fa,∇φε〉] dµ

= −
∫

Σ
φ2
εfaJ(fa) dµ−

∫
Σ
f 2
aφε∆φε dµ− 2

∫
Σ
faφε〈∇fa,∇φε〉 dµ

≤ −
∫
B
faJ(fa) dµ+ C1

∫
Σ
|∆φε| dµ+ C2

∫
Σ
|∇φε| dµ

≤ δ + C1ε+ C2 vol(Σ)1/2
(∫

Σ
|∇φε|2 dµ

)1/2

≤ δ + C3(ε+ ε1/2).
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Como δ e C3 são constantes, ao tomarmos ε suficientemente pequeno temos a

contradição I < 0. Logo, Ind(Σ) ≥ nj + 1.

Notação: Denotaremos por Tms (r) o produto de s esferas com dimensão m e raio r:

Tms (r) := Sm(r)× · · · × Sm(r) [s vezes].

Corolário 3.2.1. Seja Φ : Σ → Tns (r) uma hipersuperfície mínima fechada orientá-

vel. Assuma que Σsn−1 é suave ou tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo

Hsn−3(sing Σ) = 0. Se |A|2 > 1
r2 sobre Σ, então Ind(Σ) ≥ n+ 1.

Exemplo 3.2.1. Para cada j ∈ {1, . . . , k}, considere a hipersuperfície totalmente geodésica

Σj := Sn1(r1)× · · ·×Snj−1(rj)× · · ·×Sk(rk). Calcularemos o índice de cada Σj, pois estas

hipersuperfícies serão importantes nas classificações dadas nas próximas proposições.

O campo normal unitário sobre Σj é N = Nj. Logo, o operador de Jacobi sobre Σj é J = ∆+
nj − 1
r2
j

, cujos dois primeiros autovalores são λJ1 = −nj − 1
r2

1
≤ 0 e λJ2 = mini 6=j {0,−Cj,i},

pois Jxj = 0 e Jxi = Cj,ixi. Note que o espaço vetorial Vi := {〈xi, b〉; b ∈ Rni+1} tem

dimensão ni + 1 e está contido no autoespaço associado ao autovalor −Cj,i. Logo:

• Ind(Σj) = 1 quando Cj,i ≤ 0 ∀i 6= j ;

• ou Ind(Σj) ≥ (∑i∈I ni + 1) + 1, onde I := {i 6= j : Cj,i > 0}.

Vale observar que, fixados i, j ∈ {1, . . . , k}, pelo menos uma das contantes Ci,j ou

Cj,i será negativa, pois Ci,j + Cj,i = − 1
r2
i

− 1
r2
j

< 0.

Proposição 3.2.2. Seja Φ : Σ → M uma hipersuperfície mínima fechada orientável

em Mn+1 = Sn1(r1) × Sn2(r2) × · · · × Snk(rk). Suponha que para algum j ∈ {1, . . . , k}

vale Ci,j > 0 ∀i 6= j. Assuma que Σ é suave ou tem um conjunto de pontos singulares

satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Se Ind(Σ) ≤ nj, então Σ = Σj. Além disso, temos

Ind(Σj) = 1 (quando nj ≥ 2) ou Ind(Σj) = 0 (quando nj = 1).

Demonstração. A hipótese Ci,j ≥ 0 ∀i 6= j implica em |A|2 ≥ −∑i 6=j Ci,j|Ni|2 sobre Σ.

Segundo a Proposição 3.2.1, a única maneira de termos Ind(Σ) ≤ nj é quando |A|2 ≡ 0 e

|Nj|2 ≡ 1; isto é, Σ = Σj.

Por hipótese, temos também Cj,i < 0 ∀i 6= j. Logo, a conclusão de que Ind(Σj) = 1 segue

diretamente do Exemplo 3.2.1 com λJ2 = mini 6=j {0,−Cj,i} = 0.
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Corolário 3.2.2. Seja Φ : Σ → M uma hipersuperfície mínima fechada orientável

em Mn+1 = Sm(r) × T(r), onde T(r) = Sn1(r) × · · · × Snk(r), com n1 ≥ · · · ≥ nk ≥

m + 1. Assuma que Σ é suave ou tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo

Hn−2(sing Σ) = 0. Então:

•Σ = Sm−1(r) × T(r) tem índice de Morse igual a um (para m ≥ 2) ou é estável (para

m = 1);

• ou Ind(Σ) ≥ m+ 1.

Apresentaremos algumas consequências interessantes da Proposição 3.2.2:

• Considere M = Sn1(r1) × · · · × Snk(rk). Para cada j ∈ {1, . . . , k} defina o conjunto

Ij := {i 6= j : Ci,j < 0}. Se Σ é uma hipersuperfície mínima fechada em M com

Hn−2(sing Σ) = 0 tal que Ni ≡ 0 ∀i ∈ Ij, então Ind(Σ) > nj.

• Considere M = S1(r1)× Sn2(r2)× · · · × Snk(rk) com nj > 1 ∀j 6= 1. Pelo Exemplo 3.2.1,

sabemos que Σ1 = {p} × Sn2(r2)× · · · × Snk(rk) é a única hipersuperfície mínima fechada

estável em M . Consoante a Proposição 3.2.2, se r1 for suficientemente grande não haverá

hipersuperfície mínima fechada em M com Hn−2(sing Σ) = 0 e Ind(Σ) = 1.

• Considere M = Sn1(r1)× · · · × Snk(rk) com nj > 1 ∀j. Se rk for suficientemente grande,

então Σk = Sn1(r1)× · · · × Snk−1(rk) será a única hipersuperfície mínima fechada em M

com Hn−2(sing Σ) = 0 tal que Ind(Σ) ≤ nk. Além disso, Ind(Σk) = 1.

• Considere M = S1(r1)× · · · × S1(rk). Se Σ é uma hipersuperfície mínima fechada em

M com Hn−2(sing Σ) = 0 tal que |A|2 > 1
r2
j

(1− |Nj|2) para algum j ∈ {1, . . . , k}, então

Ind(Σ) > 1. Logo, as hipersuperfícies totalmente geodésicas em M são as únicas estáveis e

qualquer hipersuperfície com índice 1 deve satisfazer |A|2 ≤ 1
r2
j

(1− |Nj|2) em uma bola

Bj, para cada j ∈ {1, . . . , k}.

• Suponha que M = S3(r) × S2(r) × S1(r), M = S2(r) × S2(r) × S1(r) ou M = S3(r) ×

S3(r) × S1(r), sempre dotada com a métrica produto padrão g0. Em todos os casos, a

hipersuperfície totalmente geodésica Σ3 é estável e qualquer outra hipersuperfície mínima

tem índice maior ou igual a dois. Aplicando a Proposição 3.1.6, concluímos que a primeira

largura de M deve ser ω1(M) = m volg0(Σ3), para algum número inteiro m.

• Suponha que M = S2(r1) × S2(r2) × S2(r3) dotada com a métrica produto padrão g0.

Assuma que as constantes C21 = 1
r2

2
− 2
r2

1
e C31 = 1

r2
3
− 2
r2

1
são não negativas. Então a
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hipersuperfície totalmente geodésica Σ1 tem índice um e qualquer outra hipersuperfície

mínima tem índice maior ou igual a três. Argumentando como na prova do Teorema 3.1.9,

demonstramos que as larguras ω1(M) e ω2(M) são iguais a volg0(Σ1).

• Suponha que M = S3(r1) × S2(r2) × S2(r3) dotada com a métrica produto padrão g0.

Assuma que as constantes C21 = 1
r2

2
− 3
r2

1
e C31 = 1

r2
3
− 3
r2

1
são não negativas. Então a

hipersuperfície totalmente geodésica Σ1 tem índice um e qualquer outra hipersuperfície

mínima tem índice maior ou igual a quatro. Argumentando como na prova do Teorema

3.1.9, demonstramos que ω1(M) = ω2(M) = ω3(M) = volg0(Σ1).

Como aplicação no cálculo de k-larguras quando a dimensão de M é maior ou igual

a 8, temos o próximo Teorema que pode ser demonstrado de maneira análoga ao Teorema

3.1.11.

Teorema 3.2.3. Seja M = Sn1(r1)× Sn2(r2)× ...× Snk(rk) dotada da métrica de produto

padrão g0 com n1 ≥ n2 ≥ ... ≥ nk ≥ 2. Se para algum j ∈ {1, ..., k} vale Ci,j > 0 ∀i 6= j,

então cada uma das larguras ω1(M, g0), ..., ωnj(M, g0) só pode assumir um dos valores

volg0(Σj) ou 2 volg0(Σj).

Quando n1−1
r2

1
6= n2−1

r2
2
, conforme foi discutido na subseção anterior, as únicas

hipersuperfícies totalmente geodésicas em M = Sn1(r1)× Sn2(r2) são Σ1 := Sn1−1(r1)×

Sn2(r2) e Σ2 := Sn1(r1)×Sn2−1(r2). Porém, a mesma técnica não é suficiente para classificar

todas as hipersuperfícies totalmente geodésicas em um produto de três ou mais esferas.

Definição 3.2.1. Dizemos que uma hipersuperfície Σ ⊂M = Sn1(r1)× · · · × Sk(rk) é um

cilindro quando

Σ = Sn1(r1)× · · · × Snj−1(rj−1)× Γj × Snj+1(rj+1)× · · · × Sk(rk),

onde Γj é uma hipersuperfície mínima fechada orientável em Snj(rj), j ∈ {1, . . . , k}.

Corolário 3.2.3. Seja Σ um cilindro não totalmente geodésico em M = Sn1(r1)× · · · ×

Snk(rk), onde n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nk ≥ 2. Assuma que Σ é suave ou tem um conjunto de

pontos singulares satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Se

Σ = Sn1(r1)× · · · × Snj−1(rj−1)× Γj × Snj+1(rj+1)× · · · × Sk(rk),

então Ind(Σ) ≥ nj + 1.
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Proposição 3.2.4. Assuma que Mn+1 = Sn1(r1) × · · · × Snk(rk) satisfaz a condição

Ci,j = ni − 1
r2
i

− nj
r2
j

= 0, para algum i ∈ {1, . . . , k} fixado e todo j 6= i . Seja Σ um cilindro

não totalmente geodésico em M da forma

Σ := Sn1(r1)× · · · × Sni−1(ri−1)× Γi × Sni+1(ri+1) · · · × Sk(rk)

que é suave ou tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Então

Ind(Σ) ≥ n+ 2.

Demonstração. Dado a = (a1, a2, . . . , ak) ∈ Rn1+1 × Rn2+1 × · · · × Rnk+1, definimos a

função teste fa : Σ→ R por fa := 〈x, a〉 = 〈x1, a1〉+ 〈x2, a2〉+ · · ·+ 〈xk, ak〉. Lembrando

que o campo vetorial normal unitário sobre o cilindro Σ é dado por N = Ni, então:

• J 〈xm, am〉 =
∑
j 6=m

Cj,m |Nj|2 + |A|2
 〈xm, am〉

=
(
Ci,m + |A|2

)
〈xm, am〉 = |A|2 〈xm, am〉 , ∀m 6= i.

• J 〈xi, ai〉 =
∑
j 6=i

Cj,i |Nj|2 + |A|2
 〈xi, ai〉 = |A|2 〈xi, ai〉 .

Somando todos os termos acima, obtemos Jfa = |A|2fa. Além disso, para cada

ε > 0 considere a função de corte φε satisfazendo Hn({φε 6= 1}) < ε,
∫

Σ |∇φε|2 dµ < ε e∫
Σ |∆φε| dµ < ε.

Concluímos a demonstração argumentando de maneira análoga à prova usada na

Proposição 3.1.4

Corolário 3.2.4. Seja Σ = Γ1 × Tns (r) um cilindro não totalmente geodésico em M =

Sn+1(r)×Tns (r), suave ou tendo um conjunto de pontos singulares satisfazendoHn(s+1)−2(sing Σ) =

0. Então Ind(Σ) ≥ n(s+ 1) + 2.

3.3 Lacuna do índice na esfera

Nesta seção estenderemos dois resultados sobre lacunas no índice de hipersuperfícies

fechadas suaves imersas na esfera Sn+1, enfraquecendo a hipótese de suavidade ao permitir

que as hipersuperfícies tenham singularidades. A primeira proposição é inspirada na

Proposição 1.3.1, que também pode ser encontrada em [54] e [3].
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Proposição 3.3.1. Seja x : Σ→ Sn+1 uma hipersuperfície mínima compacta orientável

não totalmente geodésica. Assuma que Σ é suave ou tem um conjunto de pontos singulares

satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Então Ind(Σ) ≥ n+ 2.

Demonstração. Dado um vetor a ∈ Rn+2 não nulo, consideraremos a função teste xa
definida por xa := 〈x, a〉. Note que Jxa = |A|2xa e podemos escolher uma bola B onde

|A|2 > 0, visto que Σ não é totalmente geodésica.

• xa 6≡ 0 em B:

xa ≡ 0 em B implica que B está contida em um grande círculo de Sn+1. Desse modo, Σ é

totalmente geodésica, gerando uma contradição.

Desse modo, estamos aptos a definir

δ := max
a∈Rn+2,|a|=1

−
∫
B
|A|2x2

a dµ < 0.

Para cada ε > 0, podemos construir uma função de corte φε de modo que φε ≡ 1

em B, Hn({φε 6= 1}) < ε,
∫

Σ |∇φε|2 dµ < ε e
∫

Σ |∆φε| dµ < ε.

Sejam ρ1, ρ2, . . . , ρn+1 as n+1 primeiras autofunções de J , definimos a transformação

linear Ψ : Rn+2 → Rn+1 por

Ψ(a) :=
(∫

Σ
ρ1 · (φεxa) dµ,

∫
Σ
ρ2 · (φεxa) dµ, . . . ,

∫
Σ
ρn+1 · (φεxa) dµ

)
.

Tendo em vista que ker(Ψ) ≥ 1, existe a ∈ Rn+2 unitário tal que a função teste φεxa é

ortogonal a ρj , ∀j ≤ n+1, no sentido de L2(Σ). Suponha, por absurdo, que Ind(Σ) ≤ n+1.

Então I :=
∫
Σ(φεxa) · J(φεxa) dµ ≥ 0. Porém, temos

I := −
∫

Σ
xaφε · [∆(xaφε) + (Ric(N,N) + |A|2)xaφε] dµ

= −
∫

Σ
xaφε · [φεJ(xa) + xa∆φε + 2〈∇xa,∇φε〉] dµ

= −
∫

Σ
φ2
εxaJ(xa) dµ−

∫
Σ
x2
aφε∆φε dµ− 2

∫
Σ
xaφε〈∇xa,∇φε〉 dµ

≤ −
∫
B
xaJ(xa) dµ+ C1

∫
Σ
|∆φε| dµ+ C2

∫
Σ
|∇φε| dµ

≤ δ + C1ε+ C2 vol(Σ)1/2
(∫

Σ
|∇φε|2 dµ

)1/2

≤ δ + C3(ε+ ε1/2).

Uma vez que δ e C3 são constantes, ao tomarmos ε suficientemente pequeno temos a

contradição I < 0. Logo, Ind(Σ) ≥ n+ 2.
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Agora, apresentaremos nossa segunda proposição desta subseção. Trata-se de uma adapta-

ção para o caso singular do teorema principal de A. Barros e P. Sousa em [10].

Proposição 3.3.2. Seja x : Σ→ Sn+1 uma hipersuperfície mínima compacta orientável

não totalmente geodésica. Assuma que Σ é suave ou tem um conjunto de pontos singulares

satisfazendo Hn−2(sing Σ) = 0. Se |A|2 ≥ n e Σ não é o Toro de Clifford, então Ind(M) ≥

2n+ 4. Em particular, o Toro de Clifford é a única hipersuperfície nas condições acima

com índice n+ 3.

Demonstração. Dados a, b ∈ Rn+2, denotaremos xa := 〈x, a〉 e Nb := 〈N, b〉. Em seguida,

definimos a função teste f : Σ → R por fab := xa + Nb. Além disso, para cada ε > 0

construímos uma função de corte φε satisfazendo Hn({φε 6= 1}) < ε,
∫

Σ |∇φε|2 dµ < ε e∫
Σ |∆φε| dµ < ε.

Passo 1: Para qualquer (a, b) ∈ Rn+2 × Rn+2 não nulo, temos que fab 6≡ 0 em Σ:

• Dado a ∈ Rn+2 não nulo, xa 6≡ 0 em Σ:

xa ≡ 0 em Σ =⇒ Σ está contida em um grande círculo de Sn+1 =⇒ Σ é totalmente

geodésica, gerando uma contradição.

• Dado b ∈ Rn+2 não nulo, Nb 6≡ 0 em Σ:

Suponha, por absurdo, que Nb ≡ 0 em Σ. Decorre do Lema 1.3.1 que Hessxb(·, ·) =

−xb〈·, ·〉 + Nb〈A(·), ·〉 = −xb〈·, ·〉. Como o item anterior implica em xb 6≡ 0 sobre Σ, o

Teorema de Obata afirma que Σ é isométrico a uma esfera unitária. Denotando por II a

segunda forma fundamental de Σ e por κ1, . . . , κn as curvaturas principais de Σ, segue

da Equação de Gauss que κiκj = 0 ∀i, j = 1, . . . , n. Então existe no máximo um κj 6= 0.

Como H = ∑n
j=1 κj = 0, deduzimos que κ1 = · · · = κn = 0 e II ≡ 0. Isto contradiz a

hipótese de Σ não ser totalmente geodésica.

• Dados a, b ∈ Rn+2 não nulos, fab 6≡ 0 em Σ:

fab ≡ 0 =⇒ xa = −Nb =⇒ −nxa = ∆xa = −∆Nb = |A|2Nb = −|A|2xa =⇒

(|A|2 − n)xa = 0 =⇒ xa ≡ 0, contradizendo o primeiro item.

Passo 2: Dados a, b ∈ Rn+2, vale a igualdade
∫

Σ
φ2
ε|A|2xaNb dµ =

∫
Σ
φ2
εnxaNb − 2φε

〈
∇φε, Nba

> + xaA(b>)
〉
dµ.
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Aplicando o Lema 2.3 em [73], podemos integrar por partes e obter

0 =
∫

Σ
(φεNb)∆(φεxa)− (φεxa)∆(φεNb) dµ

=
∫

Σ
φ2
εNb∆xa + φεNbxa∆φε + 2φεNb〈∇φε,∇xa〉 dµ

−
∫

Σ
φ2
εxa∆Nb + φεxaNb∆φε + 2φεxa〈∇φε,∇Nb〉 dµ

=
∫

Σ
φ2
ε(Nb∆xa − xa∆Nb) + 2φε

〈
∇φε, Nba

> + xaA(b>)
〉
dµ

=
∫

Σ
φ2
ε(|A|2 − n)xaNb + 2φε

〈
∇φε, Nba

> + xaA(b>)
〉
dµ.

Passo 3: Para qualquer (a, b) ∈ Rn+2 × Rn+2 não nulo, temos∫
Σ
φ2
εfab · J(fab) dµ =

∫
Σ
φ2
ε(xa +Nb) · (|A|2xa + nNb) dµ

=
∫

Σ
φ2
ε(|A|2x2

a + nxaNb + |A|2xaNb + nN2
b ) dµ

=
∫

Σ
φ2
ε(|A|2x2

a + 2nxaNb + nN2
b )− 2φε

〈
∇φε, Nba

> + xaA(b>)
〉
dµ

≥
∫

Σ
φ2
ε(nx2

a + 2nxaNb + nN2
b )− 2φε

〈
∇φε, Nba

> + xaA(b>)
〉
dµ

=
∫

Σ
nφ2

εf
2
ab − 2φε

〈
∇φε, Nba

> + xaA(b>)
〉
dµ.

Passo 4: Sejam ρ1, ρ2, . . . , ρ2n+3 as 2n + 3 primeiras autofunções de J , definimos a

transformação linear Ψ : Rn+2 × Rn+2 → R2n+3 por

Ψ(a) :=
(∫

Σ
ρ1 · (φεfab) dµ,

∫
Σ
ρ2 · (φεfab) dµ, . . . ,

∫
Σ
ρ2n+3 · (φεfab) dµ

)
.

Uma vez que ker(Ψ) ≥ 1, existe (α, β) ∈ Rn+2 × V m unitário tal que a função teste φεfαβ
é ortogonal a ρj , ∀j ≤ 2n+ 3, no sentido de L2(Σ). Tomemos uma bola B tal que fαβ 6≡ 0

e φε ≡ 1 em B.

Suponha, por absurdo, que Ind(Σ) ≤ 2n+3. Então I := −
∫

Σ(φεfαβ)·J(φεfαβ) dµ ≥

0. Por outro lado, temos

I := −
∫

Σ
fαβφε · [φεJ(fαβ) + fαβ∆φε + 2〈∇fαβ,∇φε〉] dµ

≤ −
∫
B
nf 2

αβ dµ+
∫

Σ
2φε

〈
∇φε, Nβα

> + xαA(β>)
〉
dµ

−
∫

Σ
f 2
αβφε∆φε dµ− 2

∫
Σ
fαβφε〈∇fαβ,∇φε〉 dµ

≤ nδ + C1

∫
Σ
|∇φε| dµ+ C2

∫
Σ
|∆φε| dµ+ C3

∫
Σ
|∇φε| dµ

≤ nδ + C1 vol(Σ)1/2
(∫

Σ
|∇φε|2 dµ

)1/2
+ C2ε+ C3 vol(Σ)1/2

(∫
Σ
|∇φε|2 dµ

)1/2

≤ nδ + C4(ε+ 2ε1/2).
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Já que δ := −
∫
B f

2
αβ dµ < 0 e C4 são constantes, podemos escolher ε pequeno o suficiente

para haver a contradição I < 0. Logo, Ind(Σ) ≥ 2n+ 4.
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Capítulo 4

LIMITAÇÃO DE ÍNDICE PARA HIPERSUPERFÍCIES f -MÍNIMAS

COM FRONTEIRA LIVRE NO ESPAÇO EUCLIDIANO PONDERADO

4.1 Funções teste e cálculos preliminares

Nesta seção definiremos as funções teste que serão utilizadas ao longo do capítulo

e calcularemos o operador de Jacobi ponderado aplicado em tais funções teste.

Seja Σ uma hipersuperfície no espaço ponderado (Rn+1, gcan, e
−fdµ). A partir de

agora, denotaremos por P o conjunto dos campos vetoriais paralelos sobre Rn+1. Dado

V ∈ P , temos a decomposição ortogonal

V = V + 〈V,N〉N,

onde V é a projeção ortogonal de V sobre Σ.

Seja U a família de campos vetoriais paralelos em Rn+1 com comprimento unitário;

esta família é naturalmente identificada com Sn se a dotarmos da medida µ̃ := n+1
vol(Sn)dVSn .

O próximo Lema será utilizado na demonstração dos principais resultados deste capítulo.

Lema 4.1.1. [57] Para quaisquer X,Y ∈ Rn+1, vale a igualdade∫
U

〈
V ,X

〉 〈
V , Y

〉
dV =

〈
X,Y

〉
.

Para cada par de campos vetoriais paralelos V ,W ∈ P, definimos um campo

vetorial sobre Σ da forma XV ,W :=
〈
V ,N

〉
W −

〈
W,N

〉
V . As funções teste que usaremos

ao longo da seção são obtidas através do produto interno de XV ,W com campos vetoriais

ξ ∈ X(Σ) apropriados:

u :=
〈
XV ,W , ξ

〉
. (4.11)

Em geral, ξ será escolhido como um campo vetorial f -harmônico ou um campo de

autovetores do f -Laplaciano de Hodge. No restante da seção, nosso objetivo será demonstrar

o seguinte Lema:

Lema 4.1.2. [42] Sejam f ∈ C∞(Rn+1) e x : Σn → Rn+1 uma hipersuperfície f -mínima.

Seja ξ ∈ X(Σ) um campo vetorial genérico em Σ e u a função definida em 4.11. Então

Jfu = −uHess f(N,N)− Hess f(XV ,W , ξ) +
〈
XV ,W ,∆

[1]
f ξ
〉

+ v,
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onde v = 2 (〈∇AV ξ,W 〉 − 〈∇AW ξ, V 〉)− 〈W, ξ〉Hess f(V,N) + 〈V, ξ〉Hess f(W,N).

Nos dois próximos Lemas serão desenvolvidos todos os cálculos necessários para

concluir o resultado acima.

Lema 4.1.3. Sejam f ∈ C∞(Rn+1) e x : Σn → Rn+1 uma hipersuperfície f-mínima.

Denote por N o campo vetorial normal unitário e por A o operador de forma de Σ. Seja

V ∈ P, e denote por V sua projeção sobre Σ. Se X ∈ X(Σ), então

∇XV =
〈
V ,N

〉
AX; (4.12)

∇
〈
V ,N

〉
= −AV ; (4.13)

∇∗f∇V = −A2V −
〈
V ,N

〉
Hess f(N)>. (4.14)

Demonstração. Denotaremos por D a conexão de Levi-Civita de Rn+1. Uma vez que V é

um campo vetorial paralelo, temos DXV = 0. Então

∇XV = (DXV )> = −
(
DX

〈
V ,N

〉
N
)>

= −
〈
V ,N

〉
(DXN) =

〈
V ,N

〉
AX.

Logo, também vale

〈
∇〈V ,N〉, X

〉
= X〈V ,N〉 = 〈V ,DXN〉 = −〈AV,X〉, ∀X ∈ X(Σ),

e isto demonstra a equação 4.13.

Segue diretamente da equação 4.12 que ∇eiV = 〈V ,N〉Aei. Então

∇∗∇V =
∑
i

(
∇ei(〈V ,N〉Aei)− 〈V ,N〉A∇eiei

)
= A∇〈V ,N〉+ 〈V ,N〉tr∇A

= −A2V + 〈V ,N〉∇H.

Além disso, a equação f -mínima Hf = H + 〈∇f,N〉 = 0 implica que

∇H = −∇〈∇f,N〉 = −Hess f(N)> + A∇f. (4.15)
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Portanto,

∇∗∇V = −A2V − 〈V ,N〉Hess f(N)> + 〈V ,N〉A∇f

= −A2V − 〈V ,N〉Hess f(N)> +∇∇fV

=⇒ ∇∗f∇V = −A2V − 〈V ,N〉Hess f(N)>.

Lema 4.1.4. Sejam f ∈ C∞(Rn+1) e x : Σn → Rn+1 uma hipersuperfície f-mínima.

Sejam V ,W ∈ P, e denote por V,W as suas projeções sobre Σ. Então, para todo ξ ∈ X(Σ)

∆f〈V ,N〉 = −|A|2〈V ,N〉+ Hess f(V,N); (4.16)

∆f〈V, ξ〉 = Hess f(V, ξ)− 〈V ,N〉Hess f(N, ξ)− 2〈AV,Aξ〉 (4.17)

− 2〈V ,N〉〈∇ξ, A〉+ 〈∆[1]
f ξ, V 〉;

∆f

(
〈V ,N〉〈W, ξ〉

)
= −|A|2〈V ,N〉〈W, ξ〉 − 2〈V ,N〉〈AW,Aξ〉 − 2〈W,N〉〈AV,Aξ〉

(4.18)

+ 〈V ,N〉Hess f(W, ξ) + 〈W, ξ〉Hess f(V,N)

− 〈V ,N〉〈W,N〉Hess f(N, ξ)− 2∇ξ(AV,W )

+ 2〈V ,N〉〈W,N〉〈∇ξ, A〉 − 〈V ,N〉〈∆[1]
f ξ,W 〉.

Finalmente, se XV ,W = 〈V ,N〉W − 〈W,N〉V e u = 〈XV ,W , ξ〉, então:

∆fu = −|A|2u+ Hess f(XV ,W , ξ)− 〈XV ,W ,∆
[1]
f ξ〉 − v, (4.19)

onde v = 2 (〈∇AV ξ,W 〉 − 〈∇AW ξ, V 〉)− 〈W, ξ〉Hess f(V,N) + 〈V, ξ〉Hess f(W,N).

Demonstração. A partir da Equação de Codazzi, iniciamos deduzindo a equação

div(AV ) = 〈V ,N〉|A|2 + 〈∇H,V 〉.

Portanto, as equações 4.15 e 4.13 nos permitem concluir que

∆〈V ,N〉 = div
(
∇〈V ,N〉

)
= − div(AV )

= −〈V ,N〉|A|2 + 〈Hess f(N), V 〉 − 〈A∇f, V 〉

= −〈V ,N〉|A|2 + Hess f(N, V ) +
〈
∇f,∇〈V ,N〉

〉
.



93

A equação 4.16 segue diretamente da definição de ∆f , pois

∆f〈V ,N〉 = ∆〈V ,N〉 −
〈
∇f,∇〈V ,N〉

〉
= −|A|2〈V ,N〉+ Hess f(V,N)

Para deduzir a equação 4.17, aplicaremos o Lema 1.6.1 e 4.14:

∆f〈V, ξ〉 = 〈∇∗f∇V, ξ〉+ 〈V,∇∗f∇ξ〉+ 2〈∇V,∇ξ〉

= −〈AV,Aξ〉 − 〈V ,N〉Hess f(N, ξ)−
〈
∆[1]
f ξ, V

〉
+ RicΣ

f (V, ξ) + 2〈∇V,∇ξ〉.

Além disso, para uma hipersuperfície f -mínima no espaço Euclidiano tem-se

RicΣ
f (ξ) = Hess f(ξ)− A2(ξ), ∀ξ ∈ X(Σ).

Desse modo,

∆f〈V, ξ〉 = Hess f(V, ξ)− 〈V ,N〉Hess f(N, ξ)− 2〈AV,Aξ〉 −
〈
∆[1]
f ξ, V

〉
+ 2〈∇V,∇ξ〉.

A partir da equação 4.12, segue que

〈∇V,∇ξ〉 = 〈V ,N〉〈A,∇ξ〉.

Substituindo acima, obtemos

∆f〈V, ξ〉 = Hess f(V, ξ)−〈V ,N〉Hess f(N, ξ)−2〈AV,Aξ〉−
〈
∆[1]
f ξ, V

〉
+ 2〈V ,N〉〈A,∇ξ〉.

Nos resta demonstrar a equação 4.18. Neste intuito, observamos que para todo X ∈ X(Σ) :

〈∇〈W, ξ〉, X〉 = 〈∇XW, ξ〉+ 〈W,∇Xξ〉

= 〈W,N〉〈Aξ,X〉+∇ξ(X,W ),

implicando em 〈
∇〈V ,N〉,∇〈W, ξ〉

〉
= −〈AV,∇〈W, ξ〉〉

= −〈W,N〉〈AV,Aξ〉 − ∇ξ(AV,W ). (4.20)

Uma vez que,

∆f

(
〈V ,N〉〈W, ξ〉

)
= 〈V ,N〉∆f〈W, ξ〉+ 〈W, ξ〉∆f〈V ,N〉+ 2

〈
∇〈V ,N〉,∇〈W, ξ〉

〉
,

a equação 4.18 é obtida substituindo as equações 4.16, 4.17 e 4.20 na expressão acima.

Finalmente, a equação 4.19 é o resultado de um cálculo direto utilizando a fórmula 4.18

duas vezes.
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O resultado dado no Lema 4.1.2 é obtido através do seguinte cálculo:

Jfu = ∆fu+ (|A|2 + Ricf (N,N))u = ∆fu+ (|A|2 + Hess f(N,N))u

= uHess f(N,N) + Hess f(XV ,W , ξ)−
〈
XV ,W ,∆

[1]
f ξ
〉
− v.

4.2 Resultados em hipersuperfícies compactas do espaço euclidiano ponderado

Seja Ω um domínio ponderado, não necessariamente compacto, em (Rn+1, gcan, e
−fdµ)

com fronteira não vazia. Assuma que ∂Ω é suave e seja ν o campo vetorial normal unitário

de ∂Ω em Ω apontando para fora. Relembramos que a segunda forma fundamental e a

curvatura média de ∂Ω são definidas, respectivamente, por

h∂Ω(X, Y ) = 〈AX, Y 〉 ,∀X, Y ∈ X(∂Ω) e H∂Ω = trh∂Ω,

onde A é o operador de forma com respeito a ν. Ao longo do capítulo diremos que Ω é um

domínio convexo quando h∂Ω(X,X) ≤ 0, para todo X ∈ X(∂Ω). Analogamente, diremos

que Ω é um domínio f -média convexo quando H∂Ω
f := H∂Ω + ∂f

∂N
≤ 0.

Antes de enunciar os principais teoremas, provaremos o seguinte lema:

Lema 4.2.1. Sejam Ω ⊂ Σ um domínio limitado, ϕ ∈ C∞0 (Ω) e u ∈ C∞(Ω). Se Lf =

∆f + T é um operador de Schrödinger e T ∈ C∞(Ω) é qualquer potencial, então
∫

Ω
ϕuLf (ϕu) e−fdµ =

∫
Ω

(
ϕ2uLf (u)− u2|∇ϕ|2

)
e−fdµ+

∫
∂Σ∩Ω

u2ϕη(ϕ) e−fdσ.

Demonstração. Segue diretamente da identidade ∆f (ϕu) = ϕ∆f (u)+u∆f (ϕ)+2 〈∇ϕ,∇u〉

que
∫

Ω
ϕuLf (ϕu) e−fdµ =

∫
Ω

(
ϕ2uLf (u) + u2ϕ∆f (ϕ) + 2ϕu 〈∇ϕ,∇u〉

)
e−fdµ.

Considere a função h := f − ln(u2). O Teorema da Divergência implica que
∫

Ω
u2|∇ϕ|2 e−fdµ =

∫
Ω
|∇ϕ|2 e−hdµ

=
∫

Ω
−ϕ∆h(ϕ) e−hdµ+

∫
∂Σ∩Ω

ϕη(ϕ) e−hdσ

=
∫

Ω
−ϕ

(
∆f (ϕ) +

〈
∇ ln(u2),∇ϕ

〉)
u2 e−fdµ+

∫
∂Σ∩Ω

ϕη(ϕ)u2 e−fdσ

=
∫

Ω
−
(
u2ϕ∆f (ϕ) + 2ϕu 〈∇u,∇ϕ〉

)
e−fdµ+

∫
∂Σ∩Ω

u2ϕη(ϕ) e−fdσ.
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Agora estamos prontos para provar o Teorema Principal desta seção.

Teorema 4.2.1. Seja Ωn+1 um domínio ponderado em (Rn+1, gcan, e
−fdµ) com fron-

teira não vazia. Seja Σn uma hipersuperfície compacta, f -mínima, orientável, com fron-

teira livre em Ω. Suponha que Σ seja suave ou tenha um conjunto singular satisfazendo

Hn−2(sing(Σ)) = 0; e que o tensor RicΩ
f = Hess f é limitado inferiormente por uma

constante α ≥ 0. Então:

(I). Se Ω é um domínio convexo, então para todo k ∈ N :

λk(Jf ) ≤ −2α + λd(k+1)(∆[1]
fT ),

onde d(k + 1) =
(
n+1

2

)
k + 1 e ∆[1]

fT é o f-Laplaciano de Hodge atuando nas 1-formas

ω ∈ Ω1(Σ) satisfazendo a condição absoluta na fronteira e tal que ω] ∈ L2(Σ, e−fdµ).

(II). Se Ω for um domínio f -média convexo, então para todo k ∈ N :

λk(Jf ) ≤ −2α + λd(k+1)(∆[1]
fN),

onde d(k) =
(
n+1

2

)
k + 1 e ∆[1]

fN é o f-Laplaciano de Hodge atuando sobre as 1-formas

ω ∈ Ω1(Σ) satisfazendo a condição relativa na fronteira e tal que ω] ∈ L2(Σ, e−fdµ).

Demonstração. Ao longo da prova, os operadores que atuam sobre 1-formas estarão

restritos ao subespaço {ω ∈ Ω1(Σ) : ω] ∈ L2(Σ, e−fdµ)}.

Parte (I). Seja {ψj} uma base ortonormal de L2(Σ, e−fdµ) formada por autofunções do

operador de Jacobi Jf , onde ψj está associado ao autovalor λj(Jf). Para cada d ∈ N,

considere a soma direta

Ed(∆[1]
fT ) =

d⊕
j=1

V
λj(∆[1]

fT
),

onde V
λj(∆[1]

fT
) é o espaço das autoformas de ∆[1]

fT associado ao autovalor λj(∆[1]
fT ).

Para cada ε > 0, considere a função de corte ρε dada na proposição 1.4.1. Definimos

as funções

u =
〈
XV ,W , ω

]
〉

=
〈
V ,N

〉 〈
W,ω]

〉
−
〈
W,N

〉 〈
V, ω]

〉
onde ω ∈ Ed(∆[1]

fT ), V ,W ∈ P e V,W são suas projeções em Σ. Então, para cada ε > 0,

considere a família de funções

{vε} = {ρεu}.

Observe que cada função desta família pode ser usada como função teste para o operador

de estabilidade.
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Inicialmente, para cada ε > 0, queremos encontrar d = d(k) e algum ωε ∈ Ed(∆[1]
fT ),

ωε 6≡ 0, tal que a função uε := ρε
〈
XV ,W , ω

]
ε

〉
cumpra as condições de ortogonalidade∫

Σ
ρε
〈
XV ,W , ω

]
ε

〉
ψ1 e

−fdµ = · · · =
∫

Σ
ρε
〈
XV ,W , ω

]
ε

〉
ψk−1 e

−fdµ = 0, (4.21)

para quaisquer V ,W ∈ P . Observe que XV ,W é uma função bilinear antissimétrica de V ,W

e que dimP = dimRn+1 = n + 1. Então (4.21) é um sistema composto de
(
n+1

2

)
(k − 1)

equações lineares homogêneas na incógnita ωε ∈ Ed(∆[1]
fT ).

Assim, se d = d(k) =
(
n+1

2

)
(k− 1) + 1, podemos encontrar uma 1-forma não trivial

ωε ∈ Ed(∆[1]
fT ) tal que uε = ρε

〈
XV ,W , ω

]
ε

〉
é L2(Σ, e−fdµ)-ortogonal com as primeiras k− 1

autofunções de Jf para quaisquer V ,W ∈ P . Pelo princípio min-max, segue que

λk(Jf )
∫

Σ
ρ2
εu

2
ε e
−fdµ ≤ −

∫
Σ
ρεuε Jf (ρεuε) e−fdµ

+
∫
∂Σ
ρεuε

(
η(ρεuε) + h∂Ω(N,N)ρεuε

)
e−fdσ,

para todo uε =
〈
XV ,W , ω

]
ε

〉
.

Aplicando o Lema 4.2.1 com Ω = Σ, ϕ = ρε e T = |A|2 + Hess f(N,N), juntamente

com Lema 4.1.1, obtemos

λk(Jf )
∫

Σ
ρ2
εu

2
ε e
−fdµ ≤

∫
Σ

(
−ρ2

εuε Jf (uε) + u2
ε|∇ρε|2

)
e−fdµ

+
∫
∂Σ
ρ2
ε

(
uεη(uε) + h∂Ω(N,N)u2

ε

)
e−fdσ

=
∫

Σ
ρ2
ε

(
−u2

ε Hess f(N,N)− uε Hess f(XV ,W , ω
]
ε)
)
e−fdµ

+
∫

Σ
ρ2
ε

(
uε
〈
XV ,W , (∆

[1]
fNωε)]

〉
+ uεvε

)
e−fdµ+

∫
Σ
u2
ε|∇ρε|2 e−fdµ

+
∫
∂Σ
ρ2
ε

(
uεη(uε) + h∂Ω(N,N)u2

ε

)
e−fdσ,

para quaisquer V ,W ∈ P , onde vε = 2
(〈
∇AV ω

]
ε,W

〉
−
〈
∇AWω

]
ε, V

〉)
−
〈
W,ω]ε

〉
Hess f(V,N)+〈

V, ω]ε
〉

Hess f(W,N).

Além disso,

η(uε) = η
(〈
V ,N

〉 〈
W,ω]ε

〉
−
〈
W,N

〉 〈
V, ω]ε

〉)
=
〈
V ,DηN

〉 〈
W,ω]ε

〉
+
〈
V ,N

〉 (〈
DηW,ω

]
ε

〉
+
〈
W,Dηω

]
ε

〉)
= −

〈
W,DηN

〉 〈
V, ω]ε

〉
−
〈
W,N

〉 (〈
DηV, ω

]
ε

〉
+
〈
V,Dηω

]
ε

〉)
.

Nosso próximo passo será aplicar a técnica de integração dada no Lema 4.1.1 para

simplificar as expressões acima. Usando a métrica do produto em U × U e aplicando o
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Lema 4.1.1, obtemos as seguintes igualdades em cada p ∈ Σ:∫
U×U

u2dV dW = 2|ω]|2;∫
U×U

uHess f(XV ,W , ω
])dV dW = 2 Hess f(ω], ω]);∫

U×U
u2 Hess f(N,N)dV dW = 2 Hess f(N,N)|ω]|2;∫

U×U
u
〈
XV ,W , (∆

[1]
fNω)]

〉
dV dW = 2

〈
ω], (∆[1]

fNω)]
〉

;∫
U×U

uvdV dW = 0;∫
U×U

u
〈
V ,DηN

〉 〈
W,ω]

〉
dV dW = 0;∫

U×U
u
〈
V ,N

〉 〈
DηW,ω]

〉
dV dW = −

∫
U×U

u
〈
W,N

〉 〈
DηV , ω

]
〉
dV dW ;∫

U×U
u
〈
V ,N

〉 〈
W,Dηω

]
〉
dV dW =

〈
ω], Dηω

]
〉

= 1
2η
(
|ω]|2

)
.

Integrando a desigualdade min-max anterior em relação a (V ,W ) ∈ U ×U , usando

o teorema de Fubini com a substituição pelas equações acima, obtemos

λk(Jf )
∫

Σ
ρ2
ε|ω]ε|2 e−fdµ ≤ −

∫
Σ
ρ2
ε

(
Hess f(ω]ε, ω]ε) + Hess f(N,N)|ω]ε|2

)
e−fdµ∫

Σ
ρ2
ε

〈
ω]ε, (∆

[1]
fNωε)]

〉
e−fdµ+

∫
Σ
|∇ρε|2|ω]ε|2 e−fdµ

+
∫
∂Σ
ρ2
ε

(
η(|ω]ε|2) + 2h∂Ω(N,N)|ω]ε|2

)
e−fdσ.

Finalmente, observe que:

• Cada ρε : Σ→ [0, 1] satisfaz |∇ρε| ≤ ε.

• Hess f(ω]ε, ω]ε) + Hess f(N,N)|ω]ε|2 ≥ 2α|ω]ε|2.

• ωε ser a combinação linear das primeiras d(k) autoformas de ∆[1]
fN implica que∫

Σ
ρ2
ε

〈
ω]ε, (∆

[1]
fNωε)]

〉
e−fdµ ≤ λd(k)(∆[1]

fN)
∫

Σ
ρ2
ε|ω]ε|2 e−fdµ.

• Pelo Lema 1.6.3,∫
∂Σ
ρ2
ε

(
η(|ω]ε|2) + 2h∂Ω(N,N)|ω]ε|2

)
e−fdσ =

∫
∂Σ
ρ2
ε

(
2h∂Ω(ω]ε, ω]ε) + 2h∂Ω(N,N)|ω]ε|2

)
e−fdσ

é negativo, pois h∂Ω(Y, Y ) < 0 para cada vetor Y tangente a ∂Ω.

Portanto, para cada ε > 0, obtém-se:

λk(Jf )
∫

Σ
ρ2
ε|ω]ε|2 e−fdµ ≤

(
−2α + λd(k)(∆[1]

fN)
) ∫

Σ
ρ2
ε|ω]ε|2 e−fdµ

+ ε2
∫

Σ
|ω]ε|2 e−fdµ.
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Dividindo ambos os lados da desigualdade por
∫

Σ ρ
2
ε|ω]ε|2 e−fdµ 6≡ 0, segue que

λk(Jf ) ≤ −2α + λd(k)(∆[1]
fN) + ε2

∫
Σ |ω]ε|2 e−fdµ∫

Σ ρ
2
ε|ω

]
ε|2 e−fdµ

.

Para completar a prova, basta mostrar que

lim
ε→0

ε2 ∫
Σ |ω]ε|2 e−fdµ∫

Σ ρ
2
ε|ω

]
ε|2 e−fdµ

= 0. (4.22)

Observe que para cada ε > 0, ao escolher ωε ∈ Ed(∆[1]
fT ) satisfazendo (4.22),

podemos tomá-la de certa maneira que ω]ε é unitário na norma L2(M, e−fdµ), ou seja,
∫

Σ
|ω]ε|2e−f dµ = 1.

Para cada ε > 0, considere o conjunto Aε := {x ∈ Σ : ρε(x) 6= 1}. As funções de

corte ρε são construídas de modo que Hn(Aε) < ε. Definindo Σε := Σ− Aε, declaramos a

existência de constantes δ > 0 e R > 0 tais que
∫

Σδ
|ω]ε|2e−fdµ ≥ R > 0, ∀ε > 0. (4.23)

De fato, assumindo por absurdo que (4.23) não ocorre, temos

inf
ε>0

∫
Σ1/n

|ω]ε|2 e−fdµ = 0, ∀n > 0.

Assim, para cada n ∈ N, podemos encontrar uma 1-forma ωn ∈ Ed(∆[1]
fT ) que

satisfaça a desigualdade ∫
Σ1/n

|ω]n|2 e−fdµ <
1
n
.

Logo, existe uma sequência {ωn}∞n=1 realizando o limite

lim
n→∞

∫
Σ1/n

|ω]n|2 e−fdµ = 0. (4.24)

No entanto, mostraremos que o limite em (4.24) não pode ocorrer. Para isso, considere as

normas

‖ω‖2
Σ :=

∫
Σ
|ω]|2 e−fdµ, ‖ω‖2

Σδ :=
∫

Σδ
|ω]|2 e−fdµ.

Pela compacidade de Sd−1 := {ω ∈ Ed(∆[1]
fT ) : ‖ω‖2

Σ = 1}, existe uma subsequência

{ωnj}∞j=1 convergindo para uma 1-forma ω ∈ Sd−1 no sentido L2(Σ, e−fdµ) quando j →∞.
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Observe que

lim
j→∞

∫
Σ1/nj

|ω]nj |
2 e−fdµ = lim

j→∞

∫
Σ1/nj

(
|ω]nj |

2 − |ω]|2
)
e−fdµ+ lim

j→∞

∫
Σ1/nj

|ω]|2 e−fdµ

= lim
j→∞

∫
Σ1/nj

(
|ω]nj |

2 − |ω]|2
)
e−fdµ+ 1.

Além disso, para cada par de vetores unitários v, w em um espaço com produto interno,

vale a próxima desigualdade:
∣∣∣‖v‖2 − ‖w‖2

∣∣∣ ≤ 2 ‖v − w‖ .

Por isso,

lim
j→∞

∣∣∣∣∣
∫

Σ1/nj

(
|ω]nj |

2 − |ω]|2
)
e−fdµ

∣∣∣∣∣ = lim
j→∞

∣∣∣∣∣∥∥∥ω]nj∥∥∥2

Σ1/nj
− ‖w‖2

Σ1/nj

∣∣∣∣∣
≤ 2 lim

j→∞

∥∥∥ω]nj − ω]∥∥∥2

Σ1/nj
≤ 2 lim

j→∞

∥∥∥ω]nj − ω]∥∥∥2

Σ
= 0.

Desse modo, concluímos que

lim
j→∞

∫
Σ1/nj

|ω]nj |
2 e−fdµ = lim

j→∞

∫
Σ1/nj

(
|ω]nj |

2 − |ω]|2
)
e−fdµ+ 1 = 1,

contradizendo (4.24).

Agora, o limite em (4.22) é uma consequência direta das desigualdades

R =
∫

Σδ
|ω]ε|2 e−fdµ ≤

∫
Σ
ρ2
ε|ω]ε|2 e−fdµ

≤
∫

Σ
|ω]ε|2 e−fdµ ≤ 1,

para todo ε > 0.

(Parte II). A prova é análoga à parte (I), fazendo as devidas substituições de ∆[1]
fT por

∆[1]
fN . Além disso, devemos notar que o Lema 1.6.4 implica em∫
∂Σ
ρ2
ε

(
η(|ω]ε|2) + 2h∂Ω(N,N)|ω]ε|2

)
e−fdσ =

∫
∂Σ
ρ2
ε

(
2H∂Σ

f + 2h∂Ω(N,N)
)
|ω]ε|2 e−fdσ

=
∫
∂Σ

2ρ2
εH

∂Ω
f |ω]ε|2 e−fdσ < 0.

Teorema 4.2.2. Seja Ωn+1 um domínio ponderado em (Rn+1, gcan, e
−fdµ) com fron-

teira não vazia. Seja Σn uma hipersuperfície compacta, f -mínima, orientável, com fron-

teira livre em Ω. Suponha que Σ seja suave ou tenha um conjunto singular satisfazendo
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Hn−2(sing(Σ)) = 0 e que o tensor Ricf = Hess f é limitado inferiormente por uma

constante α ≥ 0.

(I). Se Ω é um domínio convexo em Rn+1, então:

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)

(
Γ+

∆[1]
fT

(2α) + b1(Σ)
)
,

onde Γ+
∆[1]
fT

(2α) é o número de autovalores positivos de ∆[1]
fT menores que 2α.

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)b1(Σ) + Γ−Jf (−2α),

onde Γ−Jf (−2α) é o número de autovalores negativos de Jf maiores que −2α.

(II). Se Ω for um domínio f -média convexo em Rn+1, então:

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)

(
Γ+

∆[1]
fN

(2α) + dimHn−1(Σ;R)
)
,

onde Γ+
∆[1]
fN

(2α) é o número de autovalores positivos de ∆[1]
fN menor que 2α.

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1) dimHn−1(Σ;R) + Γ−Jf (−2α),

onde Γ−Jf (−2α) é o número de autovalores negativos de Jf maiores que −2α.

Demonstração. Parte (I). Considere o número

β := #{ autovalores de ∆[1]
fT que são menores que 2α}.

Seja k o maior inteiro tal que d(k) = n(n+ 1)
2 (k − 1) + 1 ≤ β. Segue diretamente do

Teorema 4.2.1 com as definições de β e k que

Indf (Σ) ≥ k ≥ 2
n(n+ 1)β = 2

n(n+ 1)

(
Γ∆[1]

fT

(2α) + dimH1
Tf (Σ)

)
= 2
n(n+ 1)

(
Γ∆[1]

fT

(2α) + b1(Σ)
)
.

Por outro lado, se k é o maior inteiro tal que d(k) = n(n+ 1)
2 (k − 1) + 1 ≤ b1(Σ), então

λk(Jf ) ≤ −2α e k ≥ 2
n(n+ 1)b1(Σ).

A prova da Parte (II) é análoga, considerando 1-formas que satisfazem a condição relativa

na fronteira.
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Observação 4.2.1. Se Σ tem r ≥ 1 componentes de fronteira, então o isomorfismo

H1
Nf (Σ) ∼= H1(Σ, ∂Σ;R) junto ao Lema 1.6.5 implicam que dimH1

Nf (Σ) ≥ r − 1.

O próximo Teorema segue diretamente do Lema 1.6.6 e do Teorema 4.2.2.

Teorema 4.2.3. Seja Ω3 um domínio ponderado f-média convexo em (R3, gcan, e
−fdµ)

com fronteira não vazia. Seja Σ2 uma superfície compacta, f-mínima, orientável com

r componentes de fronteira, gênero g e fronteira livre em Ω. Suponha que o tensor

RicΩ
f = Hess f é limitado inferiormente por uma constante α ≥ 0. Então:

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)

(
Γ+

∆[1]
fN

(2α) + 2g + r − 1
)
,

onde Γ+
∆[1]
fN

(2α) é o número de autovalores positivos de ∆[1]
fN menores que 2α.

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)(2g + r − 1) + Γ−Jf (−2α),

onde Γ−Jf (−2α) é o número de autovalores negativos de Jf maiores que −2α.

Finalizaremos esta seção apresentando um exemplo onde Γ−Jf (−2α) ≥ 1.

Exemplo 4.2.1. Self-shrinkers no semiespaço euclidiano: Os self-shrinkers do

fluxo da curvatura média são definidos como hipersuperfícies conexas, orientáveis, isome-

tricamente imersas x : Σ→ Rn+1 cuja função curvatura média satisfaz a equação

〈x,N〉 = −H.

Note que self-shrinkers são hipersuperfícies f -mínimas no espaço ponderado (Rn+1, gcan, e
−fdµ)

com a função peso f(x) = |x|2
2 . Logo, Hessf = gcan e α = 1.

Seja {e1, . . . , en+1} a base canônica de Rn+1. Definimos o semiespaço euclidiano por

Ω := {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : xn+1 ≥ 0}. Segue que η = en+1 e ∂Ω = Rn × {0}.

Seja Σ um self-shrinker compacto, orientável, com fronteira livre em Ω, é bem conhecido

que as funções
〈
V ,N

〉
satisfazem a equação

Jf
〈
V ,N

〉
= −

〈
V ,N

〉
, ∀V ∈ P .

Para que
〈
V ,N

〉
seja uma autofunção de Jf associada ao autovalor λ = −1 ∈ (−2α, 0),

ela deve satisfazer a condição de fronteira

η
(〈
V ,N

〉)
+ h∂Ω(N,N)

〈
V ,N

〉
= 0 =⇒ en+1

〈
V ,N

〉
= 0 sobre ∂Σ.
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Considere o espaço Z := span{V ∈ P : en+1
〈
V ,N

〉
= 0 sobre ∂Σ}. A hipótese de Σ ter

fronteira livre em Ω implica que 〈en+1, N〉 = 0 sobre ∂Σ. Portanto,

Γ−Jf (−2α) ≥ dimZ ≥ 1.

4.3 Resultados em hipersuperfícies completas não compactas do espaço euclidiano pon-

derado

Nesta seção suporemos que a imersão x : Σn → Rn+1 é completa e não compacta.

Fixada uma função peso f ∈ C∞(Rn+1), nos restringiremos a trabalhar com as 1-formas

ω ∈ Ω1(Σ) satisfazendo a condição ω] ∈ L2(Σ, e−fdµ). Considere os seguintes espaços:

H1
Tf (Σ) ={ω ∈ Ω1(Σ) : ∆[1]

f ω = 0, ω] ∈ L2(Σ, e−fdµ) e ω satisfaz a

condição de fronteira absoluta},

H1
Nf (Σ) ={ω ∈ Ω1(Σ) : ∆[1]

f ω = 0, ω] ∈ L2(Σ, e−fdµ) e ω satisfaz a

condição de fronteira relativa}.

Nosso propósito é limitar o f -índice de Σ inferiormente com termos envolvendo a dimensão

de H1
Tf (Σ) ou H1

Nf (Σ).

Definimos as seguintes funções de corte: Para cada inteiro positivo r, seja B(r) a

bola geodésica (intrínseca) em Σ com raio r e centrada em um ponto fixo x0 ∈ Σ. Como Σ

é completa, um argumento dado por [[37], Proposição 2.1] torna possível construir uma

família de funções suaves ϕr em Σ tal que ϕr = 1 em B(r), ϕr ∈ C∞0 (B(2r)) e

|∇ϕr| ≤
c

r

para uma constante c dependendo apenas de Σ.

Agora estamos em condições de enunciar o Teorema principal desta seção.

Teorema 4.3.1. Seja Ωn+1 um domínio ponderado ilimitado em (Rn+1, gcan, e
−fdµ) com

fronteira não vazia. Seja Σn uma hipersuperfície completa não compacta, f-mínima,

orientável com fronteira livre em Ω. Assuma que o tensor RicΩ
f = Hess f é limitado

inferiormente por uma constante α ≥ 0.

Então:

(I). Se Ω é um domínio convexo, então para todo k ∈ N :

λk(Jf ) ≤ −2α + λd(k+1)(∆[1]
fT ),
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onde d(k + 1) =
(
n+1

2

)
k + 1 e ∆[1]

fT é o f -Laplaciano de Hodge atuando sobre as 1-formas

ω ∈ Ω1(Σ) satisfazendo a condição absoluta na fronteira e tais que ω] ∈ L2(Σ, e−fdµ).

(II). Se Ω for um domínio f -média convexo, então para todo k ∈ N :

λk(Jf ) ≤ −2α + λd(k+1)(∆[1]
fN),

onde d(k) =
(
n+1

2

)
k + 1 e ∆[1]

fN é o f-Laplaciano de Hodge atuando sobre as 1-formas

ω ∈ Ω1(Σ) satisfazendo a condição relativa na fronteira e tais que ω] ∈ L2(Σ, e−fdµ).

Demonstração. Ao longo da demonstração, os operadores atuando sobre 1-formas estarão

restritos ao subespaço {ω ∈ Ω1(Σ) : ω] ∈ L2(Σ, e−fdµ)}.

Parte (I). Seja {ψj} uma base ortonormal de L2(Σ, e−fdµ) formada por autofun-

ções do operador de Jacobi Jf , onde ψj está associado ao autovalor λj(Jf). Para cada

d ∈ N, considere a soma direta

Ed(∆[1]
fT ) =

d⊕
j=1

V
λj(∆[1]

fT
),

onde V
λj(∆[1]

fT
) é o espaço das autoformas de ∆[1]

fT associadas ao autovalor λj(∆[1]
fT ).

Seja {B(2r)} uma exaustão de Σ por bolas relativamente compactas de raio 2r

e centradas no mesmo ponto x0 ∈ Σ fixado. Tome a sequência de funções de corte {ϕr}

definidas conforme discutimos anteriormente.

Assim como no caso compacto, definimos as funções

u =
〈
XV ,W , ω

]
〉

=
〈
V ,N

〉 〈
W,ω]

〉
−
〈
W,N

〉 〈
V, ω]

〉
onde ω ∈ Ed(∆[1]

fT ), V ,W ∈ P e V,W são suas projeções em Σ. Então, para cada r > 0,

considere a família de funções

{vr} = {ϕru}.

Observe que cada função desta família pode ser usada como uma função teste para

o operador de estabilidade em B(2r). Por um argumento semelhante ao feito no caso

compacto, concluímos que a suposição d = d(k) = n(n+ 1)
2 (k − 1) + 1 implica na

existência de uma 1-forma ωr ∈ Ed(∆[1]
fT ), para cada r > 0, realizando as seguintes relações

de ortogonalidade para quaisquer V ,W ∈ P :
∫

Σ
ϕr
〈
XV ,W , ω

]
r

〉
ψ1 e

−fdµ = · · · =
∫

Σ
ϕr
〈
XV ,W , ω

]
r

〉
ψk−1 e

−fdµ = 0. (4.25)
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O princípio min-max afirma que

λk(Jf )
∫
B(2r)

ϕ2
ru

2
r e
−fdµ ≤ −

∫
B(2r)

ϕrur Jf (ϕrur) e−fdµ

+
∫
∂Σ∩B(2r)

ϕrur
(
η(ϕrur) + h∂Ω(N,N)ϕrur

)
e−fdσ.

para todo ur =
〈
XV ,W , ω

]
r

〉
.

Aplicando o Lema 4.2.1 com Ω = B(2r), ϕ = ϕr e T = |A|2 + Hess f(N,N), obtemos

λk(Jf )
∫
B(2r)

ϕ2
ru

2
r e
−fdµ ≤

∫
B(2r)

(
−ϕ2

r urJf (ur) + u2
r|∇ϕr|2

)
e−fdµ

+
∫
∂Σ∩B(2r)

ϕ2
r

(
urη(ur) + h∂Ω(N,N)u2

r

)
e−fdσ,

para quaisquer V ,W ∈ P .

Integrando esta desigualdade em relação a (V ,W ) ∈ U × U e repetindo cálculos similares

ao caso compacto, concluímos que:

λk(Jf )
∫
B(2r)

ϕ2
r|ω]r|2 e−fdµ ≤ −

∫
B(2r)

ϕ2
r

(
Hess f(ω]r, ω]r) + Hess f(N,N)|ω]r|2

)
e−fdµ∫

B(2r)
ϕ2
r

〈
ω]r, (∆

[1]
fN ωr)]

〉
e−fdµ+

∫
B(2r)

|∇ϕr|2|ω]r|2 e−fdµ

+
∫
∂Σ∩B(2r)

ϕ2
r

(
2h∂Ω(ω]r, ω]r) + 2h∂Ω(N,N)|ω]r|2

)
e−fdσ.

Finalmente, observe que:

• Cada ϕr : Σ→ [0, 1] satisfaz |∇ϕr| ≤
c

r
.

• Hess f(ω]r, ω]r) + Hess f(N,N)|ω]r|2 ≥ 2α|ω]r|2.

• ωr ser a combinação linear das primeiras d(k) autoformas de ∆[1]
fN implica que∫

Σ
ϕ2
r

〈
ω]r, (∆

[1]
fNωr)]

〉
e−fdµ ≤ λd(k)(∆[1]

fN)
∫

Σ
ϕ2
r|ω]r|2 e−fdµ.

• Pela convexidade de Ω, temos

ϕ2
r

(
2h∂Ω(ω]r, ω]r) + 2h∂Ω(N,N)|ω]r|2

)
≤ 0.

Portanto, para cada r > 0, obtém-se:

λk(Jf )
∫
B(2r)

ϕ2
r |ω]r|2 e−fdµ ≤

(
−2α + λd(k)(∆[1]

fN)
) ∫

B(2r)
ϕ2
r |ω]r|2 e−fdµ

+ c2

r2

∫
B(2r)

|ω]r|2 e−fdµ.

Dividindo ambos os lados da inequação por
∫
B(2r) ϕ

2
r |ω]r|2 e−fdµ 6≡ 0, vê-se que

λk(Jf ) ≤ −2α + λd(k)(∆[1]
fN) + c2

r2

∫
B(2r) |ω]r|2 e−fdµ∫

B(2r) ϕ
2
r|ω

]
r|2 e−fdµ

.
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Para completar a demonstração, basta mostrar que

lim
r→∞

c2

r2

∫
B(2r) |ω]r|2 e−fdµ∫

B(2r) ϕ
2
r |ω

]
r|2 e−fdµ

= 0. (4.26)

Observe que para cada r > 0, ao escolhermos ωr ∈ Ed(∆[1]
fT ) satisfazendo (4.25),

podemos tomá-la de modo que ω]r seja unitário na norma L2(Σ, e−fdµ), ou seja,∫
Σ
|ω]r|2 e−fdµ = 1.

Afirmamos a existência de constantes positivas R e r0 tais que∫
B(r0)
|ω]r|2 e−fdµ ≥ R > 0, para todo r > 0. (4.27)

De fato, assumindo por absurdo que (4.27) não ocorre, temos

inf
r>0

∫
B(n)
|ω]r|2 e−fdµ = 0, ∀n > 0.

Assim, para cada n ∈ N, podemos encontrar uma 1-forma ωn ∈ Ed(∆[1]
fT ) satisfa-

zendo a desigualdade ∫
B(n)
|ω]n|2 e−fdµ <

1
n
.

Logo, existe uma sequência {ωn}∞n=1 realizando o limite

lim
n→∞

∫
B(n)
|ω]n|2e−fdµ = 0. (4.28)

Com um argumento semelhante à prova do Teorema 4.2.1, observa-se que o limite em

(4.28) não pode ocorrer.

O limite em (4.26) segue diretamente das desigualdades

R ≤
∫
B(r0)
|ω]r|2 e−fdµ ≤

∫
B(2r)

ϕ2
r |ω]r|2e−fdµ

≤
∫
B(2r)

|ω]r|2 e−fdµ ≤ 1,

para qualquer r > 0.

(Parte II). A prova é análoga à parte (I), fazendo as devidas substituições de ∆[1]
fT por

∆[1]
fN . Além disso, devemos notar que o Lema 1.6.4 implica em∫
∂Σ
ϕ2
r

(
η(|ω]r|2) + 2h∂Ω(N,N)|ω]r|2

)
e−fdσ =

∫
∂Σ
ϕ2
r

(
2H∂Σ

f + 2h∂Ω(N,N)
)
|ω]r|2 e−fdσ

=
∫
∂Σ

2ϕ2
rH

∂Ω
f |ω]r|2 e−fdσ < 0.
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Analogamente a prova do Teorema 4.2.2, obtemos a seguinte versão para hipersu-

perfícies completas não compactas:

Teorema 4.3.2. Seja Ωn+1 um domínio ponderado ilimitado em (Rn+1, gcan, e
−fdµ) com

fronteira não vazia. Seja Σn uma hipersuperfície orientável completa não compacta, f-

mínima, com fronteira livre em Ω. Assuma que o tensor RicΩ
f = Hess f é limitado inferior-

mente por uma constante α ≥ 0.

(I). Se Ω for um domínio convexo, então:

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)

(
Γ+

∆[1]
fT

(2α) + dimH1
Tf (Σ)

)
,

onde Γ+
∆[1]
fT

(2α) é o número de autovalores positivos de ∆[1]
fT menor que 2α.

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1) dimH1

Tf (Σ) + Γ−Jf (−2α),

onde Γ−Jf (−2α) é o número de autovalores negativos de Jf maiores que −2α.

(II). Se Ω for um domínio f -média convexo, então:

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1)

(
Γ+

∆[1]
fN

(2α) + dimH1
Nf (Σ)

)
,

onde Γ∆[1]
fN

(2α) é o número de autovalores positivos de ∆[1]
fN menor que 2α.

Indf (Σ) ≥ 2
n(n+ 1) dimH1

Nf (Σ) + Γ−Jf (−2α),

onde Γ−Jf (−2α) é o número de autovalores negativos de Jf maiores que −2α.

4.4 Resultados em hipersuperfícies completas não compactas de Rn+1

O caso não ponderado (f = 0) é de interesse particular e será analisado em detalhes

nesta seção.

Com provas análogas aos Teoremas 4.3.1 e 4.3.2, o caso de hipersuperfícies completas não

compactas sem fronteira imersas no espaço euclidiano admite os dois seguintes teoremas:

Teorema 4.4.1. Seja Σn uma hipersuperfície completa não compacta, mínima e orientável

em Rn+1. Então para cada k ∈ N:

λk(J) ≤ λd(k)(∆[1]),

onde d(k) =
(
n+1

2

)
(k−1)+1 e ∆[1] é o Laplaciano de Hodge agindo nas 1-formas ω ∈ Ω1(Σ).
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Teorema 4.4.2. Seja Σn uma hipersuperfície completa não compacta, mínima e orientável

em Rn+1. Então

Ind(Σ) ≥ 2
n(n+ 1) dimH1(Σ),

onde H1(Σ) = {ω ∈ Ω1(Σ) : ∆[1]ω = 0, ω] ∈ L2(Σ)}.

Lembrando que para superfícies temos dimH1(Σ) ≥ 2g, onde g denota o gênero de

Σ. O Teorema 4.4.2 permite obter a mesma estimativa que Ros em [55], onde foi mostrado

que Ind(Σ) ≥ 2
3g. Esta estimativa foi melhorada por Chodosh e Maximo em [28], que

estimaram Ind(Σ) ≥ 1
3(2g + 4r − 5), onde r é a quantidade de fins de Σ.

Em dimensão n ≥ 3, tomaremos condições nos fins de Σ assim como C. Li em [45], obtendo

melhorias de suas estimativas.

Definição 4.4.1. [59] Suponha n ≥ 3. Uma hipersuperfície mínima Σn ⊂ Rn+1 é regular

no infinito se fora de um conjunto compacto, cada componente conexo de Σ é o gráfico de

uma função u sobre um hiperplano P , tal que para todo x ∈ P , vale

|x|n−2|u(x)|+ |x|n−1|∇u(x)|+ |x|n|Hessu(x)| ≤ C,

onde C é alguma constante.

Proposição 4.4.3. [67] Suponha que n ≥ 3, Σn em Rn+1 seja uma hipersuperfície mínima

imersa completa com curvatura total finita. Então Σ é regular no infinito.

Proposição 4.4.4. [45] Seja Σn uma hipersuperfície mínima completa em Rn+1 que é

regular no infinito. Suponha que Σ tenha t fins. Então existem t − 1 + b1(Σ) 1-formas

harmônicas fechadas linearmente independentes em L2(Σ) com energia de Dirichlet finita.

O próximo Teorema segue diretamente da junção entre o Teorema 4.4.2 e a Propo-

sição 4.4.4. Observamos que esta cotação inferior para o índice melhora o resultado de C.

Li em [45], visto que retiramos o termo envolvendo a nulidade do operador de Jacobi.

Teorema 4.4.5. Seja Σn uma hipersuperfície não compacta, mínima e orientável em

Rn+1. Suponha que Σ tenha t fins e curvatura total finita. Então

Ind(Σ) ≥ 2
n(n+ 1)(t+ b1(Σ)− 1),

onde b1(Σ) é o primeiro número de Betti da compactação de Σ.
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Agora, trataremos o caso em que Σ é uma hipersuperfície mínima com fronteira não

vazia. Explicaremos quais são os ajustes a serem feitos para construir formas harmônicas

a partir da quantidade dos fins de Σ.

Proposição 4.4.6. Seja n ≥ 4 e Σn uma hipersuperfície mínima completa em Rn+1 com t

fins. Então existem t funções harmônicas limitadas linearmente independentes com energia

de Dirichlet finita.

Demonstração. Quando t = 1, as funções constantes são harmônicas. Dado t ≥ 2, tome

um domínio compacto K tal que Σ−K = E1∪ · · ·∪Et, onde E1, . . . , Et são os t fins. Para

R grande o suficiente, Σ ∩BR(0) tem t componentes de fronteira. Considere as soluções

do seguinte problema de Dirichlet

∆fi,R = 0 em Σ ∩BR(0),

fi,R = 1
t

sobre BR(0) ∩ ∂Σ,

fi,R = δi,j sobre ∂BR(0) ∩ Ej, j = 1, . . . , t.

O Princípio do Máximo afirma que 0 < fi,R < 1 em BR(0)∩Σ. A teoria de Schauder

fornece uma restrição uniforme em |fi,R|C2,α(K) para cada K ⊂ BR(0) compacto. Isso nos

permite usar Arzela-Ascoli para obter uma subsequência {fi,R}R convergindo para fi em

C2,β (β < α) . Seguindo os passos da prova da Proposição 3.1 em [45], mostra-se que as

funções fi são não constantes, linearmente independentes e possuem energia de Dirichlet

finita.

Lema 4.4.1. Seja Σn uma hipersuperfície mínima completa em Rn+1 que é regular no

infinito. Suponha que Σ tenha t fins. Então existem t − 1 1-formas L2(Σ) harmônicas

fechadas linearmente independentes em Σ, anulando-se em ∂Σ e com energia de Dirichlet

finita.

Demonstração. As diferenciais df1, . . . , dft das funções construídas acima são 1-formas

harmônicas (já que d ◦ ∆ = ∆[1] ◦ d ) que se anulam em ∂Σ. Observe que a função

f1 + · · ·+ ft é o limite de uma sequência de funções harmônicas com valores de contorno 1.

O Princípio do Máximo afirma que cada função desta sequência deve ser identicamente 1 e,

portanto, a própria função f1 + · · ·+ ft é constante igual a 1. Segue que df1 + · · ·+ dft = 0.

Suponha, por absurdo, que df1, . . . , dfj sejam linearmente dependentes para algum j < t.
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Então c1f1 + · · ·+ cjfj = c para alguma constante c e obtemos a combinação linear não

trivial

c1f1 + · · ·+ cjfj − c(f1 + · · ·+ ft) = c− c = 0.

Contrariando que f1, . . . , ft são linearmente independentes. Assim, dim span{df1, . . . , dft} =

t− 1.

O próximo resultado é uma consequência direta do Teorema 4.2.2 junto ao Lema

4.4.1 e apresenta uma versão do Teorema 4.4.2 permitindo que a hipersuperfície mínima Σ

tenha fronteira não vazia.

Teorema 4.4.7. Seja Ωn+1 um domínio ilimitado com fronteira não vazia em Rn+1. Seja

Σn uma hipersuperfície completa não compacta, mínima, orientável com fronteira livre em

Ω.

(I). Se Ω for um domínio convexo, então:

Ind(Σ) ≥ 2
n(n+ 1) dimH1

T (Σ).

Além disso, se Σ tem curvatura total finita e t fins, temos dimH1
T (Σ) ≥ b1(Σ) + t− 1.

(II). Se Ω for um domínio média convexo, então:

Ind(Σ) ≥ 2
n(n+ 1) dimH1

N(Σ).

Além disso, se Σ tem curvatura total finita e t fins, temos dimH1
N(Σ) ≥ t− 1.

4.5 O caso CMC completo não compacto em Rn+1

Iniciaremos a seção relembrando o conceito de índice fraco. Até agora, apenas o pro-

blema de Dirichlet usual foi considerado, onde a forma quadrática Q(u, u) := −
∫

Σ uJu dµ

atua sobre todo o espaço das funções suaves C∞(Σ). Também podemos considerar o

chamado problema de Dirichlet torcido, em que a ação de Q é restrita ao subespaço linear

das funções F = {u ∈ C∞(Σ) :
∫

Σ u dµ = 0}. Foi mostrado em [9] por Barbosa, do Carmo

e Eschenburg, que a condição adicional
∫

Σ udµ = 0 equivale a tomar variações normais

preservando o volume. O índice fraco de Σ é definido como a dimensão máxima de qualquer

subespaço V ⊂ F onde Q|F é negativa definida; isto é,

Indw(Σ) = max{dim V : V ⊂ F , Q|F(u, u) < 0 ∀u ∈ V },
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e coincide com o número de autovalores negativos do operador L (ver subseção 1.2.1).

Em geral, decorre facilmente do princípio min-max que o espectro e o espectro

torcido estão interligados da maneira

λ1(J) < λ1(L) ≤ λ2(J) ≤ λ2(L) ≤ λ3(J) ≤ λ3(L) ≤ . . .

Seguindo as ideias em [24] e [23], apresentamos o Lema:

Lema 4.5.1. Seja Σ2 uma superfície CMC orientável em R3. Então temos

Lu = −H2u+H
〈
AV, ω]

〉
− 2

〈
V ,N

〉 〈
A,∇ω]

〉
+
〈
V,∆[1]ω]

〉
,

e

Lu = −H2u+H
〈
AV, (?ω)]

〉
− 2

〈
V ,N

〉 〈
A,∇(?ω)]

〉
+
〈
V,∆[1](?ω)]

〉
.

Teorema 4.5.1. Seja Ω3 um domínio média convexo ilimitado com fronteira não vazia em

R3. Seja Σ2 uma hipersuperfície CMC, completa não compacta, orientável, com fronteira

livre em Ω. Então, para cada k ∈ N:

λk(L) ≤ −1
2H

2 + λd(k+1)(∆[1]
N ),

onde d(k + 1) = 6k + 1 e ∆[1]
N é o Laplaciano de Hodge restrito ao espaço {ω ∈ Ω1(Σ) :

ω] ∈ L2(Σ), ω satisfaz a condição de fronteira absoluta}.

Demonstração. Seja {ψj} uma base ortonormal de L2(Σ) formada por autofunções do

operador de Jacobi J , onde ψj está associado ao autovalor λj(J). Para cada d ∈ N,

considere a soma direta

Ed(∆[1]
N ) =

d⊕
j=1

V
λj(∆[1]

N ),

onde V
λj(∆[1]

N ) é o espaço das autoformas de ∆[1]
N associadas ao autovalor λj(∆[1]

N ).

Seja {B(2r)} uma exaustão de Σ por bolas relativamente compactas de raio 2r

e centradas no mesmo ponto fixo x0 ∈ Σ. Tome a sequência de funções de corte {ϕr}

definida anteriormente.

Para cada r > 0, nosso primeiro objetivo é encontrar d = d(k) e algum ωr ∈ Ed(∆[1]
N ),

ωr 6≡ 0, de modo que as funções vr := ϕrur = ϕr
〈
V , ω]r

〉
e vr := ϕrur =

〈
V , (?ωr)]

〉
cumpram as condições de ortogonalidade∫

Σ
ϕr
〈
V , ω]r

〉
ψj dµ =

∫
Σ
ϕr
〈
V , (?ωr)]

〉
ψj dµ = 0, (4.29)
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para quaisquer V ∈ P e j ∈ {1, . . . , k − 1}. Como dimP = dimR3 = 3, o sistema 4.29 é

composto de 6(k − 1) equações lineares homogêneas na incógnita ωr ∈ Ed(∆[1]
N ).

Portanto, se d = d(k) = 6k − 5, existe pelo menos uma 1-forma não trivial ωr ∈ Ed(∆[1]
N )

tal que vr e vr são L2(Σ)-ortogonais com as primeiras k − 1 autofunções de J para todo

V ∈ P . Assim como na prova do Teorema 4.3.1, o princípio min-max junto ao Lema 4.2.1

implicam que

•λk(J)
∫
B(2r)

ϕ2
ru

2
r dµ ≤

∫
B(2r)

ϕ2
rurJf (ur) + u2

r|∇ϕr|2 dµ

+
∫
∂Σ∩B(2r)

ϕ2
r

(
urη(ur) + h∂Ω(N,N)u2

r

)
dσ,

•λk(J)
∫
B(2r)

ϕ2
ru

2
r dµ ≤

∫
B(2r)

ϕ2
rurJf (ur) + u2

r|∇ϕr|2 dµ

+
∫
∂Σ∩B(2r)

ϕ2
r

(
urη(ur) + h∂Ω(N,N)u2

r

)
dσ.

Aplicando o Lema 4.5.1:

λk(J)
∫
B(2r)

ϕ2
ru

2
r dµ ≤ −H2

∫
B(2r)

ϕ2
ru

2
r dµ+H

∫
B(2r)

ϕ2
rur

〈
V,Aω]r

〉
dµ

− 2
∫
B(2r)

ϕ2
rur

〈
V ,N

〉 〈
A,∇ω]r

〉
dµ+

∫
B(2r)

ϕ2
rur

〈
V, (∆[1]

N ωr)]
〉
dµ

+
∫
B(2r)

u2
r|∇ϕr|2 dµ+

∫
∂Σ∩B(2r)

ϕ2
r

(
ur
〈
V ,∇ηω

]
r

〉
+ h∂Ω(N,N)u2

r

)
dσ.

Integrando em relação a V ∈ U :

λk(J)
∫
B(2r)

ϕ2
r|ω]r|2dµ ≤ −H2

∫
B(2r)

ϕ2
r|ω]r|2 dµ+H

∫
B(2r)

ϕ2
r

〈
ω]r, Aω

]
r

〉
dµ

+
∫
B(2r)

ϕ2
r

〈
ω]r, (∆

[1]
N ωr)]

〉
dµ+

∫
B(2r)

|∇ϕr|2|ω]r|2 dµ

+
∫
∂Σ∩B(2r)

ϕ2
r

(〈
ω]r,∇ηω

]
r

〉
+ h∂Ω(N,N)|ω]r|2

)
dσ,

A suposição de que Σ tem fronteira livre em Ω implica que ω]r e N formam uma

base ortogonal para o espaço tangente de ∂Ω. Além disso, o Lema 1.6.3 afirma que〈
ω]r,∇ηω

]
r

〉
= h∂Ω(ω]r, ω]r). Logo,

〈
ω]r,∇ηω

]
r

〉
+ h∂Ω(N,N)|ω]r|2 = H∂Ω|ω]r|2 ≤ 0,

já que Ω é média convexo.
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Aplicando os mesmos argumentos à função vr := ϕrur, obtemos

λk(J)
∫
B(2r)

ϕ2
r|ω]r|2 dµ ≤ −H2

∫
B(2r)

ϕ2
r|ω]r|2 dµ+H

∫
B(2r)

ϕ2
r

〈
(?ωr)], A(?ωr)]

〉
dµ

+
∫
B(2r)

ϕ2
r

〈
(?ωr)], (∆[1]

N ? ωr)]
〉
dµ+

∫
B(2r)

|∇ϕr|2|ω]r|2 dµ.

Somando essas duas últimas desigualdades, encontramos

2λk(J)
∫
B(2r)

ϕ2
r|ω]r|2 dµ ≤ −2H2

∫
B(2r)

ϕ2
r|ω]r|2 dµ+ 2

∫
B(2r)

|∇ϕr|2|ω]r|2 dµ

+H
∫
B(2r)

ϕ2
r

(〈
ω]r, Aω

]
r

〉
+
〈
(?ωr)], A(?ωr)]

〉)
dµ

+
∫
B(2r)

ϕ2
r

(〈
ω]r, (∆

[1]
N ωr)]

〉
+
〈
(?ωr)], (∆[1]

N ? ωr)]
〉)

dµ

Por fim, observe que:

• Cada ϕr é uma função não negativa com ϕr ≡ 1 em B(r) e |∇ϕr| <
c

r
.

•
〈
ω]r, Aω

]
r

〉
+
〈
(?ωr)], A(?ωr)]

〉
= H|ω]|2.

• ω ser a combinação linear das primeiras d(k) autoformas de ∆[1]
N implica que

∫
Σ

〈
ω], (∆[1]

N ω)]
〉
dµ =

∫
Σ

〈
(?ω)], (∆[1]

N ? ω)]
〉
dµ ≤ λd(k)(∆[1]

N )
∫

Σ
|ω]|2dµ.

Portanto,

λk(J)
∫
B(2r)

ϕ2
r|ω]r|2 dµ ≤ −

1
2H

2
∫
B(2r)

ϕ2
r|ω]r|2 dµ+ c2

r2

∫
B(2r)

|ω]r|2 dµ

+ λd(k)(∆[1]
N )

∫
B(2r)

ϕ2
r|ω]r|2 dµ

Dividindo ambos os lados da desigualdade por
∫
B(2r) ϕ

2
r|ω]r|2 dµ 6≡ 0,

λk(J) ≤ −1
2H

2 + λd(k)(∆[1]
N ) +

c2 ∫
B(2r) |ω]r|2 dµ

r2 ∫
B(2r) ϕ

2
r|ω

]
r|2 dµ

.

Assim como na prova do Teorema 4.3.1, podemos provar que vale o limite

lim
r→∞

c2 ∫
B(2r) |ω]r|2 dµ

r2 ∫
B(2r) ϕ

2
r|ω

]
r|2 dµ

= 0.

Para finalizar a prova, basta observar que λk(L) ≤ λk+1(J).

Analogamente as seções anteriores, a relação entre os autovalores de J e ∆[1]
T (ou

∆[1]
N ) nos permitirá estimar o índice inferiormente, considerando as 1-formas que cumprem

a condição absoluta (ou relativa) na fronteira.
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Teorema 4.5.2. Seja Ω3 um domínio média convexo ilimitado com fronteira não vazia em

R3. Seja Σ2 uma hipersuperfície CMC, completa não compacta, orientável, com fronteira

livre em Ω.

(I).

Indw(Σ) ≥
⌊1

6

(
Γ+

∆[1]
T

(1
2H

2
)

+ dimH1
T (Σ)− 1

)⌋
,

onde Γ+
∆[1]
T

(
1
2H

2
)
é o número de autovalores positivos de ∆[1]

T menor que 1
2H

2 e H1
T (Σ) =

ker ∆[1]
T .

(II).

Indw(Σ) ≥
⌊1

6
(
dimH1

T (Σ)− 1
)⌋

+ Γ−L
(
−1

2H
2
)
,

onde Γ−L
(
−1

2H
2
)
é o número de autovalores negativos de L maiores que −1

2H
2.

Demonstração. Parte (I). Considere o número

β := #
{
autovalores de ∆[1]

T que são menores que 1
2H

2
}
.

Seja k o maior inteiro tal que d(k + 1) = 6k + 1 ≤ β. Segue diretamente do Teorema 4.5.1

com as definições de β e k que

Indw(Σ) ≥ k =
⌊
β − 1

6

⌋
=
⌊1

6

(
Γ+

∆[1]
T

(1
2H

2
)

+ dimH1
T (Σ)− 1

)⌋
.

Parte (II). Seja k o maior inteiro tal que d(k + 1) = 6k + 1 ≤ dimH1
T (Σ). Então

λk(L) ≤ −1
2H

2.

Existem pelo menos k autovalores de L menores ou iguais a −1
2H

2. Finalmente, observe

que

k =
⌊1

6
(
dimH1

T (Σ)− 1
)⌋
.

As técnicas usadas nas provas anteriores também se aplicam de forma análoga ao

caso em que uma hipersuperfície Σ tem fronteira vazia. Finalizamos esta seção com o

seguinte resultado:

Teorema 4.5.3. Seja Σ2 uma hipersuperfície CMC, completa não compacta, orientável

em R3. Então:

(I). Para cada k ∈ N:

λk(L) ≤ −1
2H

2 + λd(k+1)(∆[1]),
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onde d(k + 1) = 6k + 1 e ∆[1] é o Laplaciano de Hodge restrito ao espaço {ω ∈ Ω1(Σ) :

ω] ∈ L2(Σ)}.

(II).

Indw(Σ) ≥
⌊1

6

(
Γ+

∆[1]

(1
2H

2
)

+ dimH1(Σ)− 1
)⌋
,

onde Γ+
∆[1]

(
1
2H

2
)
é o número de autovalores positivos de ∆[1] menores que 1

2H
2 e H1(Σ) =

ker ∆[1].

(III).

Indw(Σ) ≥
⌊1

6
(
dimH1(Σ)− 1

)⌋
+ Γ−L

(
−1

2H
2
)
,

onde Γ−L
(
−1

2H
2
)
é o número de autovalores negativos de L maiores que −1

2H
2.
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Capítulo 5

ÍNDICE DE MORSE DE HIPERSUPERFÍCIES EM ESPAÇOS

PONDERADOS

Ao longo deste capítulo, serão considerados os seguintes tipos de crescimento de

volume:

Definição 5.0.1. Sejam x ∈M e V (r) o volume da bola geodésica B(x, r) na métrica g.

Dizemos que (M, g) tem crescimento subexponencial se

lim sup
r→∞

ln V (r)
r

= 0.

Dizemos que (M, g) tem crescimento de volume polinomial de grau no máximo k se

lim sup
r→∞

V (r)
rk

<∞.

Dizemos que (M, g) tem crescimento de volume k-subpolinomial se

lim sup
r→∞

V (r)
rk

= 0.

Estas definições não dependem da escolha do ponto x ∈ M . Note que se (M, g)

tem crescimento de volume polinomial de grau no máximo k, então ela tem crescimento

de volume k′-subpolinomial para qualquer k′ > k.

5.1 Resultados em superfícies fechadas f -estáveis

Nesta seção classificaremos quais são as possíveis superfícies fechadas Jf -estáveis

com curvatura média ponderada constante Hf , satisfazendo uma desigualdade integral.

Começaremos fazendo alguns cálculos simples que nos permitem reescrever Jf de maneira

adequada.

Seja Σ ⊂ M uma hipersuperfície orientável e considere N um campo vetorial

normal unitário globalmente definido sobre Σ. Denotaremos por A o operador de forma

associado a N e por H a curvatura média de Σ; isto é, o traço de A. Também denotaremos

por K a curvatura Gaussiana de Σ e por SectΣ a curvatura seccional de M restrita a Σ.
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Sejam {E1, E2} um referencial ortonormal em X(Σ) e {aij} os coeficientes de A

neste referencial. Aplicando a equação de Gauss

K = SectΣ − g(A(X), Y )2 + g(A(X), X)g(A(Y ), Y ),

obtemos

K − SectΣ = a11a22 − a2
12 = 1

2

(a11 + a22)2 −
2∑

i,j=1
a2
ij

 = 1
2(H2 − |A|2).

Logo,

SectΣ = K − H2

2 + |A|
2

2 .

Além disso, sabemos que
S

2 = SectΣ + Ric(N,N).

Relembrando que S∞ = S + 2∆f − |∇f |2 e Hf = H + g(N,∇f), podemos reescrever o

potencial do operador de estabilidade da seguinte maneira:

|A|2 + Ricf (N,N) = S

2 −K + H2

2 + |A|
2

2 + Hess f(N,N)

= 1
2S∞ −∆Mf + 1

2 |∇f |
2 −K + H2

2 + |A|
2

2 + Hess f(N,N)

= 1
2S∞ −

(
∆Σf −Hg(∇f,N) + Hess f(N,N)

)
+ 1

2
(
|∇f |2 + g(∇f,N)2

)
−K + H2

2 + |A|
2

2 + Hess f(N,N)

= 1
2S∞ −∆Σf −K + 1

2
(
|∇f |2 + |A|2 +H2

f

)
.

A próxima proposição melhora o interessante Teorema 2.1 de E.M. Fan em [34], que por

sua vez generalizou um resultado devido a Schoen e Yau. Este último, enuncia que se

(M3, g) é orientada e tem curvatura escalar positiva, então não existe superfície mínima

imersa estável compacta com gênero positivo.

Proposição 5.1.1. Seja (M3, g, e−fdµ) uma variedade Riemanniana ponderada, e seja

Σ ⊂M uma superfície fechada f -estável, com curvatura média ponderada Hf constante e

satisfazendo ∫
Σ
S∞ + 1

2 |∇f |
2 dµ ≥ 0. (5.30)

Então Σ é homeomorfa a esfera S2 ou ao toro plano T2. Além disso,

(a) Se vale a desigualdade estrita, então Σ é homeomorfa a S2;
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(b) Se Σ é homeomorfo a T2, então Σ é f -mínima, totalmente geodésica e vale
∫

Σ S∞ +
1
2 |∇f |

2 dµ = 0.

Demonstração. A hipótese de Σ ser f -estável nos diz que o operador de estabilidade

L = ∆ + 1
2S∞ −∆Σf + 1

2 |∇f |
2 + 1

2H
2
f + 1

2 |A|
2 −K é não negativo. Logo,

0 ≤ −
∫

Σ
ϕ ·

(
∆ + 1

2S∞ −∆Σf + 1
2 |∇f |

2 + 1
2H

2
f + 1

2 |A|
2 −K

)
(ϕ) dµf

=⇒
∫

Σ

(1
2S∞ −∆Σf + 1

2 |∇f |
2 + 1

2H
2
f + 1

2 |A|
2
)
ϕ2 dµf ≤

∫
Σ

(
|∇ϕ|2 +Kϕ2

)
dµf

para toda ϕ ∈ C∞(Σ). Tomando ϕ = ef/2 e aplicando o Teorema de Gauss-Bonnet junto

ao Teorema da Divergência, segue que∫
Σ

(1
2S∞ −∆Σf + 1

2 |∇f |
2 + 1

2H
2
f + 1

2 |A|
2
)
ef dµf ≤

∫
Σ

∣∣∣∇(ef/2)
∣∣∣2 dµf +

∫
Σ
Kef dµf

=⇒
∫

Σ

1
2S∞ −∆Σf + 1

2 |∇f |
2 + 1

2H
2
f + 1

2 |A|
2 dµ ≤

∫
Σ

∣∣∣∣12ef/2 · ∇f
∣∣∣∣2 dµf +

∫
Σ
K dµ

=⇒
∫

Σ

1
2S∞ −∆Σf + 1

4 |∇f |
2 + 1

2H
2
f + 1

2 |A|
2 dµ ≤

∫
Σ
K dµ ≤ 2πχ(Σ)

=⇒
∫

Σ

1
2S∞ + 1

4 |∇f |
2 + 1

2H
2
f + 1

2 |A|
2 dµ ≤ 2πχ(Σ).

A condição 5.30 implica que o lado esquerdo da desigualdade é não negativo, portanto, só

pode ocorrer χ(Σ) = 2 ou χ(Σ) = 0. Sendo assim, Σ é homeomorfa, respectivamente, a

esfera S2 ou ao toro plano T2. Em particular, a desigualdade estrita implica em χ(Σ) = 2.

Além disso, χ(Σ) = 0 só ocorre quando |A|2 ≡ 0, H2
f ≡ 0 e

∫
Σ S∞ + 1

2 |∇f |
2 dµ = 0.

Corolário 5.1.1. Seja (M3, g) uma variedade orientada e Σ2 ⊂M3 uma superfície CMC

imersa estável compacta. Se a curvatura escalar S de M satisfaz
∫

Σ S dµ ≥ 0, então Σ tem

gênero um ou zero. Além disso, se o gênero de Σ é um, então Σ é totalmente geodésica e∫
Σ S dµ = 0.

Observação 5.1.1. Um caso particular interessante em que se aplica a Proposição 5.1.1

é quando ocorre a desigualdade pontual S∞ + 1
2 |∇f |

2 ≥ 0. Neste caso, se Σ é homeomorfo

a T2, então Σ é f -mínima, totalmente geodésica e S∞ + 1
2 |∇f |

2 ≡ 0.

5.2 Operadores com f -índice zero em superfícies completas não compactas

Dado um operador L sobre C∞0 (Σ), definimos as duas seguintes formas quadráticas

associadas a L:

• Forma quadrática sem peso: Q(L)(ϕ, ϕ) := −
∫

Σ ϕLϕdµ.
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• Forma quadrática ponderada: Qf (L)(ϕ, ϕ) := −
∫

Σ ϕLϕdµf .

Ambas definidas sobre C∞0 (Σ).

Dado um operador do tipo Schrodinger Lf = ∆f + W , onde W é uma função

localmente integrável, o intuito desta seção é associar o índice ponderado Qf(Lf) com

o índice sem peso Q(L̃) de um operador L̃ = ∆ + W + Wf , onde a função Wf depende

da função peso f . A partir dessa associação entre os índices, poderemos estudar como a

f -estabilidade de Lf sobre Σ tem implicações na topologia de Σ, através da estabilidade

do operador associado L̃.

Proposição 5.2.1. Seja (Σ, g, e−fdµ) uma variedade Riemanniana ponderada e W uma

função localmente integrável em Σ. Então valem as duas seguintes relações:

(I): ∆f +W ter f -índice zero implica que ∆ +W +
(

1
2∆f − 1

4 |∇f |
2
)
tem índice zero.

(II): Para cada 0 < ε < 1, ∆f +W ter f -índice zero implica que ∆ + (1− ε)W − 1−ε
4ε |∇f |

2

tem índice zero.

Demonstração. (I): Dada qualquer ϕ ∈ C∞0 (Σ), temos

∇(ϕ · ef/2) = ϕ∇ef/2 + ef/2∇ϕ = ef/2
(
∇ϕ+ ϕ

2∇f
)
.

Suponha que o operador ∆f +W tem f -índice zero. Tome a função teste ef/2 · ϕ ∈

C∞0 (Σ), então

0 ≤−
∫

Σ
(ef/2 · ϕ) · (∆f +W )(ef/2 · ϕ) dµf (5.31)

=
∫

Σ
|∇(ef/2 · ϕ)|2 −Wϕ2ef dµf

=
∫

Σ
|∇ϕ+ ϕ

2∇f |
2 −Wϕ2 dµ

=
∫

Σ
|∇ϕ|2 + ϕg(∇ϕ,∇f) + ϕ2

4 |∇f |
2 −Wϕ2 dµ.

Segue diretamente do Teorema da Divergência que

0 =
∫

Σ
div(ϕ2 · ∇f) dµ =

∫
Σ
ϕ2∆f + g(∇ϕ2,∇f) dµ

=
∫

Σ
ϕ2∆f + 2ϕ g(∇ϕ,∇f) dµ

=⇒
∫

Σ
ϕ g(∇ϕ,∇f) dµ = −1

2

∫
Σ
ϕ2∆f dµ. (5.32)
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Substituindo a igualdade 5.32 na desigualdade 5.31, temos
∫

Σ
|∇ϕ|2 + ϕ g(∇ϕ,∇f) + ϕ2

4 |∇f |
2 −Wϕ2 dµ

=
∫

Σ
|∇ϕ|2 − ϕ2

2 ∆f + ϕ2

4 |∇f |
2 −Wϕ2 dµ

=
∫

Σ
|∇ϕ|2 −

(
W + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2
)
ϕ2 dµ.

Note que toda função suave com suporte compacto em Σ pode ser escrita na

forma ϕ · ef/2 para alguma função ϕ com suporte compacto em Σ. Portanto, o operador

∆ +W +
(

1
2∆f − 1

4 |∇f |
2
)
tem índice zero.

(II):

Utilizando a técnica anterior e a Desigualdade de Cauchy com ε, obtemos:
∫

Σ
|(∇e−f/2 · ϕ)|2 − (1− ε)

(
W − 1

4ε |∇f |
2
)
ϕ2e−f dµ

=
∫

Σ
|∇ϕ− ϕ

2∇f |
2 − (1− ε)

(
W − 1

4ε |∇f |
2
)
ϕ2 dµf

=
∫

Σ
|∇ϕ|2 − ϕ g(∇ϕ,∇f) + ϕ2

4 |∇f |
2 − (1− ε)

(
W − 1

4ε |∇f |
2
)
ϕ2 dµf

≥
∫

Σ
|∇ϕ|2 − ε|∇ϕ|2 − ϕ2

4ε |∇f |
2 + ϕ2

4 |∇f |
2 − (1− ε)

(
W − 1

4ε |∇f |
2
)
ϕ2 dµf

=
∫

Σ
(1− ε)|∇ϕ|2 − (1− ε)ϕ2

4ε |∇f |2 − (1− ε)
(
W − 1

4ε |∇f |
2
)
ϕ2 dµf

= (1− ε)
∫

Σ
|∇ϕ|2 −Wϕ2 dµf ≥ 0.

Observação 5.2.1. A curvatura escalar de Perelman em (M, g, e−fdµ) é definida por

S∞ = S + 2∆f − |∇f |2. Então a curvatura de Perelman SΣ
∞ restrita a superfície Σ é dada

por S∞Σ = SΣ + 2∆f − |∇f |2. Note que 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 = 1

4(S∞Σ − SΣ).

Motivados pela Proposição 5.2.1, para cada operador de Schrodinger Lf = ∆f + W ,

associamos o operador L̃ := ∆ + W +
(

1
2∆f − 1

4 |∇f |
2
)
e a família de operadores L̃ε :=

∆ + (1− ε)W − 1−ε
4ε |∇f |

2, onde 0 < ε < 1 . Com esta notação, a Proposição 5.2.1 afirma

que Q(L̃)(ϕ, ϕ) = Qf(Lf)(ϕ · ef/2, ϕ · ef/2) e Q(L̃ε)(ϕ · e−f/2, ϕ · e−f/2) ≥ Qf(Lf)(ϕ, ϕ),

para qualquer função suave ϕ com suporte compacto em Σ. Em particular, os índices de

Qf(Lf) e Q(L̃) são iguais, enquanto o índice de Q(L̃ε) é menor ou igual que o índice de

Qf (Lf ). A ideia principal desta seção é associar essas relações com os resultados obtidos
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por Bérard e Castillon em [14] para deduzir implicações topológicas em (Σ, g) quando a

forma Qf (Lf ) for não negativa.

Teorema 5.2.2. [14] Seja (Σ, g) uma superfície Riemanniana completa não compacta,

e seja W uma função localmente integrável sobre Σ, com W− integrável. Assuma que o

operador ∆ +W − aK é não negativo sobre Σ, e ocorre alguma das condições

(i) a ∈ (1
4 ,∞), ou

(ii) a = 1
4 , e (Σ, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

(iii) a ∈ (0, 1
4), e (Σ, g) tem crescimento de volume ka-subpolinomial, com ka = 2 + 4a

1−4a .

Então,

(A) A superfície (Σ, g) tem topologia finita, e no máximo crescimento de volume quadrático.

Em particular, (Σ, g) é conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana compacta

com finitos pontos removidos.

(B) A função W é integrável em (Σ, g), e
∫

Σ
Wdµ ≤ 2πaχ(Σ).

(C) Se
∫

Σ Wdµ = 2πaχ(Σ), então (Σ, g) tem crescimento de volume subquadrático, e

aK +W ≡ 0 em q.t.p. de Σ.

As próximas proposições resultam imediatamente de uma junção dos resultados

na proposição 5.2.1 e Teorema 5.2.2. Enunciaremos as versões em que o operador Lf =

∆f + W − aK estará associado ao operador L̃ := ∆ + W +
(

1
2∆f − 1

4 |∇f |
2
)
− aK,

onde a é uma constante positiva. É importante ressaltar que também existem versões

semelhantes quando associamos Lf = ∆f +W − aK com a família de operadores L̃ε :=

∆ + (1− ε)W − 1−ε
4ε |∇f |

2− aK, onde 0 < ε < 1. As devidas alterações nos enunciados são

postas na próxima observação.

Observação 5.2.2. As segundas versões das seguintes proposições são obtidas trocando-se

os termos W + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 por (1− ε)W − 1−ε

4ε |∇f |
2.

Proposição 5.2.3. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície completa não compacta, e

seja W uma função localmente integrável em Σ, com
(
W + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2
)
−
integrável

com respeito a dµ. Assuma que o operador ∆f +W − aK tem f -índice zero sobre Σ, e que

ocorre alguma das condições

(i) a ∈ (1
4 ,∞), ou
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(ii) a = 1
4 , e (Σ, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

(iii) a ∈ (0, 1
4), e (Σ, g) tem crescimento de volume ka-subpolinomial, com ka = 2 + 4a

1−4a .

Então,

(A) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume quadrático.

Em particular, (Σ, g) é conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana fechada

com um número finito de pontos removidos.

(B) A função W + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 é integrável em (Σ, g), e

∫
Σ
W + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2 dµ ≤ 2πaχ(Σ).

(C) If
∫

ΣW + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 dµ = 2πaχ(Σ), então (Σ, g) tem crescimento de volume

subquadrático e W + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 − aK ≡ 0 em q.t.p. da superfície Σ.

Como consequência da Proposição 5.2.3, tomando W = K e a = 1, conseguimos

uma variação do Teorema de Huber para superfícies Riemannianas ponderadas.

Proposição 5.2.4. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície completa. Suponha que a

parte negativa
(

1
2K + 1

4S
∞
Σ

)
−
seja integrável em Σ . Então,

(i) (Σ, g) tem topologia finita e é conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana

fechada com um número finito de pontos removidos.

(ii) 1
2K + 1

4S
∞
Σ é integrável e obtemos uma variação da Desigualdade de Cohn-Vossen

∫
Σ

1
2K + 1

4S
∞
Σ dµ ≤ 2π χ(Σ).

Demonstração. A partir das identidades S∞Σ = SΣ + 2∆f − |∇f |2 e SΣ = 2K, segue que

K + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 = 1

2K + 1
4S
∞
Σ .

Observação 5.2.3. A parte (ii) da Proposição 5.2.4 versão 2 (fazendo a troca dita na

Observação 5.2.2) afirma que
∫

Σ
K dµ ≤ 2π

1− εχ(Σ) + 1
4ε

∫
Σ
|∇f |2 dµ,

para cada 0 < ε < 1.

Vale destacar o caso em que W− ≡ 0, onde temos o seguinte resultado:

Proposição 5.2.5. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície completa não compacta, e

seja q uma função localmente integrável em Σ com q + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 ≥ 0. Assuma que o
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operador ∆f + q − aK tem f -índice zero sobre Σ, e ocorre alguma das condições

(i) a ∈ (1
4 ,∞), ou

(ii) a = 1
4 , e (Σ, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

(iii) a ∈ (0, 1
4), e (Σ, g) tem crescimento de volume ka-subpolinomial, com ka = 2 + 4a

1−4a .

Então,

(A) A superfície (Σ, g) tem, no máximo, crescimento de volume quadrático e é conforme-

mente equivalente a C ou C• com métricas padrão.

(B) A função q + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 é integrável em (Σ, g), e

∫
Σ
q + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2 dµ ≤ 2πaχ(Σ)

(C) Se Σ é um cilindro, então (Σ, g) tem no máximo crescimento de volume linear e

q + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 ≡ 0.

O próximo resultado é devido a Da Silveira em [61] e também pode ser adaptado

para obter informações em variedades Riemannianas ponderadas.

Proposição 5.2.6. [61] Seja (Σ, g) uma variedade Riemanniana completa não compacta

conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana compacta com finitos pontos

removidos e seja q : Σ → R uma função contínua sobre Σ. Assuma que q ≥ 0. Então o

operador L = ∆ + q é positivo semi-definido em Σ se, e somente se, q ≡ 0.

Proposição 5.2.7. Seja Σ uma superfície completa não compacta de uma variedade

Riemanniana tridimensional ponderada (M3, g, e−fdµ), conformemente equivalente a uma

superfície Riemanniana compacta com finitos pontos removidos. Seja q : Σ → R uma

função contínua sobre Σ tal que q + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 ≥ 0. Então o operador Lf = ∆f + q

tem f -índice zero se, e somente se, q + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 ≡ 0.

5.3 Operador de estabilidade

Nesta seção obteremos um resultado de classificação análogo aos anteriores, sendo

aplicado ao operador de estabilidade. A próxima proposição estende o Teorema 3.3 de

Espinar em [33], onde foi tomado c = 1
4 . Lembramos que na subseção 4.2 reescrevemos o

operador de estabilidade como

Jf = ∆f + 1
2S∞ −∆Σf −K + 1

2
(
|∇f |2 + |A|2 +H2

f

)
.
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Proposição 5.3.1. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície completa não compacta f-

estável com curvatura média ponderada constante Hf , onde S∞ + c|∇f |2 > 0 para algum

c ∈ (0, 1
2). Suponha que

(i) c ∈ (0, 1
3), ou

(ii) c = 1
3 , e (Σ, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

(iii) c ∈ (1
3 ,

1
2) e (Σ, g) tem crescimento de volume ka-subpolinomial, com ka = 2 + 4a

1−4a ,

onde a = 1
1+ε0

para algum ε0 > 3 tal que c < ε0−1
2ε0

< 1
2 .

Então a superfície (Σ, g) tem, no máximo, crescimento de volume quadrático e é confor-

memente equivalente a C ou C• com métricas padrão.

Demonstração. Seja W := 1
2(S∞ + H2

f + |A|2) − K. Partindo da suposição de que Σ é

f -estável, a Proposição 5.2.1 garante que o operador ∆− 1
2∆f+ 1

4 |∇f |
2−W é não negativo.

Uma aplicação direta do Teorema da Divergência e da Desigualdade de Cauchy com ε nos

fornece

0 ≤
∫

Σ
|∇ϕ|2 + ϕ2

2 ∆f − ϕ2

4 |∇f |
2 −Wϕ2 dµ

=
∫

Σ
|∇ϕ|2 − ϕ g(∇ϕ,∇f)− ϕ2

4 |∇f |
2 −Wϕ2 dµ

≤
∫

Σ
|∇ϕ|2 + |∇ϕ| · |ϕ∇f | − ϕ2

4 |∇f |
2 −Wϕ2 dµ

≤
∫

Σ
(1 + ε)|∇ϕ|2 + (1− ε)ϕ2

4ε |∇f |2 −Wϕ2 dµ

= (1 + ε)
∫

Σ
|∇ϕ|2 − 1

1 + ε

(
W + ε− 1

4ε |∇f |
2
)
ϕ2 dµ.

Logo, o operador

Lε := ∆ + 1
1 + ε

(
W + ε− 1

4ε |∇f |
2
)

= ∆ + 1
2 + 2ε

(
S∞ +H2

f + |A|2
)

+ ε− 1
4ε(1 + ε) |∇f |

2 − 1
1 + ε

K

= ∆ + qε −
1

1 + ε
K

é não negativo, onde qε := 1
2 + 2ε

(
S∞ +H2

f + |A|2 + ε− 1
2ε |∇f |

2
)
. Nosso objetivo é tornar

qε não negativo, para isso basta que S∞ + ε− 1
2ε |∇f |

2 ≥ 0. Esta condição permitirá a

aplicação da parte (A) na Proposição 5.2.5 (versão sem peso), que coincide com o Teorema

1.2 em [14].
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Caso (i): A hipótese S∞ + c |∇f |2 ≥ 0 para alguma constante c < 1
3 , implica que existe

ε0 < 3, suficientemente próximo de 3, tal que c < ε0 − 1
2ε0

<
1
3 . Desse modo, a função

q0 = 1
2 + 2ε0

(
S∞ +H2

f + |A|2 + ε0 − 1
2ε0

|∇f |2
)

é não negativa e o operador L0 = ∆+ q0− 1
1+ε0

K é não negativo. O resultado do enunciado

segue aplicando a Proposição 5.2.5 com a = 1
1+ε0

> 1
4 .

Caso (ii): Supondo que S∞ + 1
3 |∇f |

2 ≥ 0, basta tomar ε = 3 e teremos o operador

L0 = ∆ + q0 − 1
4K, onde a função q0 = 1

8

(
S∞ +H2

f + |A|2 + 1
3 |∇f |

2
)

é não negativa.

Para obtermos o resultado desejado, aplicamos a Proposição 5.2.5 com a = 1
1+ε0

= 1
4 .

Caso (iii): A hipótese S∞ + c|∇f |2 ≥ 0 para alguma constante 1
3 < c < 1

2 , implica que

existe ε0 > 3 suficientemente grande, tal que c < ε0 − 1
2ε0

<
1
2 . Então o operador L0 = ∆ +

q0 − 1
1+ε0

K é não negativo, onde a função q0 = 1
2 + 2ε0

(
S∞ +H2

f + |A|2 + ε0 − 1
2ε0

|∇f |2
)

é não negativa. Concluímos o resultado do enunciado ao aplicar a Proposição 5.2.5 com

0 < a = 1
1+ε0

< 1
4 .

Observação 5.3.1. Com as hipóteses da Proposição 5.3.1, segue diretamente da parte (B)

da Proposição 5.2.5, que para cada caso na demonstração acima, temos
∫

Σ q0 dµ ≤ 2πaχ(Σ);

ou seja,
∫

Σ

1
2 + 2ε0

(
S∞ +H2

f + |A|2 + ε0 − 1
2ε0

|∇f |2
)
dµ ≤ 2π 1

1 + ε0
χ(Σ)

=⇒
∫

Σ
S∞ +H2

f + |A|2 + ε0 − 1
2ε0

|∇f |2 dµ ≤ 4π χ(Σ).

Ressaltamos que em todos os casos, ocorre a desigualdade S∞ + ε0 − 1
2ε0

|∇f |2 ≥ 0.

Em particular, podemos concluir que:

• Se Σ é homeomorfo ao plano complexo C e S∞ + ε0 − 1
2ε0

|∇f |2 ≥ k > 0, então Σ tem

área finita.

• Se Σ é homeomorfo ao cilindro C•, então Σ é f -mínima, totalmente geodésica e S∞ +
ε0 − 1

2ε0
|∇f |2 ≡ 0.
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5.4 f -índice �nito

O objetivo desta seção é estender alguns resultados obtidos na seção 5.2, que trata

de hipersuperfícies f -estáveis, enfraquecendo a hipótese ao exigir apenas f -índice finito. O

primeiro passo é mostrar que todo operador com f -índice finito pode ser transformado em

um operador f -estável somando uma função localmente integrável e com suporte compacto.

A prova feita por H. Alencar, G.S. Neto e D. Zhou pode ser encontrada em [2].

Proposição 5.4.1. [2] Seja (Σ, g, e−fdµ) uma variedade Riemanniana ponderada e W

uma função localmente integrável em Σ. O operador L = ∆f +W tem f -índice finito se

e somente se existe uma função localmente integrável P com suporte compacto tal que o

operador L+ P = ∆f +W + P é não negativo.

A Proposição 5.4.1 será uma ferramenta útil para estender os resultados das

Proposições 5.2.1 e 5.2.3 aos operadores com f -índice finito.

Proposição 5.4.2. Seja (Σ, g, e−fdµ) uma variedade Riemanniana ponderada e W uma

função localmente integrável em Σ. Se o operador Lf := ∆f +W tem f -índice finito, então

L+
(

1
2∆f − 1

4 |∇f |
2
)

= ∆ +W +
(

1
2∆f − 1

4 |∇f |
2
)
tem índice finito.

Demonstração. A proposição 5.4.1 garante a existência de uma função localmente integrável

P com suporte compacto em Σ tal que ∆f +W + P é não negativo. Por isso,

0 ≤−
∫

Σ
(ef/2 · ϕ) · (∆f +W + P )(ef/2 · ϕ) dµf

=
∫

Σ
|∇(ef/2 · ϕ)|2 − (W + P )ϕ2ef dµf

=
∫

Σ
|∇ϕ+ ϕ

2∇f |
2 − (W + P )ϕ2 dµ

=
∫

Σ
|∇ϕ|2 + ϕ g(∇ϕ,∇f) + ϕ2

4 |∇f |
2 − (W + P )ϕ2 dµ

=
∫

Σ
|∇ϕ|2 − ϕ2

2 ∆f + ϕ2

4 |∇f |
2 − (W + P )ϕ2 dµ

=
∫

Σ
|∇ϕ|2 −

(
W + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2 + P
)
ϕ2 dµ

= −
∫

Σ
ϕ ·

(
∆ +W + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2 + P
)

(ϕ) dµ

para todo ϕ ∈ C∞0 (Σ). Como o operador ∆ + W + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 + P é não negativo,

segue que ∆ +W + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 tem índice finito.
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Proposição 5.4.3. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície completa não compacta, e

seja W uma função localmente integrável em Σ, com
(
W + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2
)
−
integrável

com respeito a dµ. Assuma que o operador ∆f +W − aK tem f -índice finito sobre Σ, e

que ocorre alguma das condições

(i) a ∈ (1
4 ,∞), ou

(ii) a = 1
4 , e (Σ, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

(iii) a ∈ (0, 1
4), e (Σ, g) tem crescimento de volume ka-subpolinomial, com ka = 2 + 4a

1−4a .

Então,

(A) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume quadrático.

(B) A função W + 1
2∆f − 1

4 |∇f |
2 é integrável em (Σ, g).

Demonstração. Basta aplicar a Proposição 5.2.3 ao operador ∆f +W +P − aK. A função

P é localmente integrável com suporte compacto em Σ, isso implica que a integral
∫

Σ P dµ

é finita. Logo,
∫

Σ
W + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2 dµ ≤ 2πaχ(Σ)−
∫

Σ
P dµ < +∞.

Finalizaremos esta seção com uma versão ponderada do bem conhecido Teorema

de Fischer-Colbrie em [36]:

Proposição 5.4.4. Seja Σ uma superfície completa não compacta com f -índice finito e cur-

vatura média ponderada constante Hf da variedade Riemanniana ponderada (M3, g, e−fdµ),

onde S∞ + 1
4 |∇f |

2 > 0. Então a superfície (Σ, g) tem topologia finita, e no máximo cres-

cimento de volume quadrático. Em particular, (Σ, g) é conformemente equivalente a una

superfície Riemanniana compacta com finitos pontos removidos.

Demonstração. Aplicando a Proposição 5.4.1 e seguindo as ideias no início da demonstração

da Proposição 5.3.1, obtemos para cada ε > 0, que o operador

Lε = ∆ + qε −
1

1 + ε
K

é não negativo, onde qε := 1
2 + 2ε

(
S∞ +H2

f + |A|2 + ε− 1
2ε |∇f |

2 + 2P
)
e P é uma função

localmente integrável com suporte compacto em Σ. Fixado um ε < 3 tal que ε− 1
2ε >

1
4 , a
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hipótese S∞ + 1
4 |∇f |

2 ≥ 0 implica que a parte negativa de qε é integrável. Concluímos

aplicando a Proposição 5.2.3 com a = 1
1+ε >

1
4 .

5.5 Primeiro autovalor do operador de estabilidade

Nesta seção, técnicas semelhantes às aplicadas nas seções anteriores serão usadas

para classificar superfícies com Hf constante cujo primeiro autovalor do operador de

estabilidade é maior que uma constante apropriada.

Seja Σ ⊂ (M, g, e−fdµ) uma superfície f -mínima. É bem conhecido que o primeiro

autovalor do operador de estabilidade Jf := ∆f +(Ricf (N,N)+ |A|2) é dado pelo quociente

de Rayleigh

λ1 = inf
ϕ∈C∞0 (Σ)

−
∫

Σ ϕJfϕdµf∫
Σ ϕ

2 dµf
= inf

ϕ∈C∞0 (Σ)

∫
Σ[|∇ϕ|2 − (Ricf (N,N) + |A|2)ϕ2] dµf∫

Σ ϕ
2 dµf

.

• Superfícies fechadas:

Proposição 5.5.1. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície fechada com curvatura média

ponderada constante Hf . Suponha que a constante

δ = 1
2|Σ|

∫
Σ
S∞ + 1

2 |∇f |
2 dµ

é não negativa. Se o primeiro autovalor do operador de estabilidade satisfaz λ1 ≥ −δ,

então Σ é homeomorfa a esfera S2 ou ao toro plano T2 . Além disso,

(a) Se a desigualdade estrita vale, então Σ é homeomorfa a S2;

(b) Se Σ é homeomorfo a T2, então Σ é f -minimal, totalmente geodésica e λ1 = −δ.

Demonstração. Segue diretamente do quociente de Rayleigh que

0 ≤ −
∫

Σ
ϕ ·

(
∆ + 1

2S∞ −∆Σf + 1
2 |∇f |

2 + 1
2H

2
f + 1

2 |A|
2 −K + λ1

)
(ϕ) dµf

=⇒
∫

Σ

(1
2S∞ −∆Σf + 1

2 |∇f |
2 + 1

2H
2
f + 1

2 |A|
2 + λ1

)
ϕ2 dµf ≤

∫
Σ

(
|∇ϕ|2 +Kϕ2

)
dµf

para todo ϕ ∈ C∞(Σ). Tomando ϕ = ef/2 e seguindo os mesmos passos da prova da

Proposição 5.1.1, obtemos
∫

Σ

1
2S∞ + 1

4 |∇f |
2 + 1

2H
2
f + 1

2 |A|
2 + λ1dµ ≤

∫
Σ
Kdµ ≤ 2πχ(Σ).
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A hipótese que λ1 ≥ −δ implica que
∫

Σ

1
2S∞ + 1

4 |∇f |
2 + λ1 dµ ≥ 0.

Portanto, apenas χ(Σ) = 2 ou χ(Σ) = 0 podem ocorrer. Em particular, a desigualdade

estrita implica χ(Σ) = 2. Além disso, χ(Σ) = 0 só é possível quando |A|2 ≡ 0, H2
f ≡ 0 e∫

Σ
1
2S∞ + 1

4 |∇f |
2 + λ1 dµ = 0, ou seja, λ1 = −δ.

Observação 5.5.1. Quando há uma desigualdade pontual do tipo 1
2S∞ + 1

4 |∇f |
2 ≥ c em

(M, g, e−fdµ), podemos escolher δ = c na Proposição 5.5.1. O próximo corolário é uma

consequência direta dessa observação.

Corolário 5.5.1. Seja (M3, g) uma variedade orientada e Σ2 ⊂M3 uma superfície CMC

imersa fechada. Suponha que a curvatura escalar S de M satisfaça S ≥ 2c, para alguma

constante positiva c. Se λ1 ≥ −c, então Σ tem gênero um ou zero. Além disso, se o gênero

de Σ é um, então Σ é totalmente geodésica e λ1 = −c.

• Superfícies Completas não compactas:

Proposição 5.5.2. Seja Σ ⊂ (M3, g, e−fdµ) uma superfície completa não compacta com

curvatura média ponderada constante Hf , tal que 1
2S∞ −

1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 ≥ δ, para alguma

constante δ ∈ R.

(A) Se o primeiro autovalor de Jf satisfaz λ1 ≥ −δ, então:

(A.1) A superfície (Σ, g) tem no máximo crescimento de volume quadrático e é conforme-

mente equivalente a C ou C• com as métricas padrão.

(A.2) A função 1
2

(
|A|2 +H2

f

)
+ 1

2S∞ −
1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 + λ1 é integrável em (Σ, g), e

∫
Σ

1
2
(
|A|2 +H2

f

)
+ 1

2S∞ −
1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 + λ1 dµ ≤ 2π χ(Σ).

(A.3) Se Σ é um cilindro, então (Σ, g) tem no máximo crescimento de volume linear, é

f -mínima, totalmente geodésica e −1
2S∞ + 1

2∆f − 1
4 |∇f |

2 ≡ λ1.

(A.4) Se existe ε > 0 tal que λ1 ≥ −δ + ε, então Σ é conformemente equivalente a C e

tem área finita.

(B) Se o primeiro autovalor de Jf satisfaz λ1 < −δ e Σ tem área finita, então:

(B.1) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume qua-

drático.
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(B.2) A função 1
2

(
|A|2 +H2

f

)
+ 1

2S∞ −
1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 + λ1 é integrável em (Σ, g), e∫

Σ

1
2
(
|A|2 +H2

f

)
+ 1

2S∞ −
1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 + λ1 dµ ≤ 2πχ(Σ).

(B.3) Se
∫
Σ

1
2

(
|A|2 +H2

f

)
+ 1

2S∞ −
1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 + λ1 dµ = 2πχ(Σ), então (Σ, g) tem

crescimento de volume subquadrático e 1
2

(
|A|2 +H2

f

)
+ 1

2S∞−
1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 +λ1−K ≡ 0

em q.t.p. da superfície Σ.

Em ambos os casos (A) e (B), temos∫
Σ
|A|2 dµ <∞.

Demonstração. Tendo em vista que o operador Jf + λ1 = ∆f + 1
2S∞ − ∆f − K +

1
2

(
|∇f |2 + |A|2 +H2

f

)
+λ1 tem f -índice zero, concluímos a partir da Proposição 5.2.1 que

o operador

∆ + 1
2
(
|A|2 +H2

f

)
+ 1

2S∞ −
1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 + λ1 −K

tem índice zero.

(A): A desigualdade −λ1 ≤ δ ≤ 1
2S∞ −

1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 é satisfeita. Logo, (A.1) e

(A.2) seguem diretamente da Proposição 5.2.5 com a hipótese 1
2S∞−

1
2∆f+ 1

4 |∇f |
2+λ1 ≥ 0.

Observe que (A.3) e (A.4) são consequências da desigualdade em (A.2).

(B): Assumindo que Σ tem uma área finita, a função (δ + λ1)− é integrável e(1
2
(
|A|2 +H2

f

)
+ 1

2S∞ −
1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 + λ1

)
−
≤ (δ + λ1)−.

Como o lado esquerdo da desigualdade é integrável, o resultado desejado é obtido pela

Proposição 5.2.3.

5.6 Estabilidade de solitons em produtos warped

Considere M3 = I × P 2, onde (P, gP ) é uma variedade Riemanniana compacta

bidimensional e I = (t0,+∞), com t0 ≥ 0. A métrica warped em M é definida como

g = dt2 + h2(t)π∗P (gP ), onde πP é a projeção no fator P e h : I → R+ é uma função suave

fixada. O produto warped (M, g) é frequentemente denotado por I ×h P .

Definição 5.6.1. Uma imersão isométrica ψ : Σ2 → M3 é um soliton para o fluxo da

curvatura média em relação ao campo vetorial X ∈ X(M) se

c · g(X,N) = H



130

em Σ, para alguma constante c.

Um fato bem conhecido sobre produtos warped I ×h P é a existência de um

campo vetorial conforme fechado X = h(t) · ∂t, onde o fator de conformidade é dado por

h′(πI(x)) = h′(t). Então, ∇̃YX = h′(t)Y para todo Y ∈ X(M).

No restante da seção consideraremos o produto warped ponderado (M, g, e−fdµ),

onde M = I × P 2, g = dt2 + h2(t) π∗P (gP ) e a função peso satisfaz ∇f = X = h(t) · ∂t.

Fixado o valor c = −1, os sólitons para o fluxo de curvatura média no produto

warped I ×h P , em relação ao campo conforme X, têm a curvatura média ponderada Hf

dada por

Hf = H + g(N,∇f) = −g(X,N) + g(N,X) = 0.

Os sólitons em (M, g) = I ×h P são caracterizados como superfícies f -mínimas no produto

warped ponderado (M, g, e−fdµ). Assim, faz sentido estudar a estabilidade desses sólitons.

Nosso objetivo é classificar quais sólitons podem ser estáveis.

Um cálculo direto nos fornece que:

• ∆f = div(∇f) = div(h(t) ∂t) = ∑3
i=1 g(∇eih(t) ∂t, ei) = ∑3

i=1 g(h′(t) ei, ei) = 3h′(t).

• S∞ = S + 2∆f − |∇f |2 = S + 6h′(t)− h2(t).

•∇f = h(t) ∂⊥t = h(t)(∂t − g(∂t, N)N) = h(t) ∂t +HN .

•|∇f |2 = |X|2 + 2Hg(X,N) +H2 = h2(t)−H2.

• ∆f = div(h(t) ∂t +HN) = 2h′(t)−H2.

Agora, estamos prontos para aplicar as proposições das seções anteriores.

Proposição 5.6.1. Seja Σ uma superfície fechada, f -estável, f -mínima no produto warped

ponderado (M3, g, e−fdµ) satisfazendo∫
Σ
S + 6h′(t)− 1

2h
2(t)− 1

2H
2 dµ ≥ 0.

Então Σ é homeomorfo à esfera S2 ou ao toro plano T2. Além disso,

(a) Se a desigualdade estrita vale, então Σ é homeomorfo a S2;

(b) Se Σ é homeomorfo a T2, então Σ é totalmente geodésico e
∫

Σ S + 6h′(t)− 1
2h

2(t)−
1
2H

2 dµ = 0,

Demonstração. Basta observar que S∞ + 1
2 |∇f |

2 = S + 6h′(t)− 1
2h

2(t)− 1
2H

2 e aplicar a

Proposição 5.1.1.
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Proposição 5.6.2. Seja Σ uma superfície completa não compacta, f -estável, f -mínima

no produto warped ponderado (M3, g, e−fdµ), tal que
(

1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2
)
−

é

integrável em Σ. Então:

(A) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume quadrático.

(B) A função 1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 + 1

2 |A|
2 é integrável em (Σ, g), e∫

Σ

1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 + 1

2 |A|
2 dµ ≤ 2π χ(Σ).

(C) Se
∫

Σ
1
2S+2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 + 1

2 |A|
2 dµ = 2π χ(Σ), então (Σ, g) tem crescimento de

volume subquadrático e 1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 + 1

2 |A|
2−K ≡ 0 em q.t.p. da superfície

Σ.

Demonstração. Ressaltamos que o operador de estabilidade no produto warped ponderado

(M3, g, e−fdµ) é dado por

Jf = ∆f + 1
2(S∞ + |A|2 + |∇f |2)−∆f −K.

Pela Proposição 5.2.1, a f -estabilidade de Σ implica que o seguinte operador é não negativo

em Σ:

J = ∆ + 1
2(S∞ + |A|2 −∆f) + 1

4 |∇f |
2 −K. (5.33)

= ∆ + 1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 + 1

2 |A|
2 −K.

Portanto, basta aplicar a Proposição 5.2.3 comW = 1
2(S∞+|A|2+|∇f |2)−∆f e a = 1.

A próxima proposição é uma consequência da Proposição 5.2.7.

Proposição 5.6.3. Seja Σ uma superfície completa não compacta no produto warped

ponderado (M3, g, e−fdµ), sendo conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana

compacta com finitos pontos removidos. Seja q : Σ→ R uma função contínua em Σ tal que

q ≥ 1
4h

2(t)− h′(t) + 1
4H

2. Então o operador Lf = ∆f + q tem f -índice zero se e somente

se q = 1
4h

2(t)− h′(t) + 1
4H

2.

Quando o sóliton Σ tem f -índice finito, podemos aplicar a Proposição 5.4.3 no

operador de estabilidade ponderado e obter o seguinte resultado:

Proposição 5.6.4. Seja Σ uma superfície f -minima completa não compacta com f -índice

finito no produto warped ponderado (M3, g, e−fdµ), tal que
(

1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2
)
−
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é integrável em Σ.

Então,

(A) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume quadrático.

(B) A função 1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 + 1

2 |A|
2 é integrável em (Σ, g).

Nas próximas proposições, λ1 denotará o primeiro autovalor do operador de estabi-

lidade Jf = ∆f + 1
2(S∞ + |A|2 + |∇f |2)−∆f −K.

Proposição 5.6.5. Seja Σ uma superfície fechada f -mínima no produto warped ponderado

(M3, g, e−fdµ). Suponha que a constante

δ = 1
2|Σ|

∫
Σ
S + 6h′(t)− 1

2h
2(t)− 1

2H
2 dµ

é não negativa. Se o primeiro autovalor do operador de estabilidade satisfaz λ1 ≥ −δ,

então Σ é homeomorfa a esfera S2 ou ao toro plano T2. Além disso,

(a) Se ocorrer a desigualdade estrita, então Σ é homeomorfa a S2;

(b) Se Σ é homeomorfa a T2, então Σ é totalmente geodésica e λ1 = −δ.

Demonstração. Basta observar que S∞ + 1
2 |∇f |

2 = S + 6h′(t)− 1
2h

2(t)− 1
2H

2 e repetir a

prova da Proposição 5.5.1.

Proposição 5.6.6. Seja Σ uma superfície f -mínima completa não compacta no produto

warped ponderado (M3, g, e−fdµ), tal que 1
2S + 2h′(t) − 1

4h
2(t) − 3

4H
2 ≥ δ, para algum

δ ∈ R.

(A) Se o primeiro autovalor de Jf satisfaz λ1 ≥ −δ, então:

(A.1) A superfície (Σ, g) tem no máximo crescimento de volume quadrático e é conforme-

mente equivalente a C ou C• com as métricas padrão .

(A.2) A função 1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 + 1

2 |A|
2 + λ1 é integrável em (Σ, g), e

∫
Σ

1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 + 1

2 |A|
2 + λ1 dµ ≤ 2π χ(Σ).

(A.3) Se Σ é um cilindro, então (Σ, g) tem no máximo crescimento de volume linear, é

totalmente geodésica e 1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 ≡ λ1.

(A.4) Se existir ε > 0 tal que λ1 ≥ −δ + ε, então Σ é conformemente equivalente a C e

tem área finita.

(B) Se o primeiro autovalor de Jf satisfaz λ1 < −δ e Σ tem área finita, então:
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(B.1) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume qua-

drático.

(B.2) A função 1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 + 1

2 |A|
2 + λ1 é integrável em (Σ, g), e∫

Σ

1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t)− 3

4H
2 + 1

2 |A|
2 + λ1 dµ ≤ 2π χ(Σ).

(B.3) Se
∫
Σ

1
2S + 2h′(t) − 1

4h
2(t) − 3

4H
2 + 1

2 |A|
2 + λ1 dµ = 2πχ(Σ), então (Σ, g) tem

crescimento de volume subquadrático e 1
2S + 2h′(t)− 1

4h
2(t) + 1

4H
2 + 1

2 |A|
2 + λ1 −K ≡ 0

em q.t.p. da superfície Σ.

Em ambos os casos (A) e (B), temos∫
Σ
|A|2 dµ <∞.

Demonstração. Note que 1
2S∞ −

1
2∆f + 1

4 |∇f |
2 = 1

2S + 2h′(t)− 1
4h

2(t) + 1
4H

2 e repita a

prova da Proposição 5.5.2.

Exemplo 5.6.1. Considere o espaço do produto M3 = I × P 2 com a métrica padrão g.

A função warped é h(t) ≡ 1 enquanto a função peso é f(x) = πI(x) = t. Além disso, a

curvatura escalar S de (M, g) é igual à curvatura escalar SP da base (P 2, gP ). Com esta

configuração, os resultados desta seção podem ser aplicados diretamente. Para simplificar

os enunciados, usaremos a desigualdade

H = −g(∂t, N) =⇒ H2 ≤ 1.

Os corolários mais interessantes serão listados abaixo.

Corolário 5.6.1. (da Proposição 5.6.2): Seja Σ um sóliton completo não compacto f-

estável em (M3, g, e−fdµ), tal que
(

1
2SP − 1

)
−
é integrável em Σ. Então,

(A) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume quadrático.

(B)
∫

Σ
1
2SP − 1 + 1

2 |A|
2 dµ ≤ 2π χ(Σ).

(C) Se
∫

Σ
1
2SP −

1
4 −

3
4H

2 + 1
2 |A|

2 dµ = 2π χ(Σ), então (Σ, g) tem crescimento de volume

subquadrático e 1
2SP −

1
4 −

3
4H

2 + 1
2 |A|

2 −K ≡ 0 em q.t.p. da superfície Σ.

Corolário 5.6.2. (da Proposição 5.6.3): Seja Σ um sóliton completo não compacto em

(M3, g, e−fdµ), sendo conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana compacta

com finitos pontos removidos. Seja q : Σ → R uma função contínua em Σ tal que

q ≥ 1
4 + 1

4H
2 . Então, o operador Lf = ∆f + q tem f-índice zero se e somente se

q = 1
4 + 1

4H
2.
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Corolário 5.6.3. (da Proposição 5.6.4): Seja Σ um sóliton completo não compacto com

f -índice finito em (M3, g, e−fdµ), tal que
(

1
2SP − 1

)
−
é integrável em Σ. Então,

(A) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume quadrático.

(B)
∫

Σ
1
2SP − 1 + 1

2 |A|
2 dµ < +∞.

Para simplificar o enunciado, no próximo corolário lidaremos com o espaço homo-

gêneo M1 = R× S2.

Corolário 5.6.4. (da Proposição 5.6.6): Seja Σ um sóliton completo não compacto em

M1.

(A) Se o primeiro autovalor de Jf satisfaz λ1 ≥ 0, então:

(A.1) A superfície (Σ, g) tem no máximo crescimento de volume quadrático e é conforme-

mente equivalente a C ou C• com as métricas padrão.

(A.2) A função 1
2 |A|

2 + λ1 é integrável em (Σ, g), e
∫

Σ

1
2 |A|

2 + λ1 dµ ≤ 2π χ(Σ).

(A.3) Se Σ é um cilindro, então (Σ, g) tem no máximo crescimento de volume linear, é

totalmente geodésica e λ1 = −3
4 .

(A.4) Se λ1 > 0, então Σ é conformemente equivalente a C e tem área finita.

(B) Se o primeiro autovalor de Jf satisfaz λ1 < 0 e Σ tem área finita, então:

(B.1) A superfície (Σ, g) tem topologia finita e, no máximo, crescimento de volume qua-

drático.

(B.2) A função 1
2 |A|

2 + λ1 é integrável em (Σ, g), e
∫

Σ

1
2 |A|

2 + λ1 dµ ≤ 2π χ(Σ).

(B.3) Se
∫
Σ

3
4 −

3
4H

2 + 1
2 |A|

2 + λ1 dµ = 2π χ(Σ), então (Σ, g) tem crescimento de volume

subquadrático e 3
4 −

3
4H

2 + 1
2 |A|

2 + λ1 −K ≡ 0 em q.t.p. da superfície Σ.

Em ambos os casos (A) e (B), temos
∫

Σ
|A|2 dµ <∞.
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Capítulo 6

ESTIMATIVAS DE CRESCIMENTO, DENSIDADE E ESTABILIDADE

EM PRODUTOS WARPED

6.1 Resultados de monotonicidade

Considere um produto do tipo Mn+1 = I × P n, onde (P, gP ) é uma variedade

Riemanniana compacta n-dimensional e I = [t0,+∞) com t0 > 0. Dizemos que (M, g) é

um produto warped quando M é dotado com uma métrica warped g = dt2 + h2(t)π∗P (gP ),

onde πP é a projeção em P e h : I → R+ é uma função suave. O produto warped (M, g) é

frequentemente denotado por I ×h P .

É bem conhecido que o campo X = h(t) ∂t é um campo conforme fechado e vale

∇̃vX = fv para todo v ∈ X(M), onde o fator de conformidade é dado por f(x) :=

h′(πI(x)) = h′(t).

Ao longo da seção, consideraremos que h(t0) 6= 0 e fixaremos as notações Bρ = {(t, x) ∈

M : t0 ≤ t < ρ} e Σρ = Σ ∩ Bρ. Dizemos que uma hipersuperfície Σ é propriamente

mergulhada em (M, g) quando a fronteira ∂Σ coincide com Σ ∩ ∂M .

Nosso primeiro objetivo será estudar condições nas quais a função ϕ : [t0,∞)→ R

definida por

ϕ(ρ) := 1
h(ρ)n

∫
Σρ
f(t) dµ

seja monótona não decrescente.

Proposição 6.1.1. Se Σ é uma hipersuperfície propriamente mergulhada em (M, g) =

I ×h P , então

n

h(ρ)n
∫

Σρ
f(t) dµ =

∫
Σρ

(
1

h(t)n −
1

h(ρ)n

)
h(t)Hg(∂t, N) dµ+

∫
Σρ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ (6.34)

− h(t0)
(

1
h(t0)n −

1
h(ρ)n

)∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ.

Onde ∂>t e ∂⊥t denotam, respectivamente, as componentes tangente e normal de ∂t em

relação a X(Σ) e ν é o campo conormal a X(∂Σ) com respeito a X(Σ).

Demonstração. Primeiro, observe que ∇̃vX = f(t)v, para todo v ∈ X(M), implica em
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divΣX = nf(t). Desta forma,

divΣ
X

h(t)n = h(t)−n divΣ X + g(∇h(t)−n, X)

= h(t)−nnf(t)− nh(t)−n−1h′(t)g(∇t,X)

= nh(t)−nf(t)− nh(t)−nf(t)g(∂>t , ∂t)

= nh(t)−nf(t)g(∂⊥t , ∂⊥t ).

Em seguida, fixado algum γ ∈ (t0, ρ), definimos o seguinte campo vetorial sobre Σ:

W (x) :=



(
1

h(γ)n −
1

h(ρ)n

)
X(x) se t0 ≤ t = πI(x) ≤ γ,(

1
h(t)n −

1
h(ρ)n

)
X(x) se γ ≤ t = πI(x) ≤ ρ,

0 se t = πI(x) > ρ.

Segue diretamente da definição acima que∫
Σ

divΣ W dµ =
(

1
h(γ)n −

1
h(ρ)n

)∫
Σγ
nf(t) dµ− 1

h(ρ)n
∫

Σρ−Σγ
nf(t) dµ

+
∫

Σρ−Σγ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ

= 1
h(γ)n

∫
Σγ
nf(t) dµ− 1

h(ρ)n
∫

Σρ
nf(t) dµ

+
∫

Σρ−Σγ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ.

Uma vez que divΣ(W ) = divΣ(W>)−Hg(W,N), o Teorema da Divergência nos permite

concluir que ∫
∂Σ
g(W>, ν) dσ = − 1

h(ρ)n
∫

Σρ
nf(t) dµ+ 1

h(γ)n
∫

Σγ
nf(t) dµ (6.35)

+
∫

Σρ−Σγ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ+

∫
Σ
Hg(W,N) dµ.

Observando novamente a definição do campo W , o lado esquerdo e o último termo do lado

direito na equação acima assumem, respectivamente, as formas

•
∫
∂Σ
g(W>, ν) dσ = h(t0)

(
1

h(γ)n −
1

h(ρ)n

)∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ.

•
∫

Σ
Hg(W,N) dµ = 1

h(γ)n
∫

Σγ
Hg(X,N) dµ− 1

h(ρ)n
∫

Σρ
Hg(X,N) dµ

+
∫

Σρ−Σγ
h(t)−nHg(X,N) dµ.
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Substituindo em 6.35:

h(t0)
(

1
h(γ)n −

1
h(ρ)n

)∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ = − 1

h(ρ)n
∫

Σρ
nf(t) + h(t)Hg(∂t, N) dµ

+ 1
h(γ)n

∫
Σγ
nf(t) + h(t)Hg(∂t, N) dµ

+
∫

Σρ−Σγ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g + h(t)−n+1Hg(∂t, N) dµ.

Fazendo γ → t0, obtemos

n

h(ρ)n
∫

Σρ
f(t) dµ = − 1

h(ρ)n
∫

Σρ
h(t)Hg(∂t, N) dµ+

∫
Σρ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g + h(t)−n+1Hg(∂t, N) dµ

− h(t0)
(

1
h(t0)n −

1
h(ρ)n

)∫
∂Σ
g(∂Tt , ν) dσ,

que é o resultado desejado.

Observação 6.1.1. Suponha que Σ é uma hipersuperfície (sem fronteira) mergulhada em

(M, g) = (t0,∞) ×h P , onde Σ está situada fora de Bε para algum ε > t0. Seguindo a

prova da Proposição 6.1.1 obtém-se

n

h(ρ)n
∫

Σρ
f(t) dµ =

∫
Σρ

(
1

h(t)n −
1

h(ρ)n

)
h(t)Hg(∂t, N) dµ+

∫
Σρ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ. (6.36)

Segue diretamente da equação 6.34 que h(t) ser monótona, Hg(∂t, N) ≥ 0 em Σ e

g(∂>t , ν) ≤ 0 sobre ∂Σ implicam que ϕ(ρ) tem o mesmo tipo de monotonicidade que h(t).

De fato, temos os corolários:

Corolário 6.1.1. Seja (M, g) = I ×h P um produto warped cuja função warped h(t) é

não decrescente. Se Σ é uma hipersuperfície propriamente mergulhada em (M, g) tal que

Hg(∂t, N) ≥ 0 em Σ e g(∂>t , ν) ≤ 0 sobre ∂Σ, então a função ϕ(ρ) é monótona não

decrescente.

Corolário 6.1.2. Seja (M, g) = I ×h P um produto warped cuja função warped h(t) é

não crescente. Se Σ é uma hipersuperfície propriamente mergulhada em (M, g) tal que

Hg(∂t, N) ≥ 0 em Σ e g(∂>t , ν) ≤ 0 sobre ∂Σ, então a função ϕ(ρ) é monótona não

crescente.
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Observação 6.1.2. Nos corolários acima, a única hipótese imposta ao ambiente I ×h P

é que a função warped h(t) seja monótona. Ao longo desta seção, nos referiremos a esta

hipótese como "condição de monotonicidade".

Observação 6.1.3. Considere a variedade M = I × P n com a métrica conforme g =

ψ(t)2(dt2 + ρ(t)2dθ2). Ao fazermos a mudança de parâmetro s = F (t) =
∫ t
t0
ψ(y)dy, esta

métrica assume a forma g = ds2 + [ψ(t)ρ(t)]2dθ2.

A hipótese de ψ(t) ser positiva implica que s(t) e t(s) = F−1(s) são crescentes, pois

F ′(t) = ψ(t) > 0 e (F−1)′(s) = 1
ψ(t) > 0.

Se ψ(t) e ρ(t) são não decrescentes, então h(s) = ψ(t(s)) ρ(t(s)) é não decrescente e vale

a condição de monotonicidade definida na Observação 6.1.2.

Observação 6.1.4. Ocorre g(∂t, ν) = 0 se, e somente se, Σ = ∂M .

6.1.1 Exemplos

Nesta subseção serão introduzidas classes de hipersuperfícies nas quais poderemos

aplicar os corolários 6.1.1 e 6.1.2.

Definição 6.1.1. Dizemos que uma hipersuperfície Σ propriamente mergulhada em (M, g)

tem fronteira capilar quando Σ intersecta ∂M formando ângulos constantes; isto é;

g(∂t, N) é constante sobre ∂Σ. Em particular, Σ é dita ter fronteira livre em (M, g) se

g(∂t, N) = 0.

Note que a definição de fronteira capilar dada acima equivale a dizer que g(∂>t , ν) é

constante sobre ∂Σ, enquanto ter fronteira livre equivale a g(∂>t , ν) = −1. Logo, ambas as

definições descrevem maneiras de Σ intersectar ∂M satisfazendo a condição g(∂>t , ν) ≤ 0.

Definição 6.1.2. Seja Γ uma hipersuperfície fechada em P . O cone com base em Γ é a

hipersuperfície de (M, g) = I ×h P dada por CΓ = {(t, p) ∈M : t ∈ I e p ∈ Γ}.

Em todos os pontos de um cone CΓ, temos g(∂t, N) = 0. Em particular, todo cone

tem fronteira livre e segue de 6.34 que

ϕ(ρ) = h(t0)
n

(
1

h(t0)n −
1

h(ρ)n

)
|∂Σ| .

Agora, considere M = I × P munida com a métrica g = ψ(t) dt2 + φ(t)2 π∗P (gP ),

onde as funções ψ(t) e φ(t) são positivas e φ(t) é não decrescente. Podemos definir uma
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função contínua F : [t0,∞)→ R como sendo a única solução da EDO F ′(t) =
√
ψ(t) com

a condição inicial F (t0) = 0. Ao fazermos a mudança s = F (t), a métrica g é reescrita sob

a forma warped ds2 + φ2 ◦ h(s) π∗P (gP ), onde h : [0,∞)→ [t0,∞) denota a inversa de F .

Neste modelo, a função warped φ ◦ h(s) é não decrescente, pois h′(s) = 1√
ψ(t)

é positivo.

Desse modo, o ambiente (M, g) satisfaz a "condição de monotonicidade". Logo, a função

ϕ(ρ) := 1
h(ρ)n

∫
Σρ f(t) dµ será monótona não decrescente quando Hg(∂t, N) ≥ 0 em Σ e

g(∂>t , ν) ≤ 0 sobre ∂Σ.

Diante da vasta família de produtos warped satisfazendo a "condição de monotonici-

dade", destacaremos os espaços que descrevem modelos físicos para o exterior ao horizonte

de eventos em um buraco negro com massa ADM igual a m, satisfazendo as equações de

campo escritas por Einstein. Seguem alguns exemplos onde ocorre o que discutimos acima:

• deSitter Schwarzschild: M = (t, t)×Sn−1 com (t, t) = {t > 0 : 1−mt2−n−κt2 > 0}

e

g = 1
1−mt2−n − κt2dt

2 + t2dθ2.

• Schwarzschild: M = (t0,∞)× Sn−1 com t0 = m
1

n−2 e

g = 1
1−mt2−ndt

2 + t2dθ2.

• Anti-deSitter Schwarzschild: M = (t0,∞)×Sn−1, onde t0 é a única solução positiva

de 1 + t20 −mt2−n0 = 0, com a métrica

g = 1
1−mt2−n + t2

dt2 + t2dθ2.

• Reissner-Nordstrom: M = (t0,∞)× Sn−1, onde t0 é a maior entre as duas soluções

de 1−mt2−n0 + q2t4−2n
0 = 0 com m > 2q > 0 constantes, e a métrica

g = 1
1−mt2−n + q2t4−2ndt

2 + t2dθ2.

Em todos os modelos definidos acima, a fronteira ∂M = {t0} × Sn−1 é chamada

horizonte de eventos. Além disso, a função potencial estático satisfaz f(t0) = 0.

6.1.2 Solitons

Definição 6.1.3. Uma imersão isométrica ψ : Σn →Mn+1 é um soliton para o fluxo da

curvatura média com respeito a X ∈ X(M) se

c · g(X,N) = H



140

ao longo de ψ, para alguma constante c, que denotaremos por constante soliton.

No produto warped (M, g) = I ×h P é natural estudarmos os solitons para o fluxo

da curvatura média com respeito ao campo conforme fechado X = h(t) ∂t. Outro caso

interessante são os chamados translations solitons, quando se toma o campo paralelo

X = ∂t.

Considere a função soliton ζ(t) := nf(t) + ch2(t) introduzida por Alias, Lira e Rigoli

em [4]. Esta função desempenha um papel importante no desenvolvimento do Príncípio

do Máximo Fraco em solitons. Uma bela aplicação em que aparece a função soliton é o

fato que uma folha Ps = {s} × P é um soliton com respeito a X = h(t) ∂t tendo constante

soliton igual a c se, e somente se,

ζ(s) = nf(s) + ch2(s) = 0.

Segue diretamente da equação 6.34 com a definição 6.1.3 que a função

nϕ(ρ) =
∫

Σρ

(
ζ(t)
h(t)n −

ch2(t)
h(ρ)n

)
|∂⊥t |2g dµ

− h(t0)
(

1
h(t0)n −

1
h(ρ)n

)∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ

é monótona não decrescente sempre que c ≥ 0 e g(∂>t , ν) ≤ 0 sobre ∂Σ.

• Um exemplo interessante onde se aplica a fórmula acima são os Self-expanders (solitons

com respeito ao campo X = t ∂t e c > 0) no espaço euclidiano menos a bola unitária

Rn+1 −B(1) = [1,∞)×t Sn. Neste caso, temos a seguinte estimativa para o crescimento

de volume:

n

ρn
|Σρ| =

∫
Σρ

(
n+ ct2

tn
− ct2

ρn

)
|∂⊥t |2g dµ−

(
1− 1

ρn

)∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ

é monótona não decrescente sempre que g(∂>t , ν) ≤ 0 sobre ∂Σ.

Seja ξ(t) uma primitiva da função warped h(t). Considere o produto M = I × P n

com a métrica conforme g = e2c ξ(t) · δ, onde δ = dt2 + h(t)2dθ2 é a métrica warped. Dada

qualquer hipersuperfície isometricamente imersa em Σ ⊂ (M, g), podemos relacionar as

curvaturas médias de Σ com respeito as métricas g e δ por

Hg = e−cξ(t) ·Hδ − e−2cξ(t) · δ(N,∇ecξ(t)) = e−cξ(t) (Hδ − c · δ(N,∇ξ(t)))

= e−cξ(t) (Hδ − cξ′(t)δ(N,∇t)) = e−cξ(t) (Hδ − c · δ(N,X)) ,
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para mais detalhes veja [15].

Logo, Σ é mínima em (M, g) se, e somente se, c·δ(N,X) = Hδ. Então podemos caracterizar

os solitons em (M, δ) como hipersuperfícies mínimas em (M, g). Assim como foi discutido

anteriormente, para valer a condição de monotonicidade no ambiente (M, g) basta que a

função ecξ(t) · h(t) seja não decrescente. Para c > 0, temos que ecξ(t) é não decrescente,

pois ξ′(t) = h(t) ≥ 0. Portanto, vale a condição de monotonicidade em (M, g), sempre que

h(t) for não decrescente.

No caso de translations solitons (X = ∂t), com um argumento análogo ao anterior

(com ξ(t) = t) concluímos que a condição de monotonicidade também vale quando a

constante soliton c é positiva e h(t) é não decrescente.

Casos particulares de produtos warped I ×h P com h(t) não decrescente são:

(1) Espaço Euclidiano (menos uma bola): I = [t0,∞), P = Sn e h(t) = t.

(2) Espaços produto com a métrica produto (com fronteira): I = [t0,∞) e h(t) = 1.

(3) Espaço Hiperbólico (menos uma bola): I = [t0,∞), P = Sn e h(t) = senh(t).

(4) deSitter Schwarzschild, Schwarzschild, Anti-deSitter Schwarzschild, Reissner-Nordstrom.

6.2 Densidade

Nosso objetivo nesta seção é determinar uma maneira de entender o crescimento do

volume de hipersuperfícies Σ propriamente mergulhadas em um produto warpedM = I×hSn,

onde Sn está munida com a métrica redonda. Para isso, vamos comparar o crescimento

do volume |Σ| com o crescimento do volume de um cone fixado. Ao longo da seção,

consideraremos que a função potencial f(t) = h′(t) cumpre a condição limt→∞ f(t) = k

para alguma constante k > 0. Denotaremos esta hipótese sob o ambiente por "condição de

densidade".

Casos particulares de produtos warped I ×h P satisfazendo a condição de densidade são:

(1) Espaço Euclidiano (menos uma bola): I = [t0,∞), P = Sn e h(t) = t.

(2) Schwarzschild, Reissner-Nordstrom.

Definição 6.2.1. Seja Γ uma hipersuperfície fechada em Sn. O cone com base Γ é a

hipersuperfície de M dada por CΓ = {(t, p) ∈M : t ∈ I e p ∈ Γ}.

Definição 6.2.2. Definimos a Γ-densidade no infinito de uma hipersuperfície propriamente
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mergulhada Σ em M , com relação ao cone CΓ fixado, por

ΘΓ(Σ) = lim
ρ→∞

|Σ ∩Bρ|
|CΓ ∩Bρ|

sempre que o limite existe.

Podemos verificar que |CΓ ∩Bρ| = |Γ|
∫ ρ
t0
hn−1(t)dt. Nosso propósito é relacionar a

densidade no infinito com o limite da função ϕ analisada na seção anterior.

Proposição 6.2.1. Seja Σ uma hipersuperfície propriamente mergulhada em M . Então,

lim
ρ→∞

n

|Γ|ϕ(ρ) = lim
ρ→∞

n

|Γ|h(ρ)n
∫

Σρ
f dµ = ΘΓ(Σ).

Demonstração. A hipótese de limt→∞ f(t) = k implica que para cada n ∈ N existe rn ∈ R+

tal que |f(t)− k| < 1
n
, para todo t > rn. Logo,

lim
ρ→∞

1
|Σρ|

∫
Σρ
|f − k| dµ ≤ lim

ρ→∞

1
|Σρ|

∫
Σrn
|f − k| dµ+ 1

n

|Σρ − Σrn|
|Σρ|

= 1
n
, ∀n ∈ N.

=⇒ lim
ρ→∞

1
|Σρ|

∫
Σρ
f − k dµ = 0

=⇒ lim
ρ→∞

1
|Σρ|

∫
Σρ
f dµ = k.

Desse modo, podemos deduzir que

lim
ρ→∞

n

|Γ|h(ρ)n
∫

Σρ
fdµ = lim

ρ→∞

n|Σρ|
|Γ|h(ρ)n

1
|Σρ|

∫
Σρ
fdµ = k lim

ρ→∞

n|Σρ|
|Γ|h(ρ)n .

Por outro lado, temos

lim
ρ→∞

|Γ|h(ρ)n
n|CΓ ∩Bρ|

= lim
ρ→∞

|Γ|h(ρ)n
n|Γ|

∫ ρ
t0
h(t)n−1dt

= lim
ρ→∞

h(ρ)n−1h′(ρ)
h(ρ)n−1 = lim

ρ→∞
f(ρ) = k.

Então, se ΘΓ(Σ) existe, ele pode ser escrito da forma

ΘΓ(Σ) = lim
ρ→∞

|Σρ|
|CΓ ∩Bρ|

= lim
ρ→∞

n|Σρ|
|Γ|h(ρ)n

|Γ|h(ρ)n
n|CΓ ∩Bρ|

= k lim
ρ→∞

n|Σρ|
|Γ|h(ρ)n ,

e a igualdade está provada.

Suponhamos que Σ tem curvatura média limitada e crescimento de volume satisfa-

zendo

lim
ρ→∞

|Σρ|
h(ρ)n−1 = 0.
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Aplicando as Proposições 6.1.1 e 6.2.1, concluímos que a densidade satisfaz

ΘΓ(Σ) = lim
ρ→∞

n

|Γ|ϕ(ρ) = 1
|Γ|

∫
Σ

1
h(t)n−1Hg(∂t, N) dµ− lim

ρ→∞

1
|Γ|h(ρ)n

∫
Σρ
h(t)Hg(∂t, N) dµ

+ 1
|Γ|

∫
Σ

nf

h(t)n |∂
⊥
t |2g dµ−

1
|Γ|h(t0)n−1

∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ

≥ 1
|Γ|

∫
Σ

1
h(t)n−1Hg(∂t, N) dµ− 1

|Γ|h(t0)n−1

∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ.

Valendo a igualdade quando Σ é um cone. Nesse caso, a densidade é dada por

ΘΓ(CΩ) = 1
h(t0)n−1

|Ω|
|Γ| .

Se Σ tem fronteira livre, a desigualdade acima assume a forma

ΘΓ(Σ) ≥ 1
|Γ|

(
1

h(t0)n−1 |∂Σ|+
∫

Σ

1
h(t)n−1Hg(∂t, N) dµ

)
.

Quando Σ é uma hipersuperfície mínima propriamente mergulhada em (M, g),

conseguimos limitar inferiormente a densidade por um termo que só depende da fronteira

de Σ e da maneira como Σ intersecta ∂M , tal limitação é dada por

ΘΓ(Σ) ≥ − 1
|Γ|h(t0)n−1

∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ.

Em particular, se forem cumpridas as condições de fronteira livre e H = 0, a densidade

admite a simples limitação inferior

ΘΓ(Σ) = 1
|Γ|

∫
Σ

nf(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ+ 1

h(t0)n−1
|∂Σ|
|Γ| ≥

1
h(t0)n−1

|∂Σ|
|Γ| .

• No caso de solitons para o fluxo da curvatura média com respeito a X = h(t) ∂t, temos

ΘΓ(Σ) = 1
|Γ|

(∫
Σ

ζ(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ−

1
h(t0)n−1

∫
∂Σ
g(∂>t , ν) dσ

)
.

Observação 6.2.1. Suponha que Σ é um soliton (sem fronteira) com respeito a X = h(t) ∂t
mergulhado em (M, g) = (t0,∞)×h P , onde Σ está situado fora de Bε para algum ε > t0.

Seguindo os mesmos passos desta seção, obtemos

ΘΓ(Σ) = 1
|Γ|

∫
Σ

ζ(t)
h(t)n |∂

⊥
t |2g dµ.
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6.3 Estabilidade de cones totalmente geodésicos

Considere uma variedade Riemanniana 3-dimensional M = I×P , onde I = [t0,∞)

e (P, δP ) denota R2 com a métrica euclidiana ou S2 com a métrica redonda. Podemos

munir M com a métrica warped δ = dt2 + h2(t) · π∗P (δP ), onde πP é a projeção no fator

P , t = πI e h : I → R+ é uma função suave dada. Suporemos que (M, δ) tem curvatura

de Ricci constante igual a r. No restante da seção, g denotará uma métrica conforme da

forma g = e2ϕ(t) · δ, onde ϕ : I → R é uma função suave positiva. Note que todo cone

totalmente geodésico Σ0 ⊂ (M, g) da forma Σ0 = I × γ, onde γ é uma geodésica de P ,

tem fronteira livre devido ao campo ∂t ser tangente a Σ0. A hipótese de g ser conforme a

métrica warped δ implica que Σ0 tem fronteira livre em (M, g), logo suas variações normais

são admissíveis para o estudo de estabilidade.

O propósito desta subseção é desenvolver um método que permita estimar a região

em M onde Σ0 é estável. A principal dificuldade na execução deste método em exemplos

concretos reside na resolução de determinadas EDO’s que surgem durante o processo.

O índice de Morse em Σ0(R) coincide com o número de autovalores negativos,

contados com multiplicidade, do operador de Jacobi

JΣ0 = ∆Σ0u+Ricg(N,N)u

com as condições de fronteira
u = 0 sobre Σ0 ∩ {|x| = R},
∂u

∂ν
= 0 sobre ∂Σ0.

Seguindo os resultados em [16], o Laplaciano sobre uma superfície Σ isometrica-

mente imersa em um produto warped (M, δ) é dado por

∆δ
Σu(t, p) = 1

h2(t)∆ut(p) + h′(t)
h(t)

∂u

∂t
+ ∂2u

∂t2

com ut(p) := u(t, p). Baseado na conformidade das métricas g e δ, junto as fórmulas em

[15], obtemos as relações:

(I): Ricg = Ricδ − Hessδ ϕ(t) + dϕ(t)⊗ dϕ(t) + (∆δϕ(t)− |dϕ(t)|2)δ.

(II): ∆g
Σ0u = e−2ϕ(t)∆δ

Σ0u.

Um cálculo direto usando os fatos de que a função ϕ só depende do fator t = πI e

δ(∂t, N) = 0 nos fornece:
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• ∇δϕ(t) = ϕ′(t)∇δt = ϕ′(t)∂t.

• dϕ(t)⊗ dϕ(t)(N,N) = (Nϕ(t))2 = δ(∇δϕ(t), N)2 = 0.

• |dϕ(t)|2 = |∇δϕ(t)|2 = ϕ′(t)2.

Por fim, temos também a relação

∆δϕ =
2∑
j=1

δ(∇̃ej∇δϕ, ej) + e2ϕδ(∇̃N∇δϕ,N)

= ∆δ
Σ0ϕ−Hδ(∇

δϕ,N) + e2ϕ Hessδ ϕ(N,N)

= ∆δ
Σ0ϕ+ e2ϕ Hessδ ϕ(N,N).

Portanto, o operador de Jacobi assume a forma

JΣ0u = ∆g
Σ0u+Ricg(N,N)u

= e−2ϕ(t)∆δ
Σ0u+ ru− Hessδ ϕ(N,N)u

+ e−2ϕ(t)
(
ϕ′′(t) + h′(t)

h(t) ϕ
′(t) + e2ϕ(t) Hessδ ϕ(N,N)− ϕ′(t)2

)
u

= e−2ϕ(t)∆δ
Σ0u+ e−2ϕ(t)

(
ϕ′′(t) + h′(t)

h(t) ϕ
′(t)− ϕ′(t)2

)
u+ ru.

Definindo a função G(t) := ϕ′′(t) + h′(t)
h(t) ϕ

′(t) − ϕ′(t)2 + e2ϕ(t)r, o problema de

autovalores do operador de Jacobi assume a forma

JΣ0u+ λu = 0 =⇒ ∆δ
Σ0u+G(t)u+ e2ϕ(t)λu = 0 em Σ0(R),

com as condições de fronteira
u = 0 sobre Σ0 ∩ {t = R},
∂u

∂ν
= 0 sobre ∂Σ0.

Uma vez que h(t) e ϕ(t) são suaves, com h(t) positiva, concluímos que G(t) não

tem singularidades em (t0,+∞). O sistema acima passará a ser denotado por (F).

Nosso objetivo é transformar o sistema (F) em equações de Ricatti envolvendo

funções que só dependem do fator t. Para isso, consideramos a separação de variáveis

u(t, p) =
∑
k∈Z

uk(t) · eikp.

Dessa maneira, as soluções do sistema (F) devem satisfazer, para cada k ∈ Z, o problema

u′′k(t) + h′(t)
h(t) u

′
k(t)−

k2

h2(t)uk(t) +G(t)uk + e2ϕ(t)λuk = 0 (6.37)
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com as condições de fronteira uk(R) = 0 e u′k(r0) = 0.

Agora, faremos mudanças de variáveis que permitam escrever as EDOs acima na forma

de equações de Ricatti.

Primeira mudança: vk(t) =
√
h(t) · uk(r).

vk =
√
huk =⇒ v′k = 1

2h
−1/2h′uk + h1/2u′k = 1

2h
−1h′vk + h1/2u′k

=⇒ v′′k =
(
−1

4h
−3/2(h′)2 + 1

2h
−1/2h′′

)
uk + 1

2h
−1/2h′u′k + 1

2h
−1/2h′u′k + h−1/2u′′k

= −1
4h
−2(h′)2vk + 1

2h
−1h′′vk + h−1/2h′u′k + h−1/2u′′k.

Segue que
√
h

(
u′′k + h′

h
u′k

)
= vk

′′ +
(

(h′)2 − 2hh′′
4h2

)
vk. (6.38)

Ao multiplicarmos ambos os lados da equação 6.37 por
√
h(t) e substituir a expressão

na equação 6.38, concluímos que vk(t) deve resolver o problema

v′′k(t) + vk(t) ·
(
h′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) − k2

h2(t) +G(t) + e2ϕ(t)λ

)
= 0

com as condições de fronteira vk(R) = 0 e v′k(t0) = h′(t0)
2f(t0)vk(t0).

Pela unicidade de soluções, quando uk não é identicamente nula, verificamos que v′k(t) 6= 0

sempre que vk(t) = 0. Assim, os zeros de vk(t) são isolados.

Segunda mudança: Longe dos zeros de vk, definimos

γk(t) = v′k(t)
vk(t)

=⇒ γ′k(t) + γk(t)2 = v′′k(t)
vk(t)

.

Logo, γk(t) deve resolver a equação de Ricatti

γ′k(t) + γk(t)2 = −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) + k2

h2(t) −G(t)− e2ϕ(t)λ (6.39)

com as condições de fronteira

lim
t→R−

γk(t) = −∞ e γk(t0) = h′(t0)
2h(t0) . (6.40)

A primeira condição em 6.40 pode ser deduzida diretamente da equação 6.39.

De fato, a condição na fronteira vk(R) = 0 implica que γk(t)2 cresce para o infinito
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quando t se aproxima de R, no entanto, o lado direito de 6.39 é limitado em (t0,+∞).

Analogamente, concluímos que em toda raiz s de vk(t) deve valer limt→s− γk(t) = −∞ e

limt→s+ γk(t) = +∞.

Estamos interessados em estudar a equação de Ricatti 6.39 com λ negativo e soluções

definidas no intervalo [t0, R], exceto nas singularidades de vk(t), que são pontos isolados e

incluem t = R.

Proposição 6.3.1. Se para cada k 6= 0 existe uma função Fk : [t0,∞) → R tal que

Fk(t) ≤ −h′(t)2−2h(t)h′′(t)
4h2(t) + k2

h2(t) −G(t) e a solução ψk : [t0,∞)→ R do problema

ψk
′(t) + ψk(t)2 = Fk(t)

ψk(t0) = h′(t0)
2h(t0)

não tem singularidades, então:

(a) As soluções do problema (F) com λ ≤ 0 são funções da forma u = u(t).

(b) Os autovalores não positivos associados ao problema (F) tem multiplicidade um.

Demonstração. Mostraremos que, para cada k 6= 0, não existe solução para o problema

6.39, com λ < 0, satisfazendo as condições de fronteira em 6.40. Suponha, por absurdo,

que existe tal solução γk. Então

γ′k(t) + γk(t)2 = −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) + k2

h2(t) −G(t)− e2ϕ(r)λ

≥ −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) + k2

h2(t) −G(t) ≥ Fk(t) = ψk
′(t) + ψk(t)2

com a igualdade na fronteira γk(t0) = ψk(t0) = h′(t0)
2h(t0) .

O nosso objetivo é usar ψk como uma barreira que impeça a suposta solução γk de cumprir

a condição limt→R− γk(t) = −∞. Neste sentido, é importante notar que γ′k + γ2
k ≥ ψ′k + ψ2

k

e γk(t0) = ψk(t0) implicam que γk(t) ≥ ψk(t) para todo t ∈ [t0, s0), onde s0 é a primeira

singularidade de ψk. Como ψk não tem singularidades, vale γk(t) ≥ ψk(t) para todo t ≥ r0.

Logo, a condição limt→R− γk(t) = −∞ implicaria em ψk ter singularidade, gerando uma

contradição.

Logo, toda solução u do problema (F) é da forma

u(t, p) =
∑
k∈Z

uk(t) · eikp = u0(t)

e isto demonstra a parte (a).
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Dado qualquer autovalor λ ≤ 0 para o problema (F), a parte (a) implica que

as autofunções associadas a λ só dependem do fator t = πI e estão biunivocamente

relacionadas as soluções γ0 : [r0, R]→ R do problema

γ′0(t) + γ0(t)2 = −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) + k2

h2(t) −G(t)− e2ϕ(r)λ

com as condições de fronteira

lim
t→R−

γ0(t) = −∞ e γ0(t0) = h′(t0)
2h(t0) .

Portanto, a parte (b) segue diretamente do teorema de existência e unicidade de soluções

para EDO’s com condições de fronteira determinadas.

A próxima proposição apresenta uma maneira direta de verificar a possível estabili-

dade de Σ0 em (M, g) analisando a existência de singularidades da solução de uma EDO

determinada pela função warped f(t) e pela função conforme ϕ(t) da métrica g.

Proposição 6.3.2. Se existe uma função F : [t0,∞)→ R tal que F (t) ≤ −h′(t)2−2h(t)h′′(t)
4h2(t) −

G(t) e a solução ψ : [t0,∞)→ R do problema
ψ′(t) + ψ(t)2 = F (t)

ψ(t0) = h′(t0)
2h(t0)

não tem singularidades, então Σ0 é estável.

Demonstração. Podemos seguir os passos da demonstração anterior, desta vez sendo válido

para todo k ∈ Z.

Agora, suponhamos que vale a proposição 6.3.1 e que existe uma função F (t) ≤

−h′(t)2−2h(t)h′′(t)
4h2(t) −G(t), tal que a solução da EDO anterior tem uma única singularidade.

No intuito de analisar as autofunções radiais associadas aos autovalores negativos do

problema (F), consideraremos a família de funções φc : [t0,∞)→ R que são soluções da

EDO

(∗∗)


φ′(t) + φ(t)2 = F (t)

φ(t0) = c.

Em particular, denotaremos por φc(t) a solução tal que φc(t0) = c = h′(t0)
2h(t0) . Além

disso, adicionaremos a hipótese de que cada φc tem uma única singularidade em t = Rc e
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tais singularidades formam uma sequência crescente. Note que tal hipótese concorda com o

fato que limt→R−c φc(t) = −∞. Desse modo, conseguiremos mostrar que Σ0 tem no máximo

índice um.

Proposição 6.3.3. Para todo λ < 0, a solução γλ(t) da equação de Ricatti
γ′(t) + γ(t)2 = −h′(t)2−2h(t)h′′(t)

4h2(t) −G(t)− e2ϕ(r)λ

γ(t0) = h′(t0)
2h(t0)

tem no máximo uma singularidade.

Demonstração. Parte 1: γλ(t) não tem singularidade em [t0, Rc) :

Inicialmente, observe que
γ′λ(t) + γλ(t)2 = −h′(t)2−2h(t)h′′(t)

4h2(t) −G(t)− e2ϕ(r)λ > −h′(t)2−2h(t)h′′(t)
4h2(t) −G(t) ≥ φ′c(t) + φc(t)2

γλ(t0) = h′(t0)
2h(t0) = φc(t0)

implica em γλ(t) ≥ φc(t), para todo t ∈ [t0, Rc]. Uma vez que limt→s− γλ(t) = −∞ para

toda singularidade s de γλ, a barreira φc(t) impede γλ(t) de atingir qualquer ponto de

singularidade em [t0, Rc).

Parte 2: Rc não é uma singularidade de γλ(t):

Suponha, por contradição, que γλ(t) tem uma singularidade em Rc. Fixemos um

ponto p = (tp, γλ(tp)) no gráfico de γλ(t), tal que γλ(tp) > φc(tp). Seja φc(t) a solução da

EDO (∗∗) pasando por p. Como φc(tp) = γλ(tp) > φc(tp), ocorre a monotonicidade c > c e

Rc > Rc. Por outro lado, 
γ′λ(t) + γλ(t)2 > φ′c(t) + φc(t)2

γλ(tp) = φc(tp)

implica em γλ(t) ≥ φc(tp), para todo t ∈ [tp, Rc]. Então a barreira φc(t) impede γλ(t) de

atingir qualquer ponto de singularidade em [t0, Rc). Isto gera uma contradição, visto que

Rc ∈ [t0, Rc).

Parte 3: γλ(t) tem no máximo uma singularidade em (Rc,+∞):

Seja Rλ a primeira singularidade de γλ(t), sabemos que Rλ > Rc e

lim
t→R+

λ

γλ(t) = +∞.
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Dado que a única singularidade de φc ocorre antes de Rλ, vale a desigualdade γλ(t) > φc(t)

no intervalo (Rλ, t) com t suficientemente próximo de Rλ. Esta desigualdade nos permite

usar φc como uma barreira que impede γλ de ter a segunda singularidade em (Rλ,+∞).

Proposição 6.3.4. O índice de Morse de Σ0 é no máximo um.

Demonstração. Fixado qualquer R > t0, mostraremos que Σ0(R) tem índice de Morse no

máximo um.

Seja λ um autovalor negativo da forma quadrática associada a segunda derivada

do funcional área em Σ0(R) restrito aos campos vetoriais que se anulam em Σ ∩ {t = R}

e são tangenciais ao longo de ∂M . Por consequência da Proposição 6.3.1, λ deve ter

multiplicidade um e sua autofunção u = u(t) só depende do fator t = πI .

O problema (F)
JΣ0u(t) + λu(t) = ∆δ

Σ0u(t) +G(t)u(t) + e2ϕ(t)λu(t) = 0,

u(R) = 0 e ∂u
∂ν

(t0) = 0

é equivalente aos problemas
v′′(t) + v(t) ·

(
h′(t)2−2h(t)h′′(t)

4h2(t) +G(t) + e2ϕ(t)λ
)

= 0

v(R) = 0 e v′(t0) = h′(t0)
2h(t0) .

com v(t) =
√
h(t) · u(t) e


γ′(t) + γ(t)2 = −h′(t)2−2h(t)h′′(t)

4h2(t) −G(t)− e2ϕ(t)λ

γ(t0) = h′(t0)
2h(t0)

com γ(t) = v′(t) · v(t)−1. Sabemos que as raízes de v(t) são pontos isolados nos quais γ(t)

não está definido, ao longo da seção temos nos referido a estas raízes como singularidades

de γ(t). Segundo a Proposição 6.3.3, γ(t) tem no máximo uma singularidade. Além disso,

v(R) = u(R) = 0. Logo, u(t) > 0 para todo t ∈ [t0, R). A única autofunção com um sinal

bem definido é aquela associada ao primeiro autovalor, isto implica que o único autovalor

associado ao problema (F) que pode ser negativo é o primeiro. Desse modo, o índice de

Morse de Σ0(R) é no máximo um.
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6.3.1 Exemplos

Assim como na subseção anterior, estudaremos os solitons em produtos warped

I ×h P 2. Vimos que os solitons podem ser caracterizados como superfícies mínimas em

um espaço conforme ao produto warped, com um fator conforme apropriado. Note que os

cones totalmente geodésicos são superfícies mínimas para qualquer espaço conforme ao

produto warped inicial. Logo, faz sentido estudarmos a sua estabilidade como um soliton.

Caso 1: Σ0 visto como um soliton em relação ao campo conforme fechado X = h(t) · ∂t:

Σ0 é uma superfície mínima em M = I ×P 2 com a métrica conforme g = e2ϕ(t) · δ,

onde δ = dt2 + h(t)2dθ2 é a métrica warped e ϕ(t) é uma primitiva de h(t). Nesse caso,

temos

G(t) := ϕ′′(t) + h′(t)
h(t) ϕ

′(t)− ϕ′(t)2 + e2ϕ(t)r = h′(t) + h′(t)
h(t) h(t)− h(t)2 + e2ϕ(t)r

= 2h′(t)− h(t)2 + e2ϕ(t)r.

• Segundo a Proposição 6.3.2, dada uma função F : [t0,∞)→ R tal que

F (t) ≤ −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) −G(t) = −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) − 2h′(t) + h(t)2 − e2ϕ(t)r,

Σ0(R) será estável para todo R ∈ (t0, s), onde s é a primeira singularidade da solução da

seguinte EDO:

(∗)


ψ′(t) + ψ(t)2 = F (t)

ψ(t0) = h′(t0)
2h(t0) .

Exemplo 6.3.1. δ é a métrica produto [h(t) = 1]:

• −h′(t)2−2h(t)h′′(t)
4h2(t) − 2h′(t) + h(t)2 − e2ϕ(t)r = −e2tr + 1.

• Se r ≤ 0, tome a função F (t) ≡ 0. A EDO (∗) assume a forma
ψ′(t) + ψ(t)2 = 0

ψ(t0) = 0,

cuja solução ψ(t) ≡ 0 não tem singularidades, portanto, Σ0 é estável.

• Quando 0 < r < 1, a estabilidade de Σ0(R) é garantida para R ∈
(
t0,− ln r

2

)
, onde vale

−e2tr + 1 ≥ 0.
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Exemplo 6.3.2. O Exemplo 6.3.1 pode ser generalizado para qualquer função suave positiva

h : [0,∞)→ R satisfazendo a desigualdade h′(t)2 − 2h(t)h′′(t) + 8h(t)2h′(t)− 4h(t)4 ≤ 0.

Exemplo 6.3.3. h(t) = t e t0 > 0:

• −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) − 2h′(t) + h(t)2− re2ϕ(t) = − 1
4t2 − 2 + t2− ret2 . Note que a função

t2 − 1
4t2 − 2 é crescente quanto t é positivo.

• Se r ≤ 0 e t20 −
1

4t20
− 2 ≥ 0, basta escolher a função F (t) ≡ 0 para concluirmos que Σ0

estável. Para r = 0, tome t0 > 1, 46.

Quando P = S2, a variedade (M, δ) é o espaço euclidiano menos uma bola aberta de raio

t0 centrada na origem.

Exemplo 6.3.4. Espaço Hiperbólico:

O espaço hiperbólico H3 pode ser escrito como um produto warped I ×h S2, onde

I = (0,+∞) e h(t) = senh(t). Neste modelo temos r = −2, ϕ(t) = cosh(t) e

−h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) − 2h′(t) + h(t)2 − e2ϕ(t)r = −cosh
2(t)− 2senh2(t)
4senh2(t)

− 2cosh(t) + senh2(t) + 2e2cosh(t)

é crescente quando t é positivo. Além disso, a expressão acima é positiva para t ≥ 0, 21.

Logo, Σ0 é estável na região [t0,+∞)×f S2 com t0 = 0, 21.

Exemplo 6.3.5. Espaço Hiperbólico:

O espaço H3 também pode ser escrito como o produto warped R×hR2 com h(t) = et.

Desse modo temos r = −2, ϕ(t) = et e

−h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) − 2h′(t) + h(t)2 − e2ϕ(t)r = 1
4 − 2et + e2t+ 2e2et

é positivo para todo t ∈ R. Logo, a escolha da função F (t) ≡ 0 nos permite concluir que

Σ0 é estável.

Caso 2: Σ0 visto como um translation soliton com respeito ao campo X = ∂t:

Σ0 é uma superfície mínima em M = I × P 2 com a métrica conforme g = e2t · δ, onde

δ = dt2 + h(t)2dθ2 é a métrica warped. Nesse caso, temos G(t) = h′(t)
h(t) + e2tr − 1.
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• Segundo a Proposição 6.3.2, dada uma função F : [t0,∞)→ R tal que

F (t) ≤ −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) −G(t) = −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t) + 4h(t)h′(t)

4h2(t) − e2tr + 1

temos que Σ0(R) é estável para R ∈ (t0, s), onde s é a primeira singularidade da solução

da seguinte EDO:

(∗)


ψ′(t) + ψ(t)2 = F (t)

ψ(t0) = h′(t0)
2h(t0) .

Exemplo 6.3.6. δ é a métrica produto [h(t) = 1].

Coincide com o Exemplo 6.3.1.

Exemplo 6.3.7. Podemos generalizar o Exemplo 6.3.6 para qualquer função suave positiva

h : [0,∞) → R satisfazendo a desigualdade h′(t)2 − 2h(t)h′′(t) + 4h(t)h′(t) ≤ 0. Uma

classe particular são as funções da forma h(t) = eg(t), onde g : [0,∞)→ R é suave com

g′(t)2 − 4g′(t) + 2g′′(t) ≥ 0.

Basta observar que

h′(t)2 − 2h(t)h′′(t) + 4h(t)h′(t) = g′(t)2e2g(t) − 2g′′(t)e2g(t) − 2g′(t)2e2g(t) + 4g′(t)e2g(t)

= −e2g(t)
(
g′(t)2 − 4g′(t) + 2g′′(t)

)
≤ 0.

Exemplo 6.3.8. h(t) = t e t0 > 0:

• −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t) + 4h(t)h′(t)

4h2(t) + 1 = −4t+ 1
4t2 + 1 é uma função crescente quando t é

positivo.

• Se r ≤ 0 e −4t0 + 1
4t20

+ 1 ≥ 0, tome F (t) ≡ 0 para obter a estabilidade de Σ0. Em

particular, quando r = 0 basta impor a condição t0 > 1, 21 e Σ0 será estável.

• Quando 0 < r < ln 4t20+4t0+1
4t20

, podemos garantir a estabilidade de Σ0(R) para R ∈(
t0,

1
2 ln 4t20+4t0+1

4rt20

)
, onde vale 4t0 + 1

4t20
− e2tr + 1 ≥ 0.

Exemplo 6.3.9. Espaço Hiperbólico:

Analogamente ao Exemplo 6.3.4, temos

−h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t) + 4h(t)h′(t)

4h2(t) − e2tr + 1 = −cosh
2(t)− 2senh2(t) + 4senh(t)cosh(t)

4senh2(t)

+ 2e2t + 1
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crescente quando t é positivo. Além disso, a expressão acima é positiva para t ≥ 0, 34.

Logo, Σ0 é estável na região [t0,+∞)×h S2 com t0 = 0, 34.

Exemplo 6.3.10. Espaço Hiperbólico:

Analogamente ao Exemplo 6.3.5, temos

−h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t) + 4h(t)h′(t)

4h2(t) − e2tr + 1 = 1
4 + 2e2t

positivo para todo t ∈ R. Então Σ0 é estável.

Exemplo 6.3.11. Variedade conforme a um produto canônico:

Supondo a função warped h(t) ≡ 1, o fator G(t) assume a forma

G(t) = ϕ′′(t)− ϕ′(t)2 + re2ϕ(t).

• Segundo a Proposição 6.3.2, dada uma função F : [t0,∞)→ R tal que

F (t) ≤ −h
′(t)2 − 2h(t)h′′(t)

4h2(t) −G(t) = −ϕ′′(t) + ϕ′(t)2 − re2ϕ(t),

temos que Σ0(R) é estável para R ∈ (t0, s), onde s é a primeira singularidade da solução

da seguinte EDO:

(∗)


ψ′(t) + ψ(t)2 = F (t)

ψ(t0) = 0.

Em particular, se re2ϕ(t) + ϕ′′(t) ≤ 0, então a escolha F (t) ≡ 0 implica na estabilidade de

Σ0.
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