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Resumo

Nesta tese provamos que ndo existem hipersuperficies de dimensdo trés no espaco Euclidi-
ano de dimensdo quatro, com curvatura escalar zero, completas e estdveis, satisfazendo certas
condic¢des de curvatura. Em seguida provamos, em colaboracdo com Hilario Alencar, uma de-
sigualdade do valor médio e uma férmula de monotonicidade envolvendo as curvaturas média
e escalar de uma hipersuperficie imersa em uma variedade Riemanniana de curvatura seccional
limitada superiormente por uma constante. Além disso, demonstramos uma desigualdade tipo
Poincaré envolvendo curvaturas média e escalar de hipersuperficies imersas em variedades Rie-
mannianas de curvatura seccional limitada superiormente por uma constante. Aplicamos essa
desigualdade para obter um resultado sobre hipersuperficies estdveis de curvatura escalar zero
no espago Euclidiano.

Palavras-chave: Estabilidade, Curvatura escalar, Graficos, Curvatura de Gauss-Kronecker,
Volume, Curvatura média, Vizinhanga tubular, Monotonicidade, Desigualdade de Poincaré,
Valor médio, Desigualdade isoperimétrica.



Abstract

In this thesis we prove there is no complete hypersurfaces of dimension three in the Eucli-
dean space of dimension four, satisfying some conditions of curvature. Next, we prove in a
work jointly with Hildrio Alencar, a mean value inequality and a monotonicity formula invol-
ving the mean and scalar curvatures of hypersurfaces immersed into a Riemannian manifold of
sectional curvature bounded above by some constant. Moreover, we prove a Poincaré type ine-
quality involving the mean curvature and the scalar curvature of hypersurfaces immersed into
Riemannian manifolds of sectional curvature bounded above by some constant. We apply this
inequality to obtain a result about stable hypersurfaces with zero scalar curvature in Euclidean
space.

Keywords: Stability, Scalar curvature, Graphs, Gauss-Kronecker curvature, Volume, Mean
curvature, Tubular neighbourhood, Monotonicity, Poincaré Inequality, Mean value, Isoperime-
tric inequality.
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Introducao

Nesta tese demonstramos alguns resultados envolvendo curvatura escalar de hipersuperficies
em variedades Riemannianas.

No primeiro capitulo, provamos que nao existem hipersuperficies de curvatura escalar zero,
estdveis, completas no espaco Euclidiano de dimensdo quatro, com crescimento de volume po-

linomial, tais que — 3 ) > ¢ > 0 em todo ponto para alguma constante ¢ > 0, onde K denota a

curvatura de Gauss-Kronecker e H denota a curvatura média da imersdo. Como consequéncia
(;If) >c>0
em todo ponto para alguma constante ¢ > 0. Finalmente mostramos que, se existem hipersuper-
(=K)

H3
¢ > 0, entdo a vizinhanga tubular ndo é mergulhada para um raio adequado.

No segundo capitulo estabelecemos alguns resultados, obtidos em colaboracdo com Hildrio
Alencar, sobre monotonicidade de fun¢des envolvendo as curvaturas média e escalar de uma
hipersuperficie propria imersa em uma variedade Riemanniana com curvtura seccional limitada
superiormente por uma contante. Como consequéncia das técnicas usadas na demonstragdo dos
resultados acima, provamos uma desigualdade de Poincaré envolvendo as curvaturas média e
escalar de hipersuperficies imersas em uma variedade Riemanniana com curvatura seccional
limitada superiormente por uma constante. Aplicamos essa desigualdade para obter uma desi-
gualdade isoperimétrica envolvendo a integral da curvatura média, além de um resultado sobre
hipersuperficies estdveis de curvatura escalar zero no espaco Euclidiano.

obtemos que ndo existem graficos inteiros com curvatura escalar zero e tais que

ficies estdveis com curvatura escalar zero e > ¢ > 0 em todo ponto para alguma constante



CAPITULO 1

Hipersuperficies estaveis com curvatura escalar
Zero

Neste capitulo demonstramos que ndo existem hipersuperficies de R* com curvatura escalar

zero, estdveis, com crescimento de volume polinomial e tais que HI3{) > ¢ > 0 em todo ponto
para alguma constante ¢ > 0, onde K € curvatura de Gauss-Kronecker e H € a curvatura média
da imersdo. Nosso segundo resultado € o teorema do tipo Bernstein: Ndo existem grdficos in-
(=K)
H3
constante ¢ > (0. Concluimos este capitulo provando que, se existem hipersuperficies com cur-
(=K)
H3
tubular nao € mergulhada para um raio adequado.

teiros de R* com curvatura escalar zero e tal que > ¢ > 0 em todo ponto, para alguma

vatura escalar zero, estdveis e tais que > ¢ > 0 em todo ponto entdo sua vizinhanga

1.1 Introducao

Seja x : M3 — R* uma imerséo isométrica. Se A, , A2, A3 sdo os autovalores da segunda forma
fundamental, entdo a curvatura escalar ndo normalizada R, a curvatura média ndo normalizada
H e a curvatura de Gauss-Kronecker K sdo dadas, respectivamente, por

R=MAL+MA3+MA3, H=A+A+A3 e K= hAs3. (1.1)

Em 1959, Hartman e Nirenberg, ver [HN59], mostraram que as unicas superficies com
curvatura Gaussiana nula no espaco Euclidiano tridimensional sdo os planos e os cilindros.

Generalizando este fato, em 1977, Cheng e Yau, ver [(CY77], mostraram que as unicas
hipersuperficies completas e ndo compactas com curvatura escalar zero e curvatura seccional
ndo negativa no espaco Euclidiano R”*! sio os cilindros generalizados S"~7 x R?.

Seja D C M? um dominio regular, isto é, um dominio com fecho compacto e fronteira suave
por partes. Uma variagcdo com suporte compacto da imersdao x € uma aplicacao diferencidvel
X :(—¢&,€)xD—R* &>0, tal que, paracadat € (—¢,¢), a aplicacio X; : D — R*, definida
por X;(p) = X(t,p) é uma imersio satisfazendo Xy = x|p e X;|;p = Xo|5p. E conhecido que
hipersuperficies de R* com curvatura escalar nula sdo pontos criticos do funcional

A(0)= [ H)aM,

dentre todas as variagdes com suporte compacto em D (ver [Rei73], [[AdCCY93], [Ros93],
[BCY7]).

Seguindo Alencar, do Carmo e Elbert, ver [AdCED3], iremos definir a seguir o conceito de
estabilidade para imersdes com curvatura escalar zero. Seja A : TM — TM o operador linear
associado a segunda forma fundamental da imersdo x. Definimos a primeira transformacao
de Newton P, : TM — TM por P = HI — A, onde I denota o operador identidade em 7M.

12
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Introduzimos agora o operador diferencial de segunda ordem que ird desempenhar um papel
similar ao do Laplaciano no caso de hipersuperficies minimas, a saber,

Li(f) = div(P(Vf)), (1.2)

onde divX denota a divergéncia do campo de vetores X e V f denota o gradiente da fun¢do f na
métrica induzida pela imersdao x. Em [HIZ99h], Hounie e Leite mostraram que L € eliptico se,
e somente se, o posto de A > 1. Logo, se K # 0 em todo ponto, entdo L é eliptico e, se H > 0,
entdo P; é um operador linear positivo definido.

Calculando a segunda derivada do funcional .27;, obtemos

d?*<)
dr?

— / F(Lif —3K[)dM,
M

t=0

onde f = <‘fl—f(0), n> e 1 € o campo de vetores normais a imersao.

Como H? = |A]> + 2R, se R = 0 entio H> = |A|*>. Logo, se K # 0 em todo ponto, entio
H? = |A]> # 0 em todo ponto. Isto implica que H > 0 em todo ponto ou H < 0 em todo
ponto. Desta forma, ao contrario do caso de hipersuperficies minimas, o sinal do funcional .27

depende da escolha da orientacio de M?. Se escolhermos uma orientacio tal que H > 0 em
2

todo ponto, entdo a imersao serd estavel se

dtzl > 0 para todas as variacdes com suporte
=0

compacto. Caso contrdrio, ou seja, se escolhermos uma orientacdo tal que H < 0, entdo x é

d? o

dr?

estavel se < 0. Mais detalhes podem ser encontrados em [AdCEO3].

Em [AdCE03], Alencar, do Carmo e Elbert formularam a seguinte

Pergunta 1.1.1. Existem hipersuperficies M> em R* com curvatura escalar zero, completas,
estaveis e tais que a curvatura de Gauss-Kronecker € ndo-nula em todo ponto?

O objetivo deste capitulo € dar algumas respostas parciais a essa pergunta.
Seja B,(p) a bola geodésica de M, de centro p € M e raio r. Dizemos que uma variedade
Riemanniana M> tem crescimento de volume polinomial, se existe « € [0,4] tal que

vol(B,(p) _ _

a , (1.3)
para p € M e para todo r > 0. Uma desiguadade consagrada na literatura estabelece que
1
HK < 5RZ. (1.4)

Se R=0e K # 0 em todo ponto, entdo o quociente 78 € sempre negativo, independente da

escolha de orientagio. Além disso, considerando K e H> como funcdes dos autovalores da
segunda forma fundamental, podemos ver que

(k) _ 4

0
STHS Sa7
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visto que K e H> sdo polindmios homogéneos de grau 3. Mais detalhes podem ser vistos no
Apéndice.
O primeiro resultado apresentado neste capitulo é

Teorema A. Nio existem hipersuperficies completas M> de R* com curvatura escalar zero,
estaveis, com crescimento de volume polinomial e tais que

(—K)
I7E >c>0

em todo ponto para alguma constante ¢ > 0.
Como consequéncia do Teorema A, obtemos o seguinte resultado do tipo Bernstein:

Teorema B. Nio existem grificos inteiros M> de R* com curvatura escalar zero e tais que

(—K)
7E >c>0

em todo ponto para alguma constante ¢ > 0.

Seguindo Nelli e Soret, ver [NS07], mostramos na se¢iio 5 que se M> é uma hipersuperficie
(=K)
H3
em torno de M nao é mergulhado para um raio adequado. Precisamente, se definirmos o tubo

de raio r em torno de M por

de R* com curvatura escalar zero, estdvel e tal que > ¢ > 0 em todo ponto, entdo o tubo

T(M,h)={xcR* IpeM,x=p+m, t<h(p)}

onde 1 é o campo de vetores normais a imersao e & : M — R € uma fung¢do suave e positiva em
todo ponto, provamos:

Teorema C. Seja M> uma hipersuperficie completa e estivel de R*, com curvatura escalar

nula. Se a segunda forma fundamental da imersdo é limitada e existe uma constante ¢ > 0 tal
(=K)

>

H3 —

qualquer fungdo suave h : M — R satisfazendo

que ¢ > 0 em todo ponto, entdo, para quaisquer constantes 0 < by < 1, by > 0 e para

. by 5}
h(p) > infd —L b L §5>0, 1.5
R (1)

o tubo T(M,h) nao é mergulhado. Aqui p(p) denota a distincia intrinsica em M de p a um
ponto fixo po € M.

1.2 Resultados preliminares

Seja B(X,Y) = VxY — VxY a segunda forma fundamental da imersio x, onde V e V sio as
conexdes de M> e R*, respectivamente. Seja A : TM — TM definido por

B(X,Y) = (A(X),Y)n, ¥ X,Y € TM,
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0 tnico operador linear simétrico associado a segunda forma fundamental da imersdo, onde 1
€ o campo de vetores normal a imersao x.

Denotemos por |A|?> = tr(A?) a norma ao quadrado da matriz do operador linear associado &
segunda forma fundamental. Como H? = |A|?> + 2R, se R = 0, entdo H> = |A|*>. Logo, se K # 0
em todo ponto entdo |H| = |A| # 0 em todo ponto e podemos escolher uma orientagio de M tal
que H > 0 em todo ponto.

Observaciio 1.2.1. De agora em diante, vamos fixar uma orientagio de M? tal que H > 0 em
todo ponto.

Uma desigualdade consagrada na literatura estabelece que
1>
HK < —R°.
2

Portanto, usando a desigualdade acima, se R =0 e H > 0 em todo ponto, entdo K < 0 em todo
ponto.
Definimos a primeira transformacao de Newton Py : TM — TM por

P =HI—A.

Se R=0e H > 0, entdo P € positiva definida. A seguir vamos dar uma prova deste fato, e para
isto, é suficiente mostrar que H — A; > 0, i = 1,2, 3. De fato,

AEH = 2A1) = A8 (Ao +43) = AP + A% 4.
Visto que R = A1 Ay + A1 A3 + A A3 = 0, temos
0=MR =AM+ A3+ AA3) = A2 A + A7 A3 + A1 Aa s,
isto é,
AZAy + AP A3 = — A Apd3 = —K > 0.

Logo
AZ(H — A1) = A2 M+ A8 A3 = — A1 AaAs > 0,

e, portanto, H — A; > 0. Os outros casos sdo analogos.

Hounie e Leite, ver [HL99H], demonstraram que se Pj é positiva definida, entdo Li(f) =
div(P,(Vf)) € um operador diferencial eliptico.

Nossa escolha de orientagdo, isto é, tal que H > 0 em todo ponto, implica que a condi¢do
de estabilidade é equivalente a

—3/ KdeMg/ (P(VS),Vf)dM. (1.6)
M M

A desigualdade (ICH) acima é conhecida como desigualdade de estabilidade.

Observacao 1.2.2. Quando H < 0, entdo K > 0 e P| é negativa definida. Neste caso, a condi¢cao
de estabilidade é equivalente a

3 [ KfPam < [ (=P)(V). V).
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Seja VA(X,Y,Z) := (Vz(A(X)) —A(VzX),Y) a derivada covariante do operador A. A pro-
posicdo a seguir ird desenpenhar um papel fundamental nas provas dos teoremas apresentados
neste capitulo. Em [dCP79], do Carmo e Peng demonstraram um resultado andlogo para hiper-
superficies minimas.

—K
Proposicao 1.2.1. Se R = 0 e existe ¢ > 0 tal que e > ¢ > 0 em todo ponto, entao existe
co > 0, dependendo apenas de c, tal que

2
VAP = |VH|* > ——|VH]’,
0

onde VH € o gradiente de H.

Demonstragdo. Vamos fixar p € M e escolha {e;(p),e2(p),e3(p)} uma base ortonormal 7,
tal que h;;(p) = Ai(p)&ij, onde hjj = (A(e;),e;), Ai(p) denotam os autovalores de A em p e 5,J
¢ o delta de Kronecker
{ 1 se i=j;
6,'j = . .

0 se i#].

Estendendo esta base via transporte paralelo ao longo de geodésicas partindo de p para um refe-
rencial em uma vizinhanga de p, temos V(e i(p) =0, paratodo i, j = 1,2, 3. Este referencial
¢ chamado referencial geodésico em p.

Vamos denotar por A;j,x = (hij)k := ex(hij) as derivadas covariantes da fungéo 4, e por h; ik
os componentes do tensor VA no referencial {e,e,e3}, isto é, h; ik = VA(e;,ej,ex). Visto que
{e1,e2,e3} é um referencial geodésico, temos

hije = VAleiej,er) = (Ve (Alei) —A(Veei),ej) = (Ve (Alei)) )
= ea({Ale),ej) = (Alei), Veej) = ex((Alei), ej)) = ex(hij)
hij;k-
Como R = 0, temos H? = |A|%. Usando este fato, obtemos

4H?|VH|? = |V(H?)]* = |V(]A]") Zi',[(f. )I

i,j=1

3 3 2 3 3 2
= Z ( Z Zhij/’lij;k) =4 Z (Z hiihii;k> .
k=1 k=1 \i=1

=

Em seguida, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

4; (li] h,-ih,-i;k>2 < 4; [(ih2> (Zhu k)]
= 4|A? <zkzlh” k) = 4H? (zkzlh” k) :
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Portanto, 5
IVH? < Y iy (1.7)
ik=1
Por outro lado, visto que R = hy1hyy + hi1h3s + hoohsz — h%z — h%3 — h%S = 0 temos, para k =
1,2,3,
0 = (hi1hoo + hithss + hashss — hiy — iz — h33)k
= hi1khoz + hirhoo + hikhss + hihase + hoorhss + hohasg
— 2hiohiog — 2hi3hy3k — 2ho3hosy

= hyiho + hithook + hiichss + hihssg + hoorhss + hoohase

= hy1x(haa +h33) + hoor (Bt +h33) + hszi(hiy + ha)

= hy1x(H — h11) + hoor(H — ha2) + h3ak (H — ha3).

Logo, escolhendo k = 1 na desigualdade acima, temos

1
H—hy

hing=— [h221 (H — hoy) + h3si (H — h33)].

Analogamente, escolhendo k =2 e k = 3,

hyn = — [h112(H — h11) + h3zo(H — h33)]

H—hy

h33z = — [hi13(H — hi1) + hoos(H — ha)].

Elevando as identidades acima ao quadrado e somando-as, obtemos

i+ oo + sy = S[h221 (H — ho) + h331 (H — haz)]?

(H —h11)
1
2 12— ho2) + hssa (H — )
1
+ (H—h33)2- [h113(H — hyy) +h223(H—h22)]2.

Agora, usando a desigualdade (a + b)? = a® + 2ab + b* < 2(a®> + b?), temos

H—hyp\? H—h33\?
My + oy +h333 < 2 [(H——h”> Mot + (_— h331

H—hpy 2 5 H — hs3;3 2 2
h h
+(H—h22) it H—hy) 32

H—hp\* ’ H—hp\* >
h —= | h .
+(H—h33> 113+ H_hy) 223
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Visto que as fungoes g;; : R3 — R, definidas por

H—hi \* . .
gij(hi1,h2,h33) = (H—h{l-) ,i,j=1,2,3,
ji

sdo quocientes de polindmios homogéneos de mesmo grau, os valores de g;; dependem apenas
de sua restri¢do a S2. Como {(hy1,h3,h33) € R3;R = 0} é fechado em R3,

—-K —K
{(hn,hzz,he@) € R3;ﬁ >c> 0} = {(hn,hzz,h%) € SZ;? >c> 0}

e S? sdo subconjntos compactos de R?, a intesecgio dos trés conjuntos formam um subconjunto
compacto de S2. Portanto, todas as funcdes g; j tem um maximo € um minimo em S%. Secy>0
€ o maior dos valores maximos das fung¢oes g;;,i, j = 1,2,3, entdo

2 2 2 2 (12 2 2 2 2 2
Iy +hap + hizs < 2¢; (hnz + hi13 + Py 4+ h3p3 + 33y +hi3sy) -

Isto implica

3
p 2 2 p P p P p p p p
IVH> < Y ki = hiyy 4 I+ hiys + hooy + Ry + oy + I3y + h3sy +h3ss
ik=1

< (1+2¢() (h%u + 113+ h5yy + M3 + M3 +h%32)

1 1 1
< (1+2cp) E(h%ZI +h3) + 5(%31 +h3,,) + E(h%u +hip)

1 1 1
+§(h%32 +M3y) + 5 (M313+hiss) + 5(@23 +h3y3)
B 1+2c(2)
2

2 2 2 2 2 2
(K1 + 51y +his +h311 + k310 + hig
2 2 2 2 2 2
+hi3y +h3py + h313 + hizs + Moz +has3) -

Portanto,

3 3 3 3
VAP = ) hizij Y g+ Y h+ Y m

i,j k=1 ik=1 i£k=1 i#k=1
2
> |VH> + 2|VH|2
14+ 2c0

2
=1 VH|?.
< +1+203>| |
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1.3 Resultados principais

De agora em diante, até o fim deste capitulo, vamos fixar um ponto pg € M e denotar por B, a
bola geodésica (intrinsica) e centro pg e raio r.
O resultado central a ser usado na demonstragcdo do Teorema A € a proposicao a seguir.

Proposicio 1.3.1. Sejax: M — R* uma imersio isométrica com curvatura escalar zero, est4-
vel e tal que K # 0 em todo ponto. Se existe uma constante ¢ > 0 tal que HK > ¢ >0 em todo
ponto entdo, para toda fungdo suave Y com suporte compacto em M, para todo & > 0 e para

2 . .
todo0 < g < , /m, existem constantes A1(q),Az2(g) > 0 tais que

/ 3124 ( A153+2q> V/5+2‘1dM < A25 / |VW|5+2qu (1.8)

Demonstragdo. Vamos escolher uma orientacdo de M tal que H > 0 e aplicar a desigualdade
de estabilidade correspondente

3/ 2dM</ (P(VFf),Vf)dM, (1.9)

para f = H'*9¢, onde ¢ > 0 e ¢ é uma fungio suave com suporte compacto em M. Inicial-
mente, notemos que

Vf=V(H'"T¢)=(1+q)HIQVH+H'TV .

Isto implica
(PUVI). V) = (1+q)*H*9*(PI(VH),VH)

+2(1+q)H'"™@(P|(VH),Vp)

+H*T24(P(Vo), Vo).

A seguir, vamos estimar o segundo termo do lado direito da identidade acima. Visto que

H > 0, entdo P; € positivo definido e, desta forma, existe \/P;. Usando a desigualdade de
2

Cauchy-Schwarz seguida da desigualdade xy < % + yE, vélida para todo x,y € R, obtemos

H'""9(P\(VH),V o) = H*(\/Bo\V/Pi(VH),(1/v/B)HVPI (V)
< H|\/BovP(VH)||(1/V/B)HVP (Vo)
§H2q<||f<pWVH I 1/\/_H¢_V<p ||> (1.10)

=L agrp(vm), VH>+%H2+ZQ<P1<V¢>,V¢>
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para qualquer constante 8 > 0. Desta forma, a desigualdade de estabilidade (I_9) torna-se

3 / (~K)H*™49*dM < (1+¢)? / H*@?(P|(VH),VH)dM
M M
+2(1—l—q)/ H'" (P (VH),Vo)dM
M

+/MH2+2q<P1(V<0),V<P>dM (1.11)

IN

((1+q)2+(1+q)ﬁ)/MH2‘1<p2<P1(VH),VH>dM

+(1+(lg—q)) /A4H2+2q(P1(V(p),V(p>dM.

A seguir, vamos estimar / H*¢*(P|(VH),VH)dM. Usando a identidade
M

Li(fg) =div(P1(V(fg))) = div(fP1(Vg)) +gLif + (P (Vf),Vg),
temos

Li(H*?19?) = div(HP\(V(H'"19%))) +H' "¢ Li(H)
+(P1(VH),V(H'*%1¢?%))
= div(HP(V(H'"19%))) + H' 209’ Li(H)
+(1+2q)H*19*(P|(VH),VH) + 2H' 249 (P (VH),V 9).
Integrando ambos os lados da identidade acima e usando o teorema da divergéncia, obtemos

(1+2q) /M H*@*(P|(VH),VH)dM = - /M H'"2492L, (H)dM

—2/MH1+2‘1<p<P1(VH),V<p>dM.
Usando a desigualdade (1), temos
(1+42q) /M H*@*(P/(VH),VH)dM < — /M H'"299?L (H)dM
+B [ HY¥92(P(VH), VH)

1
+g [ HER (V). Vo)au,
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isto é,
(1+29-B) | H*9*P(VH),VH)dM < — | H'2g2L (t)aM
1
+2 / H**(P|(V),Vo)aM
B Ju
Por outro lado, é conhecido, ver [AdCCY3], Lema 3.7, que
—L{(H) = |VH|> — |VA|]” - 3HK.
Visto que P; € positivo definido, temos
(P|(VH),VH) < (tt P)|VH|* = 2H|VH|?,

ou seja,

1
VH|* > —(P|(VH),VH).
Usando a Proposi¢ido 21 e a desigualdade acima, obtemos

—Li(H) < |\VH|? —3HK < —

(P\(VH),VH) —3HK.

1423 (142c3)H

Portanto

(1+ : 2+2q—ﬁ) | B9 P (V). V)M < 3 [ HP(-K)g2am
1 +2¢; M M

1
+2 / H*19(P\(Vp),V)dM
B Ju
Substituindo a ultima desigualdade acima em ([L1T), a desigualdade de estabilidade torna-se
3 / (—K)H*"49%dM < 3¢, / H*" 24 9?(—K)dM
M M

e / H>4(P,(Vo),V)dM
M

isto é,
3(1-C / H*™4(—K)@?*dM < C; / H*"24(P|(Vo),Ve)dM
onde ) )
CIZ(IM)1 HhU+a) oy, U+, (Ut +(1+q9)p
I+ t2a—8 B ﬁ<1+1+1203+2q—ﬁ>
_r 2
0<g< 1+120(2) por hipétese, e B € escolhido tal que 0 < 8 < 1+2c5+ 3 . Essa escolha de 3

€ necessdria para termos C; < 1. De fato,
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1 2

1+2c3_
— L =g +Bg+2B<
q+2 ¢ +Ba+2p 1+22

B <

:(1+q)2+/3(1+q)<1+1 +29-B

2c(2)
(14q)* +B(1+q)

=C =
1+1+22+2q ﬁ

Portanto c
[ H Ry < =2 | H (V) Voyam
M 3(1-Cy) Ju
Por outro lado, como P; € positivo definido, temos

(P1(V9),Ve) < (wP)|VH|* <2H|Vo|*.

(1.12)

2C
Denotando por C3 = ?)(I—ZC) e usando a desigualdade acima, a desigualdade (I"T2) torna-se
—C
/ H*M(—K)2dM < (;3 H2™24(P,(V ), V)dM
M

< G / H3" 2\ Vo|*dM.
M
Escolhendo ¢ = y?, onde 2p = 5+ 2g, obtemos
/ H2+2q(_K) I[/5+2qu < C3p2/ H3+2qw3+2‘1]V1//\2dM.
M M

Usando a desigualdade de Young

¥ oy 11
< 4l 4=
V=7 + b’ a * b
para
Vy? 5+2q 5+2q
— 6H3+2q 3+2q — ‘ b 5 > 0
* v > o ’ = 3+2q’ 2 © ’
obtemos
34+2q 3
H3+2q 3+2¢q \V/ 2 - 53” H5+2q 5+2¢q I 5+2q.
yHIVY s o vt +2 > [Vl

Substituindo a dltima desigualdade acima na desigualdade (IC13),

/ H>24(—K)y>t2dMm < 3+2q
M

2 5”4/ 542, 542
Cy03%2 H 71 dM
S 5 +2qp 3 1 ' v

2
+—quc35—/ Yy am,

(1.13)
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ou seja,
/ H5+2‘1( K) A 5%+24) WAAM < A5 / \Vy|>t24am, (1.14)
3+2q 2 2p2
de A Cie Ay = Cs. O
onde A = 5+2 3€/7p 5+2g 3

Em [SSY75], Schoen, Simon e Yau obtiveram a seguinte desigualdade de Sobolev para
hipersuperficies minimas M" imersas em R"*!:

| aPryPram < coup) [ (vyPram, (1.15)

parap € [2,2+ \/Z/_n) e para toda funcdo y : M — R com suporte compacto em M. Usando a
desigualdade da Proposi¢io I3, obtemos um resultado analogo para hipersuperficies M> de
R* com curvatura escalar nula. De fato, se R = 0, entdo H> = |A|. A escolha de uma orientagio
tal que H > 0 implica H = |A|. Neste caso, temos o

Corolario 1.3.1 (Desigualdade tipo Sobolev). Se x : M> — R* uma imersio com curvatura

(=K)

H3

escalar nula, estavel e tal que > ¢ > 0 em todo ponto, entdo, para toda fungdo suave Y

1

com suporte compacto em M, para todo 6 >0e p € (%, % i/ 10a
0

C(p) > 0 tal que

) , existe uma constante

/M|A|2pw2”dM§C(p)/M\Vl//|2de. (1.16)

Observacao 1.3.1. Em um artigo recente, [INST2], Ilias, Nelli e Soret obtiveram resultados
similares para hipersuperficies de curvatura média constante.

A seguir, vamos demonstrar o Teorema A da Introdugdo deste capitulo.

Teorema A. Nio existem hipersuperficies M> de R* com curvatura escalar zero, completas,
estaveis, com crescimento de volume polinomial e tais que

(—K)
H3

>c>0

em todo ponto para alguma constante ¢ > 0.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que existe uma hipersuperficie completa e estdvel satis-
fazendo as condi¢des do Teorema A. Logo, podemos aplicar a Proposi¢do I 31l. Escolhamos a
funcdo de suporte compacto y : M — R definda por

( 1 se peEB;
2r —
w(p(p) = %p(p) se p€By\By: (1.17)
L 0 se p € M\By,,
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onde p(p) = p(p, po) é a fungdo distdncia de M. Usando esta fun¢do y na desigualdade da
Proposi¢ao 371, temos

K 542 K 542
/I; H5+2q (( ) A163122) dM S /B H5+2q (( ) —A163123> ll/5+2qu
r 2r

H? H3
—H2 542
<A 2 \Vy|"™dM (1.18)
By,
_5+2¢ VOl By,
S A8 o
para 0 < g < 1+]2c2' Escolhendo 6 > 0 suficientemente pequeno e visto que, por hipétese,
0
—K
(=K) > ¢ > 0, obtemos

H3 —

H3

Por hipétese, M tem crescimento de volume polinomial. Isto implica

((_K) —AISM) > 0.

1(B,
i YOL(Br)

Lim — < oo, o0 € (0,4].

Fazendo r — oo na desigualdade (IIR), obtemos

: sy2q ((ZK) 3 < As i YOUB2) L
r11_>n3° B,H ( 3 A637F4 | dM < A, rh_}rg r lim s 0
e, portanto H = 0. Esta contradicio finaliza a prova do teorema. [

Observacao 1.3.2. Na demonstracdo do Teorema A, M ndo precisa ser propriamente imersa,
visto que estamos considerando bolas intrinsicas (geodésicas). Visto que M é completa, temos
M = ,—; B, para alguma sequéncia r, — oo, e logo podemos considerar r — oo na estimativa.

Schoen, Simon e Yau usaram a sua desigualdade tipo Sobolev (ICI3) para dar uma nova
demonstrac@o do teorema de Bernstein, a saber, que os Unicos graficos inteiros minimos M"
em R"*! n <5, sdo os hiperplanos. Usando nossa versio da desigualdade de Sobolev (ITA),
demonstramos o seguinte teorema tipo Bernstein:

Teorema B. Nio existem grificos inteiros M> de R* com curvatura escalar zero e tais que

(—K)
I7E >c>0

em todo ponto para alguma constante ¢ > 0.

Demonstragdo. Suponhamos que existe um grafico inteiro M satisfazendo as condi¢des do
Teorema B. Em [[ASZT0], na Proposicdo 4.1, p. 3308, Alencar, Santos € Zhou mostraram
que gréficos inteiros com curvatura escalar nula e cuja curvatura média ndo muda de sinal
sdo estdveis. A hipStese R = 0 implica H> = |A|>. Como K # 0 em todo ponto, temos que
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H? = |A|? > 0 e isto implica que H nio muda de sinal. Logo, o gréfico inteiro M é estdvel. Por
outro lado, gréficos satisfazem vol(B,) < Cr*, para alguma constante C > 0. De fato, como M
é um gréfico, se Q, := {(x1,x2,X3,x4) € R*; x% —|—x% —|—x% —|—xf1 <rte —r<x< r}, entdo

vol(B,) < / ldxdxydxzdxs = Cr.
Q,

—-K
Portanto, usando a hipétese 0 > ¢ > 0, a desigualdade (I"I8) na prova do Teorema A, p.l4,

e fazendo r — oo, obtemos a mesma contradicao. 0

1.4 Exemplos

A classe de hipersuperficies tratadas aqui ndo € vazia, como veremos no exemplo a seguir, ver
[HI.993], Lema 2.1, p. 400, [AdCEO3], p. 213 — 214 e [dCE04], p. 161.

Exemplo 1.4.1. Seja M3 C R* a hipersuperficie de rotagio parametrizada por

X(t,0,9) = (f(t)senOcos @, f(t)senBsen @, f(t)cos0,1),

2
onde f(t) = am +m e m é uma constante nao negativa. As curvaturas principais sao
m

1/2 1/2
m Im
ll —A«z—meﬂg——im.
— 4
Isto implica que R=0¢ = em todo ponto. Visto que M> é uma hipersuperficie de

rotacao e a curva geratriz € quadrdtica, a hipersuperficie tem crescimento de volume polinomial.
Portanto, o Teorema A implica que a imersdo € instavel.

Este exemplo aparece em Teoria da Relatividade como um mergulho da variedade de
Schwarzchild tipo espago e de massa m/2 > 0, ver por exemplo a introdugdo de [Bra(l] para
mais detalhes.

A classe de hipersuperficies a seguir € bem conhecida, ver [AdCEO3], p. 214, e sdo exem-
plos classicos de hipersuperfices estdveis com curvatura escalar nula. Esta classe nos mostra
que a condic¢do sobre a nulidade da curvatura de Gauss-Kronecker € necesséria.

Exemplo 1.4.2. Seja M> C R* o cilindro parametrizado por
X(uvit) = (u,v, (1), B (1)), u,v,1 € R,

onde ¢(t) = (a(t),B(¢)) é um curva parametrizada com curvatura k() positiva em todo ponto.
Neste caso, as curvaturas principais sao

A 20,1220613 Zk(l‘).

Logo R=0, H > 0e K =0 em todo ponto. Portanto, M3 é estavel, ver [AdJCED3]. Observe
que se c(t) = (t,f(t)), o cilindro M é o grifico de uma fungio suave F : R® — R dada por
F(u,v,t) = f(t). Em particular, escolhendo f(t) =t ou f(t) = v/1 +12, obtemos um grifico
inteiro com R =0, H > 0 e K =0 em todo ponto.



26 CAPITULO 1 HIPERSUPERFICIES ESTAVEIS COM CURVATURA ESCALAR ZERO

1.5 Tubos nao mergulhados

Seja x : M3 — R* uma imersdo isométrica. Seguindo Nelli e Soret, ver [NS(7], definimos o
tubo de raio 4 em torno de M por

T(M,h) :{XE]R4; dpeM,x=p+m,t<h(p)},

onde 1 € o campo de vetores normais a segunda forma fundamental de x e h: M — R é uma
fun¢do positiva em todo ponto. Se |A| # 0 em todo ponto, definimos o tubo subfocal por

£
T\M,—|],0<e<l.
(155) 0 <o

Denotemos por 7' (r,h) o tubo de raio 4 em torno de B, C M, isto é, considerando M = B, na

defini¢do acima e seja
Vishy = [ T,
T(rh)

onde dT denota o elemento de volume do tubo. Se R = 0 e escolhermos uma orientagdo para
M tal que H > 0, entdo H = |A|. Sob as condi¢des da Proposi¢ao T3], p.9, e assumindo que

—K
(H3) > ¢ > 0, o Coroldrio T3, p. I3, afirma que existe uma constante C(q) dependendo
apenas de 0 < g < Hﬁ’ tal que
0
/ AP0y 294 M < C(q) / (V| T24dM. (1.19)
B, B,

Escolhendo a mesma fung¢ao com suporte compacto usada na demonstragao do Teorema A (ver
(I17), p. 23), obtemos
vol(By,)

5+2
/B AP < Clg) s

O lema a seguir € essencialmente o mesmo Lema 1 de [NSO7], p. 496, e omitiremos sua
demonstragdo aqui.

Lema 1.5.1. Seja M> uma hipersuperficie de R*com curvatura escalar nula, completa, estivel

(K.

H3 —

e tal que ¢ > 0 em todo ponto.

(a) Para r > 0 suficientemente grande, existe uma constante (q), dependendo apenas de

O<q<4/1+1263 tal que

(b) Paracadap >1,0<gq < /5 +126_2 e r > 0 satisfazendo a desigualdade (I"20) acima,
0

existe 7 > r suficientemente grande tal que

vol(B,) > a(q)r’ . (1.20)

vol(Bz) —vol(Bg-1;) > a(q)r ™.
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O préximo resultado € uma versao para curvatura escalar nula do Teorema 1, p. 499 de
[NSO7].

Teorema C. Seja M> uma hipersuperficie completa e estivel de R*, com curvatura escalar
nula. Se a segunda forma fundamental da imersdo € limitada e existe uma constante ¢ > 0 tal
(=K)
H3
qualquer fungdo suave h : M — R satisfazendo

> ¢ > 0 em todo ponto, entdo, para quaisquer constantes 0 < by < 1, b, > 0 e para

que

. by 5}
h(p) > infd —1_ b L §>0, 121
) zint{ 7 bap ()7} 8> (1.21)

o tubo T(M,h) nao é mergulhado. Aqui p(p) denota a distincia intrinsica em M de p a um
ponto fixo po € M.

Demonstracdo. Em [NSO7], Nelli e Soret mostraram que

1 1
Vi) = [ hp)aM —3 [ hpPHp)M = 5 [ h(p)K(p)am.
B, 2 JB, 4 JB,
Usando a desigualdade cldssica entre as médias geométrica e quadratica, obtemos
K = hA; <|A|A]|43]
<7L]2+/122+/l§>3/2
3

1

3V3

AP,

isto €, .
1( < A 3. 1.
(p> = 3\/§| (p)| ( 22)

é o infimo em (1) e B, = B,\B,'. Temos

by
|A(p)
1 b? 1 bt 1
V(rh) > b —dM -t | ——HdmM—-"L | — KdMm
) = o [ gt = [ 4 Jy: TAP

Seja B, o subconjunto de B, tal que

b3 b3
+b, / pldm — 2 / p?HdM — =2 / p*KdM.
By 2 JB; 4 Jpr

Visto que H = |A|, temos

V(nh) > (b —ﬁ—i)/ L am
= UM 2 12v3E) I A

2 4
+by | pOdM— by / p2OHdM — by p*OKdM.
By 2 JBy 4 Jp;
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Vamos estimar as integrais sobre B, . Usando a desigualdade (I"22) acima, obtemos

b1
K> —— AP > 2L 538
v A T
e
b
—H=—]A| > ~p°
by
Visto que |A| € limitado por hipétese, existe a := 1nf Logo

M Al

b? bt 1 baby b3b,
Virh) > (b -2 )/ ~ AM+ (b 2 )/ Sam
(rnh) = ( T2 12v3) s A 2T T3 e f

b} b byby  b3b
> alb ——1——1)v013+ +<b R )/ %M.

- <1 2 123 )BT ) b P
Por outro lado, para r suficientemente grande,

pdam = / 5dM+/ 5dM>/ pSam
B B\B BB,

> (g)é[volwr)—volwﬁl»]

> [vol(B, ) — VOl(BE_]r)].

Logo,

b? b}
Virh) > a(bl——l— i >(Vol(Bj“)—Vol(BE1r)+V01(BEIr))

b3by  b3b _ _
(o ) G- )

> C[vol(By) —vol(Bg-1,)].

Usando o Lema 3T, item (b), existe 7 > r tal que
V(F,h) > CP . (1.23)
Visto que a distancia Euclidiana é menor ou igual a distancia intrinsica, temos

B,(p) C B(p,r),
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onde B,(p) = B, ¢ B(p,r) denotam as bolas intrinsica e Euclidiana de centro p e raio r, respec-
tivamente. Usando (2T, temos

.| b1 s . .bh s . D
h(q) > mln{—,bzp(q) } > mm{mf—,bzp(q) } = inf— = bja.
Al M |A] M |A|

Logo, para 0 < b1 < 1 e p suficientemente grande, temos
T (r,bya) C T(r,h).
Suponha, por contradi¢@o, que 7(r,b1a) é mergulhado. Visto que
T(r,bra) C B(p,r+2b1a),
entdo seu volume V (r,b1a) satisfaz
V(r,b1a) < vol(B(p,r+2bia)) = ws(r+2bja)*,

onde w4 é o volume de B(p,1). Vamos considerar dois casos diferentes. Primeiro, se M ndo
estd contida em nenhuma bola, a desigualdade acima é uma contradi¢do com (IZ23) para r
suficientemente grande. Portanto 7' (r,ba) e, desta forma, T(r,h) ndo é mergulhado para r
suficientemente grande. No segundo caso, se M estd contida em alguma bola, entdo T (M, h)
tem volume finito (visto que 7 (M, h) é mergulhada) e isto também contradiz (I"23). O



CAPITULO 2

Formula de monotonicidade e desigualdade de
Poincaré

Neste capitulo provamos uma desigualdade do valor médio e uma férmula de monotonicidade
envolvendo as curvaturas média e escalar de uma hipersuperficie propriamente imersa em uma
variedade Riemanniana com curvatura seccional limitada superiormente por uma constante.
Como consequéncia das técnicas usadas na demonstrag@o dos resultados acima, provamos uma
desigualdade de Poincaré envolvendo as curvaturas média e escalar de hipersuperficies imersas
em uma variedade Riemanniana com curvatura seccional limitada superiormente por uma cons-
tante. Aplicamos essa desigualdade para obter uma desigualdade isoperimétrica envolvendo a
integral da curvatura média, além de um resultado sobre hipersuperficies estiveis de curvatura
escalar zero no espago Euclidiano.

2.1 Introducao

A desigualdade cldssica de Poincaré estabelece que para qualquer funcio suave e ndo negativa
f:QCR" — R, onde Q é um subconjunto limitado, conexo e aberto de R, com fronteira de
classe ¢! e para todo 1 < g < oo, existe uma constante C = C(m,q,Q) dependendo apenas de
m, g e £, tal que

/f"deC/ |V f|4dx,
Q Q

onde dx denota a medida de Lebesgue de R”. Em particular, se Q = B,(xg), onde B,(xo) denota
a bola aberta de R™, existe uma constante C = C(m, q) dependendo apenas de m e g tal que

/ fquSCr/ |V f|4dx,
By (xp) By(xg)

ver por exemplo [Eval(], p. 289-290. Desigualdades do tipo Poincaré sdo um topico fértil de
pesquisa para funcdes definidas no espago Euclidiano, assim como para variedades Rieman-
nianas mais gerais. Podemos citar, por exemplo, [AD04], [FGT3], [LWOR], [Stm&3] e suas
referéncias.

Neste capitulo estabelecemos uma nova desigualdade de Poincaré envolvendo fungdes si-
métricas dos autovalores da segunda forma fundamental de uma hipersuperficie imersa em
uma variedade Riemanniana com curvatura seccional limitada superiormente por uma cons-
tante. Estas fungdes simétricas podem ser interpretadas como multiplos da curvatura média
e da curvatura escalar, em um contexto que detalharemos em breve. Antes de estabelecer os
principais resultados deste capitulo, vamos fixar algumas defini¢cdes e notacdes.

Seja M™, m > 3, uma hipersuperficie, possivelmente com bordo, de uma variedade Rie-

. —=m+1 . . N
manniana M. Se denotarmos por A : TM — TM o operador linear associado a segunda

30



2.1 INTRODUCAO 31

forma fundamental da imersdo, entdo a curvatura média da imersao € definida por
1
H=—tryA.
m

E conhecido que A € um operador linear auto-adjunto e seus autovalores ky,k», ...,k sdo cha-
mados de curvaturas principais da imersdo. Definimos a primeira e a segunda func¢des simétri-
cas associadas aos autovalores de A, respectivamente, por

m m
51:Zki65222kikj. (2.1)
i=1 i<j
Estas fungdes tem significado geométrico natural. De fato, S| = mH e, usando a equacdo de
Gauss, se M tem curvatura seccional constante k, entdo 25, = m(m —1)(R — k), onde R denota

a curvatura escalar de M.
Seja i(M) o raio de injetividade de M. Denotando por K3; = K;(x,I1;) a curvatura seccional
de M em x € M relativa ao subespago bidimensional IT, C 7,M, definimos

Ko(x) = . iCanMKM(x,HX).

Um dominio  C M é chamado um dominio regular se  tem fecho compacto Q e fronteira
suave por partes. Neste capitulo vamos considerar dominios regulares Q tais que QN JdM = 0.
Sejam p a fungdo distincia de M e

diamQ = sup{p(x,y); x,y € Q}

o didametro extrinseco de Q. Definimos

5 m+1
arcsen K X 2m—1 (diam Q ) se Kk > 0;
ro=< 2k ) <\/_ ( ) (2.2)
5 x2m-T(diamQ) se k <0,

onde assumimos B
Vi x 2m1 (diam Q) < 1,

se kK > 0.
O primeiro resultado deste capitulo € uma desigualdade do tipo Poincaré envolvendo as
funcgdes simétricas Sy e S».

. . . . . ——mt1 . . .
Teorema 2.1.1 (Desigualdade tipo Poincaré). Seja M , m > 3, uma variedade Riemanniana
(m+ 1)-dimensional de curvatura seccional limitada superiormente por uma constante kK € R.

Seja M™ uma hipersuperficie de MmH, possivelmente com bordo, tal que S} #0 e S, > 0.
Assuma uma orientacdo de M tal que S1 > 0. Sejam Q C M um dominio regular tal que QN
OM =0 e f: M — R uma fungio nio negativa, de classe ¢! e com suporte compacto contido

em Q. Se 2rg < i(M), entdo

(K —Kp)

/QfSldMgA(m)(diamQ)/Q{|Vf|51—|—(m y +Sz>f} M,
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onde \ N
m—3 m+1
TX572 ><2m71, se Kk > 0;

A(m) = i
(m) = XST, se Kk <O0.

Observacdo 2.1.1. Visto que kik; = (—k;)(—k;), o sinal de S> ndo depende da escolha de
orientagdo de M. Logo, se S| # 0 e S, > 0, podemos escolher uma orientagdo de M tal que
S >0eS; >0.

Observacgao 2.1.2. Uma pergunta interessante é sobre a otimiza¢ao da constante A(m). As
técnicas usadas aqui ndo nos permitem responder a essa questdo. Em 2003, Acosta e Durén,
ver [[AD04], obtiveram uma desigualdade 6tima para dominios convexos em R, a saber: Se
Q C R™ é um subconjunto convexo e f € Wh(Q) satisfaz [o fdM = 0, entdo

1
/|f|dx 5 d1amQ)/g|Vf|dx.

Além disso, a constante 1/2 é étima.

Observacdo 2.1.3. Se k¥ < 0 e M é uma variedade Riemanniana completa e simplesmente
conexa, entdo i(M) = oo e a condi¢do 2ry < i(M) do Teorema ZT-11 é automaticamente satisfeita.
Por outro lado, se k¥ > 0, entdo ry < #E por defini¢do de rg, ver () acima. Em particular,

se M é a esfera Euclidiana (m+ 1)—dimensional de curvatura constante K, entdo i(M) = \/LE ea

condi¢do 2rg < z(M )é automaticamente satisfeita. Mais geralmente, se as curvaturas seccionais
de M estdo entre ; K‘ e K, entdo i(M) > f’ ver por exemplo [dCY?2], p.276. Logo, também neste

caso, a condi¢do 2r0 < i(M) é automaticamente satisfeita.

Seja
S™tl(k) se k> 0;
M (k) ={ Rmt! se k=0;
H™ (k) se k<0,

onde S"*1(k) denota a esfera Euclidiana (m 4 1)—dimensional de curvatura seccional cons-
tante k > 0, R™*! ¢ o espago Euclidiano (m + 1)—dimensional e H"*!(k) denota o espago
hiperbdlico (m+ 1)—dimensional de curvatura seccional constante k¥ < 0.

Se Ky (v,w) denota a curvatura seccional de M no subespaco bidimensional gerado pelos
vetores v € TM e w € TM, lembramos que a curvatura escalar R de M é dada por

1
R= —ZKM e, ej)
( - 1) i<j
para qualquer referencial ortonormal {ej, e, ..., e, } definido em M.

Corolario 2.1.1. Seja M™ m > 3, uma hipersuperficie de ! (), possivelmente com fron-
teira, com curvatura média H # 0 e curvatura escalar R > k. Assuma uma orienta¢do de M tal
que H > 0. Seja Q C M um dominio regular tal que QN JdM = (0. Se k > 0, assuma ainda que

VK % 21 (diam Q) < 1.
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Se f : M — R é uma fungdo ndo negativa, de classe €' e com suporte compacto contido em Q,
entao

/fHdMgA(m)(diamQ)/ {|Vf\H+(m_l)(R—1<)f M.
Q Q 2

Definimos
A() = [ siam, (23)
Q

a 1—area de um dominio regular  C M. Como aplicagcdo do Teorema ZTTl, obtemos

. o . —mt1 . . .
Teorema 2.1.2 (Desigualdade Isoperimétrica). Seja M , m > 3, uma variedade Riemanniana
(m+ 1)—dimensional de curvatura seccional limitada superiormente por uma constante k € R.

Seja M™ uma hipersuperticie de ]\_/ImH, possivelmente com fronteira, tal que S} # 0 e Sy > 0.
Assuma uma orientacdo de M tal que S; > 0. Seja Q C M um dominio regular tal que 2ry <
i(M). Entdo

m(K — Ko)

2 (Q) < A(m)(diam Q) {5271(39) +/Q < 4

-I-Sz) dM] . (2.4)

Como casos particulares do Teorema 212, temos
Corolario 2.1.2. Assuma as hipéteses do Teorema T 2.

() SeM" ' =" (k), entio

A (Q) < A(m)(diam Q) [m (09Q) + ”"T_l /Q (R— K)dM} .

Em particular, se R = k, entdo

(Q) < A(m)(diam Q) o7 (9Q).

(ii) Se M é compacta e sem fronteira, entao

(M) < A(m)(diam M) { / (M +52) dM} ,
M
onde diamM denota o didmetro extrinsico de M.

. . —m+1  =—=m+1 ~
(iii) Se M é compacta, sem fronteira e " =" (x), entdo

, A(m)~! min H
diamM > .
(m—1) \ maxR—x

A ultima aplica¢do da desigualdade de Poincaré que apresentaremos neste capitulo refere-se
a estabilidade de hipersuperficies com curvatura escalar zero em R”*!, no sentido que intro-
duzimos a seguir.
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Seja M™, m > 3, uma hipersuperficie de R”*! ¢ Q C M um dominio regular. Uma variacio
de Q com suporte compacto é uma aplicacio diferencidvel F : (—¢,€) x Q — R™*! & >0,
tal que, para cada t € (—¢€,¢€), a aplicacdo F; : Q — R™*!, definida por F;(p) = F(t,p) é uma
imersdo, Fy é a imersdo original restrita a Q e F; |30 = Fo|gq- E conhecido que hipersuperficies
de R"™*! com curvatura escalar constante sio pontos criticos do funcional

oA (1) = /Q S1(1)dM,

para todas as variagdes com suporte compacto em . Mais detalhes a respeito desta discussao
podem ser encontrados em [Rei73], [AdCC93], [Ros93] e [BCYT].

Seguindo Alencar, do Carmo e Elbert, ver [AdCEQ3], iremos definir o conceito de estabili-
dade para imersdes com curvatura escalar nula.

Se S; # 0 em todo ponto, podemos escolher uma orientacdo de M tal que S; > 0 em todo
ponto ou S; < 0 em todo ponto. Ao contrdrio do caso de hipersuperficies minimas, o sinal do

funcional <7; depende da escolha da orientagdo de M™. Se escolhermos uma orientagdo tal que

. d? o )
S1 > 0 em todo ponto, entdo a imersao serd estavel se 2 > () para todas as variagoes
=0
com suporte compacto. Caso contrdrio, isto €, se escolhermos uma orientacao tal que S; < 0,
2 5271
entdo a imersao serd estavel se <0.
=0

Modificando convenientemente a prova do Teorema ZT1l, obtemos uma desigualdade de
Poincaré modificada, ver Proposicao 231, p. BR, a qual usamos para demonstrar o resultado a
seguir. Seja

Ss=Y kikjk

i<j<l
a terceira fungdo simétrica dos autovalores da segunda forma fundamental da imersao.

Teorema 2.1.3. Seja M™, m > 3, uma hipersuperficie de R"™*! com curvatura escalar zero.
Além disso, vamos assumir que S| # 0 e escolher uma orientagdo tal que S; > 0. SejaQ C M

um dominio regular. Se
w —383) _ A(m)~!
S\ s ) = 2(diamQ)?’

2m m—3

A(m) =21 x57

onde

entdo € € estdvel.
Sejam o S
Ricy;(V,W) = try7(E — R(V,E)W), E,V,W € TM,
o tensor de Ricci de M, onde R é o tensor curvatura de M, P; : TM — TM definida por
P =S,1—A,

a primeira transformagéo de Newton, onde I : TM — TM é a aplicagdo identidade, e B, = B,(p)
a bola geodésica de M de centro p e raio r.
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O resultado a seguir serd importante na demonstracdo da desigualdade de Poincaré, além
de ser de interesse independente.

Teorema 2.1.4 (Desigualdade do Valor Médio). Seja M™, m > 3, uma hipersuperficie propria

de uma variedade Riemanniana M de curvatura seccional limitada superiormente por uma
constante k € R. Suponhamos que S; # 0, S» > 0 e escolhamos uma orientacdo para M tal
que S1 > 0. Sejam p = p(p,-) a fungdo distancia de M e f : M — R uma fung¢do ndo negativa,
localmente integravel e de classe €'!. Se 0 < 6 < t < i(M), entdo

(i) parax >0 e k1> < 12,

! / £S1dM ! / £S1dM
—— T 1dM — ——— 1
(sen\/_z‘)*1 MNB, (seny/Ko)"T JMAB,

,L—l
sen 2 X

’ /M nE; Kpr PU(Vf)+252/1) + fRicyy (pVp.m) | dbtdr:

(ii) parax <0,

1 1
ml/ fS1dM — = / fS1dM

1 m
= / [ [(pVp.P(VS)+2521m) + fRicy (0Vp.m)| aMdr
c MNB,

Como consequéncia da desigualdade do valor médio, obtemos uma férmula de monotoni-
cidade que enunciamos a seguir. Férmulas de monotonicidade aparecem em muitos ramos da
Andlise e da Geometria Riemanniana, no estudo para determinar o comportamento variacional
de grandezas geométricas ver, por exemplo [BALS04], [ColT?], [CMT4], [EckOT], [Eck05],

Teorema 2.1.5 (Monotonicidade). Seja M™, m > 3, uma hipersuperficie propria de uma va-

. . .=t . . .

riedade Riemanniana M""" de curvatura seccional limitada superiormente por uma constante
k € R. Suponhamos que S| # 0, S, > 0 e escolhamos uma orientagao tal que S| > 0. Se existem
0<a<1,T>0e0<Ry<i(M) tais que

-1 m(K — Ko) r “!
a /MmB,.( - +Sz)dM§F<RO) A (MOB,), 2.5)

para todo r € (0,Ry), entdo
(i) parak >0 e kR3 < m?, a fungdo h : (0,Ry) — R definida por
A (MNB,)

m—1

h(r) = exp(TRy ™ *r®)
(seny/Kr) 2

€ monotona nao decrescente;
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(ii) parax <0, a fungdo h: (0,Ry) — R definida por

</ (MNBy)

m—1

r 2

h(r) = exp(TR)*r®)

€ monotona nao decrescente.

Observacao 2.1.4. Existem resultados anteriores envolvendo férmulas de monotonicidade e

fungdes simétricas, ver por exemplo, [BALS04], [Fre9€] e [IUrb03].

Como caso particular da férmula de monotonicidade acima, temos

Corolario 2.1.3 (Monotonicidade). Seja ! (k) uma variedade Riemanniana (m+ 1)—dimensional

. . . S ——m+1
de curvatura seccional constante k. Seja M™, m > 3 uma hipersuperticie propria de M (x)

tal que S, =0 e S| # 0. Assuma uma orientagdo de M tal que S; > 0.
(i) Se k >0 e kr*> < &%, entdo a fungio g : (0, \%) — R definida por

_ AMNB,)

(sen+/Kkr) e

g(r)

€ monotona nao decrescente;
(ii) Se k¥ <0, entdo a fungao g : R — R definida por
) (MNB,)
g(r)=—55—"

r2

€ monotona nao decrescente.

Seguindo as ideias de Simon, [Sim&3], p. 84-85, queremos analisar a importante questao
sobre 0 que acontece ao assumirmos limita¢des L? para S;. A segunda aplicagdo da desigual-

dade do valor médio € o teorema a seguir.

Teorema 2.1.6. Seja M™,m > 3, uma hipersuperticie propria de uma variedade Riemanniana

—m+1 . . .
M"" de curvatura seccional limitada superiormente por uma constante K < 0. Suponhamos
que Sy > ¢ para alguma constante ¢ > 0 e que S, > 0. Se existem 0 < Ry < i(M), ' >0ep>1

tais que

1/p
. p
/ (MW) | <r
MMBg, 4
entao

(M(MOBG))I/”S (M(MﬂB,))l/p_'_ T (tl_m;l

2p

m—1

O 2

para quaisquer 0 < o <t < Ry.

l_mfl
— 0 2p )

(2.6)
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2.2 Resultados preliminares

m+1
Seja M™, m > 3, uma hipersuperficie m—dimensional de uma variedade Riemanniana M"

Denotemos por V e V as conexdes de M e M, respectivamente. Seja X : M — TM um campo
de vetores que decompomos da forma X = XT + XV, onde X7 € TM e XN € TM*. Sejam

Y,Z € TM e denotemos por (-, -) a métrica de M. Temos que
(VyX,Z) = (VyXT +VyxV 7)

VyXT,Z) + (VyXN, Z)

VyXT,7) — (xN VyZ)

VyXT,z) — (XN VyZ - VyZ)

VyxT,z)— (XN B(Y,Z)),

{
= {
=
=
=

onde B(Y,Z) = VyZ — VyZ denota a segunda forma fundamental da imersdo. Se 71 denota o
campo de vetores normal e unitdrio 4 imersio, entio XV = (X, n)n. Isto implica

(VyX,Z) = (VyX",Z) - (X,n)(n,B(Y,Z))
= <vaT,Z> - <Y,T]><A(Y),Z>,

onde A : TM — TM é€ o operador linear associado a segunda forma fundamental, definido por

2.7

(A(V),W)=(n,B(V,W)), VW TM.
Definicao 2.2.1. A primeira transformagdo de Newton P, : TM — TM ¢é definida por
Pr=S11-A,
onde S; =tryyA el : TM — TM € a aplicagdo identidade.

Observacao 2.2.1. Visto que A € auto-adjunto, temos que P; também € um operador linear
auto-adjunto. Denotemos por ki, k2, ..., k, os de A, também conhecidos como curvaturas prin-
cipais da imersdo. Visto que P; € um operador linear auto-adjunto, podemos considerar seus
autovalores 01, 6,,...,0, dados por 6; =S| —k;,i=1,2,...,m

Observacao 2.2.2. Se S > 0e S, > 0, entdo P; € semipositivo definido. Este fato é conhecido
e pode ser encontrado em [AdCS0?], observagdo 2.1, p.552. De fato, se S, > 0, entdo S% =
|A|? + 28, > k?, para quaisquer i = 1,2,...,m. Logo 0 < 87 —k? = (S1 — k;)(S1 + k;) € isto

implica que todos os autovalores de P; sdo ndo negativos, visto que S| > 0. Portanto, P; é
semipositivo definido.

Definiciio 2.2.2. Sejam X : M — TM um campo de vetores. O gradiente VX : TM — TM de
X é definido por B B

VX(V)=VyX.
A divergéncia de X em M é definida por

diVM()_(> = trM(ﬁ )_()
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Se{ey,ey,...,en} € um referencial ortonormal adaptado, tangente a M, entao
— m — —
divir(X) =) (Ve X, ei).

O tensor de Ricci de M é definido por
Ricy;(V,W) = tri7(E — R(V,E)W),
onde E,V,W € TM e R denota o tensor de curvatura de M.

O lema a seguir € conhecido e incluimos uma prova aqui por razdes de completeza.

Lema 2.2.1. Se (diVPl ) (V) = '[I‘M(E — (VEP1 ) (V)), onde (VEPI)(V) = VE (Pl (V)) —P (VEV),
entao

(divPy)(V) = Ricy(V, 1)
para todoV € TM, onde M denota o campo de vetores unitdrios normais a imersao. Em parti-
cular, se A_lmﬂ tem curvatura seccional constante x, entdao divP; = 0.

Demonstracdo. Seja {ej,es,...,e,} um referencial geodésico tangente a p € M. Usando a
equacao de Codazzi

((VwA)(Y),Z) = ((VyA)(V),Z) = (R(Y,V)Z,n)

para Y = Z = ¢; e somando sobre i de 1 a m, temos

((VvA)(ei),ei) = (Ve A) (V). ei) = (R(ei,V)eism),

=

i=1

isto é,

agE

1<(VVA)(€:) ei) — (divA) (V) = Ricy;(V,m).

~.

Observando que
m m
L(Tva)eiei) = RV iACee) = V(S = dvsi)0),

onde I : TM — TM ¢é a aplicagdo identidade, concluimos
div(S1/—A)(V) = Ricg(V,n).

Em particular, se M tem curvatura seccional constante k, entdo Ricz;(V,n) = mx(V,n) =
que implica divP; = 0. O

A proposicdo a seguir serd uma ferramenta importante na demonstracdo do Teorema Z-TTI.
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Proposico 2.2.1. Se M™,m > 3, é uma hipersuperficie de M""' e X : M — TM & um campo
de vetores, entdo

divas (P (XT)) = try (E — Py ((?EY)T)) +Ricg (X7, m) +25(X, ), (2.8)

onde Ricy; denota o tensor de Ricci de M e XT =X — (X, n)n € a parte tangente de X.

Demonstracdo. Seja {ej,es,...,e,} um referencial ortonormal adaptado a M. Inicialmente,
visto que P; € auto-adjunto, temos

try <E 5 Py ((?J()T)) - ,i <P1 ((Vel)_() T) e > ,i V.X.Pi(e))). (2.9

Usando (22), p.B7, e o fato de A ser auto-adjunto, obtemos

agE
<
|
~
o
1
Ms
-

~
—

(Ve X", Pi(er)) — ( <A(€i)7P1(€i)>> (X,m)

—
~.

<(AOP1)(€i),€i>> X,m)

(o

~
—

I
agE

<veiXTvP1 (ei)> - (

~.

<§eiXT,P1 (e,-)) —trM(AOP1)<)_(,11>.

I

N
I
—_

Portanto,
g<Ve,.XT,P1 (€;)) = try (E — P ((vE;—() T)) F (Ao P (X, 7).

Por outro lado, o fato de P; ser auto-adjunto implica

(VelXT Pi(e;)) (V, XT+B(e,,XT),P1(e,-)>: (Vo.XT Pi(e;))

Ms
I

agE
agE

1 1

m m
(PL(VeXT),e) Z o (PL(X )= Y (Ve P )(XT),e)
= i=1

ey
~.

I

—

v (PL(XT)) —trM(E — (VePy)(XT))
vy (PL(XT)) — (divP)(xT).

I
o o

Logo,

divas (P (XT)) = try (E — Py ((VE)?)T)) + (divP) (XT) +try (Ao P ) (X, 7).

O resultado segue, portanto, usando o Lema 72T e a igualdade abaixo

tryr(AoPy) = try(Ao (Si1—A)) = Sy try(A) — tryr(A%) = ST — |A|* = 25,.
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~ . —m+l .
Observacao 2.2.3. Se a curvatura seccional Kj; de M"! satisfaz

Ko <Ky <K
para numeros reais Ky € K, entao

— K—

[Ricy (V,17)] < "1 )
para qualquer par ortogonal de vetores V, W € TM tais que |V| < 1, |[W| < 1. De fato, consi-
derando um referencial ortonormal {,ey,...,€y,€,+1 } tangente a M, obtemos
L m+l o m+1 - —0 5
RICM(V7V) = Z <R(V7El)vaél> = Z KM(V7EZ)(|V| o <Vvél> )

i=1 i=1
T2 _ T 5.2 T2 _ U2
<k ) (VI ={V.&)") =xl(m+1)|V]" = |[V|]
i=1
= mk|V|%.
Analogamente, Ricz7(V,V) > mky|V|?. Visto que Ricy; é uma forma bilinear simétrica,

Ricy;(V,W) = —[Ricg(V + W,V + W) —Ricg(V — W,V —W)],

IN
el Bt ol e

x|V + W2 — mio|V — W]

= 2 Imx([V?+2(V.W) + [W|*) = mio(|V]* = 2(V, W) + [W|*)]

—

= (k= xo)([VP+[WP)
< m(K — K'o)‘
- 2

) > _ m(k —Kp)

Analogamente, Ricz;(V,W . Portanto,

K — K — —
_M < RiCM(V,W) <

m(K — Kp)
—

_ _\T
No lema a seguir iremos estimar try, (E — P (VEX ) )) em termos de S1, da fungdo
distancia de M e da cota superior k da curvatura seccional de M.

. —m+1 . . . . ..
Lema 2.2.2. Sejam M~ ,m > 3, uma variedade Riemanniana de curvatura seccional limitada

superiormente por uma constante k, M uma hipersuperficie de M p(x) = p(p,x) a distan-
cia geodésica de M partindo de p € M e X = pVp o campo de vetores radial partindo de p € M

e restrito a M. Suponhamos que P seja semipositivo definido. Se g € M é tal que p(q) < i(M)
e, além disso, para k > 0 tivermos kp(q)?> < m?, entdo

(e (o= (i et
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Demonstracdo. Seja y:[0,p(q)] — M definida por y(t) = exp,(tu), u € T,M, a tinica geodé-
sica unitdria tal que y(0) = p e ¥(p(q)) = q- Seja{e1(q),e2(q),...,em(q)} uma base ortonomal
de T,M formada por autovetores de Pj em g € M, isto €,

Pi(ei(q)) = 6i(q)ei(q), i=1,2,....,m,

ver Observacdo 271, p.B7. Sejam Y;, i = 1,2,...,m, as proje¢des unitdrias de e;(g) sobre
Y (p(q))* C T,M, isto é,

Y;

__eilg) = (ei(q).Y :
lei(q) — (ei(q), Y (P(2)))Y (P ()|’

Portanto,
ei(q) = biYi+¢iY (p(q)),
onde b; = |lei(q) — (ei(q),Y (P(2)))Y (P(2))|| e ci = {ei(q),Y (p(q))). Observemos que b} +

cl-2 =1eY; Ly paratodoi=1,2,...,m. Visto que a curvatura seccional Ky; < K e para K >
0 temos kp?(g) < 72, ndo existem pontos conjugados a p ao longo de y. Se 6;,65,...,6,
denotam os autovalores de P;, entdo

Ty (E — P ((VEX) T)) =Y (VoX Pi(e)) = f 6:(VoX,ei)

(VyX,Y) = (Vy(p?),Y) = (VY)Y +0Vy7.Y)
= (Vp,Y)(V.Y) =1,

(VvX,7) = (Vr(p7),7) = (Y, VO)Y +pVrY,7Y)
= (YY) +p(VrY,7)
=2vir vy =o.

Logo,

S T m . m
try (E — P ((VEX) )) =Y 0L} (Vi X Y))+ Y 6ict.
. L

i=1 1=
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Agora, usando o Lema 2.5, p.713 de [IK®T], temos

Vkp(q)cot(vxp(q)), sek >0;
(Vr.X,Yi)(p(q)) = 1, sek=0; (2.10)

v—kp(q)coth(v/—xp(q)), sek <O.
No caso k > 0, visto que 0 < /kp cot(y/kp) < 1 para p < 2\F’ obtemos

m

try (E»—>P1(<VE)_(>T)> Z 0:b2p /K cot(v/kp) +290

m
>
i=1

= (trv P1)v/kp cot(Vkp)
= (m—1)S1v/kp cot(Vkp).

/\II

0:(b; +ci )) Viep cot(v/kp)

A prova para o caso k < 0 € andloga e segue das ideias do caso k > 0 observando que

v/ —kpcoth(y/—kp) > 1. O

2.3 Desigualdade do valor médio e formula de monotonicidade

Sejam K37 = K7(x, I1;) a curvatura seccional de M em x € M relativa ao subespago bidimensi-

onal [T, C T,M e ko(x) = inf Kj;(x,II;). De agora em diante, denotaremos por B, = B,(p)
I, CT,M

a bola aberta em M com centro em p € M e raio r. Assuma B,(p) NdM = 0. Se M é uma hiper-
superficie prépria de M, entio d(MNB,) # 0. Além disso, M N B, e d(M N B,) satisfazem
as hipéteses do Teorema de Gauss-Green, ver [Fed6Y], p. 478.

Seja f : M — R uma funcdo nio negativa, localmente integravel e de classe €!. A seguir
iremos obter uma desigualdade do valor médio para a fung¢do F definida por

(sen / fSldM se kK > 0;

r_mzl/ fSldM, se Kk <0.
MNB,

Teorema 2.3.1 (Desigualdade do Valor Médio). Seja M™, m > 3, uma hipersuperficie propria
de uma variedade Riemanniana M"™"" com curvatura seccional limitada superiormente por uma
constante k. Suponhamos que Sy # 0, S» > 0 e escolhamos uma orientagdo para M tal que
S1 > 0. Sejam p = p(p,-) a fungio distincia de M e f : M — R uma fungdo ndo negativa,
localmente integravel e de classe €'!. Se 0 < 6 < t < i(M), entdo
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(i) parax >0 e k1> < 1,

1 1
———T fSIdM——ml/ fS$1dM
(seny/kt) 2 JMNB, MNBg

sen\/Ko) 2
1 t
2—/r_l(sen Kr)” Z X
2Js

< [ [(p¥P. PV +2521m) + fRicy; (pVp.m)| dar:

—_ I~

(i) para x <0,

1 1
fS1dM —

- i [ fsiaM
t 2 JMNB; o 2 JMNBs

m—1
1 [ _m =
25/ ,,—2“/ [<pr,P1(Vf)+2S2fn>+fRicM(PVPaTI) dMdr.
o MNB,

Demonstragdo. Denotemos por X = pVp o campo de vetores radial de M restrito a M. Inici-
almente, notemos que

tr (Er—>P1 ((VEf)_(>T)> -

m

(Ve /%), Pr(ed)

g

=1

~

m

€l'(f) <)_(, P (e,')> + Zf<vel)_(,P1 (e,-)> 2.11)

i=1

= (X,P(Vf))+ ftr (E s Py ((?E)?)T)) .

I

N
I
—_

Por outro lado, visto que M é propria, se vV denota o campo de vetores conormal unitdrio
de d(M N B,), visto como uma hipersuperficie de M, entdo o Teorema de Gauss-Green, ver
[Fed6Y], p. 478, implica

| divu(PGxT)aM = [ (PU(EXT) V)dSu(r) (2.12)
MnNB, d(MNB,)

onde dSy(r) é a medida (m — 1)—dimensional de d(M N B,). Integrando a identidade da Pro-
posicdo 2271l e usando (ZI2) acima, obtemos

/ tr (E — Py ((vEf)?)T)) dM = / divi (P (fX"))dM
MNB, MNB,
. T N Y
g R (X bt — [ 252(fK.m)am
[ i wasut
d(MnNB,)

- / FIRicy(XT,0) +28> (X, n)]dM,
MNB,
(2.13)
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Integrando (2-I1I) e substituindo em (Z13), obtemos

MﬁB,f tr <E — Py ((VE)_() T) > dM = /a o FPLXTY, v)dSy(r)

_ / X, Pi(Vf))dM (2.14)
MNB,

—/ f [Ricg(X",n) +28,(X,n)] dM.
MNB,

A seguir, iremos estimar os termos de (_T4)) que envolvem P;. Denotemos por 6;, 1 <i<m,
os autovalores de P;. Vamos mostrar que as hipdteses §; > 0 e S, > 0 implicam

0; <28

paratodo i =1,2,...,m. De fato, os autovalores de P| sdo 6; = S| — k;, onde k; sdo os autova-
lores da segunda forma fundamental da imersdo. Temos

0; =S1 —ki <81+ |ki

§S1+\/k%+k%+---+k,%1

=S1+]A] =814+ 1/57 - 25,

<28;.

Visto que P; € semipositivo definido, existe y/P;. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
obtemos, para quaisquer campos de vetores U e V tangentes a M,

[(PL(U),V)| = [{(VPI(U), VP (V)]

< WVPU)|IVPA(V)

= (P(U),U)"H(P(V), V)2 (2.15)
(281)2|U|(281)" 2|V |

<
<281|U||V].

Usando (ZZI9) e o fato |Vp| < [Vp| = 1, obtemos

/c9(MﬂB,)f (PL(XT),v)dSu(r) = /a w1 (PL(VP),V)dSu(r) <2r /

fSldSM(r)
d(MNB,)

< 2”/ fIVp|~1S1dSu(r).
d(MnNB,)

Por outro lado, a férmula da codrea, ver [Bér&6], p. 80, implica

Zr/ fIVp|~181dSu(r) = o ( fSldM> .
d(MnMB;) dr \ JMnB,

r
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Portanto, aplicando (Z-14),

1 _ T
- fir (E — P ((VEX) )) am < ( fSldM)
2 JMnB, dr \ Jmns,

[(PVp,Pi(Vf)+2S2n) + fRicg(pVp,n)]dM.

(2.16)

2 JMnB,

Vamos analisar separadamente os casos Kk > 0e kK < 0.
Caso k > 0. A estimativa do Lema implica

fir <E S ((?E)_()T» dM > (m—1) /Mmr Vip cot(vrp) fS1dM
> (m— 1)v/xrcot(v/xr) fS1dM,

MNB,

MNB, (2.17)

visto que p < r. Substituindo (ZI'7) em (P-I6) temos
[<pr,P1 (VS) +282/n) + fRicy(pVp,n)]dM

(m—1) VKrcot(v/xr) £S1dM (2.18)
2 MnNB,

d
<r— ( fSldM) .
dr \Jmns,

2 JmnB,

+

Como

d

a ( fSldM> _ (m—_l)ﬁcot(\/;_('r) fS1dM
dr \Jmns, 2

MnNB,

1

m— d m—
= (senvKkr) 2 — ((sen\/fr) 21/ fSldM>,
dr MNB,

obtemos

Ssenvr) T [ [(p¥p,B(VF) +252m) + fRicy (0¥, m)]aM
MNB,

(2.19)

d m—
< r (sen(\/l_( )~ T fSldM) .

MNB,

O resultado para o caso k > 0 segue, portanto, dividindo a expressdo acima por r € integrando
deoat.
Caso x < 0. Usando o Lema 2272 temos

/MﬂB,ftr <Er—>P1 ((?E)_()T>)dM2 <m_1)/MmB,fsldM'

Substituindo a estimativa acima em (ZT8) e usando o fato

4
dr

—1 m-1 d i
( fSldM> L £S1dM =" L (r_l’l fSldM> ,
MNB, 2 JMmnB, dr MNB,
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obtemos

m—1

1 —
i / [(pVp,P(V)+2S2/N) + fRicy(pVp,)|dM
MOB, (2.20)

d [ _m
<r (r 2 fSldM).

r MnNB,

O resultado para o caso k < 0 segue, portanto, da desigualdade acima dividindo por r e inte-
grandode o at. O]

Observacao 2.3.1. (Caso convexo) Se A > 0, entdo podemos estimar os autovalores de P; por
0; =81 — ki <S1 nolugar de 6, < 251 e, desta forma, os expoentes da desigualdade do valor
médio tornam-se m — 1 no lugar de ”5—. Neste caso, a desigualdade do valor médio torna-se

) paraK>OeKt2§7r ,
1 1
—_— a — ——— am
(senv/xt)™ 1 Juns, IS5 (seny/xo)m-1 /MOBG I5
t —
> / 7 (sen/xr) " / [(PVP.PI(VF)+25:/n) + fRicy; (pVp, )| dMdr;
c MN

(i1) para kK <0,

1 1

— S1dM — / S1dM
=1 MmB,f ! on-1 MﬂBGf !

t —
> / - (m=2) / vap,pl(w)+252fn>+fRicM(pr,n) dMdr.
MNB,

o

O coroldrio a seguir serd util na prova da desigualdade de Poincaré.

L. . . .. . . .=t
Corolario 2.3.1. Seja M™, m > 3, uma hipersuperficie de uma variedade Riemanniana M

com curvatura seccional limitada superiormente por uma constante kK. Suponhamos S| # 0,
S> > 0 e escolhamos uma orientagdo tal que Sy > 0. Seja p = p(p,-) a fungdo distancia de M.
Seja f : M — R uma fungdo ndo negativa, de classe €', com suporte compacto em M, tal que
supp fNoM =0. Se 0 < 6 <t <i(M), entdo

(i) parax >0e K12 < 712,

(sen\/fc)_m;/ £S1dM < (sen/xt)~ o fS1dM

MNB,

+ [ (senv/kr) m21/ VLIS + M—FSQ f|dMdr,;
MnB, 4

(i) para x <0,

o "7 / s am <" [ £sam
MNBg MNB;

+/ / {|Vf|S1 + (M +S2> f} dMdr.
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Demonstragdo. Visto que f : M — R tem suporte compacto, podemos considerar integrais
sobre qualquer dominio de M sem requerer a hip6tese adicional que M é prépria. Neste caso, o
resultado segue observando que

2/ [(pVp,PI(Vf)+2S2/) + fRicy(pVp,n)]dM
1

2 JmnB,

1
. Rico (Vp.1)dM
2/Mm3,fp ici7(Vp,m)

p<§p,P1(Vf)>dM+/MOB pfS2(Vp,m)dM

Z—r/ IVFIS1dM —r SofdM
M0B, MnB,

- r/MﬂB, (M) fam

B m(K — Kp)
= _r/MmB, {Wﬂsl + <T ‘|‘SZ) f} aM,

onde usamos que p < r, |[Vp| < |[Vp| =1, além da Observagdo 223, p. H(, para estimar
Ricy;(Vp,n) e das desigualdades em (Z13) para estimar (Vp, P (Vf)). O

Seguindo as ideias de Simon, [S1m&3], p. 84-85, iremos analisar a questdo importante sobre
0 que acontece ao assumirmos limita¢des L” para S>. A primeira consequéncia nesta dire¢ao é
a seguinte férmula de monotonicidade:

Teorema 2.3.2 (Monotonicidade). Seja M™, m > 3, uma hipersuperficie prépria de uma va-

. . . —met] . . .
riedade Riemanniana M de curvatura seccional limitada superiormente por uma constante
Kk € R. Suponhamos que S| # 0, S> > 0 e escolhamos uma orientagao tal que S| > 0. Se existem
0<a<1,T>0e0<Ry<i(M) tais que

-1 m(K — Kp) nr “!
o /Mms,( - +Sz)dM§F(RO> A(MNB,) @.21)

para todo r € (0,Ry), entdo
(i) parak >0e K‘R% < 7%, a fungdo h : (0,Ry) — R definida por
<1 (MNBy)

m—1

h(r) = exp(TRy ™ *r®)
(senv/kr) 2

€ monotona nao decrescente;
(ii) para k <0, a fungdo h: (0,Ry) — R definida por
</ (MNBy)

m—1

r2

h(r) = exp(TRy %)

€ monotona ndo decrescente.
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Demonstragdo. Vamos demonstrar o teorema para o caso K > 0. O caso k¥ < 0 € inteiramente
andlogo. Usando o Corolério 231 acima para f = 1 temos, para 0 < ¢ <t < Ry,

SAMNB)  AMNBs) o ) m(x — Ko) )
(Sen\/_z)% (Sen\/_cy)mzl = /( Vr)~ /MﬂB, (—4 —|—Sz) dMd

t — a—1
> —aF/ (sen Kr)_T] (RL) </ (MNB,)dMdr,
(e

0

A (MNB,)

m—1

onde, na dltima desigualdade acima, usamos a hipétese (ZZ211). Denotando por g(r) = ﬁ
seny/Kr) 2z~

e dividindo a desigualdade acima por t — 0, obtemos

N
g(r)ydr— /: al’ (RL()) . g(r)dr] ,

fer(i)

para todo € > 0 suficientemente pequeno. Tomando t — o, o lado esquerdo da desigualdade

a—1

1

t—0O

a—1
(o3
tende a g’(0) e o lado direito da desigualdade tende a al’ <R_) g(o). Portanto,
0

° )a_lg(ff) > 0.

Ry

g(o )+0€F(

Visto que

o—1
L (exp(TRY“0%)3(0)) = exp(TR} o) (ar (£) o +g'<o>) >0,

-«

concluimos que (o) =exp(I'R;” “0%)g(o) ¢ mondtona ndo decrescente para todo o € (0,Rp).

O

Como caso particular da férmula de monotonicidade acima, temos o

Corolario 2.3.2 (Monotonicidade). Seja ! (k) uma variedade Riemanniana (m+ 1)—dimensional

de curvatura seccional constante K. Seja M, m > 3, uma hipersuperticie prépria de ! (x)
tal que S, =0 e S| # 0. Assuma uma orientagdo de M tal que S; > 0.

(i) Se k >0 e kr*> < &%, entdo a fungio g : (0, \%) — R definida por

o(r) = MV‘B;

(sen+/Kkr)

€ monotona nao decrescente;
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(ii) Se k <0, entdo a funcao g : R — R definida por

g(r) = w

r 2
€ monotona nao decrescente.

A segunda aplicacdo da desigualdade do valor médio € o teorema a seguir.

Teorema 2.3.3. Seja M ,m > 3, uma hipersuperticie propria de uma variedade Riemanniana
“7m+1 . .. .
M"™"" de curvatura seccional limitada superiormente por uma constante k¥ < 0. Suponhamos

que S| > ¢ para alguma constante ¢ > 0 e que Sy > 0. Se existem 0 < Ry < i(M),I' >0ep > 1

tais que ¥
_ p b
[ / (M +52) dM] <T, (2.22)
MnBg, 4
entao
< (MNBg) 1/1’< A (MNB)\ P or ml gm
BT — S\ ax ) TS A E
o2 t c!=Vr(m—1+2p)

para quaisquer 0 < o <t < Ry.
Demonstragcdo. Usando a desigualdade (Z220), p. &6, para f = 1, temos

d (< (MNB, _ma 1 v i
o (¥> = 21_/ [(pVp,28:1) +Ric(pVp,0)|dM
dr 2 MNB,

r 2
> —r"’?l/ (—m(x_ ko) —|—Sz) dM.
MNB, 4

Usando a desigualdade de Holder e a hipétese (ZZ22), obtemos

_ _ P /p
/ (M +S2) M < V (M+S2> a’M} vol(MNB,)! =/
MNB, 4 MNB, 4

<Tvol(MNB,)'~1/»
I -1/
< Cl——l/p”dl(MmB’) b,

Isto implica
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Integrando a desigualdade acima de ¢ a ¢, obtemos o resultado. []

2.4 Demonstracao da desigualdade de Poincaré

O objetivo desta se¢ao é demonstrar o Teorema PZ-IT], p. B1l. A etapa principal da demonstracao
€ o Lema 247 a seguir, que estabelece uma desigualdade local do tipo Poincaré para bolas
extrinsicas, requerendo condigdes especiais sobre f. O passo seguinte € usar o Lema 241
abaixo para “colar as bolas” e, desta forma, obter uma desigualdade global tipo Poincaré.

A prova do lema a seguir pode ser encontrada, por exemplo, em [CMTT], p. 115.

Lema 2.4.1. Se % é uma familia de bolas fechadas em um espago métrico com sup{diam(B); B €
P} < oo, entdo existe uma subcole¢do de bolas duas a duas disjuntas %' C A tal que

UBc U 3B
Be# Be#'

onde 5B é a bola de mesmo centro que B e raio 5 vezes o raio de B.

No lema a seguir usamos algumas ideias inspiradas em [MS73], Lema 2.3, [HS74], Lema
4.2, ver também [HS75] e [Otspl].

Sejam Q C M um dominio regular tal que QNJIM =0 e f: M — R uma funcio nio
negativa, de classe €' e com suporte compacto em Q. Definimos, para 0 < « < 2,

I
1 2(1 di Q m=1 !
ﬁarcsen VK (( gj‘g)) (diam / fSldM> ek 0;

1
2(1 Q m=1 .
(( (2 +O‘CX)) (dlam / fSldM> , se k<0,

onde assumimos

ry =

_L

\/E<(2(1+oc)) (dlamQ " ]/fSIdM> B <1,

se Kk > 0.

Lema 2.4.2. Seja m! ,m >3, uma variedade Riemanniana (m + 1)—dimensional de curva-
tura seccional limitada superiormente por uma constante Kk € R. Seja M uma hipersuperficie
de ™! , possivelmente com bordo, tal que S| # 0 e S, > 0. Assuma uma orientagdo de M tal
que S1 > 0. Sejam Q C M um dominio regular tal que QNIM =0 e f : M — R uma fungio
ndo negativa, de classe €' e com suporte compacto em Q. Assuma ainda que

1
A /Q fS1dM > 1. (2.23)
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Seja o € (0,2). Se 5r; < i(M) entio para todo p € Q existe r = r(p) € (0,r)) tal que

/ fsldMgzals’"fr]/ i+ (MEK) 0N tlam. 224
MNBs,(p) MNB,(p) 4

Demonstragdo. Com o objetivo de simplificar a notagdo, definimos

Fy(r) = F()$1(x)dM (225)
MnB,(p)

m(K — Ko(x
6= [, [siomsear (M2 ) w220
MNB,(p) 4
Caso x < 0. Suponhamos que ndo existe r € (0, r) satisfazendo (2Z24), isto é,
F,(5r) > 2a_15m74r1Gp(r)

para todo r € (0,r1), ou seja,

1w
G,(r) < 5<;c5—73r;11v,,(5r). (2.27)

m—1

Multiplicando a desigualdade (ZZ27) acima por r~ 2 e integrando de 0 a ry,

1 m— 1 m—3 1 m—
/O r_21Gp(r)dr<§OC5_23rl_l/o r_Tle(Sr)dr

| _m-1
= 5ar 1/0 r= 2 Fy(r)dr (2.28)

m—1

1 . r m—1 5r
=-aor, / rZFP(r)dr—i—/ r2Fp(r)dr1 .
2 0 r

Tomando o supremo sobre » de 0 a r| na primeira integral do lado direito de (ZZ2R),

Lo " _ma 1 _m1
Earl /0 r~ 2 F(r)dr<-a sup o 2 F,(0). (2.29)
oc(0,r1)

Vamos estimar a segunda integral no lado direito de (2Z&). Como supp f C Q, temos
Fy(r) = / FS1dM < / £S1dM. (2.30)
MNB,(p) Q

Usando a estimativa acima, fazendo a mudanga de varidveis r por ris na segunda integral do

lado direito de (Z2R) e usando que / s T ds < 2, valido param > 3,
1

1 —1 51’1 _m—1 1 —1 Srl _m—=1
—ar / r 2 Fy(r)dr< za|r / 2 dr X/fSldM
2 n 2 r Q

1 _mt 5
= ar, /s_zldsx/fSldM (2.31)
1 Q

<ar, / £S,dM,
Q
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Substituindo (Z3T) e (229) em (Z72¥), obtemos

n m— 1 m— —ml
/ U Gy(dr < ~a sup 67T Fy(0) +ar, 2 / fSidM.  (2.32)
0 Q

oc (0,}’1 )

Tomando o supremo em ¢ de 0 a r| na desigualdade (ii) do Coroldrio 23], p. Bf, e usando
(Z30), temos

i _m—1 R
sup 0 "7 Fp(o)<ry /fSldMJr/ r"T Gy (r)dr.
Q 0

oc (0,1‘] )
Substituindo a estimativa (Z32) na desigualdade acima, vemos que

m— _m=1 1 m—
sup G~ 21Fp(cr) <r ° / fS1idM + o sup G_TIFP(G)
o€(0,r) Q 2 se(on)

_m-1
+or, 2 /QfSldM

Agora, usando a defini¢do de r| para o caso k¥ <0,

~ m—1 2(1—{—06) _m=l1
sup 6T Fy(o) < oy /fSldM
ce(0,m) »(©) 2—a ! Q
2(4a) (2(1+a)\! (diamgz)ml/ ‘1/2/
e (2 - ) JaSiaM [ sidm

(diamQ)~ 1/2
_ W ( / fSldM) .

Finalizamos a demonstracao por contradicao mostrando que a desigualdade (Z33) € falsa. De
fato, notemos que, usando a hipétese (223 e a defini¢cdo de r; para o caso Kk <0,

1 2
21 diam Q)" m=1 2(1 n—1
mz(((+m)(mm '/ﬁMM> 2<ljﬂ» diamQ > diam Q,

2—« 2—«

(2.33)

isto é, diamQ € (0,r;) e logo diamQ < Z(T) Assim, podemos considerar Bgijamo C M e, visto

que M N Bgiamo O 2, obtemos

(diamQ)~ / £S1dM = (diamQ) ™" fS1dm

/MﬂBdiamQ(P)
< sup 6_21/ fS1dM.
MQBG(P)

c€(0,r)
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Usando a estimativa acima e a desigualdade (Z33),

(diam Q)™ / f$1dM < sup o "T / £S1dM
MABo (p)

GE(O rl)

(diamQ)~ 1/2
< W / fS]dM y

( i fsldM) " @),

Usando a hipétese (Z223) novamente na desigualdade acima, obtemos

isto €,

1/2
d(”z(/ﬁmo < A ()2,

o que € claramente uma contradicdo. Isto prova o lema para o caso em que K < 0.
Caso k > 0. Suponhamos que ndo existe r, 0 < r < ry, satisfazendo (224, explicitamente,

F,(5r) > Za_ISmT%rle(r), paratodo 0 < r < ry,
isto €,

1 _m=3 —1
G,(r) < 5065 2 r] Fp(5r), paratodo 0 < r < rj.

—_

m—

"2 e integrando em r de

Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por (sen/kr)
Oa r,

" m— 1 m— " —m_l
/O(sen Kr)_Tle(r)dr< 50&5_23r1_1/0 (senv/kr) 2 F,(5r)dr

ol (2.34)

A fim de estimar as integrais do lado direito da desigualdade (Z34)) acima, notemos que, como
sen O é uma fungio concava em [0, 7], entdo sen 36 > BsenO para0 < 3 < 1e 0 € [0, 7]. Isto
implica

1
sen (@) > g(sen Kr) para0 <r <ry;

K
sen VK > L(sen kr1) parar; <r<5r,
5 S5r
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e, portanto,
_m=1
\/EV m—1 _m=1
sen 5 < 577 (seny/kr)” 2 para 0 < r <ry,
Cmed (2.35)
\/1_(7' m—1 m771 _m=1 _m—l
sen ~— < 577 (senykr)” 2 r parar; <r <5ry.

Usando a primeira desigualdade em (Z33) acima, podemos estimar a primeira integral no lado
direito de (Z34)) por

m—1

| o n e 1 n n=
50 ‘z>]r1_1/0 (sen \/5fr> F,(r)dr < Earl_l/o (sen Kr)_Tle(r)dr

m—1

2 Fy(0).

(2.36)

1
< -a sup (senvko)~
2 se(om)

A seguir, vamos estimar a segunda integral do lado direito de (Z34)). Usando a segunda desi-
gualdade em (Z33), seguida dos fatos

m-3 Srl m— 5 m—
Fp(r)=/ fSldMS/fSldMerl2 / r_21dr=/ s Tds<2,  (237)
MnNB,(p) Q r 1

temos que a segunda integral no lado direito de (Z34)) torna-se

m—1

1 m— 5ry 7 1 m— m=3 51 m—
EocSZ’]rll/r <sen@) F,(r)dr < Ea(sen Krl)*Tl (”1 2 /r rZIFp(r)dr)
1

1 m—1 m=3 (5] m—1

< -o(senvkry)” 2 (r° / r- 2 dr x/fSldM
2 r Q
(04

< (sen Krl)_mf/fSldM.
Q

(2.38)

Aplicando as estimativas (Z36) e (38) acima no lado direito de (Z34)), obtemos

" m— 1 m—
/ (sen Kr)_Tle(r)dr <& sup (sen\/EG)_Tle(G)
0 GE(O,I‘]) (239)

—JrOC(SCn Krl)_mzl/fSldM.
Q

Por outro lado, considerando o supremo em o de 0 a r; na desigualdade do Corolario 231, p.
86, e aplicando a primeira desigualdade de (Z37),

m—1 m—1
2

sup (senv/ko)™ 2 F,(0) < (sen Krl)_m%l /QfSldM+/0rl(sen Kr)” 2 Gp(r)dr.

c€(0,r)
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Substituindo (Z39) na desigualdade acima,

sup (seny/ko)” "TF Fy(o) < (senv/kry)~ /fSldM-l—;oc sup (seny/ko)” "TF F,(0)

oc(0,r1) cc(0,r)

+ a(sen Krl)m2l/fS1dM,
Q

isto é,
21+ )

_m—1
sup (SGI’I\/EG) 2 FP(G) < ﬁ

(senv/Kri)~ / £S1dM. (2.40)
GE(O,rl)
Como, para Kk >0

1

m 1 m—1
r1=%<arcsen \/E<<2(21_+0(Cx)> (dlamQ /fSIdM) ;

temos

et _m-1 (diam 12

e a desigualdade (Z40) torna-se

sup (sen\/fa)_mTlep(O') < 2(1——:‘&)

c€(0,r)

(sen Krl)_le/fSldM

= (ﬁ)%% ( / fsldM) "

(2.41)

Vamos estimar o lado esquerdo de (Z-41]). Usando a hipétese (Z-23)), obtemos

= ((2(1+a)> (dlarnQ. m-1 /fSldM> = i

2—0o

Visto que arcsenx é uma func¢do crescente, usando a definicdo de r; para o caso Kk >0 e a
1

desigualdade acima, temos ry > T arcsen(\/fdiam Q). Além disso, como arcsenx > x, x €
K
(0,1), temos
1
diam Q < —arcsen(+v/KdiamQ) < r;. 2.42
ﬁ <\/_ ) r1 ( )

. Usando estes e o fato

i(M)
5

Portanto, diamQ € (0, r}) e, desta forma, diamQ <
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M N Bgiamo D €, obtemos a estimativa a seguir para o lado direito de (Z41)

(VK)™ 7 (dlamQ /fSldM (senﬁ(%arcsen(\/}diamﬂ)) 2/fSldM
/ £S1dM
MNBgiamo

< (seny/kdiam Q)*mZ_l
< sup (sen\/EG)_le/ fSidM,
MNBs(p)

c€(0,r)

(2.43)

m—1

onde, na primeira desigualdade usamos (ZZ42) e o fato que (seny/kx)” 2z ¢é uma fungao de-

crescente em <0, #?) , enquanto que na segunda desigualdade usamos que diamQ € (0,r}).
Substituindo (Z43) em (2-41]), obtemos

(\/_)_mT(dme /fsldM< (V)™ mz—l% (/ fSldM> 1/2,

isto é,
12
(/ fSldM) < (Q)'V2.
Q

Usando a hipétese (Z223) novamente na desigualdade acima, obtemos

1/2
A (Q)'/? < (/fSldM) < i (Q)'?,

que € claramente uma contradi¢do e isto prova o lema para o caso K > 0. ]
Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema P11

Demonstra¢do do Teorema Z11. Denotemos por vy, (f,Q) = m Jo fS1dM o valor médio

da fungdo f. Se f: M — R satisfaz as condi¢des do teorema, entio f = W f satisfaz

~ : = 5 .
vm(f,Q) = 1. Definimos para a func¢do f a constante ry = Erl’ isto €,

2
I

5 2(1 "=
NG arcsen <\/§ (%{?) (diamQ)) se k > 0;
2
T
; X (%) (diam Q) se kK <O0.

Logo, se 2rg < i(M), entdo 5r; < i(M). Portanto, usando o Lema IZ42, para todo p € Q existe
r(p) € (0,r) tal que

/ 7Siam <2015 / {|vf|51 + (M —1—52) f} dM. (2.44)
MmBSr(p) (P) MﬂB"(l’) (17) 4
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Visto que Q C U,eq(MNB,(,)(p)), usando o Lema 47T existe uma subcolegdo de bolas duas
a duas disjuntas tais que

Qc |JMnB,,)(p)) € |J (MNBs,,)(p)).
peQ pes

onde .# é um subconjunto discreto de Q. Além disso, a compacidade de Q nos permite escolher
um conjunto finito .. Assim,

/fSla’M< Z/ fSIdM

pes MﬂBSr

<207 15" ) /WB [|Vf|sl+<w+sz) f} dM

pes
<207'5"n | {|vf|sl+ (wﬁ%) f} dM,

onde, na dltima desigualdade, usamos que as bolas extrinsicas M N B, (p), p € ., sdo dis-
juntas. Logo, para k <0,

/QfsldM <2x5"7q! (2(2%2?)),” (dlamQ)/Q {\Vf\Sl + (sz) f} dM

e para Kk > 0,

/QfSldM§2><5mz3a1%arcsen< K(<2(21+ )mz(diamQ)>>x
/{Ivﬂsl m(x ; KO)JrSz)f} dM.

Como arcsenx < Zx, temos

/fSldMgA(m,a)(diamQ)/ [|Vf|51+<w +Sz) f] M,
Q Q
onde 2
B =
Tx5" T o ! (2(21+oc)) , sek>0
Alm,o0) = 5 —¢ 2
m—1
( (H_a)) , sek<0
2—«o

Concluimos a prova do teorema calculando a constante A(m) e, para isto, iremos otimizar

14+ o

t ini lobal
2_a> em um minimo globa

A(m,a). Notemos que a fungdo g(ot) = o™ (

= h(m).

L
2(m—1) 3m—9+v9m2 —30m+57 "
m—74+vV9m2 —30m=+57 \ 3m+3—V9m2 —30m+57
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A fung@do h(m) é uma fung@o decrescente para m > 3 e, além disso, lim,,;_.h(m) = % Logo
h(m) < h(3) < 2. Portanto, as constantes da desigualdade de Poincaré podem ser dadas por

2m

2T x 577 se k < 0.

A(m)—{ x5 ><2m1 se k> 0;

2

) + o\ m! )
Finalmente, a escolha de o nos fornece (2—) < 2 e, desta forma, podemos considerar

5 m
=l 37% a2rcsen (x/l—c X 2T (d1amQ)> se k > 0;
5 x2m-T(diamQ) se k < 0.

2.5 Demonstracao do resultado de estabilidade

Antes de demonstrar o Teorema T3, apresentamos uma desigualdade de Poincaré modificada
envolvendo o primeiro operador de Newton P;.

.~ w1 . . . . .
Proposicao 2.5.1. Seja Mt , m > 3, uma variedade Riemanniana (m + 1)—dimensional de
curvatura seccional limitada superiormente por uma constante Kk € R. Seja M™ uma hipersuper-

ficie de A_/[mH, possivelmente com fronteira, tal que S} # 0 e S2 > 0. Assuma uma orientagdo
de M tal que Sy > 0. Sejam Q C M um dominio regular tal que QNIM =0 e f: M — R uma
fungdo nio negativa, de classe €' e com suporte compacto contido em Q. Se 2ry < i(M), entdo

Alm >(d1am§2)/ {Sl/z(Pl(Vf),Vﬁl/z-F<M+Sz)f} dM, (2.45)

/deM< 75 ;

onde

m=3 m+l
TX572 X2m 1 sek>0;
A(m) = 2m_ m=3
2m-T X572 | se Kk <0.

Demonstragcdo. Modificando a estimativa (Z-13), p. B4, na demonstracdo do Teorema DZ37T],
por

(PL(V).Vp) < (PLVH.VHHP((TP)).Vp) 2
< (P(V), V) 2s1)"?
= V25,2 (A(V), VA2,
podemos redefinir a fun¢do G,(r), ver (Z26), p. Bl por

Golr) = [ | S A0, 0+ (D ) )

Reescrevendo a demonstragido do Teorema DZTTl, passo-a-passo, usando a defini¢do de G, (r)
acima no Lema 2472, obtemos o resultado. O]
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Demonstragdo do Teorema Z13. Nossa escolha de orientacdo, isto é, tal que S > 0 em todo
ponto, e a desigualdade $153 < S% implicam S3 < 0 em todo ponto. Desta forma, a condicao de
estabilidade € equivalente a

-3 / Ssu?dM < / (P1(Vu),Vu)dM (2.46)
Q Q

para qualquer fungiio u : @ C M — R de classe €, com suporte compacto e u|yq = 0, onde Q
€ um dominio regular. Suponhamos que €2 € instavel. Isto significa que existe uma func¢do nao
negativa u : Q — R, de classe €', com suporte compacto, satisfazendo u|,q = 0 e tal que

/ (=S3)udM > / (P, (Vu), Vi) dM. (2.47)
Q Q

Escolhendo f = uz, a desigualdade de Poincaré (Z43) acima para S» =0 e 1\_/1mle = Rl
torna-se

/quldMg \/EA(m)(diamQ)/ Si/2M<P1(Vu),Vu>1/2dM_
2 Q

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito da desigualdade acima, obtemos

/Q SY2u(Py (Vu), V) 2dM < < /Q . SMM) 12 (/Q<P1(W)7vu>dM> o

€, portanto,

(/Q quldM) v < V2A(m)(diam Q) (/Q<P1(Vu),Vu>dM) 1/2_

Usando a hipétese (Z247) temos

/ uS1dM < 2A(m)?(diam Q)? / (P1(Vu),Vu)dM
Q Q

< 2A(m)*(diam Q)2 /Q (=383 )12dM

-3S
< 2A(m)2(diam9.)zsup< 3) / uS1dM,
o) S Q

isto €,

-3
1 < 2A(m)?(diam Q)2 sup ( 3) )
o \ Si

0 que € uma contradicao. ]
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Apéndice

Vamos demonstrar o seguinte fato estabelecido na Introdugao:
Seja x : M® — R* uma imersdo isométrica com curvatura escalar nula. Se H e K denotam
a curvatura média e a curvatura de Gauss-Kronecker, respectivamente, entdo

0<_K< 4
= H3 — 27

em todo ponto de M.

De fato, seja (11,42,43) = t® onde ® € S?. Usando (IT), podemos ver que R, H e K sio
polindmios homogéneos. Isto implica H(t®) = tH(®), R(tw) = ’R(w), K(tw) = K (w) e
portanto

K K

m(m’):m(a’)-

Desta forma, vemos que o comportamento de % depende apenas de sua restricdo a esfera
S%. Como N := {(A1,22,43) € R*; R = A1 A2 + A1 A3 + 2oA3 = 0} é fechada e S? é compacta,
obtemos que Ny = NNS? é compacta, ver figura 1 abaixo. Isto implica que }% Ny - R €
uma func¢do continua com suporte compacto. Usando o teorema dos mdximos e minimos de
Weierstrass, vemos que 1% : Ny — R atinge um valor maximo e um valor minimo em Nj,.
O valor minimo € obviamente igual a zero e o valor maximo % pode ser calculado usando o

método dos multiplicadores de Lagrange.

. K . . ~
Figura 1 Representacdo do dominio N, de g sobre S?, considerando o quociente como uma fungio

algébrica de seus autovalores. Este dominio é a intersec¢do do plano A; + 24, + A3 = 1 com S?. A hipétese
suprime apenas trés pequenas vizinhancas em torno dos eixos coordenados.
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