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Apresentacao

O objetivo principal desta resolugdo do Banco de Questdes (extraido das
avaliagdes escritas de turmas de Calculo Unificado da Universidade Federal de Alagoas
- UFAL) ¢ auxiliar no desempenho dos estudantes da disciplina Calculo 1, que durante
o processo de conhecimento comecam a inserir-se no aprendizado, mostrando-lhes uma
no¢ao de como resolver questdes das provas realizadas, visando sempre a clareza e
objetividade na obtencdo dos resultados e suas implica¢des referentes ao quesito de
modo a melhorar seu desempenho académico na disciplina.

Dando continuidade e finalizando o trabalho presente nos volumes 1 e 2, o
Volume 3 contém as avaliagdes aplicadas durante os semestres letivos 2017.1 e 2017.2,
bem como as resolucdes das mesmas, divididos em dois capitulos (18 e 19),
respectivamente aos semestres letivos citados.

Esse ultimo volume coincide com o fim das atividades académicas do autor,
deixando esse trabalho — as resolucdes das provas de Calculo 1 — a disposicao dos
discentes e que estes facam bom uso desse material e consigam, além da aprovagdo na
disciplina Célculo 1, um bom aproveitamento de todo conhecimento adquirido para
melhor entendimento nas disciplinas posteriores que utilizardo resultados, conceitos, e

teoremas vistos durante todo o Calculo 1.
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Capitulo 18
2017.1

1.1  12Prova- 04 de Agostode 2017

Questao 1.

1
a) Determine qual dos intervalos (—1,——),(—5,0),<0, —) e (—, 1) contém

o _ 5100 _ 3,99
o limite lim cos| ———|.

x—3 x99 — 3x%8

b)Suponha que k é um nimero real ndo-nulo, calcule, se existir,o limite
_ Vx?+k—Vx+k

lim :

x—-0 kx

Questao 2

a)Determine uma expressao,por sentengas, correspondente a funcao
f(x) = [cos x], no intervalo 0 < x < 2.

sen sex<O0

(s
I
2, se0< x <2
b) Analise a continuidade da funcdo f(x) =

em R.
Larctg (T)' sex > \/f
Questao 3
1—x
. —, sex#1 . ~
a)Seja f(x) =41 — 3x .Determine o valor de c para que a fungao
¢, sex=1

seja continua em todos os reais.

b) Mostre que os graficos de f(x) =1 e g(x) = x%.tgx tém pelo menos um
T T

ponto de intersecgdao com abscissa no intervalo (_E'E)

Questao 4

a)Determine as assintotas horizontais e verticais do grafico da funcao
) 2x3 —x ++/2
xX) = :
(x2=1(x+2)

b) Calcule lirr% (sen[cos(Zx) +logx?+Vx + 7] (x10 — 1024))_
x—



Questao 5

a)Se a reta tangente ay = f(x) em (2,1) passar pelo ponto (0,2),encontre

f(2) e f'(2).

b)Encontre,usando a defini¢do de derivada, a equacao da reta tangente

V2x+ 1

acurvay = ,no ponto (0,1).



Questao 1.

1 1 1 1
a) Determine qual dos intervalos (—1,—5),<——,0>,(O,—> e <— 1) contém

2 2’

NI 5100 _ 3,99

o limite lim cos| ———=—= |-
x—3 x99 — 3x98

100 _ 2..99
Seja g(x) = %9 — 3,90 e f(x) =cosx.Logo,

. 5100 _ 3,99 .

lin <_—3> = lm/(9@)

Sabe-se que D(g) ={x € R: x # 0 e x # 3} e D(f) = R.Além disso, f é uma funcio
trigonométrica e, portanto,continua em seu dominio, isto é,f é continua em todos
os reais.

. o x100 _ 3599
lim g00) = lIm s —5ses
im x??(x— 3) _ *Se x — 3,entdo x # 3 e,
x->3x%8(x—3)" portanto,(x — 3) # 0.
= lim x

x—3

= 3.

Como lin; g(x) =3 e f é continua em 3, entdo lir‘% f(g(x)) = f(3).Em outras
x— X—
palavras,

lim f(g(:)) = f (lim g(x)) = £ (3) = cos3.

2T
Sabe-se que,em radianos,? < 3 <T1me,comocosx <0 neste intervalo,entao ...
2T
cosm < cos3 < cos?

1
—1 < cos3 <_E

1
Portanto, o valor cos3 esta no intervalo (—1, _E>

b)Suponha que k é um nimero real ndo-nulo, calcule, se existir,o limite
Vx2+k—Vx+k

lim
x—0 kx
Vx2+k—Vx+k
% Obs.: f(x) = ad v ,D(f)={x€eR: x=—-kex+#0,comkeR.}

kx

 Vxl+k—Vx+k | [Vx?+k—Vx+k VxP+k+Vx+k
lim = lim .
£0 kx £o0 fx NNy
_ x2+k—(x+k)
=lim

=0 kx(Vx? + k +Vx +k)




x%—x

=lim ; *Se x - 0,entao x # 0.

=0 fx(Vx? + k +Vx +k)
l x—1

im

=0 (Vx? + k +Vx + k)
*llm(x—l)—hmx—hml— 0—1=-1.

x—0

*hmk(\/x +k+\/x+k) k. 112”(1)\/36 + k +}Ciir})\/x+k]

x—0

— k. \/lim x? + lim k + \/lim x + lim kl

x-0 x—-0 x—0 x-0

=k.[OT +k + VO + K]
=2kVk # 0.
Como }Ciirg)(x —1) existe e }Ci_rgk (\/x2 +k+Vx+ k) existe, e ainda,
Li_r)r})k(\/x2+k+\/x+k) # 0. Entao,
x—1 lim(x— 1) 1

x—-0

O k(Va?+k+Vx+k)  limk(Va?+k +Vx+k) 2kVk
o

Questao 2.

a)Determine uma expressao,por sentencas, correspondente a funcao
f(x) = [cos x], no intervalo 0 < x < 2.

T 3w
xSe x € (0, E] U [7, Zn) ,entdo 0 < cosx < 1 e,portanto, [cosx] = 0;

m 31 .
xSe x € (5,7),entao —1 < cosx < 0 e,portanto, [cosx] = —1.
Logo,
T 3w
0, se0<xS§ ou7Sx<2n
f(x) = [cosx] = ) ﬂ< <3n
, se 5 x 5

senx, sex<0
2—x2, se0<x<+2

(
I
b) Analise a continuidade da funcido f(x) = 4 2
I ) sex>2

U““g<

em R.

A funcio f,definida por sentengas, é continua em (—,0) U (0, \/f) U (\/5, 00),
pois as funcdes trigonométrica, polinomial e trigonométrica inversa, dadas

respectivamente por (senx),(2 — x?2) e {arctg[(x — V2)/2]},s40 continuas em
seus dominios, isto é,em todos os reais.Logo, f é continua onde estas funcgdes

estao definidas. Resta analisar a continuidade de f emx =0e x = V2.

* Uma funcgado f é continua em um nimero a se,somente se,

lim f x) = f(a)



—Em x = 0, temos:

F0)=2-02=2-0=2
hm flx) = hm(Z—xz)— hm 2— lim x*=2-0*=2-0=2,

x—0*
hm_ flx) = hm_ senx = senO = 0.
x—0 x—0

* Como lirg)l_ flx) # lir{)l+ f(x), entdo lin}) f(x) nio existe e, portanto, f é
X— X— X—

descontinua em 0. Além disso, como os limites laterais existem, implica
dizer que a descontinuidade de f em 0 é do tipo salto.

—Emx = \/f, temos:

f(V2)=2-(V2) =2-2=0.

llm f(x)= lim 2—x?)= lim 2- lim x —2—(\/_) —-2=0.
xVZ x-VZ x>VZ

x—+2 2—+2
lim f(x) = lim arctg( \/_> = arctg <u> =arctg0 = 0.
x>zt x>zt 2 2

*Como lim_f(x) = hm _f(x),entdo 11m f(x) existe e 11m f(x)—f(\/_)

x—vz*
Logo, f é continua em \/_

Com isso, juntamente com a andlise feita inicialmente, concluimos que f é
continua em (—o0,0) U (0,00),0u ainda, f é continua em R".

Questao 3.
1—x
. —, sex*1 ) ~
a)Seja f(x) =41 — 3x .Determine o valor de c para que a fungao
c, sex=1

seja continua em todos os reais.

1—x
1-VYx
racional, entio g é continua em seu dominio.Logo, g é continua em (—,1) U (1, o).
Isto implica dizer que f é continua em (—o,1) U (1,).

Seja g(x) = Temos que D(g) ={x e R: x # 1}. Como g é uma funcio

Para que f seja continua em todos os reais é condicao necessaria e suficiente
que f seja continua em x = 1. Portanto, pela definicao de continuidade de
uma fun¢do em um namero,temos:

lim f(x) = f(1) = c

C—hmf(x)—}cl_rgl_g\/_
i [ L% 1+ 3+ Va2

1|1 —Yx 1+ Y+ Va?




i (1—x)(1+ Vx+ Va2  Sex—lentdox #1e,
~ i (1-2x) " portanto, (1 —x) # 0.
=lim (1 +3x+ i/xz)

X—
=lim 1 + lim 3\/3_c+lim3\/ﬁ

x—1 x—1 x—-1
=1+1+1
= 3.

Portanto,para c = 3 a funcao f é continua em todos os reais.

b) Mostre que os graficos de f(x) =1 e g(x) = x2.tgx tém pelo menos um

T T
ponto de interseccdo com abscissa no intervalo (_EE)

Seja h(x) = f(x) — g(x).Como a fungdo h é definida pela diferenca entre

T
funcdes continuas no intervalo (_E'E) ,entao a fungdo h é continua em

(—E,E) .Logo,h é continua em qualquer intervalo fechado I C (— E,E).
2°2 2°2

( € — esta contido )
h(0) =f(0) —g(0)=1-0%tg0=1—-0 = 1.

(@) =r@-s@)=1-)ui=1-102

Como h é continua no intervalo fechado [0,7t/3] e 0 é um nimero entre h(0)
T T
eh (5) ,pelo Teorema do Valor Intermediario, existe algum nimero c € (O, §)

tal que h(c) = 0.
h(c) =0= f(c) —g(c) =0~ f(c) = g(c)

Com isso mostramos que f e g tém pelo menos um ponto de intersecgao cuja
T T

abscissa esta no intervalo (— EE)

Questao 4.

a)Determine as assintotas horizontais e verticais do grafico da funcao
00 2x% —x ++/2

x) = .

(x2—1D(x+2)

D(f)={xeR:x+tlex+ —2}.

Aretay = L éuma assintota horizontal do grafico da funcgdo f se
lim f(x) =L ou lim f(x)=L.
X— 00 X—>—00

_ _ 2x3 —x++2 _
l‘i?of(x)_i‘lﬂox3+2x2—x—z_i‘i&x3( 2 1 2)
X




=3$1+g_1“";
X x2 x3

1im2—limi2+lim\/—§
— X—00 xX— 00 x—o0o X
lim 1+11m§—11m iz—llm 23
x— 00 X—00 x—00 X x—oo X
_ 2—04+0
T 140-0-0
=2.

Portanto,a reta y = 2 é assintota horizontal do grafico da funcgao f.

x3 <2—i2+\/—§>
x

2x3 —x + x3
lim f(x) = llm V2 = lim
X——00 oo X +2x2—x—2 x—>—°°x3(1+g_i_£)
X x? x3
R N W)
x x% x3
lim 2— lim iz+ lim \/—g
— X——00 x—)—Oox X——00
2 1 2
xl—l>moo 1 + x1—1>moo E N xl—l>moo F N l—1>rnoo x3
_ 2—04+0
T 140-0-0
=2.

Logo,aretay = 2 é aunica assintota horizontal do grafico de f.

Areta x = a é assintota vertical do grafico da funcao f se
lim f(x) =20 ou lim_f(x) = too.
x—-a xX—-a

Pela definicdo acima e o conceito de continuidade de uma fungao em um
numero a, conclui-se que f é descontinua em a. Neste caso, devemos analisar
as descontinuidade de f em x = {—2,—1,1}.

—14++2 —14++2
0 0
lm fO) = lim 2O TXINZ o 2O x N2
st T A e D (x4 2) et (2= D(x+2)
! l l
3 ot ot

xSe x > —2%, entdo (2x°— x +V2) > (-14+v2),(x? = 1) > 3 e (x +2) - 0*
Assim, (x?2—1)(x +2) - 0.
Logo,areta x = —2 é assintota vertical do grafico da funcao f.
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—1+/2 -1++2
i) i)
i W= i 2x3 —x ++2 _ 2x3 —x++/2 _
Am )= e T ) A e Dt D)
l l 1

0" 1 0-
*Se x > —1% entdo (2x3—x+\/§)—> (—1+\/§),(x2— 1)->0 e(x+2)->1
Assim, (x*—1)(x+2) - 0".

Logo,areta x = —1 é assintota vertical do grafico da funcao f.
142 1+V2
) )
—
lim, () = 1 2x3 —x++/2 i 2x3—x ++/2 N
im f(x) = lim = lim = 400

x-1* -1t (x2—=1)(x+2) x>t (x2—-1)(x+2)

I 1 1

ot 3 ot

xSe x > 1%, entdo (2x° —x +v2) > (1 +V2), (x> = 1) > 0" e (x + 2) > 3
Assim, (x?—1)(x+2) - 0*.

Logo,areta x =1 é assintota vertical do grafico da funcao f.

Assintotas do grafico da funcio f:{y =2;x = —=2;x = —1;x = 1}.

b) Calcule lirr; (sen[cos(Zx) +logx?+Vx+7]. (x2° - 1024)).
X—
Vx e R, x=>—-7ex#0,temos:

—1 < sen|cos(2x) +logx? +Vx+ 7] < 1
Se x > 2,entdo (x° —1024) > 0.Logo,

— (x1° - 1024) < (x1° — 1024).sen[cos(2x) + logx? + Vx + 7| < (x1° — 1024)
£Go) 9C0) h(x)

lim, f(x) = = lim, (x* —1024) = —(2"° ~ 1024) = —(1024 — 1024) = 0.
x— x—

lim, h(x) = lim, (x** - 1024) = (2'° — 1024) = (1024 — 1024) = 0.

x— x—

Como f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de 2,pela direita de 2,e
1ir£1+ flx) = lir£1+ h(x) entdo,pelo Teorema do Confronto,
X— P g

Ji 9 =0.
Se x < 2,entdo (x° —1024) < 0.Logo,
(x1°—1024) < (x'°—1024).sen[cos(2x) + logx? + Vx + 7] < —(x1° — 1024)

Q0 g(x) h(x)
lirgl_ f(x) = — linzl_ (xlo - 1024) = —(210 - 1024) = —(1024 - 1024) = 0.
x— x—




11

lir’él_ h(x) = linzl_ (x1°—1024) = (2% —1024) = (1024 — 1024) = 0.
X X

Como f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de 2,pela esquerda de 2,e
lirgl_ flx) = lirgl_ h(x) entdo,pelo Teorema do Confronto,
xX—> xX—>

lim g(x) =0
x—-2
Como lim g(x) = lim_ g(x),entdo lim g(x) existe e lim g(x) = 0.Portanto,
x—2 x—2% x—-2 x—2
lirr% ((x10 —1024).sen[cos(2x) + logx? + Vx + 7]) = 0.
X—
Questao 5.

a)Se a reta tangente ay = f(x) em (2,1) passar pelo ponto (0,2),encontre

f(2) e f'(2).

Se o ponto (2,1) pertence ao grafico da funcio f(x),entdo f(2) = 1.
Se a reta tangente passa pelos pontos (2,1) e (0,2),entido o coeficiente
angular desta reta é numericamente igual a derivada da fungao no

ponto de abscissa x = 2.Logo,
Ay 1
! 2 = = —= = —
fr@=m=-" 5
Portanto, f(2)=1e f'(2)=—-1/2.

b)Encontre,usando a defini¢do de derivada, a equagdo da reta tangente

V2x+1

* Obs.: 0 ponto (0,1) pertence ao grafico da curva.

acurvay = ,no ponto (0,1).

Pela definicdo de derivada,o coeficiente angular da reta tangente a curva
no ponto de abscissa 0 é dada pela expressao:

f(0+h) — f(0)

m=f(0)=}llg})

h
1
i V2R 1
h—-0 h
.. —V2h+ 1
=llm-—,--
h=0 h\2h + 1

o [1=V2RFT 1+V2Rh 1

=I11m .
h-0| W2h+1 1+vV2h+1
1-Qh+1)

=lim
h-0 hy/2h +1.(1 +V2h + 1)
—2h

=lim
-0 hy2h+1.(1 +V2h + 1)
-2

;%Se h - 0,entao h # 0.

=1i
no0 2R 1.(1+vV2h+1)



-2
N0+ L(1+40+1)
-2
T 1.(1+1)
2
2
=—1.

Equacao da reta tangente a curva y = no ponto (0,1) e coeficiente

1
V2x+1

y—1=-1(x-0)
y=—-x+1

angular igual a -1:

12
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1.2 12 Prova— 05 de Agosto de 2017

Questao 1.

a) Dadas as fungdes f(x) = Vx +5—2 e g(x) = Vx + 1 — 2, determine, se
f()
g(x)

existirem,os limites hm f(x), llm glx) e hm

x3—kx2+x—k
x2+(1—-k)x—k

b) Calcule,em funcao de k,o limite 11m

Questao 2.

a) Calcular liril_[[x2 +x—2].
X—

b) Determine a de modo que a funcio dada por f(x) = {3 SenZOOO se x <1000

log,x, sex>=1000
seja continua.

Questao 3.

x1000 4 200x%° +c3, sex=>0

P 1 l dec€eR a =
a)Para quais valores de ¢ a fungado f(x) { arctg(vV3+x), sex <0

é continua em x = 0?

b)Mostre que In(x) = e™ possui uma raiz no intervalo I = [1,2].

Questao 4.
) . . s < V4x? +2
a)As assintotas horizontais do grafico da fungio f(x) = x_3 ao se

interceptarem com as retas cujas equagdes sio dadas por |x| = 3, formam
um poligono convexo.Calcule sua area.

b) Calcule }Ci_r)ri[sen(Zx) .cos(3x).sen(8x).cos(10x)]. [log(x3) + x2 — 1].

Questao 5.

a) Se uma equagio de uma reta tangente a curva y = f(x) noponto a=—14¢
dada por y = —2x + 3,encontre f(—1) e f'(—1).

b) Encontre,usando a definicdo de derivada em um ponto,a equagao da reta
5x

T2 no ponto (2,2).

tangente a curvay =



Questao 1.

a) Dadas as fungdes f(x) = Vx +5—2 e g(x) = Vx + 1 — 2, determine, se
X
existirem,os limites lim f(x),lim g(x) e lim }L)
x—3 x—3 xe3g(x)

lirr; flx) = lirg[3Vx+ 5-— 2] = lirr; Vx+5 —1lim 2
xX— xX— xX—

x—3

= 3/lim(x+5)—lim2
x—3 x—3

= 3’limx +1lim 5 — lim 2
x—3 x—3 x—3

=V3+5-2
=V8-2
=2-2
=0.
lim g(x)=lim[\/x+ —2] =limvx+ 1—1lim2
x—3 x—3 x—3

x—3

= /lim(x+ 1) —lim 2
x—3 x—3

= [limx +1lim1—1lim 2

x—3 x—3 x—3
=Vv3+1-2
=V4-2
=2-2
= 0.

l. f(x) 1 va+5_2 I d t . ~ uOn
iIm —— = lim—— ; Indeterminacao "—
=3 g(x)  x=34x+1-2 90

Vx+5-2Vx+142 Y(x+5)2+2Vx+5+4
1m . .
3| Vx+1-2 Vx+1+2 3/(x+5)2+23x+5 +4
(VG+57-2%). (Va+ 1+2)
= lim

x=3 (m— 22).(3\/(x+5)2 +2¥x+5 +4)
(x+5-8).(Vx+1+2)

= lim
x=3 (x+1—4).(3 O+ 5)2+23\/x+5+4)
— lim (x=3).(Vx+1+2) Sex—3entdox #3e,
X3 (x_3)-(3\/m+ 23\/m+4) ' portanto, (x — 3) # 0.
Vi+1+2

lim

>3 (x+5)2+2Vx+5+4
ling\/x + 1+ lirr% 2
xX— xX—

lin; Y(x+5)2+2 lirré Vx+5 +lirr§4
X— X— X—

14
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/limx +lim 1+ lim 2
x—3 x—3 Xx—3
2
i/(limx+lim 5) +23/Iimx+lim5+lim4
x—3 x—3 x—3 x—3 x—3

Vv3+1+2

VB +5)2+233+5+4
Va+2

C2[(8)2 4+ 24/8 + 4
4

b) Calcul 50 de k.o limite lim 2o FXtx—k
) Caleule,em fungdo de k,o limite 1“5 =m0

i P —kx?+x—k  x(x*+1)—k(x*+1)
ka2 + (1—Ix—k xk  (x+Dx—k
— lim (x?+D(x—k)  Sex—kentiox *ke,
T xsk (x+ 1D (x—k) ' portanto, (x — k) # 0.
ox%+1
= lim
x>k x+ 1
lim(x%2+1)
_x-k

~ lim(x + 1)
x—k

lim x? + lim 1

=x4k x—k
lim x + lim 1
x—k x—k

_k2+1_ P

Ck+1 '

Questao 2.

a) Calcular lir?_[[x2 +x—2].
xX—

*(x24+x—-2)=(x+2)(x—1)

Estudo de sinal da fun¢io (x* + x — 2):
+++++(-2)————D+++++ x*+x-2)
Se x > 1 ,entdo (x*+x—2)<0e(x*+x—2) > 0".Logo,[x* +x — 2] = —1.

lim [x?+x —2] = lim (-1) = —1.
x—1 x—->1
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X
b) Determine a de modo que a funcio dada por f(x) = 3 *M2000" % < 1000

log,x, sex>=1000
seja continua. * (em R)

A funcio f,expressa por sentencas, é continua em (—o0,1000),pois a funcio
X

2000
polinomial, ambas continuas em R e,portanto, a fungdo composta também
é continua em R.Contudo, esta sentenca é valida para x < 1000.

composta 3 sen € uma composicdo entre funcgdo trigonométrica e

Analisando a segunda sentenca, considerando a > 0 e a # 1,a funcao
log, x é continua em seu dominio, isto é,para x > 0 e, portanto,como esta
sentenga é valida para x = 1000,entdo f é continua em (1000, ).

Para que f seja continua em R é condicdo necessaria e suficiente que f
seja continua em x = 1000.Logo,pela definicdo de continuidade de uma
funcdao em um nimero, devemos ter:

lim . f(x) = f(1000)

x—100

£(1000) = log,, 1000.
lim  f(x)= lim [log,x]=1log,1000;
x—-1000*

x—1000*
_ ] X 1000w T
lim f(x)= lim _ 3.sen( )] = 3.sen< ) = 3.sen— = 3.
x—1000 x-1000 2000 2000 2
x_)lllgrgm)rf(x) = f(1000) (1)
lim f(x)=f(1000) & e
* 1000 lim _f(x) = £(1000) (2)
X—

Como a igualdade em (1) esta satisfeita, entio f sera continua em x = 1000 se
a igualdade em (2) for satisfeita.Logo,

1im0_f(x) = £(1000)

x—100
3 =log,1000
3 =log, 103
3 =3.log, 10
1=1log,10
a' =10
~a=10.

Portanto,para a = 10 f é continua em x = 1000 e, pela andlise inicial conclui-se
que f é continua em R.

Questao 3.

x1000 4 200x%° +¢3, sex=>0

P 1 l dec€eR a =
a)Para quais valores de c a fungao f(x) { arctg(vV3+x), sex <0

é continua em x = 0?
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Pela definicao de continuidade de uma funcao em um numero,para que f
seja continua em x = 0 é necessario que

lim /() = £(0)

£(0) =01 £ 200x 04+ c3=0+04+c3 = f(0) = 3.
lim £ = lim (<% +200x% +¢) = 0 +0 +¢* = c?;
X xX—

J2 T
lirgl+ flx) = lirglJr[arctg( 3+ x)] = arctg(w/3 + 0) = arctg V3 = =
xX— xXx—

lim f() = f(©) @)

lim f (x) = f(0) & ¢
x—0 x]g;[)l)r f(x) = f(O) (2)

Como a igualdade em (1) esta satisfeita, entdo f sera continua em x = 0 se
a igualdade em (2) for satisfeita.Logo,

lim_ G0 = £(0)
T

:C3

3
. _3\/%
S C = 3

b)Mostre que In(x) = e™ possui uma raiz no intervalo I = [1,2].

Seja f(x) =Inx — e, uma funcio definida pela diferenca entre funcdes
logaritmica e exponencial,ambas continuas em seus dominios e,portanto,
f é continua em seu dominio.Logo,D(f) ={x € R: x > 0}.

Como f é continua em (0,0),entdo f é continua no intervalo fechado I = [1,2].

f(1)=In1—-e? =0—§=—%. f(1)<o

f(2)=ln2—e‘2=ln2—el—2; f(2)>o.

1 1 1 1
*0bs.:\e< 2 =Ine<In2 .‘.E<ln2 ; ;<§< an.Portanto,(an—Z) > 0.

Como f é continua no intervalo fechado [1,2] e 0 é um nimero entre f(1) e f(2),
entdo, pelo Teorema do Valor Intermediario,existe algum nimero c € (1,2) tal
que f(c) = 0.Logo,

flc)=0=Inc—e“=0~Inc=e"".

Com isso,a equagdoln x = e~ possui uma raiz no intervalo I = [1,2].

Questao 4.
Vix? +2
a)As assintotas horizontais do grafico da funcio f(x) = —r_3 ao se

interceptarem com as retas cujas equagdes sdo dadas por |x| = 3, formam
um poligono convexo.Calcule sua area.



D(f)={xE]R:x¢%}

Aretay = L éuma assintota do grafico da funcao f se,somente se
lim f(x)=L ou hm f(x) =1L

X—>—00
2 4+£ ~
Vax?+2 x ( X2 Se x > —oo,entio
hm f(x) = lim ———= lim Y—k—~ ; =« >
xomw 2% —3  xo-oo x(2—§) Vx2 = x| = —x.
x
—X 4+£2
. N
= lim ————
xX——00
x(2-3)
fie2
. X
= lim

X——00 2 _ §
X

Jlim 4+ lim %
X

— X—— 00 X—>—00
lim 2 — lim 3
X——00 X——00
V440
- 2-0
=-1.
Portanto,a reta y = —1 é assintota horizontal do grafico da fungao f.

Vax? + 2 w/xz( Se X — 00, entio
lim f(x) = lim ————
X—00 -

s 20— 3 = ) T X =kl = x

ﬁ

2
= lim
X—00
x(2-3)
42
. X
= lim ———~—
X—00 2_2
Jlim 4 + limi2
_Nx—>oo x—o0o X
lim 2 — lim§
X—00 x—)OOx
_\/4+0
T 2-0
=1.

Portanto,a retay = 1 é assintota horizontal do grafico da fungao f.

18
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As retas dadas por |x| = 3 sdo asretas x = —3 e x = 3. Logo, 0 poligono convexo
formado é um retangulo,como mostra a figura abaixo:

24

y=-1

Area do poligono formado:

A=bxh=[3-(-3)]x[1-(-1D]=6%x2=12u.A

b) Calcule liml[sen(Zx) .cos(3x).sen(8x).cos(10x)].[log(x3) + x% —1].
x—

Consideracgoes iniciais:

1)0 produto de funcgdes limitadas é uma funcao limitada.

2)Nao podemos afirmar categoricamente que o conjunto imagem da fungao
F(x) = [sen(2x).cos(3x).sen(8x).cos(10x)] contém os valores 1 e — 1.

3)Sejam a,b € Rtaisque— 1< a< b < 1,onde Im(F) = [a,b]
* Obs.: Caso tenham colocado — 1 < F(x) < 1 nio se preocupem!!!
Entao,Vx e R ...
a<F(x)<bh
Se x > 1,entdo [log(x3)+ x? — 1] > 0. Logo,

a. [log(x3) + x? — 1] < F(x).[log(x3) + x? — 1] < b. [log(x3) + x? — 1]
fx) g(x) h(x)

lir{1+ flx) = lir{1+ a. [log(x3)+x?>—1] =a.[log(1)+12—-1]=a(0+1—-1) = 0.
x— x—
lim h(x) = 1irr11+ b.[log(x3)+ x?>—1]= b.[log(1) +1? —1] =a(0+1—-1)= 0.

x—-1%

Como f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de 1,pela direita de 1,e
lirgl+ f(x) = lirgl+ h(x) entdo,pelo Teorema do Confronto,
X— X—

Jin, 909 =0
Se x < 1,entdo [log(x3®)+ x? — 1] < 0. Logo,

b.[log(x3) + x? — 1] < F(x).[log(x3) + x* — 1] < a.[log(x3) + x? — 1]
f) g(x) h(x)




20

lim flx) = lim b.[log(x3®)+x?>—1] =b.[log(1)+ 12 —1]=a(0+1—-1) = 0.
hrn h(x) = hm a. [log(x®)+x?—1] =a.[log(1)+ 12 -1]=a(0+1—-1) = 0.

Como f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de 1,pela esquerda de 1,e
llrgl_ fx) = 11r{1_ h(x) entido,pelo Teorema do Confronto,
X— X—

lim g(x) = 0.
x—1
Como lim g(x) = lim g(x), entdo lim g(x) existe e lim g(x) = 0.Portanto,
x—1 x—1t x—1 x—2
liml[sen(Zx) .cos(3x).sen(8x).cos(10x)].[log(x3)+ x2—1] =0
x—

Questao 5

a) Se uma equacgio de uma reta tangente a curva y = f(x) noponto a = —1é
dada pory = —2x + 3,encontre f(—1) e f'(—1).

Equacio da genérica da reta tangente a curva y = f(x) no ponto em que x = a:
y—fla)=f"(a).(x—a)

Onde f'(a) é o coeficiente angular da reta tangente e (a, f(a)) é o ponto de
tangencia da reta com a curva.

Pela equagio da reta, temos que f'(—1) = —2 e como o ponto (—1,f(—1))
pertence areta, entao ...
f(=1)=-2(-1)+3
F(-1)=2+3

f(~1)=5.

b) Encontre,usando a defini¢do de derivada em um ponto,a equagao da reta

5x
tangente a curvay = T2
X

no ponto (2,2).
* Obs.: 0 ponto (2,2) pertence a curval!

O coeficiente angular da reta tangente, pela definicao de derivada, é dado
pela expressao:

= @) = g LGS D

5(2+ h)
lin f2+h)—f(2) i L 2+ 1)
h—-0 h h—0 h
lim 5(2+h) —2[1+ (2+ h)?]
h—0 h[1+ (2 + h)?]
10+ 5h— 2 — 8 — 8h — 2h?
h—0 h[1+ (2 + h)?]

-2
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. —3h-2R?
B ;Llino h[1+ (2 + h)?]
. —3-2h
:}113%1+(2+h)2
_=3-0

1422

;% Se h —» 0,entdo h # 0.

3
5

Equacio da reta tangente a curva no ponto (2,2) e coeficiente angular — <

3
y—2=—§(x—2)
3 16

y=—§x+?



22

1.3 22 Prova— 01 de Setembro de 2017

Questao 1.

a)No préximo capitulo estudaremos o conceito de fungdo crescente (uma funcao
é dita crescente num intervalo I se f(x,) < f(x,) quando x, < x, emI) e veremos
que uma funcao é crescente num intervalo I se,e somente se,a derivada de f é
positiva em qualquer ponto desse intervalo. Determine o(s) intervalo(s) no(s)

3
qual(is) a funcio f(x) = x3 — Exz — 6x + 1000 é crescente.

x24+1
b)Mostre que,para todo nimeroreal a,a >0e a # 1,a funcdo f(x) = ax-1
tem duas tangentes horizontais.

Questao 2.

+2

X
a)Determine os pontos nos quais a fungio f(x) = | | é dif erenciavel.
X

2x
b)Determine as retas tangentes ao grafico de f(x) = 711 que passam pelo

+1
ponto P(—4,0).
Questao 3.

a) Suponha que f seja injetora,derivavel e que f ! seja derividvel. Mostre

entdo que (f~1)'(x) =

(1)
b)Seja f(x) = x + e*.Use o item (a) para calcular (f~1)'(1).
Questao 4.

a) Determine o ponto no qual o grafico da fungio y = arcsec(x) é interceptado
pelaretay =|f'(0)|,onde f(x) = arccos(x + arctgx).

1 3
b)Encontre a derivada da funcao inversa da funcao f: [0, E) U [n, 7) -

(—00,—1] U [1,),na qual y = secx.

Questao 5.

a)Encontre a derivada da funcio f(x) = 3cos(x?) 4 sen(2x + 1) .tg?(2x)
b) Seja f:R = R derivavel,com f(0) = 0,f'(0) =1 e G(x) = /™ .Calcule

o Gx)—-1
lim ——.

x—0 X
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Questao 1

a)No préximo capitulo estudaremos o conceito de fungdo crescente (uma funcao
é dita crescente num intervalo I se f(x,) < f(x,) quando x, < x, emI) e veremos
que uma funcao é crescente num intervalo I se,e somente se,a derivada de f é
positiva em qualquer ponto desse intervalo. Determine o(s) intervalo(s) no(s)

. < 3 .
qual(is) a funcio f(x) = x3 — Exz — 6x + 1000 é crescente.
D(f) =R
Dado que f é uma fungao polinomial e,portanto, continua e dif erenciavel em R,
entao,

3
f'(x)=3.x31- E.Z.xz‘l —-6.1.x"1+0
f'x)=3x*-3x—-6 D(f)=R

f'(x) =3(x%*—x—-2)
f(x)=30x+1)(x—2)

0 estudo de sinal da funcao derivada é dado pelo estudo do sinal de uma fungao
parabdlica, com duas raizes reais distintas. Logo,

—————— D+++++++++++ 3(x+1)
———————————— @Q++++++ (x=2)
++++++ (D -——--Q)++++++ f'(0)=3x+D(x—2)

Pelo estudo do sinal acima, e pela definicao de funcao crescente dada inicialmente,
concluimos que f'(x) > 0,se x € (—o0, —1) U (2,). Portanto f é crescente nos
intervalos (—oo,—1) U (2, o).

x2+1
b)Mostre que,para todo nimeroreal a,a >0 e a # 1,a funcio f(x) = ax-1
tem duas tangentes horizontais.

D(f)={xeR;x+ 1}

] x?2+1 _ ,
Sejau = p— ,entdo y = f(u) = a*. Pela Regra da Cadeia, temos:
df df du
i d dx du’dx
— = —|a"] = a*.1
du du "] = a®.Ina

du d x2+1 _2x.(x—1)—(x2+1).1_2x2—2x—x2—1_x2—2x—1
dx dx|x—1|" (x —1)2 a (x—1)2 T (x—1)2

Portanto,
x?—=2x—-1

f’(X) = a”.lna.w
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o X241 x?2—2x—-1

) x7+1
x)=ax-1.lna.————— ;
/ G- 1?

Se f possui duas retas tangentes horizontais ao seu grafico, entao devem
existir x, e x,,ambos pertecentes ao dominio de f,tais que f'(x;) = f'(x,) = 0.
Isto é,0 coeficiente angular da reta tangente, por ser horizontal, é nulo.

D(f)={xeR;x #1}

x%+1

* 0bs.:Vx € D(f),ax-1.Ina # 0.

x?=2x—1

(x—1)2

x>—2x—1=0

ffx)=0s =0;x#1

A= (-2)?>-4.1.(-1)

A= 4+ 4
A= 8
X=—F"T=
2 x2=1+\/§

. B . ! J— ! —
Portanto, existem pontos com abscissas x, e x,,tais que f'(x;) = f'(x,) =0,
consequentemente, f possui duas retas tangentes horizontais.

Questao 2

x4+ 2

a)Determine os pontos nos quais a fungio f(x) = | | é dif erenciavel.

D(f) ={x€ R;x + -2}

————————— WD+++++++ x-1)
———(2)++++++++++++ (x-2)

x—1
FHHED D
x—1
x+—2' x<—2oux=1
fGy=9 117
- , —2<x<1
x+2

Como f éuma funcao definida por partes onde suas sentencas sao fungoes
racionais e, portanto, continuas e dif erenciaveis em seus dominios, entao
f é continua e diferenciavel em (—o0,—2) U (—2,1) U (1,0).

Analisando a continuidade e a dif erenciabilidade de f em — 2 e 1,temos:

Dizemos que uma fungao f é continua no nimero a se, somente se,
lim, f(x) = f(a)

f(a) =lim f(x) & e
e lim_f(x) = f(a)
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OOt S
f=17=370

x—1 JimG-1D 11 o

li =i — x>1 = = _ =

Jim, fG) = lim = lim(x+2) 1+2 3
X—

x—1 lmG&-1D 11 ¢

1. —_ — l- e e —_ ——— 0_
Jim fx) = - lim -—— lim(x+2) 1+2 3
X—

Como 11r{1+ flx) = lirrll_f(x) = f(1),entdo f é continua em 1.
xX— X—

l+h-1_,
fA+W-fQA) . T¥hF2~
=11m—

h h—0% L h

_ . h+3
=
1

hllr?ﬁ h+3

a1
lim (h+3) 3
h—-0

£1(1) = Jlim,

1+h—-1
fA+n—-fQA) = TT¥hR¥z"
= lim
h h—-0" h
__h
h+3

0

(1) = Jim_

= lim
h—0
1

lim ——

-0~ h+3
lim_ 1 1
h—0

T T lim(h+3) 3
h—-0

Como as derivadas laterais em 1 existe,porém sdo dif erentes, entao f nao é
diferenciavel em 1.

Como — 2 ? D(f),entido f é descontinua em — 2 e, portanto, f nio é diferencidvel
em— 2.

Portanto, concluimos que f é continua em (—o,—2) U (—=2,0) e f édiferencidvel
em (—o0,—2) U (—2,1) U (1,0).

X
b)Determine as retas tangentes ao grafico de f(x) = —— que passam pelo
X

+1
ponto P(—4,0). D(f) ={x e R;x # —1}

Equacio geral de uma reta que passa pelo ponto P(—4,0):
y—0=m(x—(-4))
y =m(x+4)



Se existe reta tangente ao grafico de f que passa por P e é tangente a f no
ponto (x,f(x)), entdo o coeficiente angular da reta tangente neste ponto é

dado por m= f'(x).Logo,

2(x+1) — 2x.(1)

f'(x)= CEEE
, _2x+2—2x
f'(x)= GrD?
2
=G

Substituindo o ponto (x,f(x)) em = f'(x),temos:

y =m(x+4)
f)=f"(x).(x +4)
2x 2

x+1 (x+ 12
x(x+1)=(x+4)
x’+x=x+4
x2—4=0
X, =—2 e x,=2

(x+4); x=-1

26

Logo, as retas tangentes ao grafico de f nos pontos A(x,,f(x,)) e B(x,,f(x,))

passam pelo ponto P(—4,0).

4
Pontos A (—2,4) e B (2,5).

Coeficiente angular das retas tangentes ao grafico de f nos pontos A e B:

No ponto A:
(—9) 2 22
D=y Ty 1

Equacio da reta tangente: y=2(x+4) = y=2x+8

= 2.

No ponto B:
2 2 2

)= " @ o

2 2 8
Equacao da reta tangente:y = §(x +4) =>y= ax + 9

Questio 3

a) Suponha que f seja injetora,derivavel e que f ! seja derivavel. Mostre

entdo que (f~1)'(x) =

_
frF )
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Se f éuma funcio invertivel, isto é, possui funcio inversa f !, entio
(fef™M)=x
F00) ==
Por derivacao implicita e regra da cadeia, obtemos:
LI )] = 2 )
). =1

PN
R )

b)Seja f(x) = x + e*.Use o item (a) para calcular (f~1)'(1).

1
_1 Vi 1 —
o f(F1()
fff) =y
FUFt) =fO)
1=71)
l=y+eY
~y=0.
PP
ff(x)=1+¢€*
fl(0)=1+e°

F)=1+1=2
1
Portanto, (f1)'(1)= 2
Questao 4

a) Determine o ponto no qual o grafico da fungio y = arcsec(x) é interceptado
pelaretay =|f'(0)|,onde f(x) = arccos(x + arctgx).

y =arcsec(x) ; D(y) =(—o,—1]U [1,0) eIm(y)= [O,g) U [ﬂ; 3;)

Sejau =x +arctgx ey = f(u) = arccos(w) . Pela Regra da Cadeia,temos:

df df du
dx  du’dx
af 1 (1+ 1 )
dx  J1—uz 1+ x2
df 1
i __ (e
dx J1— (x + arctgx)? 1+x
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o _dff 1 1
f(O)_dxxzo \/1—(0+arctg0)2'<1+1+02>
1
f(O)Z—ﬁ-(1+1)
£1(0) = —2.

A intersecdo da fungdo y = arcsecx comaretay= |f'(0)| = 2 é o ponto:

2 = arcsecx
sec(2) = sec(arcsecx)
sec(2)=x

Ponto P(sec(2),2).

s 3
b)Encontre a derivada da funcao inversa da funcao f: [0, E) U [T[, 7) -

(—o0,—1] U [1,00),na qual y = secx.

T 3
Seja a funcdo inversa de f dada por f~1:(—o0,—1] U [1,0) — [OE) U [n, 7)

onde y = f~1(x) = arcsecx, entdo x = sec(y).

dy 1

dx  dx

dy
d 1
o [arcsecx] = IR
@(secy)

1

d
— [arcsecx] = ——
dx secy.tgy

* [dentidade trigonométrica:tg*y + 1 =sec’y ~ tgy = +/sec?y — 1.

T 3w
Como y € [O'E) U [n, 7>,entéo tgy > 0.Logo,

1
— [arcsecx] =
dx secy./sec2y—1
Como dito inicialmente ...se y = f ~1(x) = arcsecx, entdo x = sec(y).Portanto,
d 1
— [arcsecx] =
dx xVx?—1

Questao 5
a)Encontre a derivada da fungio f(x) = 3c0s(x*) 4 sen(2x + 1) tg?(2x)
Seja g(x) = SCOS(xZ), h(x) =sen(2x + 1) e i(x) = tg?(2x)

f(x)=gx) + h(x).i(x)
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f'(x) =g"(x) +h'(x).i(x) + h(x).i" (x)

g(x) = 30(%), considere u= x2,v = cosu ey = g(v) = 3”. Entio,

g'(x) =3".In3.(—senu).(2x)
g'(x) = —2x.3%(") In 3. sen(x?)

h(x) = sen(2x + 1) ,considere u = 2x + 1 e y = h(u) = senu . Entio,
dh du
R (x) = —.—
() du dx
h'(x) = (cosu).2

h'(x) =2cos(2x+ 1)

i(x) = tg?(2x), considere u = 2x,v =tgu ey = i(v) = v2.Entio,
, di dv du
l (X) = a@a
i'(x) = 2v.sec?u.?2
i'(x) = 4.tg(2x).sec*(2x)

f'(x) = —2x. 3c0s(x*) 1n 3. sen(x?) + 2 cos(2x + 1) tg?(2x) + 4.sen(2x + 1) tg(2x) . sec?(2x)

b) Seja f:R = R derivavel,com f(0) = 0,f'(0) =1 e G(x) = /™ Calcule
. G(x)—1
lim ——.
x—0 X
G0)=n/®=7°=1,

Pela definicao de derivada de uma fun¢do em um ponto,temos

6'(0) = lim ¥ = 6O

x-0 x—0

G(x)—1
6'(0) = lim 200 =1
x—-0
Pela Regra da Cadeia,obtemos:

G'(x) =@ Inm. f'(x)
G'(0) =/ Inm.f'(0)
¢'(0)=n’Inm.1
G'(0)=Inm.

G(x)—1
Portanto, lim L =G¢'(0) =Inm.
x—0 X
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14 22 Prova— 02 de Setembro de 2017

Questao 1.

a)Mostre que para todo nimero real k o grafico da funcido

1 5
fx) =— EX4 + Exz + 4x + k tem duas tangentes paralelas aretay = 2x + k.

b)Considerando que existe um nimero real representado por e tal que

lim &=L = 1 most 4 (e¥)= e
lim = 1,mostre que I e*) =e”.
Questao 2.

a)Calcule a derivada de f(x) = arctg(ex2+3 senx),

arctg(ex2+3 senx) _

X

n
4-

b) Calcule lim
x—0

Questao 3.

a)Encontre os pontos de interse¢do das curvas x> +y? =64ex+y=0e
mostre que as retas tangentes as curvas acima sao ortogonais nesses pontos.

b)Onde a reta normal A curva x*> + xy + y* = 3 no ponto (1,1) intercepta-a
uma segunda vez?

Questao 4.

a)Determine uma equacgdo reduzida da reta tangente ao grafico da funcao
f(x) = arccossec(e**!) no ponto de abscissa x = 0.

b)Calcule a derivada da fungio f(x) = j fsen Vx.

Questao 5.
a)Usando a definicdo,calcule a derivada da fungio f(x) = tgx.

b)Mostre que qualquer reta tangente ao grafico de xy = a* determina com
os eixos coordenados um tridngulo de areaigual a 2a?.
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Questao 1.

a)Mostre que para todo nimero real k o grafico da funcido

1 5
fx) =— EX4 + Exz + 4x + k tem duas tangentes paralelas aretay = 2x + k.

Como f éuma funcao polinomial e, portanto,continua e dif erenciavel em R, entao
se f possui duas tangentes paralelas a retay = 2x + k implica dizer que existem
numeros c e d,comc,d € R tais que f'(c) = f'(d) = 2.

f'(x)=—-2x3+5x+4

f'(=2)==2.(-2)*+5(-2)+4=16—-10+ 4 = 10.
f'(-1)=-2.(-1)*+5.(-1)+4=2-5+4=1
f'(0)=-2.(00>+5.(00)+4=0+0+4 =4.

Como f' é uma fungio polinomial e, portanto, continua em R, entdo f' é continua nos
intervalos fechados [—2,—1] e [-1,0].Como 2 é um ntimero entre f'(=2) e f'(—1),
assim como, entre f'(—1) e f'(0),entdo pelo Teorema do Valor Intermediario existem
numeros c ed,comc € (—2,—1) ed € (—1,0) tais que f'(c) = f'(d) = 2.

Portanto, o grafico da fungao f tem duas tangentes paralelas aretay = 2x + k.

Um polindémio de grau 3 pode ter 1raiz real e 2 complexas ou 3 raizes reais. Como
mostramos que f' assume o valor 2 em dois valores distintos, podemos afirmar
que ha o terceiro ponto.Basta verificar que f'(2) = —2, ou seja, no intervalo (0,2)
existe algum numero j tal que f'(j) = 2.

b)Considerando que existe um numero real representado por e tal que

h _ d
lim ¢ = 1,mostre que — (e*) = e*
h—0 ’ dx '
d x+h —ex
— (e*) =i
dx (e*) hlLI})
e¥.el —e*
=lim————
hoo R
Gl
“hl0 h
el -1
=e*. lim
h—0
=e*. 1

=e*
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Questao 2.

a)Calcule a derivada de f(x) = arctg(e"2+3 senx),

Sejam u= x%+3senx,v = e“ e f(v) = arctg(v). Pela Regra da Cadeia, temos:

df df dv du
” dx dv du dx
E:1+v2'e .(2x + 3 cosx)

1

f'(x) = YT eX 3 senx (2x + 3cosx)

aI.Ctg(ex2+3 senx) %

b) Calcule lim
x—0 X

f(X) — arctg(e x%+3sen x)
VA

£(0) = arctg(e® *35 0) = arctg(e®) = arctg(1) = 7

Pela definicdo de derivada de uma funcdao em um nimero a,temos:
x)—f(a
f'(a) = limf—( )~ /(@)
xsa X —a
Em a=0,temos:
x2+3sen x) _

F(x)—f0)  arctg(e %
_— = llm .
x—0

f (0) - }cl—r}?) x—0 X
Onde f'(x) foi calculado no item (a).Logo,

e0°+3sen0 (9 4 3 cos0)

f (0) = 1+ eZ.(O)2+6 seno0 "

"(0) = e’ (0+3
f'(0) 1+€016 (0+3)
"0)=——-1.3
0=y
1 0 —
HOES
arctg(ex2+3 sen x) _ E 3
Portanto, lim 4 _ -
x—0 X 2
Questao 3.

a)Encontre os pontos de intersecdo das curvas x*+y?> =64ex+y=0e
mostre que as retas tangentes as curvas acima siao ortogonais nesses pontos.

Intersecao entre as curvas:
x?+y2 =064
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x%+ (—x)? = 64
2x% = 64
x%2=32
x = +4V2
Ly = F42
Pontos: A(4\/§, —4\/5) e B(—4\/§, 4\/2)

Coeficientes angulares das retas tangentes a curva em ambos 0s pontos:

Por derivacao implicita, temos:
Cp:ix*+y*=64

d d d
E(xz) +E()’2) = a(64)

2x+ 2 dy—O
x+2y. =
dy x

dx y
dy 42 1 dy

dxlpz-sz)  (—42)  dx

(~4vZ4vZ) 442

C,;x+y=0
d d d
a(@*‘a(}’) —a(o)
dy

1+-==0
dx

dy
=1
dx

dy ~dy

— =-1 — =-1

dxl(4yz-4v2) Adx \(-4y2,4v2)

Como nos pontos A e B os coeficientes angulares das retas tangentes a curva
x?+ y? =64 sdo iguaisaleacurvax+y = 0iguais a — 1 o produto desses
coeficiente angulares é igual a — 1 e, portanto, as retas tangentes a essas
curvas nos pontos de intersecio sio perpendiculares (ortogonais).

Cpix+y=0

Cprw® Ly’ = 6dg

b

(Ilustragio da questio)
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b)Onde a reta normal a curva x* + xy + y? = 3 no ponto (1,1) intercepta-a
uma segunda vez? * Ponto (1,1) pertence a curva!

Por derivacgao implicita, temos:

d , d d , d
E@)*‘a(ﬂ’)*‘a()’)— (3)

d p dx
Y y
2x+y+x.—+2y.—=0
Ty, dx Y dx
dy — 2x+y
dx  x+2y
dy o 2+1
dx (1'1) B 1 + 2
d
dy) _
dx (1,1)
d
Como —2: é o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto (1,1),
(1,0
1
entdo o coeficiente angular da reta normal é dado por m,, = — r =1.
dx

Equacdo da reta normal:
y—1=1.(x-1)
y=x

Intersegdo da reta normal com a curva:

x?+xy+y*=3
x4+ x.x+x%2=3
3x2=3
x?=1
wx,=—-lex,=1
n=-ley,=1

Como o ponto (1,1) ja é o ponto dado,entdo a reta normal intercepta a curva
uma segunda vez no ponto (—1,—1).

Questao 4.

a)Determine uma equacgao reduzida da reta tangente ao grafico da fungdo
f(x) = arccossec(e**) no ponto de abscissa x = 0.

Ponto em questdo: f(0) = arccossec(e®!) = arccossec(e) . P(0,arccossec(e))
Sejamu=x+ 1,v=e" e f(v) = arccossec(v).Pela Regra da Cadeia,temos:

df _df dv du

dx  dv du dx



af 1 uq
dx_ ” vz—]_.e .
ex+1
[0 =- —
ex+1 efx+2_1
f (x): _1/62x+2_1
1 e?—1
! O = — = —

Equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto P:

@ =-Y""10 o
— arccossec L e) = — X —
Y e2—1
B e2—1 N ©
y = ez — 1 X arccossecLe

b)Calcule a derivada da fungio f(x) = j /sen Vx.

Sejam u = i/x,v = sinu e f(v) = {v.Pela Regra da Cadeia, temos:

o _df dv du
af c{x _zdv'du'dai B
=37 3.cos(u).§.x13
f’(x):3§/v_2'COS(u).3W
) = cos ¥/x

91/x2.sen? i/x
Questao 5.

a)Usando a definicio,calcule a derivada da fungio f(x) = tgx.

F100 = lim flx +Ax) — f(x)

Ax—0 Ax
o tglx +Ax) —tgx
= lim
Ax—0 AXA
tgx +tgAx
. 1 —tgx.tgAx tgx
= lim
Ax—0 Ax
tgx + tgAx —tgx +tg? x.tg Ax
1—tgx.tgA
= lim gx B Lox
Ax—0 Ax

tg Ax + tg? x.tg Ax
im
Ax—0 Ax(1 —tg x .tg Ax)
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. tglAx.(1+tg%x)
= lim
ax-0 Ax. (1 —tgx.Ax)
tgAx sec?x

= lim X lim
Ax-0 Ax  Ax-01—tgx.tgAx

. tglAx ] senAx 1 . senlAx ] 1
* lim = lim . = lim X lim =1x1=1.
Ax—0 Ax Ax-0 L Ax cosAx Ax—0  Ax Ax—0cosAx
sec?x _ sec?x sec?x sec?x

= sec? x.

I =1 = =
*Aglcr_r,lo1—tgx.tgAx A}crilol—tgx.tgAx 1-tgx.tg0 1-0

, . tghAx sec?x
f'(x) = lim X lim

Ax—>0 Ax  Ax-01—tgx.tgAx
f'(x) =1xsec’x

f'(x) = sec’x

b)Mostre que qualquer reta tangente ao grafico de xy = a* determina com
o0s eixos coordenados um tridngulo de areaigual a 2a?.

Considere o ponto (x,,v,) pertencente a curva dada e,portanto,x,y, = a*.
2
a
O coeficiente angular da reta tangente a curva nesse ponto ém = ——.

Equacdo da reta tangente:

a
Y=Y =———xp)
0 xg 0
2 2
=—-——x+—+
y xg x() yO
a2
y== 2x+y0+y0
X0
a2
y———2x+2y0

Interseg¢des com os eixos coordenados:

*Como eixo —y:
2
a
=——.0+4+2
y xg yO
y =2y,
Ponto A(0,2y,)
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* Com o eixo-x:

aZ
0=- x—gx + 2y,
_ 2yox4
== 2
Ponto B <2y02x0 , O)
a

Area do triangulo formado pelos pontos A,B e (0,0):

2a’.

1 2yox4 _ 2y5x; _ 2(x0y,)* _ 2(a*)? _
Yo)- a2 a? a2
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15 32 Prova— 06 de Outubro de 2017
Questao 1.

a) Calcule a derivada da fungio f(x) = x*".

b) Calcule lim (g + 1)n.

n—+oo

Questao 2.

Determi lor de k,de mod d [+Lttgh@)
a) etermine o valor ae k,de mo Oque dx 1—tgh(x) =K.e .

b) Calcule a derivada de f(x) = (e** + 7)CSC(W).

Questao 3.
a) Uma escada de 10m de comprimento esta apoiada em uma parede e desliza

sobre esta a uma taxa de 1m/h.Calcule a taxa a que o dngulo entre a escada e
a parede esta crescendo quando a base da escada esta a 6m da parede.

b) Seja f(x) = /x.Ache dy e Ay em x = 9,sendo dx = Ax = —0,1 e eshoce o
grafico da funcdo, mostrando dy e Ay.

Questao 4.

In(senx)

a) Determine a derivada da fungido f(x) = BB

b)Encontre o valor de k para que a inclinagdo da reta tangente ao grafico da
funcio f(x) = sen[In(1 + k.sen(mx))] no ponto x = 1 seja 5.

Questao 5.

a)Determine os valores maximos e minimos absolutos da funcao
f(x) =1 — (x —3)?/3,no intervalo [-5,4].

b)Qual das retas tangentes a curvay = x3 + x? + x + 4, nos pontos de
abscissas contidas no intervalo [—1,1] possui menor inclinagio?
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Questao 1.
a) Calcule a derivada da funcio f(x) = x*".
D(f) =R, ; Im(f) =R,

Inf(x)=1In x*
Inf(x) =x*.Inx

Por dif erenciacao logaritmica, obtemos:

d d
o [Inf(x)] = o [x*.In x]

* Seja g(x) = x*,tal que D(g) =R, e Im(g) = R,.Entio ...

Ing(x) =Inx*
Ing(x) =x.Inx

Por derivacgado logaritmica,temos:

[Ing(x)] = % [x.1n x]

=1l.lnx+ x.—
X

dx
g'(x)
gx)

g (x)=gx)[Inx+1];x >0

d
g (x) = E[xx] =x*.(nx+ 1)

Portanto,
|

x
;((:)) =x*.(Inx +1).Inx + x*.
f'(x) =f(x).[x*.(Inx + 1).Inx + x*.x]
F(x0) = x* [x*.(Inx + 1).Inx + x*.x7]
F(0) =x* **[Inx.(nx + 1) + x7]

d
Inf(x)] = o [x*.In x]

RR| -

b) Calcule lim (g + 1)n.

n-+oo

X X
Seja b =—,onde n= E.Se n — +oo,entdo b = 0.Ajustando o limite, temos:
n

tim (5+1)" =lim(1+ 5 = lim[(1+ 5)*]" = [lim (1 + &)/
b—0 b—-0 b—0

n—-+oo \N

n
* Obs.: Limite Fundamental Exponencial lirr(l)(l + x)Vx = lirB (1 + Z) =e.
X— n— oo

Portanto,

Jim G 1) = [ima+ ] < e
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Questao 2.

] d |+|1+tgh(x) X
a) Determine o valor de k,de modo que —| |————=|=k.e**.
dx| |1 —tgh(x)

( )_4 1+tghx +|14+tghx 1+tghx +|(1+tghx)?
1) = 1—tghx [1—tghx'1+tghx | 1—tgh?x’

* Identidade Hiperbolica:1 — tgh? x = sech? x

F(x) = 4\/(1 + tghx)? _ \/1 +tgh x

sech? x sechx
1_I_e" —e* 2e* B
1+tghx: ex+e—x:ex+e—x:2€ _ ox
sechx 2 2 2
eX+e™* eX¥+e™*
X
fx) =+e*=e2
1 x
'(x) = —e3.
f'(x) 5¢€

1
Como f'(x) = k.e**, temos que k = >

b) Calcule a derivada de f(x) = (e** + 7)CSC(W).D(f) =R eIm(f) =R%

Inf (x) = In(e?* + 7)(¥%)
In f(x) = csc (W).ln(ez" +7)

Por derivacgdo logaritmica,temos:

];’((;C)) = —csc (W).cotg(i/ﬁ).:g;ﬁ_c.ln(ezx +7) + csc (W).ele-l_ 7.e2x,2
f'(x) = Zf(x).csc(i/?)_ l_%.ln(ezx 4 %l

f1(x) = 2(e* + 7)CSC(W). csC(W)- l_ COti(S\/\/—D 2— In(e®™ +7) + - l
x

e* +7
Questao 3.
a) Uma escada de 10m de comprimento esta apoiada em uma parede e desliza

sobre esta a uma taxa de 1m/h.Calcule a taxa a que o dngulo entre a escada
e a parede esta crescendo quando a base da escada esta a 6m da parede.
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d
Do enunciado, temos d_jt/ = —1m/h.Arelagio entre o 4ngulo entre a parede e
a escada e a altura de apoio da mesma é dada por:
cosf = s
10
y =10cos @
Pela Regra da Cadeia,temos:
dy dy db
dt  df dt
1 10 0 a6
J— —_— — n L —
se It
Quando a base da escada esta a 6m da parede,temos senf = 10 e, portanto,
1=-10 6 do
107 de
ag 1 A/h
it 6

Logo, 0 angulo esta aumentando a taxa de grad/ h quando a base da escada esta

a bm da parede.

b) Seja f(x) = \/x.Ache dy e Ay em x = 9,sendo dx = Ax = —0,1 e eshoce o
grafico da funcgdo, mostrando dy e Ay.

Ay = f(x +Ax) — f(x) = f(9—-0,1) — £(9) = f(89) — f(9) = /89 — 3.

1 1

flx+ Ax) = f(8,9
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Questao 4.

In(senx)

a) Determine a derivada da fungdo f(x) = G0

.cosx.In(x) —In(senx) %

f/(x) — senx

(Inx)?
cotg(x).In(x) — w
1) =
(Inx)2
- _ x.cotg(x).In(x) — In(senx)
= x. (In x)?

b)Encontre o valor de k para que a inclinagdo da reta tangente ao grafico da
funcio f(x) = sen[In(1 + k.sen(mx))] no ponto x = 1 seja 5.

1
"1+ k.sen(mx)’

f'(x) = cos[In(1 + k.sen(mx))] k.cos(mx).m

f'(1) = cos[In(1 + k.sen(m))]. Jk.cos(m) .7

1 + k.sen(m)
k.(—1).m

f'(1) = cos[In(1 + k. 0)]. TTr0

f'(1) = cos[In(1)].(—km)
f'(1) = cos(0).(—km)
f'(1) =—kn

5
ff()=5=—kn=5:k=~—

Questao 5.

a)Determine os valores maximos e minimos absolutos da funcao
f(x) =1 = (x —3)?/3,no intervalo [—5,4].

Dominio da fungio: D(f) = R

Como f édefinida pela diferenca entre fungdes continuas em R,entdo f é
continua em R e,consequentemente,continua no intervalo fechado [—5,4].
Logo,pelo Teorema do Valor Extremo, f assume um valor maximo absoluto
f(c) e um valor minimo absoluto f(d) em certos nimeros c e d em [—5,4].

Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

f(-5)=1—-(-5-3)23=1-(-8)3=1-364=1—-4=-3,
fA)=1-(4-3)*3=1-(1)*2=1-1=0.
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2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (—5,4):

"Um nGmero critico de uma funcdo f é um nimero c,no dominio de f,onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe."

f'x)=-— ; D(f')={x e R;x # 3}

2
33x—3

f'(x) ndo existe em x = 3,e como este nimero pertence ao intervalo (—5,4),
entao 3 é namero critico de f no intervalo.

f3)=1-(3B-3)3=1-(0)**=1-0=1.

Nota-se que Ax € D(f); f'(x) = 0 e,portanto, 3 é o Unico nimero critico de f
no intervalo analisado.

3.Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que — 3 é o
valor minimo absoluto e 1 é o valor maximo absoluto de f no intervalo [—5,4].

b)Qual das retas tangentes a curvay = x3 + x% + x + 4,nos pontos de
abscissas contidas no intervalo [—1,1] possui menor inclina¢io?

* Em outras palavras, encontre o valor minimo absoluto de f'(x) no intervalo
fechado [—1,1].

y=f(x)= f'(x) =3x2+2x+ 1
Como f'é uma fungao polinomial e, portanto,continua em R,entdo f'é continua
no intervalo fechado [—1,1].Logo,pelo Teorema do Valor Extremo, f'assume
um valor maximo absoluto f'(c) e um valor minimo absoluto f'(d) em certos
nameroscedem|[—1,1].
Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1.0s valores de f'nos extremos do intervalo:

f'(-1)=3(-1)2+2(-1)+1=3-2+1=2
f'(D=31)2+2(1)+1=34+2+1=6

2.0s valores de f' nos nimeros criticos de f' em (—1,1):

"Um namero critico de uma fungio f' é um nimero c no dominio de f',onde ou
f"(c) = 0 ouonde f'" (c) ndo existe". (Adaptacio da definicio!)

f'"(x)y=6x+2

Como f'éderivivel em R,se f'possui algum nimero critico c,entio ' (c) existe
e, portanto, f''(c¢) = 0.
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1
f”(x)=0$6x+2=0.'.x=—56(_1'1)

,( 1)_3( 1)2+2< 1)+1_1 2+1_2
f 3)= 3 3 =373 =3

3.Comparando os valores obtidos concluimos que das retas tangente a curva
y =x3+4 x% + x + 1,nos pontos de abscissas contidas no intervalo [-1,1] a que
tangencia a curva no ponto de abscissa x = — 1/3 possui a menor inclinagio,
sendo esta inclinagao igual ao menor valor obtido nas etapas 1 e 2,0u seja,

o valor minimo absoluto da inclinacio é 2/3.
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16 32 Prova— 07 de Outubro de 2017

Questao 1.

a) O volume de um icosaedro regular (poliedro convexo com 20 faces, 12 vértices
e 30 arestas) é dado pela formula

— 5 3

onde o y representa o volume e o x representa o comprimento de uma aresta. Se
um icosaedro possui 4 cm de aresta e ela sofre um correspondente aumento de
0,1cm, use dif erenciais para estimar o correspondente aumento do volume do
solido. Este aumento sofrido pelo volume que percentual representa do volume
inicial?

b)Prove que e = lin(l)(l + x)/*,
X

Questao 2.

a)Sejam u(x) e v(x) fungdes diferencidveis. Mostre que se y = u’, entdo
y' =v.u’ v +ub. v In(w).

b)Use dif erenciagao logaritmica para calcular a derivada da funcao

_ Y —-1)?
i/(x— 2)5.3\/(x— 3)7

y

Questao 3.

a) Determine se o grafico da funcio y = In[sec(x).tg(x)] tem reta tangente
horizontal.

b)Dada a fungio f(x) = [In(x)]3 determine as abscissas dos pontos do grafico
de f'(x) onde a reta normal é vertical.

Questao 4.

a)Faga uma aproximacio linear para estimar o valor de (1,0002)°°.

b) A 4rea de um circulo de raio maior que 5 diminui a uma taxa de 1cm?/s.
Calcule a que taxa o lado do triangulo equilatero inscrito neste circulo esta
diminuindo, quando o circulo tem 5cm de raio.

Questao 5.

a) Determine os valores maximos e minimos absolutos da funcgado

3x—4, se—1<x<?2
fe =1

¥2_ 2 se2<x<3 no intervalo [1,3].
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b) Seja f(x) = tgh(x).Determine para quais valores de k o graficode y = f(x)
tem dois pontos onde a reta tangente tem inclinacio k,ou seja,onde f'(x) = k
tem duas solugodes distintas.
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Questao 1

a) O volume de um icosaedro regular (poliedro convexo com 20 faces, 12 vértices
e 30 arestas) é dado pela formula

y——(3+\/_)x

onde o y representa o volume e o x representa o comprimento de uma aresta. Se
um icosaedro possui 4 cm de aresta e ela sofre um correspondente aumento de
0,1cm, use dif erenciais para estimar o correspondente aumento do volume do
solido. Este aumento sofrido pelo volume que percentual representa do volume
inicial?

Como a variagdo da medida da aresta é muito pequena quando comparada a
medida inicial, podemos dizer que a varia¢ao do volume é aproximadamente
igual a dif erencial do volume. Isto é,

Ay = dy,
onde dy = y'(x).dx.

y’(x)=i(3 ++/5).3x2
(4)——(3+\/_)3 (4)2 =20(3 +V5).

dx =Ax =0,1cm = Ecm.
Logo,
Ay ~ dy=20(3+\/§)><11—0
Ay = 2(3 +/5)em?
0 aumento relativo ou percentual sofrido pelo volume é dado por:

A d 2(3++5 24 24 3 3 1
e 1T T = T
y Yy ﬁ(3+\/§)-43 x X

b)Prove que e = lirr(l)(l + x)1/*,
X

Podemos provar o numero este limite de duas formas, sendo que ambas sao
equivalentes:uma partindo da fungdo exponencial e* e a outra partindo da
funcio logaritmica In x (demonstrada no livro e mostrada a seguir).

* Obs.: A primeira maneira de demonstrar encontra-se no final desta
resolucdo para fim de aprendizado.

Sabe-se que dado f(x) =1Inx,temos f'(x) = 1/x.Assim, f'(1) = 1.
Da definicdo de derivada como um limite, temos:

£1(1) = fA+0 - )

_ ln(l + x) In1
=lim

x—0 X
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B In(1+ x)
_-;HO X
1
=lim —.In(1 + x)
x->0X
=lim In(1 + x)/*.
x—0

Por causa de f'(1) = 1, temos
limIn(1+x)¥* =1
x—0

Como o limite da funcio compostaln(1 + x)'/* existe, entio pela propriedade
do limite de funcdao composta,temos

lim In(1 + x)** = In [lim(l +x)1/x] =1
x—0 x—0

E pela continuidade da fungado exponencial, temos

In|lim (1+x)/*
en[xlfh( %) ]=e1

lim(1+x)*=e

x—0

Questao 2.

a)Sejam u(x) e v(x) funcdes dif erencidveis. Mostre que se y = u’, entio
y' =v.u’ v +ul v In(w).

Em outras palavras, mostre o resultado da derivagdo logaritmica!

Tomando o logaritmo natural em ambos os lados da equagido y = u”, usando
as propriedades dos logaritmos e derivando implicitamente, temos

Iny =Inu”

Iny=v.Inu

d d
@ (Iny) = P [v. ln,(u)]

u
=v'.In(u) +v.—
u

y

y' S

; =v.u . u' + v'.In(w)

y' =y.[v.u v + v'.In(w)]

y' =u[v.u v +v'.In(w)]

y' =v.u’ L u +ub. v In(w).

b)Use dif erenciagao logaritmica para calcular a derivada da funcgao

:‘V( \/2()965—3\/1()2 3)7_D(y)={xEIR{;x>Zex¢3}
x—2)5.3/(x—
ICEE)S

(x —2)%.(x—3)3
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(x — l)é
(x — 2)7.(x — 3)3

2 5
In|y| = In|x — 1|5 —In|x — 2[4 —In|x — 3|3

In|y| =1n

nfyl = ZInfx — 1] = >Inlx — 2| — ZInlx — 3|
ny—snx 4nx 3nx
y 2 1 5 1 771

y “5'x—1 4x—2 3x—3

, 2 5 7
Y =y'[5(x—1)_4(x—2)_3(x—3)]
L Y—1)? 2 5 7
N Y —2)5.3/(x—3)7 ' [S(x— 1) 4(x-2) 3(x- 3)]

* Obs.: Nao hanecessidade em manipular o termo entre colchetes. Contudo,
B Y (x—1)2 I24(x— 2)(x—3)—75(x— 1D (x—3) — 140(x—1)(x—2)]
‘{/(x—2)5.i/(x—3)7' 60(x—1)(x—2)(x—13)

, Vx—1)? —191x2 + 600x — 361
Y G5 YG=3) 60— D(x— 2)(x—3)

Questao 3.

a) Determine se o grafico da fungio y = In[sec(x).tg(x)] tem reta tangente
horizontal.

D(y)={x€]R;2kn<x<(2k+ Dm, x¢g+kﬂ,k€Z}

y'= m' [sec(x).tg(x).tg(x) + sec(x).sec?(x)]

, _ sec(x) [tg?(x) + sec?(x)]
B sec(x).tg(x)
,  tg?(x) + sec?(x)
tg(x)
Caso o grafico da fungio y = f(x) tenha reta tangente horizontal em c, entio

f'(c)=0.

; sec(x) # 0,Vx € D(y).

y' = 0= sec?(x) +tg?(x)=0
1+ tg?(x) +tg?(x) =0
1+2tg?(x) =0
1
tg?(x) = — >
A equacao acima ndo possui solucdo em R e,portanto, o grafico da fungdo dada
nao possui reta tangente horizontal.

b)Dada a fungido f(x) = [In(x)]3,determine as abscissas dos pontos do grafico
de f'(x) onde a reta normal é vertical.
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Em sintese, determine as abscissas dos pontos onde f'' (x) = 0.Isto implica
dizer que a reta tangente ao grafico de f'(x) é horizontal e, consequentemente,
a normal é vertical.

D(f) =R, ={x ER;x >0}
FG) = 3@~ DG = D(f)
*11 1
£ =3.[200(0) = +1n? (x).<—ﬁ>] D(f") = D(f") = D().

F7() = 5[2n() ~ 2o
3.In(x).[2 —In(x)]

£ ) = -
In(x) =0

f”(x)=0=>{ ou ~x=1 ou x = e?
2—In(x)=0

Portanto,nos pontos cujas abscissas sio 1 e e? a reta normal ao grafico de f'
é vertical.

Questao 4.

a)Faga uma aproximacio linear para estimar o valor de (1,0002)°°.
Tomemos f(x) = x°°,tal que f(1) =1 e f'(x) = 50x*. Assim, f'(1) = 50.
A aproximacgdo linear ou linearizacao de f em 1 é dada por:

Lx)=f(D)+f'(D.(x—1)
L(x)=1+4+50.(x—1)
L(1,0002) = 1+ 50.(0,0002)
L(1,0002) = 1,01
£(1,0002) ~ L(1,0002)
(1,0002)>° ~ 1,01.

b) A drea de um circulo de raio maior que 5 diminui a uma taxa de 1cm? /s.
Calcule a que taxa o lado do triangulo equilatero inscrito neste circulo esta
diminuindo, quando o circulo tem 5cm de raio.

—
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A relagido entre o lado (1) do tridangulo equilatero inscrito no circulo de raio (r) é:

l=rV3
2 dAcirculo 2
Sabe-se que A ey = TT° € —ar = —1cm?#/s.
Pela Regra da Cadeia,temos:
dA dA dr
dt  dr'dt
1 = (2mr) dr
—_ — nr).—
dt
No instante em que r = 5¢m, temos
dr _ 1 y
e~ 1on®
Por fim,
dl _dl dr
dt  dr’dt
_ dr
dt  dt
d 3 /
e~ 1on?

Logo, o lado do triangulo equilatero inscrito no circulo de raio maior que 5,
esta diminuindo a uma taxa de \/§/10T[ cm/s quando o circulo tem 5cm de raio.

Questao 5.

a) Determine os valores maximos e minimos absolutos da fungao
3x—4, se—1<x<?2
f@)={

-9 sed<x<3 MO intervalo [1,3].

A fungdo f definida por partes é formada por fungdes polinomiais e, portanto,
continuas e derivaveis em R. Logo,podemos afirmar que f é continua em
(1,2) U (2,3).

Para que f seja continua no intervalo fechado [1,3],a funcdo f deve satisfazer
as seguintes condigoes:

1. f deve ser continua em 2 (lirré f(x) = f(Z));
X—
2. f deve ser continua a direita de 1 ( 1ir111+ flx) = f(l));
X—
3. f deve ser continua a esquerda de 3 ( lin;_ fx) = f(3)).
X—
Analisando a continuidade de f em x = 2,temos

F(2)=3x2—-4=6-4=2,
lirgl_f(x)z lir‘él_(Bx—4)=3><2—4=6—4=2.
xX— xX—

i = |i 2 _ =22 _ = — =
xll)r£1+ flx) = ,}Lr?+(x 2)=2=-2=4-2=2.

Logo, lirr%f(x) = 2 e ainda, lirré f(x) = f(2).Portanto, f é continua em 2.
xX— xX—
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xll)r%f(x)=)}Lr{1+(3x—4)=3><1—4=3—4=—1.

F(1)=3x1-4=3—-4=—1.
Como lirgl+ f(x) = f(1),entdo f é continua a direita de 1.
xX—

lirgl_f(x) = lir;l_(x2 —2)=32-2=9-2=7.

xX— xX—

f3)=32-2=9-2=7.

Como lirgl_ f(x) = f(3),entdo f é continua a esquerda de 3.
x—

Assim, f é continua no intervalo fechado [1,3] e,pelo Teorema do Valor Extremo,
f assume um valor maximo absoluto f(c) e um valor minimo absoluto f(d) em
certos numeros c e d em [1,3].

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos

1.0s valores de f nos extremos do intervalo

fM=-1 e fB)=7

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (1,3)

"Um nimero critico de uma funcdo f é um namero c,no dominio de f,onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe".

Como a funcao f édefinida por partes e suas funcdes sdo continuas e derivaveis
em R,uma expressao para aderivada de f é:

f1o) = {2392, Ssee12<<xx<<23
f'(x)=0=2x=0:~x=0.
* No entanto, 0 & (2,3) e,portanto,nao é nimero critico de f em (1,3).
Analisando as derivadas laterais de f em x = 2,temos:
f1(2)=3
fl(2)=2x2=4.

* Obs.: Estes mesmos resultados sdo obtidos usando a definicao de derivadas
laterais.

Como as derivadas laterais existem,porém sdo dif erentes, entdo f nao é derivavel
em 2.Isto é,f'(2) ndo existe. Ademais, 2 € (1,3) e,portanto, é nimero critico de f
em (1,3).

f(2)=2

Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que 7 é o valor
maximo absoluto e — 1 é o valor minimo absoluto de f em [1,3].

b) Seja f(x) = tgh(x).Determine para quais valores de k o graficode y = f(x)
tem dois pontos onde a reta tangente tem inclinacido k, ou seja,onde f'(x) =k
tem duas solugodes distintas.
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2

f'(x) =sech?(x) = (L)

e*+e™*
2 2
/ =k:>(—) —k; k>0
f@ e*+e*
22 =k(e* + e™)?
4 =k<eZX+2+i)
eZX
et +2e?* +1
er
4e%* =k.e*™ + 2ke + k
k.e** + (2k—4)e* +k =0

4=k

Sejay = e?*;y > 0.Entio,

k.y?+ (2k—4).y+k=0
A= 2k —4)? — 4.k.k
A= 4k? — 16k + 16 — 4k?
A= —16k + 16

Para que a equagao possui duas solugdes distintas, A> 0. Ou seja,

—16k+16>0
~k<1

Como foi definido inicialmente k > 0,entao 0 < k < 1.

Caso ndo tenham entendido a questio, peco-lhes que vejam a fungio tgh(x).
E uma fungio fmpar,isto é,f(x) = —f(—x).Logo,

f)=—f"(=x.(-1)
f'(x)=f"(—x)

Ou seja,para cada valor x e seu simétrico — x, 0s valores da derivada sao
iguais,exceto se x = —x,ou seja,em x = 0 temos um valor Gnico.De tal modo
que, f'(0) = 1. Mas vale ressaltar que nao é qualquer valor de k # 1 que
f'(x) = k admite duas solucdes distintas, como foi resolvido acima.

f'(x) = sech?(x) <1,vx €R
Por esta razédo (imagem da fungio f') é que o valor de k esta limitado
superiormente por 1 e inferiormente por valores positivos maiores que 0.

* Obs.: Responder de imediato a questao usando essa informacgao do conjunto
imagem da fungdo derivada nao é a forma esperada de resolucdo.Essa
informacao é mais valiosa para esclarecimento dos resultados.



* Mostrando o limite fundamental exponencial usando a fungio f(x) = e*.
Dado f(x) = e*, temos f'(x) = e* e,portanto, f(0) = f'(0) =e° = 1.

Pela definicao de derivada de uma fungdo no ponto,temos:
fO+R) —f(0)  e"—1
N = lim =

h—-0

1

f’(0)=}jg3)

Facamos a substituicdo x = e — 1.
* Obs.:Se h » 0,entao x - 0.
x=el—1=e"=1+x~h=In(1+x)

I e" -1 x I I

im———=lim—————=lm————— =lim———+ =
h-0 h wooln(1+x) w0l gy xmoln(14+ )M

o
Como o limite existe,podemos dizer que o limite do quociente é o quociente dos
limites e,portanto,
1 lim1
x—0

li = =1
00 In(1 + x)1/* lin(l)[ln(l + x)1/%]
X—

Entao ...

lim[ln(l + x)l/x] =1
x—0

Seja g(x) =Inx e h(x) = (1 + x)/* e que lin;n) g(h(x)) = 1.Logo,como o limite
xX—
da funcao composta existe,podemos dizer que

lim 9(r(0) = g (lim 1) =1
In [}Ci_rg(l + x)l/x] =1

In[lim (1+2x) /%
enllimaen®™] _ g

lim(1 +x)* =e.

x—0
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1.7 42 Prova— 10 de Novembro de 2017

Questao 1.

a) Prove que para todoa e b,|senb —sena| < |b — al.

b) Mostre que um polindmio de grau 3 tem no maximo trés raizes reais.
Questao 2.

a) Encontre os intervalos nos quais f(x) = 2senx + cos2x,com 0 < x < 2m,
é crescente ou decrescente, e determine se existirem os valores de maximo e
minimo local.

b) Calcule lirr(1)(3x + 1)cotesx,
X

Questao 3.

a) Determine para quais valores de a a equacao lim

X— 0o

<x+a

X
) = e, é verdadeira.
xX—a

1
b) Encontre f sabendo que f'(t) = 3e' —senht +m,com f(0)=1.

Questao 4. Emrelacao aum certo plano cartesiano,uma curva de um autédromo

é o grafico da fungio y = x* — 5,com 0 < x < 3. Determine o ponto da curva para
0 qual um equipamento avaliador de desempenho colocado na origem do sistema
deve apontar,levando em conta que a eficiéncia do equipamento é maxima quando
a distancia entre ele e o carro é minima.

1
Questio 5.Considere a funcio f(x) = xex e determine:

(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem;
(v) Os pontos de inflexio,se existirem;

(vi) 0 grafico de f(x).
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Questao 1.
a) Prove que para todo a e b,|senb —senal| < |b — al.

* Se a = b,entdo a prova é imediata. Contudo, se a # b, entdo considere
f(x) =senx.

f é uma funcgdo que satisfaz as seguintes hipoteses:

1. f é continua no intervalo fechado [a,b];
2. f é derivavel no intervalo aberto (a, b);

Entio, pelo Teorema do Valor Médio,existe algum c € (a, b) tal que

) - f@
frie)= b—-a
cos(c) = senb —sena

b—a
Contudo,—1 < cos(c) < 1,ou ainda, |cos(c)| £ 1.Com isso, temos

senb —sena
b_

lcos(c)| =

Portanto,
|sen b — senal < |b — al

b) Mostre que um polindmio de grau 3 tem no maximo trés raizes reais.

Seja p(x) = a;x® + a,x* + a,x + a, um fungio polinomial de grau 3,continua e
derivavel em R.Logo, p é continua em quaisquer intervalos fechados I c R.

Suponhamos que o polindmio p(x) tenha quatro raizes reais x,,x,, x5 e x,, tais
que p(x;) = p(x,) = p(x3) = p(x,) = 0.Com isso,p é uma fungio que satisfaz
as seguintes hipéteses:

1.p é continua nos intervalos fechados [x;,x,],[x,,x5] e [x3,x,];
2.p é derivavel nos intervalos abertos (x;,x,), (x,,x3) e (x3,%,);
3.p(xy) = p(x,),p(x;) = p(x3) ep(x;) = p(x,)

Entdo, pelo Teorema de Rolle,existem niimeros x5 € (x,x,),xs € (x,,x3) e

X, € (x3,x,) tais que p'(xs) = p'(x;) = p'(x,) = 0.Isto é,a derivada da fungio
p(x) possui trés raizes reais.No entanto,p’'(x) = 3a;x? + 2a,x + a, é uma
funcado polinomial de grau 2 que,por Bhaskara,possui,no maximo, duas raizes
reais.

Com a explicacdo anterior, concluimos que p'(x) ndo possui trés raizes reais
(x5,x4 € x,) e,por contradi¢do,o polindmio p(x) de grau 3 possui,no maximo,
trés raizes reais.
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Questao 2.

a) Encontre os intervalos nos quais f(x) = 2 senx + cos2x,com 0 < x < 2m,
é crescente ou decrescente, e determine se existirem os valores de maximo e
minimo local.

f'(x) = 2cosx — 2 sen(2x)
f'(x) =2cosx—2.2.senx.cosx
f'(x) =2cosx(1—2senx)
2cos(z) 1 — 2sen(x)

S/ 11/2 =/6

27

3n/2

Pelo Teste Crescente /Decrescente,se f'(x) > 0 em um intervalo, entdo f é
crescente nele e, se f'(x) < 0 em um intervalo,entdo f é decrescente nele.

Logo,pelo estudo do sinal da derivada da funcao f,temos:

f é crescente em (0,m/6)U (n/2,5n/6) VU (3m/2,2m) e
f é decrescente em (n/6,m/2) U (5m/6,3m/2)

Pelo Teste da Primeira Derivada, os nimeros criticos /6 e 5m/6 estdo
associados a pontos de maximo local enquanto que os nimeros criticos
/2 e 3m/2 estdo associados a pontos de minimo local.
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(n) Zsen "+ cosm=2. 1+1_E
. - 6/~ 3 "2 2 2
Valores maximos locais: Sy S 51 1 1 3
(—) = 25en—+cos—= 2.—+=—=-—-.
6 3 2 2 2

N———

7r
E = sen +cosn—2+( 1)=1

Valores minimos locais: 3
(7> = 23en—+ cos3m=-2+(-1) =

b) Calcule lirr(1)(3x + 1)cotesx,
x—

Observe que ,quando x — 0,temos 3x +1 — 1 e cotg 5x — +0o a depender se
x — 0% ouse x - 07,assim, o limite é indeterminado. Considere

y = (3x + 1)cotg5x
Entao
Iny = In[(3x + 1)¢°%5*] = cotg(5x).In(3x + 1)

e logo,a Regra de l'Hospitalfornece

3
In(3x + 1) 3x + 1 3
limlny =lim ———— =lim —=———=—.
a0 Y = tg(5x) Py 5.sec?(5x) 5

Como o lim Iny existe,entdo os limites laterais também existem e sao iguais.Logo,

x-0

usando o fato de que y = e™”,temos:

. 3
. . . lim In =
lim (3x + 1)°°®5 = lim y = lim e™¥ = ex>0 ° = €5,
x—0 x—0 x—0
Questao 3.
x + a\*

a) Determine para quais valores de a a equagao hm ( ) = e, é verdadeira.
X—a

X+ a

— 1, assim o limite dado é indeterminado. Considere
(x + a)x
Y= X—a

x +a\* x+a
lny=ln[( )]zx.ln( )
xX—a xX—a

e logo,a Regra de l'Hospital fornece

Quando x — oo, temos

Entao

NE + «a xX—a —2a ,
: - n(x—a) xt+ta(x—a)? 2ax _ 2a
lim Iny = lim = lim = lim = lim = 2a.
X—00 X—00 l X— 00 _i X—00 x2 _ az X—00 1 _ﬁ
X x? X2

Usando o fato de y = e™7, temos:

. X+ a\* . . lim In
lim ( ) = lim y = lim e™Y = ex>o "7 = 2@
X200 \X — A X—00 X— 00
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Entao,

1
b) Encontre f sabendo que f'(t) = 3et —senht +m,com f(0) =1.

A antiderivada mais geral da funcio f'(t) é dada pela expressio:

f(t) =3et — cosht +arctgt + C
Como f(0) = 1, entio ...
fO)=1
3e® —cosh0 +arctg0+ C =1
3—-14+404+4C=1
C=-1
Logo,
f(t) = 3et —cosht +arctgt — 1

Questiao 4.Em relagcdao aum certo plano cartesiano,uma curva de um autébdromo

é o0 grafico da fungio y = x* — 5,com 0 < x < 3. Determine o ponto da curva para
0 qual um equipamento avaliador de desempenho colocado na origem do sistema
deve apontar,levando em conta que a eficiéncia do equipamento é maxima quando
a distancia entre ele e o carro é minima.

Seja P(x,y) a localizagdo do carro na curva do autdédromo e 0(0,0) a localizacio
do equipamento avaliador de desempenho. A distancia d(0,P) = f(x) é dada
pela expressao:

fx) = (x = 0)2 + (y — 0)?

[f(x)]* =x%+ y?

Sabendo-se que y = x* — 5, temos:
[f(x)]? =x* + (x* = 5)?

Considere F(x) = [f(x)]? entdo

F(x)=x*+(x%?-5)?; 0<x<3
Como F é uma funcgado polinomial e, portanto, continua em R. Entao, F é continua
no intervalo fechado [0,3].Logo,pelo Teorema do Valor Extremo,F possui um
valor maximo absoluto F(c) e um valor minimo absoluto F(d) em algum nimero
cedem|[0,3].

Usando o Método do Intervalo Fechado,temos:

1.0s valores de F nos extremos do intervalo:

F(0) = 0% + (02 —-5)% = 25.

F(3) =3%2 +(32-5)? = 25.

2.0s valores de F nosnimeros criticos de F em (0,3):
F'(x) =2x +2.(x?-5).(2x)

F'(x) = 2x(2x%—-9)
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3v2  3V2)
O sdo

x Nimeros criticos de F ocorre onde F'(x) = 0, portanto,x = {—

3vV?2
os numeros criticos de F.Contudo, apenas - € (0,3).Logo,

(32 _9+(9 5)2_9+1_19
2 ) 2 \2 2 4 4

Comparando os valores obtidos,concluimos que 19/4 é o valor minimo absoluto e
25 é o valor maximo absoluto de F no intervalo [0,3].Contudo,a eficiéncia do
equipamento é maxima quando a distancia f é minima, e como F(x) = [f(x)]?,

fG) =y F(x)

temos que f(3\/§/2) =+/19/2 é o valor minimo absoluto da distincia entre
0 equipamento e o carro.

Portanto, 0 equipamento deve apontar para o ponto da curva cuja abscissa
éx=3V2/2 eaordenada éy=x*—5=—1/2. Ponto P(3\/§/2, — 1/2).

1
Questio 5.Considere a funcio f(x) = xex e determine:

(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;
(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem;
(v) Os pontos de inflexio,se existirem,;

(vi) 0 grafico de f(x).
Dominio da funcdo:D(f) ={x e R;x # 0}

Intersegdes com os eixos coordenados:

* Como 0 ¢ D(f),entdo f(0) ndo esta definido e,portanto, ndo ha intersecio com
o0 eixo das ordenadas.

f(x) =0 © x = 0. Pelo mesmo motivo anterior,concluimos que f nio possui
intersecdo com o eixo das abscissas.

Portanto, f ndo possui intersec¢des com os eixos coordenados!
(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento:
Pelo teste C/D (Crescimento e Decrescimento),se f' > 0 paratodo x € I,onde |

é um intervalo,entido f é crescente em [ e,se f' < 0 para todo x € I,entdo f é
decrescente em I.

f'(x)= e% +x.e%.(—%>
f'(x)= e%(l —%)
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=22 piy =i,

Estudo do sinal da fungao derivada:

1
+++++++++H+H+ 4 ex

——————————— D ++++ (x—1)
———————— O ++++++++ x
++++++++O0) =D ++++ (0

f é crescente onde f' > 0,0u seja, f é crescente em (—o0,0) U (1,00) e
f é decrescente onde f' < 0,ou seja, f é decrescente em (0,1).

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
1 1
rre=e(1-3)
‘w=en(-2)(1-7) e ()
=eéex.\—— - — x| —
f(x e1 " . e 22

f'x)=— ; D(f")=D(f)

ex
x3
Estudo do sinal de f" (x):

1
+t+++++++++++++ ex

—————— O++++++ x3
—————— O++++++ f"(x)

0 grafico da fungio f possui concavidade voltada para cima onde f'" > 0,ou seja,
em (0,00) e possui concavidade voltada para baixo onde f" < 0,ou seja,em (—,0).

(iii) Assintotas

Assintotas Verticais: lim f(x) = o0 ou lim_f(x) = too
x—a xX—>a

* Obs.: Estas assintotas ocorrem nas descontinuidades da fungao.

Analisando as descontinuidade de f em 0,temos:

1 1
lim f(x) = lim (x.e§> = lim x X lim ex=0x0 =0.
x-0 x-0 x-0 x—-0

* Obs.:Se x - 07, entdo 1/x —» —oo e,portanto,e'/* - 0.

1
lim f(x) = lim (xe§> ; Produto indeterminado "0 X "
x—=07F x—0"t
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1 1y 1
) l ) ex . (_ F) .ex ) 1
lim (xex )= lim — = lim = lim ex = o
x—0 x—o0t 1 x—0t 1 x—0+
X x2

Logo,areta x = 0 é assintota vertical do grafico de f.

Assintotas Horizontais: lim f(x) =L ou lim f(x)=1
X—00 X—>—00
1
lim f(x) = lim (x.ex> =
X—00 X— 00

1
lim f(x) = lim (x. eE> = —00
xX——00

X——00

1 1
* Obs.:Se x - +o0,entdo —— 0 e, portanto,ex - 1.
X

Logo, o grafico de f ndo possui assintotas horizontais.
Assintotas Obliquas:

Dizemos que aretay = ax + b é assintota obliqua ao grafico da funcao f se,
somente se, 1irJ£1 [f(x) — (ax + b)] = 0.
X— 100

Onde a = lim ,coma# 0,eb= liI}_I [f(x) — ax].
x—+oo

x—too X
1
. f . xex 1
a= lim = lim = lim ex = 1.
x—+o0 X x>+ X x—+oo

1 1

b li li 1 I ex I ex — 1

= xir;loo[f(x) — x| = lim [x.ex —x] = lim_ T—x = lim_ T

X x

* Usando a regra da L'Hospital ...

1 1y 1
R S G- A
b= lim = lim —=—— = lim ex = 1.
xX—+oo 1 X—+oo _i X—+oo
b x2

Portanto,aretay = x + 1 é assintota obliqua ao grafico da fungdo f.
(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem;

Pelo Teste da Primeira Derivada, (l,f(l)) é um ponto de minimo relativo.
Ponto de minimo: (1,e).

Como lim f(x)= —o0e lim f(x) = oo, entdo o ponto (1,e) ndo é nem ponto
X——00 X— 00

de maximo e nem de minimo absoluto do grafico de f.Logo, f ndo possui
pontos de maximou ou minimo absolutos.



(v) Os pontos de inflexio,se existirem;

Embora ocorra mudanca na diregao da concavidade em x = 0,0 mesmo nao
pertence ao dominio da funcao f.Portanto, f ndo possui pontos de inflexao.

(vi) 0 grafico de f(x).
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1.8 43 Prova— 11 de Novembro de 2017

Questao 1.

a) Seja f continua e derivével em [0,1].Sabe-se que em (0, f(0)),0 grafico de f
tem reta tangente com equagao y = 2x + 3,e em (1,f(1)) tem equacao y = 4x + 5.
Mostre que para algum nimero 0 < x < 1,a reta tangente ao grafico de f tem
equacio f(x) = 6x + b, onde b é uma constante.

b) Mostre que 4ax®+ 3bx?+ 2cx = a + b + ¢, tem pelo menos uma raiz entre
Oel.

Questao 2.

a) Encontre os intervalos nos quais f(x) =In|1 —In x| é crescente ou decrescente,
e determine se existir os valores de maximo e minimo local.

cotg (x - %)
b) Calcule lim+ e
x_)g tgx
Questao 3.

sen 2x
a) Determine para quais valores de a e [ a equagdo lin(l) ( e +a+ %) =0
X—

é verdadeira.
b) Encontre a primitiva mais geral da fungio f(x) = yx3— x3/x5+ 3 coshx.

Questao 4.Um triangulo é dito central, se um dos vértices € o centro e dois de
seus lados sdo raios de uma circunferéncia. Determine o triangulo central de
uma circunferéncia de raio 1 de &rea maxima.

Questdo 5.Considere a funcdo f(x) = x*Inx e determine:

(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem;

(v) Os pontos de inflexio,se existirem;
(vi) 0 grafico de f(x).
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Questao 1.

a) Seja f continua e derivével em [0,1].Sabe-se que em (0, f(0)),0 grafico de f
tem reta tangente com equagao y = 2x + 3,e em (1,f(1)) tem equacao y = 4x + 5.
Mostre que para algum nimero 0 < x < 1,a reta tangente ao grafico de f tem
equacio f(x) = 6x + b,onde b é uma constante.

Como aretay = 2x + 3 é tangente ao grafico de f em (O,f(O)),entéo este
ponto pertence a reta tangente.Logo,f(1) =2 x 0+ 3 = 3.

Assim como aretay = 5x + 4 é tangente ao grafico de f em (l,f(l)).Logo,
f(1)=5x1+4=0.

f é uma funcdo que satisfaz as seguintes hipoteses:

1. f é continua em [0,1];

2.f é deri'vavel em (0,1);

Entio, pelo Teorema do Valor Médio,existe algum nimero c € (0,1) tal que

ey T =1(©

523
frle=——
f'e)=6
Portanto,no ponto (c,f(c)) o grafico de f possui uma reta tangente cuja equagao
é dada por:

y—f(c)=f"(c)(x—c)

y=6.(x—c)+f(c)

y=6x—6¢c+ f(c) (otermo em destaque éuma constante)
y=6x+b

b) Mostre que 4ax®+ 3bx? + 2cx = a + b + ¢, tem pelo menos uma raiz entre
Oel.

Seja f(x) = 4ax®+3bx?+ 2cx —a—b —c.

Considere F(x) = ax*+ bx3 + cx? — ax — bx — cx + d, a primtiva da fungio f.
F é uma funcido polinomial continua e derivavel em R.Logo,F é uma funcao
que satisfaz as seguintes hipolteses:

1.F é continua em [0,1];
2.F é derivavel em (0,1);
3.F(0)=F(1) =d.

Entao, pelo Teorema de Rolle,existe algum x € (0,1) tal que F'(x) = 0.
Contudo, F'(x) = f(x).Logo,

f(x) =0=4ax3+3bx’+2cx—a—b—c=0
4ax3 +3bx*+2cx =a+b+c
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Questao 2.

a) Encontre os intervalos nos quais f(x) =1In|1 —In x| é crescente ou decrescente,
e determine se existir os valores de maximo e minimo local.
D(f)={xeR;x>0ex +#e}.
1 1
Fw=t ()

1—Inx’

X
f,(x):x(lnx—l)
O++++++E@)++++++ x
0)—————- e++++++ (Inx —1)
(O @++++++ f'(x)

Pelo teste C/D,conclui-se que
f é crescente em (e,») e f é decrescente em (0,e).

Embora haja mudanca no comportamento de decrescente para crescente em
X = e, este nimero nao pertence ao dominio de f.Portanto,nao ha valores de
maximo ou minimo local no grafico da funcao f.

T
cotg (x - 7) 00
b) Calcule lim ———=. Indeterminacao do tipo "—'
Tt tg X [ole]

X—>i

Aplicando a Regra de L' Hospital, obtemos:

cotg (x — %) - — cossec? (x — %)
Tt tgx lim, sec?x

_ cos?x . .0,
= lim ; Indeterminacao "—
Tt _ 2 ( _ T[) 0
X—>5 senc {x 7

—2cosx.sinx

= lim

x—>§+ —2sen (x - %) .COS (x - %)
—2cosx.sinx

= lim
ot —2.(— cosx).sinx
2
= lim (1)
Tt
x—>§
=-—1.

* Obs.: Este limite poderia ser resolvido rapidamente usando a informacao

I
cotg (x - E) = —tgx.Contudo, o foco desta avaliacao é a Regra de L' Hospital.

Questao 3.

sen 2x
+ 5)

a) Determine para quais valores de a e 8 a equacao lim
) paraq B a equagao lim e 2

é verdadeira.



(sen 2x

3 +a+£2>= lim
X X x—0

lim
x-0

<sen 2x + ax3 + fx

0
; I d t . ~ ll_ n
e > ndeterminacgao 0

Aplicando a Regra de L' Hospital, obtemos:

lim
x—-0

sen2x + ax® + fx . 2cos2x+ 3ax?+p
= lim
x3 x—0 3x?

Como o limite inicialmente existe e vale zero,entdo é correto afirmar que

1in(1)(2 cos2x+ 3ax*+p)=0
X—
2c0s0+ 3a.0°+ =0
2+04+8=0
B =-2

2cos2x +3ax*+ B 2cos2x + 3ax? — 2 0

im = lim : Indeterminacao "="
x—0 3x? x—0 3x 2 ’ ¢ 0

—4sen2x + 6ax

= lim
x—0 X
. —8cos2x + 6«
= lim

x—0 6
—8cos 0+ 6«

6
_—8+60(
6

4

=——+a.
3 a

Como o limite existe e vale zero,entao ...

——+4 =O.‘. = —
374 “=3

b) Encontre a primitiva mais geral da fungio f(x) = \/x3— x\/x5 + 3 coshx.

3 5

f(x) =x%—x.x3+ 3coshx
3 8

f(x)=x4—x3+3coshx

A primitiva mais geral da funcdo f é dada por:

1 3 1 8
F(x) = xatt - ——— 3" 4+ 3senhx + C

3 8
1'+Z 1'+§
4 7 3 U
F(x) =§.x4—ﬁ.x3 +3senhx+ C

67
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Questao 4.

Um triangulo é dito central, se um dos vértices é o centro e dois de seus lados sdo
raios de uma circunferéncia. Determine o triangulo central de uma circunferéncia
de raio 1 de area maxima.

Sabendo-se das medidas de dois lados de um triangulo e o angulo adjacente a eles,
a area do triangulo é dado pela expressao A = > a.b.sen@,onde a e b sdo as

medidas dos lados conhecidos e 6 0 angulo entre esses lados do triangulo.Pela
ilustracao acima, temos:

1
A(6) =§12.sen9 ; 0<0<m

1
A(O) = Esen 6

s
* Notoriamente o valor de 6 que maximiza a funcio A(0) é 7 de modo quesen®

assume valor maximo igual a 1 neste valor.Contudo,usando os conceitos do
Calculo 1,pelo teste da Primeira Derivada, temos:

A’(9)=%c059: O++++++(m/2)————— ()

Pelo estudo do sinal da fungio derivada, concluimos que 6 = w/2 é um nimero
critico associado a um ponto de maximo local.

Questio 5.Considere a funcio f(x) = x?Inx e determine:

(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem;
(v) Os pontos de inflexio,se existirem;

(vi) 0 grafico de f(x).
Primeiramente ...

Dominio da func¢ido: D(f)={x € R;x > 0}.

Intersecdes com os eixos coordenados: f(x) =0 Inx =0 .. x = 1.Ponto A(1,0)
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(i) Intervalos de crescimento e decrescimento:

f'(x) =2x.Inx +x2.% ; D(F)=D(f)={xeR;x >0}.
f'(x)=2xInx +x
f'(x)=x2Inx+ 1)

Pelo Teste C/D da primeira derivada,temos que f é crescente onde f' > 0 e,
f é decrescente onde f' < 0.Logo,do estudo do sinal de f'obtemos:

O+++++++++++++++++ x
1

(0)————<e‘5)++++++++++ 2Inx+1)
1
(0)————<e‘7)++++++++++ f'(x)
. . . 1 , 1
Com isso, conclui-se que f e crescente em (—, 00) e f € decrescente em (0,—).
Ve Ve

(ii)Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo:

f'"(x) = 21nx+1+x.§ ; D(f")=D(f) ={x € R;x >0}
f"(x)=2Inx+3

f possui concavidade voltada para cima onde f' > 0 e concavidade voltada
para baixo onde f" < 0.Pelo estudo do sinal de f",temos:

() (e_%)+++++++++++ f"(x)

1
Portanto, f possui concavidade voltada cima em (—, 00) e f possui concavidade

Ve3d

1
voltada para baixo em (O, —)

Ve3
(iii) Assintotas:

—Verticais: A reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da funcgao f se
lim, f(x) =420 ou lim f(x)= too.
xX—-a xXx—=a

Pela definicao de assintota vertical, esta ocorre em pontos de descontinuidade
da funcao.Logo,pelo dominio de f devemos verificar se a descontinuidade em
x = 0 é uma descontinuidade infinita (que da nome as assintotas verticais!):

lim f(x)= lim x%.Inx = lim —
x—>0+f( ) x-0% x—o0t 1 x—-07t 2 x-0t 2
2
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Como o limite existe,entao x = 0 ndo é assintota vertical ao grafico da fungido
f e,portanto, a funcao nao possui assintotas verticais.

—Horizontais: Aretay = L é uma assintota horizontal se, somente se,
lim f(x) =L ou lim f(x)=L.
X—00 X—>—00

Como D(f) = {x € R;x > 0}, entdo nesta verificagio de assintota horizontal
levamos em consideragio apenas lim f(x).Logo,
X— 00

lim f(x) = lim x%.Inx = o
X—00

X—00

Como o limite nao existe, entdo f nao possui assintotas horizontais!

—O0bliquas: A reta y = ax + b é uma assintota obliqua se, somente se,

Jim [f(x)— (ax+ b)] = 0;

x
Onde a = lim [&) e b= lim [f(x) —ax],coma # 0.

xX—>+4o0 X x—+t oo

o f(x) . x%Inx
a = lim — = lim = lim x.Inx = oo.

x—-o0o X X—00 X X—00

Como o valor de a é indefinido, conclui-se que ndo ha assintota obliqua ao grafico
da funcao f.

* Portanto,ndo ha quaisquer assintotas no grafico de f.
(iv)Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem:

Resgatando o estudo do sinal da primeira derivada no item (i):
1
(0)————(e 2>++++++++++ f'(x)

Pelo Teste da Primeira Derivada, o ponto de abscissa x = e~1/2 éum ponto
de minimo local e, além disso,com base no dominio de f e no comportamento
de crescimento e decrescimento temos que Vx € D(f),f(x) = f(e‘l/z).

Portanto, o ponto em questao também é um ponto de minimo absoluto.

fe /?) = (3-1/2)2_ln(e—1/2) — o1 (_%) _ _Zl_e

1
Ponto de minimo local e absoluto de f: B (e_f,— %>
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Como lim f(x) = oo,entdo ndo ha valor limitagdo superior do conjunto Im(f)
X—>00

da fungdo f.Logo, f ndo possui valores maximos locais ou maximo absoluto.
(v) Os pontos de inflexio,se existirem:

Dizemos que o ponto (c,f(c)) é ponto de inflexdo do grafico da funcao f se
ocorre mudanga na direcao da concavidade da fungdo em torno de c.

Pelo estudo do sinal de f'' (x),temos:

0)———-——-— (e_%)+++++++++++ f(x)

3
Como ocorre mudanca na direcdo da concavidade em x = e 2 e este numero

pertence ao dominio da funcio, entdo o ponto C (9_3/2,f(e_3/2 )) é ponto de

inflexao do grafico da funcao f.
3 3
-3/2Y) = (»-3/2)? -3/2) = ,-3 [_2) = _
f(e ) (e ).ln(e ) e ( 2) Ve

3 3
Ponto de inflexio: C(e72,~ =)
onto de inflexao e PE

(vi) Esbogo do grafico:

h
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19 Prova de Reavaliacdoda AB1 — 24 de Novembro de 2017

Questao 1.
) . Vax+b—2
a) Encontre os nimeros a e b para que hrrcl)— = 1.
x— X

Vx2+9—+/x+9

b) Calcule Ll_rg o

Questao 2.

a) Calcule lirn1 In |Kx - %) (x - %)]]

x—z

3

y
b) Calcule lim Vx.e%x,

X
Questao 3.

k—x, sex<m
k.senx, sex>m
que a funcao f seja continua.

a) Dada a fungio f(x) = { .Encontre os valores de k para

b) Seja m um nimero real pertencente ao dominio de uma funcgio y = f(x).
Determine f(m) e f'(m),sabendo que a equagido da tangente ao grafico de
fnopontoemquex=méy=kx+j.

Questao 4.

sen(e*) + x>

a) Calcule a derivada de f(x) = D)

2e?

E.

sec X

b) Calcule a derivada da funcio f(x) =e .CSC X ,n0 ponto em que y =

Questao 5.

a) Encontre a equagio da reta tangente ao grafico de (x*+ y?)* = 8x*y% no
ponto (—1,1).

b) Sendo f diferencidvel,use dif erenciagdo implicita para mostrar que a
derivada de sua fungdo inversa f~1 é (f 1) (x) = —————.Usando este

frif)

resultado,calcule (f~1)'(1),tal que f(x) = x + e*.



Questao 1.

\/ax+b—2_1
. )

a) Encontre os numeros a e b para que lirr(l)
X
Como o limite do quociente existe e lirr%)x = 0, entdo lirr(l)( ax+b— 2) = 0.
X— X—

Logo,

lirr(1)(x/ax+b -2)=0
X—
limvax+b—-1lim2=0

x—0 x—0
Vb—2=0

Vb =2

b=4

Com a informacdo anterior,temos:

vax+4 -2 I vax+4—2 vax+4+2
X

= 11m

x>0 x Vax +4+2

= lim

ax
=0y, (Vax +4 +2)
a

=lim —
x=0v\ax+ 4+ 2
lin})a
X—

- lim(\/ax + 4+ 2)
x-0 a

4
Do enunciado, este limite existe e vale 1,portanto ...

lim
x—0

- 1 4
_= - =
4 a

Vx2+9—+vx+9

b) Calcule lirr(l) o .Indeterminacao tipo 6
X
CVx2+9—-Vx+9  [Vx?+9—-Vx+9 Vx2+9+Vx+9
lim = lim :
x0 ox X0 5x VxZ+9 +vx+9

x24+9—-(x+9)

= lim
%20 5x(Vx24+ 9 +/x+9)
x%—x
=lim
x20 5x(Vx2+ 9 +Vx +9)
_ x—1
= lim
205(Vx2+ 9+ Vx+9)
limx —lim1
— x—0 x—0
5. [lirr(l)\/x2 +9 +lirr(1)\/x + 9]
xX— x—
. 0-1
5.[V9+ V9]
1

= =30

73
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Questao 2.

1 1
a) Calcule lim In |[<x — —) (x — —)]‘
% 2 4

xX—

1 1
Seja f(x) =In [[(x — E) (x — Z)H .Entao, considerando a composicao de funcdes

o =fren c-2)(e2)=1}

1 1
Uma vez que lin} [(x — —) (x — Z)] existe e,

xX—z 2

e e -l- G- D63 - D5

envolvidas, temos:

x—>§
Entao,
1 1
lim In |Kx — —) (x — —)ﬂ nao existe!
xol 2 4
3

T

b) Calcule lirr(l) Vx.e %%,
X

Vx € R, comx # 0, temos
T
—1<cos—<1
X

Y
Tomando a base da fungdo exponencial e“**x,sendo positiva e maior que 1,
entao

T
0S—

el <e“x <e?

Se x > 0,entdo x> 0.Logo,

s

YFe < VR < Ve
l l l
f(x) g(x) h(x)

Jim, £G0) = lim, et =0.e7 =0,

lim h(x) = lim {/x.e= V0.e = 0.
x—0 x—0

Como f(x) < g(x) < h(x) quando x esta préximo de 0,pela direita de 0,e
lir(r)l+ flx) = liI})lJr h(x) entdo,pelo Teorema do Confronto,
X— X

Jim. g =0
Se x < 0,entdo Yx < 0.Logo,

T
Vx.e < Yx.e%x < Yx.et
T T T
fQx) g h(x)
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lim f(x) = lim Yx.e= Y0.e = 0.
x—0 x—0

lim h(x) = lim Yx.e?=30.e71 = 0.
x—0 x—0

Como f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de 0,pela esquerda de 0,e
lirgl_ fx) = lir;r)l_ h(x) entido,pelo Teorema do Confronto,
X— xX—

lim_g(x) = 0.
x—0

Como lim g(x) = lim_g(x),entdo lim g(x) existe e lim g(x) = 0.Portanto,
x—0 x—0% x—0 x—0

T
lim Y/x.e“°*x =0
x—0

Questao 3.

_ k—x, sex<m
a) Dada a fungio f(x) = {k.senx sex>m

que a funcgao f seja continua.

.Encontre os valores de k para

f é uma funcio definida por partes, onde a funcio (k — x) é polinomial e,
portanto, continua em R e a fungdo k.sen x é trigonométrica, também
continua em R.Logo, em detrimento dos intervalos para os quais estas
fungdes estdo definidas, concluimos que f é continua em (—oo,1) U (1, ).

Para que f seja continua em R, é condicao necessaria e suficiente q f seja
continua em x = m.Logo,

Jim f(x) =f(m (1)

lim f(x) = f(n) & ¢
Jlim, 69 = ) @

lim f(x)= lim(k—x)=k—mn

X—T X—-TT

lim f(x)= lim k.senx =k.senm =0
X-T X—T

Como a igualdade em (1) esta satisfeita, entdo f serd continua em x = 1 se
a igualdade em (2) for satisfeita.Logo,

lim, () = f(x)
k—m=0
~k=m.

b) Seja m um nimero real pertencente ao dominio de uma funcio y = f(x).
Determine f(m) e f'(m),sabendo que a equacgio da tangente ao grafico de

f nopontoemquex=méy=kx+j.

Se aretay= kx + j é tangente ao grafico da fungao f em x = m,entao o
ponto de tangencia é (m,f(m)) que pertence areta .Logo,

f(m) =km+ j
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A derivada da fungio f no nimero x = m,dado por f'(m) é numericamente
igual ao coeficente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto (m,f(m)).
Portanto,

f'(m) = k.
Questao 4.

sen(e*) + x°

a) Calcule a derivada de f(x) = In (tg20)

[e*.cos(e*) + 5x*].In(tg?x) — 2tgx.sec’?x.[sen(e¥) + x°]

N tg®x’
A [in(tg? 07
, [e*.cos(e*) + 5x*].tgx.In(tg? x) — 2sec?x . [sen(e*) + x°]
f'(x) = CBRNT
tgx . [In(tg? x)]
, B 2e?
b) Calcule a derivada da funcio f(x) = eS¢“*.csc x,no ponto em que y = E
f(x)= e cscx = ez.i & 3dx eR;secx =2 ecscx =i
V3 V3
1 T
SeCX =2 =Co0SX ==X = —,
T 1 1 2
SC—=——==—=—,
3 wnl V3 V3
2
Pttf(”)—zeZCZZd derivada de f em x = =, temos:
ortanto, f {7 ) = Nk alculando a derivada de f em x = —, temos:

se¢x (—cscx.cotgx)

f'(x) =e%*“*.secx.tgx.cscx + e
f'(x) = e5¢“*.cscx.[secx.tgx — cotg x]

f'(x) = f(x).[secx.tgx — cotgx]

) =1 () ek w5 o]
o _262 1

,(my\ _ 10e?

f (5)_ 3

Questio 5.

a) Encontre a equagio da reta tangente ao grafico de (x*+ y?)® = 8x%y? no
ponto (—1,1).

Verifica-se que o ponto (—1,1) pertence a curva dada acima.

Por derivagdo implicita, temos:
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d d

L2 2y3 _ o & 2

dx(x +y?%) 8-dx(xy)

3.(x2+vy3)2 (2x+ 2yy)=16.(xy).(1 + xy")
y'.[6y(x?+ y?)? — 16x%y] = 16xy — 6x(x? + y?)?

_ 16xy — 6x(x? +y?)?

Y= 6y(x?+ y?)? —16x2y
_ 8xy—3x(x*+y?)?

Y= 3y(x? 4+ y?)? — 8x2%y

No ponto (—1,1),temos:
, —8+3(1+4+1)?
Y T 30112 -8
, —8 +12
Yew =35
4

( =—=1,
Y(-1,1 4
Equacio da reta tangente ao grafico da curva dada no ponto (—1,1):

y—1=1(x—-(-D)
y=x+2

b) Sendo f diferencidvel,use dif erenciacdo implicita para mostrar que a

_
@)

derivada de sua fungdo inversa f~* é (f 1) (x) = Usando este

resultado,calcule (f~1)'(1),tal que f(x) = x + e*.

Sabe-se que dada uma funcio f invertivel, cuja inversa é dada por f~!,temos
que (fo f~1)(x) = x.Isto é,
fF ) =x

Usando o fato de f é derivavel e invertivel, tal que f'(x) # 0,Vx € D(f),
aplicando a diferenciacdo implicita, obtemos:

d . _d
— @) =@
). (0 =1

1
U= 5 =60)

Sendo f(x)=x+e*,e f'(x)=1+e*,com f'(x) # 0,Vx € R,a derivada da
inversa de f emx = 1 édada por:

1
_1 i 1 —
U= sy
Sabe-se que f(f (1)) = 1. Assumindo que f~1(1) = c, temos:

flo)=1



c

Ou seja, f~1(1) = 0. Portanto,

FH'@=

+e‘=1

L C =

1 1

F(0) 1+e 2

78
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1.10 Provade Reavaliagdoda AB1 — 25 de Novembro de 2017

Questao 1

 V1+e™x -1
a) Calcule lim —— .

x—0 X

) x+1
b) Calcule xEl;riJr m

Questao 2

o [x*+n]
a) Calcule lim

Y Caleule i x?%.(senx + cos® x)
) Caleule lim = o & = 3)

Questao 3

10
a) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que 2* = Y,para algum
x> 0.

b) Usando a definicdo de derivada de uma fungdo, determine a derivada de

x+1
fe)=——
Questao 4

a) Seja f uma funcio derivavel em R.Calcule a derivada de g(x) = sen(ef(xz)).

b) Considere a fungdo f(x) = \/tg x + ’tg x + /tg x, e determine f' (g),dando

m a2 +3
a resposta sob a forma f' (—) == =

4 o2+ 242

Questao 5

2 2
a) Encontre os pontos no grafico x3+ y3 = 8,onde as retas tangentes tém

inclinacao igual a — 1.

x\" n X
b) Mostre que a reta tangente a curva (—) + (%}) = 2 no ponto (a,b) é — + %/ = 2.
a
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Questao 1.
Vi+e™x -1
a) Calcule lim L
x-0
’ Vi+te™x—1 i Vitex—1 Y(1+e™)2+ Vi+te™x +1
im—— = lim
%-0 x x-0 X \/(1 +e™x)?+ V1+e™x +1
1+e™—1
= lim
x=0 [\/(1+e x)2+V1+e™x + 1]
. e"x Se x - 0,entao
= lim ;
=0y [3\/(1 +em™x)2+Y1+e™x+ 1] x # 0.
eTl.'
= lim
203/ (1+e™)?+ V1+e™x+1
lime™
x—0
2
\/[llm(l + e"x)] +°3 /lim(l +e™x) +1lim1
x—-0 x—0
3\/1_+ Vi+1
eTL’
?.
x+1

b) Calcule ll 1+m

2 _ _ < _ >
+x?—2x -3 = (x+1(x-3). |x2—2x—3|={x 2x—3, sex<-loux=>3

—(x?=2x-3), se—1<x<3’

Se x > —1%,entdo x > —1 e,portanto, |x? — 2x — 3| = —(x%? — 2x — 3).
I x+1 _ x+1
x—}Enl+ |x2 —2x — 3] B x—y;nfr —(x2—=2x-3)
I x+1 Se x » —1,entao x # —1.
= lim ;
x->-1" —(x + 1)(x — 3) Logo,(x+1)# 0
1
= lim ————
x—irnf'—(x— 3)
lim, 1
— xXx—>—1
— lim, x+ lim, 3
x—>-1 x->—1"
_ 1 _ 1
C—(-D+3 4
Questao 2.
) Calcule 1i Lx” +
im ———.
a) Calcule lim 7

Sabe-se que x —1 < [x] < x.Logo,temos

x2+m—1<[x*+n] <x*+m e
x%2—1 < [x?] < x?



Como todos os membros dessas inequagoes sao fungdes positivas, e ainda,
x% + m > x?. Portanto,
x24+m—1 [x*+n] x*+nm

x2—1 = [x2] ~ _ x2
24+m7—-1 1+£2—i2 lim1+lim%—lim% 1
lim f(x) = lim 2—1 = lim X X — Xo® X— 00 )i—mo — I
e e XT S P lim 1— lim —
X X— 00 x—00 X

=1.

2

lim h(x) = lim

X—00 X—00 X 2 X—00

T Vs T
=1lim (1+—)=lm1+lm —=1+0=1.
X

X—00 x—>o0o X

Como f(x) < g(x) < h(x) para qualquer x pertencente aos reais e ainda,
lim f(x) = lim h(x) = 1,pelo Teorema do Confronto,temos lim g(x) = 1.
X— 00 X—00

X—00

Portanto,

x%+
lim ! l =1.

o [x7]

) Caleule li x2%.(senx + cos® x)
) Caleule lim = e D =3)

* Obs.: A soma de fungdes limitadas é uma funcao limitada.
Como a imagem das fungdessenx e cos3x é limitada ao intervalo [—1,1],Vx
€ R,
entao
a < senx +cos3x < b,

onde a e b representam os limites inferior e superior da imagem da fungao

senx + cos> x ,respectivamente.
2

>0,Vx € Resex > —m,entdo (x —3) < 0 temos

Sabendo-
abendo-se que ———

2

2T D= 3) < 0. Portanto,

x? - x2.(senx + cos3x) x? )
C+Dx—-3)"" 2+ Dx-3) -+ Dx-3)
h(x) g(x) f(x)

Logo, f(x) < g(x) < h(x) quando x < 3.

. G = 1 b.x?
x—1>r—noofx _x—1>r—noox3—3x2+x—3
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lim =
— x—>—00 X
lim 1— lim §+ lim lz— lim %
X— —00 X— —00 x—>—00 X x——00 X
T1-0+0-0
=0.
2
a.x
lim h = i
x—1>r—noo (x) x—lEloo x3—3x24+x-3
a
1 X
P S
x  x% x3
.a
lim =
x—o—00 X
lim 1— lim §+ lim lz— lim %
xX——00 X— —00 x——co0 X x——00 X
T1-0+0-0
=0.

Como f(x) < g(x) < h(x) para qualquer x < 3,e ainda, lim f(x)= lim h(x) = 0,
X——00 X—>—00
pelo Teorema do Confronto,temos lim g(x) = 0.
X——00

Portanto,
~ x%.(senx + cos3x)
lim =
x»-0o (x2+1)(x—3)

Questao 3.

a) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que 2* = T,para algum
x> 0.
. 10 - :
Considere a fungio f(x) = 2* — —,definida pela diferenca entre funcoes
x

continuas em todos os nimeros do seus dominios e, portanto, f é continua
em seu dominio, isto é,x € R tal que x # 0.

fF(1)=2-10=-8 e f(5)=32-2=30

Como f é continua em R — {0}, entdo f é continua no intervalo fechado [1,5] e
0 é um numero entre f(1) e f(5).Logo,pelo Teorema do Valor Intermediario,
existe algum nimero x € (1,5),x > 0,tal que f(x) = 0.0u seja,

_ « 10 _ o o _10
fx)=0=2 . =0.2%= x,paraalgumx>OexE(1,5).

b) Usando a definicdo de derivada de uma fungdo, determine a derivada de

f(x)=x+1.

x—1

Pela definicao de funcao derivada, temos:
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vy oy S+ Ax) = f(x)
[ = Jim, Ax
x+Ax+1_x+1
x+Ax—1 x-—1

- Al)icr_r}o Ax
o (xt+Ax+D)(x—-1D) - (x+Ax—1D(x+1)
= lim
AXx—0 Ax.[(x+Ax — 1) (x—1)]
— 1 x+DE-D+Ax(x—1)—-(x—-1D(x+1)—Ax(x+ 1)
~ xS0 Ax.[(x + bx— D (x — 1)]

i Ax.[(x—1)—(x +1)]
= Ao Ax.[(x + Azx - 1D(x-1)]

=i
s (x+Ax—1D(x—-1)
—2

T G-DG-1D
___ 2%

(x =17
Questao 4.

a) Seja f uma funcio derivavel em R.Calcule a derivada de g(x)
= sen(ef(xz)).

Sejau=x%v =f(w),z=e"ey=g(z)=sen(z). Pela Regra da Cadeia, temos:

dy dg dg dz dv du

dx dx dz dv du dx
g'(x) = cos(z).e”. f'(w).2x

g'(x) = 2x. f'(x2).e/ ), cos(e/ )

b) Considere a fungio f(x) = \jtg X+ ’tg x + ,/tg x, e determine f' (g),dando

a resposta sob a forma f' (E) = ﬂ
4 [a\/Z +22 :
1 1 1
f'x) = .|sec2x+ .(sec2x+2 - .sec2x>|
/ Jgx
2\/tgx+ tgx + /tgx l 2]ex +tex J
]
f’(x)=; |sec2x+ ! (sec2x+ ! sec2x>|
5 . . .
fG&) | 2 /tgx +\/tg_x 2tgx |

me—E temos t E—1eseczz—t Zz+1—1+1—2
"3 8%~ g ST T Ee



fG)= 1+J1+J_=J1+JZ
. :

f’(z)= 2+ —2 .<2+L.2)l
Y f1+vz L 2ieviy 21
(T 1 [ 1

f(Z>_2 1+ﬁ'_2+2ﬁ'(2+1)]

My 1 42 + 3

f(z)_z 1+v2 L 22 l

pr(l)= A2t
LN PN

Questao 5.

2 2
a) Encontre os pontos no grafico x3+ y3 = 8,onde as retas tangentes tém

inclinacao igual a — 1.

Por derivacao implicita, obtemos:

L)+ L)

d d d
2 _%+2 _%dy_o
3 PRV T T

As retas tangentes tém coeficiente angular igual a -1 nos pontos onde

dy _
dx
Logo,
dy 1 0
—_—= ] & = . .
I Yy=X;X #

Voltando a expressao da curva substituindo y = x, temos:

Logo,os pontos em questido sio A(—8,—8) e B(8,8).

84
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X\ n x
b) Mostre que a reta tangente a curva (E) + (3—}) = 2 no ponto (a,b) é A + Y-

b b

Por derivagao implicita, temos:
d nod nod
=@ %6 7@
n() (@) =0

No ponto (a,b), obtemos:

) . =0
a a b dxlgp
n nd
nondy o
a b X (a,b)
dy b
dx (a,b) a
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1.11 Provade Reavaliagdoda AB2 — 24 de Novembro de 2017

Questao 1.

a) Encontre a derivada de f(x) =Inlnlnx e encontre seu dominio.

2
b) Determine a intersegio da reta dada por x = lim (2 + w)w,com o grafico da
wW— 0o
fungdo y = log1 x.

e

Questao 2.

a) Uma valvula despeja 4gua em um reservatdrio a uma taxa de 10m3 /min .0
reservatorio tem uma forma conica com 16m de profundidade e 8m de diametro.
O reservatdrio apresenta um vazamento. No instante em que a profundidade da

p 7 ’ p 7 , N 1 .
agua é 12m,observa-se que o nivel da agua esta subindo a uma taxa de Em/mm.A
que taxa a agua esta vazando neste instante?

b) Estime tg 44°.
Questao 3.

a) Seja f diferencidvel em (0,1) e continua em [0,1] com f(0) =0e f(1) = 1.
Mostre que existe ¢ € (0,1) tal que f(c) = % Use isto para mostrar que existem

+ 1

x eyem(0,1) tais que ok

_r
f(x)

1 n
b) Calcule lim (1 + £> .

n— oo
Questao 4.

a) Um solido é construido acoplando-se a um cilindro circular reto de raior e
altura h,uma semiesfera de raio r.Deseja-se que a area da super ficie do s6lido
seja 5. Determine r e h para que o volume deste s6lido seja maximo.

Vx—23x e¥* x
b) Encontre a primitiva mais geral de f(x) = + + —csc? x.
g f . AT
Questao 5.
) . x3 , x2(3 —x2)
Considere a funcao f(x) = T2 .Sabendo que f'(x) = S e
2x(x*+ 3
f"(x) = ﬁ Determine:

(i) As intersegbes do grafico de f com os eixos coordenados, caso existam;
(ii) Os intervalos de crescimento e decrescimento;



(iii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iv) As assintotas,se existirem;

(v) Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem;
(vi) Os pontos de inflexdo,se existirem;

(vii) O grafico de f(x).

87
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Questao 1.
a) Encontre a derivada de f(x) =Inlnlnx e encontre seu dominio.

Considereu=1Inx,v =Inu ey = f(v) =Inv.Pela Regra da Cadeia,temos:

., df dv du
f(x)—E@a
=111
f(x)—v.%.x
)=

x.Inx.In(ln x)
Dominio da funcio derivada: D(f') = {x € R;x > 1 e x # e}.

2
b) Determine a intersegio da reta dada por x = lim (2 + w)w,com o grafico da
wW— 0o

fungdo y = log1 x.
e

2 2 lim 2In(2+w)
lim (2 +w)w = lim e™@WW = ol w
W —00 W —00
2In(2 +w) 2501 2
n w . .
m —— = lim 24wl lim —— = 0.
W —00 w w —00 1 w— oo 2 + w
2 i 2In(24+w)
x=limQ2+w)w =ew-o w =¢%=1,
W— 00

y =logix =log11l =0.
e e

Instersecdo: ponto (1,0).
Questao 2.

a) Uma valvula despeja 4gua em um reservatdrio a uma taxa de 10m3 /min .0
reservatorio tem uma forma conica com 16m de profundidade e 8m de diametro.
O reservatdrio apresenta um vazamento. No instante em que a profundidade da
agua é 12m,observa-se que o nivel da agua esta subindo a uma taxa de %m/min.A

que taxa a agua esta vazando neste instante?

Seja V, o volume de agua que entre no reservatorio,V o volumte de agua que
permanece dentro do reservatorio e V, o volume de agua que estaa vazando.
Logo,

V.=V,—-V

Derivando a expressdo em relacao ao tempo;
avy, dv, dv
dt — dt dt

Onde,
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> = taxa de volume de 4gua que esta vazando;

dt
d_te = taxa de volume de agua que esta sendo despejando no reservatorio;e
dv , .
T taxa de volume de agua que permanece no reservatorio.
_ dav, 3, dh 1 ,
Do enunciado, temos — = 10m® /min e que — = —m/min.
dt dtlp=12m 3

Pela Regra da Cadeia,

av._dv dh

dt dh'dt
1 N 16 h h
V= §7TT'2h ; por semelhanga de triangulos: Z =7 ST = 7

2

1 h 1
— _ —_ 3
V(h) —37‘[(4) h=VW) = mh
v dv dh
dt dh dt
dV 1 2 dh 16 m
— =—m.h*.—
dt 16 dt
av _ 192
Aty 16773
av
— = 3nm3/min
dt lh=12m -
Entao ...
dv, dv, av
w dt dt dt
d_ts = (10 — 37) m® /min

E a taxa com a qua esta vazando dgua no reservatdrio no momento em que a
profundidade da agua é 12m.

b) Estime tg 44°.

Considere f(x) = tgx,de modo que,f'(x) = sec?®x.

Para x = 45° = Erad, temos f (E) =1lef' (E) = 2.Queremos estimar f (E_ L)
4 4 4 4 180
Contudo, para pequenos valores de Ax,por dif erenciais, temos:

Ay = dy

flx+ Ax)— f(x) = f'(x).dx
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T T
Comx =Z e Ax =dx = —ﬁ,obtemos:
FG1e0) )= () -(-150)
f(g—l%o)— 1= 2.(—%)
T Vi T
G180 =" %
T
Como f(z— ﬁ) = tg44°,entdotg44° =1 ~ 30
Questao 3.

a) Seja f diferenciavel em (0,1) e continua em [0,1] com f(0) =0e f(1) = 1.
Mostre que existe ¢ € (0,1) tal que f(c) = % Use isto para mostrar que existem

-9

x eyem(0,1) tais que o)

1
£(x) + 1
Como f é continua no intervalo fechado [0,1] e 7 é um numero entre f(0) e f(1),

pelo Teorema do Valor Intermediario,existe algum nimero c € (0,1) tal que
1
c)=—
£ =3
f é uma funcdo que satisfaz as seguintes hipoteses:

1. f é continua em [0,c] e em [c, 1];
2.f é derivavel em (0,c) eem (c, 1);

Entio, pelo Teorema do Valor Médio existem nimeros x ey,comx € (0,c) e
y € (¢, 1) tais que:

1
. _fl—f -0
fra=C0 a2
L fW-f© _1-7 1
O ==—"7F— T1-¢ 20-0o)
L L 20— =2c42-2¢=2
F@O e L _1 = e
2c 2(1-o¢)
Portant ! +L—2
T T T o) T
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1 n
b) Calcule lim (1 + E) .

n— oo

1
Observe que ,quando n = 0, temos (1 + —) — 1,assim, o limite é indeterminado.
n

1n
= (1+2)
v=(1+3

1\" 1
Iny = ln<1+;> =n.ln<1 +—)

e logo,a Regra de l'Hospital fornece

Considere

Entao

1 (_ L)
1 In (1 +%) 1 n’
lim Iny = lim [n.ln (1 +—>] = lim —————=lm ————— = lim —— = 1.
n—oo n—-oo n n—oo l n—-oo _ i n—-oo 1 + 1
n n? n

Como o lim Iny existe e usando o fato de que y = e™”, temos:

n—-oco

1\" i
lim <1+—) =limy=lime"? =er%"™? = el =,

n— oo n n— oo n—oo

Questao 4.

a) Um solido é construido acoplando-se a um cilindro circular reto de raior e
altura h,uma semiesfera de raio r. Deseja-se que a area da super ficie do s6lido
seja 5. Determine r e h para que o volume deste s6lido seja maximo.

A area da superficie do sélido construido é dado pela soma das areas da base
e lateral do cilindro com a area da semiesfera.Logo,

A=nmnr?+2nrh +2nr? = 5n

r2 +2rh+ 21> =5
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_5—3r
- 2r

h (1) ;

2
V =—nr®+nr?h

3
2 5 —3r?
V(r) = 5717“3 + nr2.< > >
V) = 2 N 5m 3
r) =3 mr3 > T3 r3
5t 9m
V'(r) =2 — ——7?
(r) =2nr? + 5 5 T
5t 5m
V() =———r1?
) =——=r
Estudo do sinal da primeira derivada ...
O@O++++1)—=-—--- V'(r)

Pelo teste da primeira derivada,r = 1 é wum nimero critico associado a um
valor maximo local da funcdo Ve como V(1) = V(r),comr > 0, entdo V(1)
é 0 valor maximo absoluto de V.Logo,

5—-3
r=1=h=T=1.'.r=h=1

Parar = h =1 o sélido tera volume maximo.

VX =2¥x e"* X

b) Encontre a primitiva mais geral de f(x) = + + —csc?x.
) p g f < AT
1 1 1 1
flx)=xz"t—2x37" +e‘/— . - —ccx
Vx 2 V1= (x
1 1
fx)=x" 2—2x3+e‘/— ) — —cscx
Vx 2 V1= (x

A primitva mais geral de f(x) é dada por:

11 1
F(x) = 2xZ—6x3 4 2eV* + Earcsen(xz) +cotgx + C
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Questao 5.
Consid do f(x) = x Sabend ’()—xz(g_xz)
onsidere a funcao f(x =12 abendo que f'(x) = (1—x2)? €
2x(x%+ 3
f"(x) = ﬁﬂetermine:

(i) As intersecbes do grafico de f com os eixos coordenados, caso existam;
(ii) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(iii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iv) As assintotas,se existirem;

(v) Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem;
(vi) Os pontos de inflexdo,se existirem;

(vii) O grafico de f(x).

Dominio da funcio: D(f)={x € R|x# +1}.0bs.: f é uma funcio impar.
(i) As intersegbes do grafico de f com os eixos coordenados, caso existam;
f(0)=0ef(x)=0< x =0. Intersegido com os eixos coordenados: A(0,0)
(ii) Intervalos de crescimento e decrescimento:

x%2(3—x2)

f'(x) = a—x?

Pelo Teste C/D da primeira derivada,temos que f é crescente onde f' > 0 e,
f é decrescente onde f' < 0.Logo,do estudo do sinal de f'obtemos:

t+++++++++++O)+++++++++++ 3

———(-V3)+++++++++++++(V3)——— 3-x?)
+4+++++++EDH O+ (1 -xP)?
———(-V3)++ (-D++O)+ +(D+ +(V3) - == f'(x)

Com isso, conclui-se que f é crescente em (—\/5,—1) u(-1,1)u (1,\/§)
e f é decrescente em (—00,—\/5) U (\/§,00).

(iii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo:

., 2x(x% + 3)

') =———5
(1-x2)

f possui concavidade voltada para cima onde f" > 0 e concavidade voltada

para baixo onde f" < 0.Pelo estudo do sinal de f",temos:

——————————— O +++++++++++ 2x
++++++++++ AR+ (P4 3)
- D++++++++++Q) - ——- (1—x2)3
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++++ (D ————O)++++(1)————— £ ()

Portanto, f possui concavidade voltada cima em (—o,—1) U (0,1)
e f possui concavidade voltada para baixo em (—1,0) U (1,0).

(iv) Assintotas:

Verticais: A reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da funcao f se
lim f(x) =400 ou lim_ f(x)= too.
xXx—a XxX—a

Pela definicao de assintota vertical, esta ocorre em pontos de descontinuidade
da funcao.Logo,pelo dominio de f devemos verificar se a descontinuidade em
x = +1 é uma descontinuidade infinita:

-1 -1
) 7
~ ~
3 3
hm x) = lim =— e hm x)= lim_——=o
G = lim, G = lim
N—— N—_——
1 I
ot 0~
Logo,areta x = —1 é assintota vertical do grafico da funcgao f.
1 1
1 )
~ ~
X3 3
11m flx) = llm+ 2= e llm flx) = hm T = o0
-1 w :v_/
1 1
0~ ot

Logo,areta x =1 é assintota vertical do grafico da funcao f.
Horizontais: Aretay = L é uma assintota horizontal se, somente se,

lim f(x) =L ou lim f(x)=L.
X—00 X—>—00

. _ x3 o 3x%r 3
lim f(x) = lim = lim = lim (——x) = —o0
X—00 X— 2

oo]_—x2 X—>00 —LX X— 00

x3 - 3x? _ 3
hm f(x) = lim —— = lim = lim (—Ex> = oo

X—>—00 1 — 2 X—>—00 —Zx X— 00
Como o limite nao existe, entdo f nao possui assintotas horizontais!

Obliquas: A reta y = ax + b é uma assintota obliqua se,somente se,

Jim [f(x)— (ax+ b)] = 0;

x3 X
fO) =1 = >t
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Jim [f(x) = (0] = lim ad lim —— = 0;

too ] — x2 x—to —2x

Portanto,a reta y = —x é assintota obliqua do grafico da funcgao f.
(v)0s pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem:

Resgatando o estudo do sinal da primeira derivada:

—— —(-V3)++ D+ +O) ++(D) ++(V3) === ')
Pelo Teste da Primeira Derivada,o ponto de abscissa x = —V3 é um ponto de
minimo local e o ponto de abscissa x = V3 éum ponto de maximo local.
Contudo, conforme analisado anteriormente, lin11+ f(x) =—we liql_ f(x) = oo.
x— x—

Portanto, f nao possui valores maximos ou minimos absolutos.

Como f éuma fungio impar,isto é,f (x) = —f(—x),entdo f(V3) = —f(=V3).

V3’ 33 33 _i
f(V3 )—(\/_)_1 =~ f(=V3)=
3\/§>

Ponto de minimo local: B<_\/§'T

3
Ponto de maximo local: C <\/_ — T\/_>

Obs.: Embora 0 seja um nimero critico de f,nao ocorre mudanga no sinal da
derivada de f em torno de 0 e,portanto, (O,f(O)) nao é ponto nem de maximo e
nem de minimo local.

(vi) Os pontos de inflexdo,se existirem:

Dizemos que o ponto (c,f(c)) é ponto de inflexao do grafico da fungao f se
ocorre mudanga na diregao da concavidade da fung¢do em torno de c.

Pelo estudo do sinal de f'" (x),temos:
++++-D)—-————0O)++++(1)————— f"(x)

Como ocorre mudanga na direcao da concavidade em x = 0 e este numero

pertence ao dominio da fungio, entdo o ponto (0,0) é ponto de inflexdo

do grafico da funcao f.

Embora ocorra mudanga na direc¢do da concavidade do grafico de f em

torno de x = —1 e de x = 1, estes nimeros nao pertencem ao domini de f,
logo nao ha pontos nessas abscissas.
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(vii) Esbogo do grafico:
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1.12 Provade Reavaliagdoda AB2 — 25 de Novembro de 2017

Questao 1
x+ 1)%/x—1
a) Calcule a derivada de f(x) = ( O +)4)3ex e encontre o dominio da fungao
obtida.
. . N o (x+ 2V o
b) Determine a intersecdo da reta dada por y = lim (x n 1) ,com o grafico
xX—+00

da fungdo y = log, x.
Questao 2.

a) Uma solugdo esta passando por um funil conico de 24cm de profundidade e
16cm de diametro. A solucao filtrada cai em um recipiente cilindrico de 12cm
de diametro.A que taxa o nivel da solugdo esta subindo no cilindro, quando a
profundidade da solugdo no filtro é 12cm, se seu nivel estd descendo a uma
taxa de 1cm/min?

b) Considere a curva definida pela equacio x*y + 3In(1 —y) + x* = 1. Calcule
f'e encontre a aproximacio linear a curva no ponto (1,0).

Questao 3.

a) Mostre que existe um x € (0,1) tal que 5x*—4x + 1 = 0.

1
b) Calcule lim (senx)nx,
x—0t

Questao 4.

a) Dois pontos A e B estao diametralmente opostos nas margens de um lago
circular de 1km de diametro.Um homem deseja ir do ponto A até o ponto B.
Ele pode remar a2km/h e caminhar a 4km/h. Encontre o menor tempo
possivel que esse homem gasta para ir de A até B.

e sen x—cosx x?

A

b) Encontre a primitiva mais geral de f(x) = wy/x7 +

1+4e* = senx+cosx = 1+x

o 5. Consid Funca f()_2x2+x+2 Subend £ = 1— x?
Questio 5.Considere a funcio f(x) = P abendo que f'(x CEEE
2x(x? -3
ef"(x)= ﬁ,determine:

(i) As intersecdes do grafico de f com os eixos coordenados, caso existam;
(ii) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(iii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iv) As assintotas,se existirem;



(v) Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem;
(vi) Os pontos de inflexdo,se existirem;
(vii) 0 grafico de f(x).

98
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Questao 1.

(x+ 1*x—-1
(x+4)3e*

a) Calcule a derivada de f(x) = e encontre o dominio da funcgao

obtida.

Dominio da funcido f: D(f) = {x € R;x = 1}
Imagem da funcio f:Im(f) ={y € R;y = 0},ou ainda, Im(f) = R

, (x +1)%/x — 1]

(x + 4)3ex
Inf(x) =In(x+1)? +In(x — 1) — In(x + 4)3 — Ine*
Inf(x) =2In(x+ 1) +%ln(x —1)—-3In(x+4)—x

Inf(x) =1

Por diferenciacado logaritmica, temos:

:—x[lnf(x)] =%[21n(x+ 1) +%ln(x —1)—3In(x+4) —x

flio) 2 1 3
f(x) _x+1+2(x—1)_x+4_

1 3 ]

2
f(x):f(x)[x+1+2(x—1)_x+4_

(x+1)%*x—-1 1 3 ]

10 = (x+ 4)3ex [x+1+2(x—1)_x+4_

Dominio da funcido derivada: D(f') = {x € R;x > 1}

(x+2 x

b) Determine a intersecdo da reta dada por y = lim oy 1) ,com o grafico

X— 400

da funcdo y = log, x.

)x Sejan=x+1=>x=n-1.

i x+2 1
y_xiTm<x ) x—>+oo< +x+1 Se x = +o0,entdo n - +oo

(1+3)
=n1i‘110[1+ (1+3) l
(

= lim
n—+oo

1 -1
= lim 1+—) X lim <1+—>
n—+oo n—-+oo n
=ex1
=e.

y =log,x = e =log,x - x = 2°. Intersegdo:ponto (2¢,e).



100

Questao 2.

a) Uma solucdo esta passando por um funil conico de 24cm de profundidade e
16cm de diametro. A solucao filtrada cai em um recipiente cilindrico de 12cm
de diametro.A que taxa o nivel da solucdo esta subindo no cilindro, quando a
profundidade da solugdo no filtro é 12cm, se seu nivel estd descendo a uma
taxade 1cm/min?

Sabe-se que a quantidade de solugao,isto é,0 volume filtrado pelo funil é o
igual ao volume que esta entrando no cilindro.Portanto, a taxa de variacao
do volume no funil conico éigual a taxa de variacao do volume no cilindro.
Ou seja,

dv, dav

cone _ cilindro
dt dt
24em
Pela Regra da Cadeia,temos:
dI/COTLC — chone dhcone
dt dh = dt
N 24 h h
Por semelhanga de triangulo,temos ry = " =r= 3
1
V==mr?h
3"
1 (h
v =Ln()
(h)=3 "\3
V(h) =—h3
() =—-
chone — Ehz
dh 9
No momento em que a profundidade da solucio é 120m,$ = 16mcm®/cm
dhcone — . . ~ . A . Z
e - 1cm/min.Logo, a taxa de variacido do volume no funil conico é:
chone
—=16 3 /mi
It T cm® /min
Com relacao ao recipiente cilindrico, temos:
dVCilindro — dVCilindro dh’cilindro
dt dh = dt
. ) dv
Sabe-se que o volume do cilindro é dado por V =nr’he, portanto,% = nr.
Logo,
chilindro _ 2 dhcilindro

a7 T ar
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dh

167 = 7T 62 cilindro
T dt

dhcilindro _ 4 / .

T = 6 cm/min

Portanto, o nivel da solugio esta subindo no cilindro a taxa de 4/9 cm/min.

b) Considere a curva definida pela equacio x*y + 3 In(1 —y) + x* = 1. Calcule
f'e encontre a aproximacio linear a curva no ponto (1,0).

Ponto (1,0) pertence a curva. Por derivacio implicita, temos:

d 5 d d 4 _i
a(x y)+a[3ln(1—}’)]+a(x ) = dx(l)

d 1 d
2xy+x2.—2:+ 3.—.(——y>+4x3 =0

d 1—y dx
3 dy
2= ) =L = —(2xy+ 4x°
(x 1—y) dx (Zxy+ 4x7)
dy  (xy+4x*)(1-y)
dx x?(1—-y) -3
dy (0+4)(1-0) —4
No ponto (1,0): —| = — =—=
oponto (L0): 5l = Ta—0—=3 ~ =2

A aproximacio linear a curva no ponto (1,0) é a linearizagio, ou melhor,reta
tangente a curva no ponto (1,0).

Equacao da reta tangente:

y—0=2(x—-1)
y=2x—2

Questao 3.
a) Mostre que existe um x € (0,1) tal que 5x*— 4x+ 1 = 0.

Seja f(x) = 5x*— 4x + 1. Considere F(x) = x> — 2x? + x + C, a primtiva mais
geral da funcao f.

F é uma funcido polinomial continua e derivavel em R.Logo,F é uma funcao
que satisfaz as seguintes hipoteses:

1.F é continua em [0,1];
2.F é derivavel em (0,1);
3.F(0)=F(1) =C.

Entao, pelo Teorema de Rolle,existe algum x € (0,1) tal que F'(x) = 0.
Contudo, F'(x) = f(x).Logo,
f(x)=0=5x*—4x+1=0
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1
b) Calcule lim (senx)inx,
x—0

Observe que ,quando x - 0*,temos 1/Inx — 0 esenx — 0, assim, o limite é
indeterminado.Considere

1
y = (senx)nx
Entao

1 1
Iny =1In [(senx)lnx] = —.In(senx)
In x

e logo,a Regra de l'Hospitalfornece

In( ) cosx
n(senx x
lim Iny = lim, ——= = lim €% — |jm ( .cosx) =1.
x—0* x-0* Inx x—0t 1 x-0* \sen x

X

Como o lim Iny existe,e usando o fato de que y = e™¥,temos:
+

x—-0

1 lim Iny
lim (senx)nx = lim_y = lim, e™Y = ex-ot ~ =el =,
x—0F x—0%t x—=07T

Questao 4.

a) Dois pontos A e B estdo diametralmente opostos nas margens de um lago
circular de 1km de diametro.Um homem deseja ir do ponto A até o ponto B.
Ele pode remar a2km/h e caminhar a 4km/h. Encontre o menor tempo
possivel que esse homem gasta para ir de A até B.

Considere que o trecho caminhado pelo homem seja representado pelo arco
de medida x, medido a partir do ponto A até um certo ponto C,e sejay a o
trecho que o homem percorre remando, partindo do ponto C até o ponto B.
0 tempo total gasto (t) parair do ponto A até o ponto B é igual a soma dos

tempos gastos para percorrer as distancias x (t,) ey (ty). Logo,

t=t, +t,
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X
t= +—2
v

vcaminhando

remando

O comprimento do arco x é dado por:
0
x=r.0=0,50=—.
2

O comprimento y é dado pela Lei dos Cossenos:

y2 =72 +7r?2—2.r.r.cos(m—0)
y% =2r2(1+ cos8)

1 2
y? =2 (E) (1+ cosB)

2
y=\/—_.\/1+cose

2
Com isso,
o Q.v1+c059
t(0) =2 + -2
4 2
7] 2
t(9)=§+\/T_.\/1+c059 ; 0<60<m

Como t é uma funcio continua no intervalo fechado [0,7], entdo pelo Teorema
do Valor Extremo t assume um valor maximo absoluto t(c) e um valor minimo
absoluto t(d) em certos nimeros c e d em [0, m].

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:

1.0s valores de t nos extremos do intervalo:

0 2 2 1
t(0)=§+\/7_.\/1+cos =0+\/T_.\/§=Eh
2 2
t(m) =g+\/r_.\/1+ cosn=g+\/T_.\/6=gh

2.0s valores de t nos nimeros criticos de t em (0,m):

"Um nimero critico de uma funcdo f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe."

1 V2 —send
t@)=—+—.——= D(t')={€ER|0<bO<T
O =8 4 ST oss (TR :

Como t é derivavel, se t possui um numero critico c, entdo t'(c) existe e, portanto,
t'(c) =0.
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2.senf
(o) =0 Y20
V14 cos@

V2.sen® = V1 + cos6
2.sen’0 = 1+ cos 6
2(1—cos?8) = (1 + cosB)
2(1+ cosB)(1—cosB) =(1+ cosB)

2(1——cosf8) =1

6=L.9="

COoS —2 —3
t(n)_n_l_\/f 1+ n_n+\/§\/§_n+\/§_n+6\/§h
3) 724 4N 3T T 2 24 4 T 24

Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2 concluimos que o menor tempo

s
possivel que o homem gasta parair do ponto A ao ponto B é gh.

e sen Xx—cosx x?2

b) Encontre a primitiva mais geral de f(x) = my/x7 +

1+4e*  sen x+cosx = 1+x°

FO) = mxT b e (1. P
X=X 4°1+4e* senx +cosx FLCOSX T senx 31+ (x3)2

A primitiva mais geral de f(x) é dada pela expressio:

F(x) =m.

7 1 1
23 4+ 2 In(1 + 4e*) —In(senx + cosx) +—arctg(x®) + C
147 4 3
3
10

3 10 1 1
F(x) = E.x 3 + Zln(l + 4e*) — In(senx + cosx) + §arctg(x3) +C

o 5. Consid Funca f()_2x2+x+2 Sabend £ = 1— x?
Questio 5.Considere a funcio f(x) = P abendo que f'(x O
2x(x? -3
ef"(x)= ﬁ,determine:

(i) As intersecdes do grafico de f com os eixos coordenados, caso existam;
(ii) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(iii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iv) As assintotas,se existirem;

(v) Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos,se existirem;
(vi) Os pontos de inflexdo,se existirem;

(vii) O grafico de f(x).
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Dominio da fungido: D(f) = R.
(i) As intersecdes do grafico de f com os eixos coordenados, caso existam;

2024+0+2 2
f(O) = W = I = 2. Ponto A(O,Z)
f(x) =0 2x?2+x+2=0=> A= —15 < 0. Nio ha intersecdes com o eixo x.

(ii) Intervalos de crescimento e decrescimento:

1—x?

f’(x)=m

Pelo Teste C/D da primeira derivada,temos que f é crescente onde f' > 0 e,
f é decrescente onde f' < 0.Logo,do estudo do sinal de f'obtemos:

———————— -D+++++VD)-——-—-—-——-—- (1A—-x?)
+++++++++++++++++++H+H+H+H+H+ (24 1)2
———————— D+++++QD)—-——————— f'(»

Com isso, conclui-se que f é crescente em (—1,1) e f é decrescente em

(iii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo:

_ 2x(x?=3)

F"O=tarn

f possui concavidade voltada para cima onde f' > 0 e concavidade voltada
para baixo onde f"' < 0.Pelo estudo do sinal de f'',temos:

—————————— - +++++++++++ 2x
++(-V3)-—— == ———— (V3)++ (x?-3)
++++++ +ED+H O+ P+ DR
——(-V3)++(-D++0) - - --(V3)++ ')

Portanto, f possui concavidade voltada cima em (—\/5,0) U (\/§, 00)
e f possui concavidade voltada para baixo em (—o,—V3) U (0,V3).

(iv) Assintotas:

Verticais: A reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da funcao f se
lim, f(x) =40 ou lim f(x)= too.
x—-a x—-a

Pela definicao de assintota vertical, esta ocorre em pontos de descontinuidade
da funcao.Contudo, f é continua em R e portanto ndo ha assintotas verticais
no grafico de f.



Horizontais: Aretay = L é uma assintota horizontal se, somente se,

lim f(x) =L ou xl_i}rp(){) f(x) =L.

X—00

1. 2
_ o 2xP+x+2 o 2+ itz 24040
lim f(x) = lim —————— = lim = =
X—00 X— 00 x4+ 1 X—00 1+i 1+0
xZ
1, 2
im0 = 1 220+ x+2 2ty 24040
x—l>rzloofx _x—l}zloo x2-|—1 _x—l>rzloo 1+i N 1+0 B
xZ

Logo,aretay = 2 é assintota horizontal do grafico da funcao f.

Obliquas: A reta y = ax + b é uma assintota obliqua se,somente se,

Jim [f(x) — (ax+ b)] = 0;

X
Onde a = lim ]L),aqt 0 eb= lim [f(x)— ax]
x—+oo X 2x—>i—oo 2 4
2+ 1+2 2-5 =
X
a= lim &: li 2—x= lim X% _ im X2 = .
x—to X x-to x4 +4+1 x-t00 2% x—to0o 2

Portanto,ndo ha assintota obliqua no grafico da funcao f.

(v)0s pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem:

Resgatando o estudo do sinal da primeira derivada:

________ D+++++QD)————-——— f'(x)

Pelo Teste da Primeira Derivada, o ponto de abscissa x = —1 é um ponto de
minimo local e o ponto de abscissa x = 1 é um ponto de maximo local.

106

Contudo, conforme analisado anteriormente, lim f(x) = lim f(x) = 2.Com
X— 00 X——00

isso, f(—1) é o valor minimo absoluto e f(1) é o valor maximo absoluto de f,

uma vez que Vx €R f(—1) < f(x) < f(1)

2.(-D*+(-D+2 _2-1+2 3
(-2 +1 o1 +1 2

f(=1D) =

2x2+x+2_2.(1)2+1+2_2+1+2_5

1) = = ==
f x?2+1 1241 1+1 2

3
Ponto de minimo local e absoluto: B(_l’f)

5
Ponto de maximo local e absoluto: C (1,5)
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(vi) Os pontos de inflexio, se existirem:

Dizemos que o ponto (c,f(c)) é ponto de inflexao do grafico da fungao f se
ocorre mudanga na diregdo da concavidade da fungdo em torno de c.

Pelo estudo do sinal de f'' (x),temos:
——(-V3)+ +-D++0) - -V —-(V3) ++ "

Como ocorre mudancga na direc¢do da concavidade em x = {—\/5,0, \/§}

e estes numeros pertencem ao dominio de f,entao os pontos com essas
abscissas sao pontos de inflexao de f.

:z(ﬂﬁf+(—ﬁﬂ+2:8—d§
(V3 +1 '

zm+0+2_2

fO) =G 7 =172

f(=V3)

2.(vV3) +(V3)+2 _8+v3

f(\/g)= (\/§)2+1 4

8—+3 8++V3
Pontos de inflexdo: A(0,2),D <—\/§, 4\/_> eE (\/§ 4\/_)

(vii) Esbogo do grafico:
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1.13 ProvaFinal — 01 de Dezembro de 2017

Questao 1.

a) Dé a equacao da reta na qual todos os pontos tém para abscissa o valor de

b) Determine a soma das abscissas dos pontos de interseccao das assintotas

VexZ+1

horizontais do grafico da funcido y = com o grafico de f(x) = senh x.

X +m

Questao 2.

X.COSX

/s
a) Sendo f(x) = ,use diferenciacgio logaritmica para calcular f' (E)

(x+1) sen x
b) Determine os limites laterais de f(x) = —|x? — x| + 2,em torno de x = 1.
Questao 3.

a) Prove que existe raiz real da equagdoIn(x) = e™.

b) A lei geral dos gases diz que PV = nRT,onde P é apressao em Pa,V o volume
em m3,n o nimero de mols do gas, R a constante dos gases perfeitos,eT a
temperatura em Kelvin(K).Suponha que a pressio esta baixando a3 Pa/s,o
volume esti aumentando a 2m3/s,e o nimero de mols aumentando a 4mols/s.
Quao rapido a temperatura esta diminuindo quando a pressao é de 60Pa,o
volume é 100m3,0 niimero de mols é 30,e a temperatura é de 200K?

Questao 4.

a) Use aproximacio linear para estimar o valor de (3,9)°.

b) Calcule usando a defini¢do,a derivada de f(x) = Vx.
Questao 5.

a) Uma maneira de definir sec™x é dizer que y =sec™lx ©secy=xe

0<y<my+_Use esta definica t d(sec” x) !
<y < my# —.Use esta definicdo para mostrar que = :
2 dx lx|Vxz -1
2 2
b) Calcule a equagdo da reta tangente a hipérbole z—z — Z_Z = 1 no ponto (xy, y,)-

Questao 6.

a) Sendo a e f8 positivos, determine o valor maximo de f(x) = x*(1 — x)? para
0<x<1



109

b) Mostre que qualquer funcao cubica tem sempre um ponto de inflexao.

Questao 7.

1
9:3—33\/952 ex 1

N ;7 ;E;j;:;'+ cosh x.

a) Encontre a primitiva mais geral de f(x) =

b) Calcule a derivada de f(x) = e**p(senx),onde p(x) = x* + x + 1.

Questao 8.

a) Calcule lim ad [[E]]
x>0t gr Ll

b) Encontre todos os valores de b € R para os quais a funcio f:(1,3) > R
dada por f(x) = x*[x] — b[x].

Questao 9.

a) Calcule a equagio da reta tangente ao grafico da funcio f(x) = 2* — x?

no ponto (4,0).

b) Encontre as dimensdes do retangulo com maior area que pode ser inscrito
em um triangulo equilatero,sabendo que um dos ladoss do retangulo esta
sobre a base do triangulo.

Questao 10.

a) Seja :[1,2017] - R, continua em [1,2017] e derivavel em (1,2017),tal que a
reta secante que passa pelos pontos (1,f(1)) e (2017,£(2017)) intercepta o
grafico de f emum ponto z € (1,2017).Mostre que existem c e d tais que

F(c) = f'(d) = L&D

2016

] 1 a* —1\x
b) Calcule lim (—. ) ,ondea>0ea+ 1.
x-o0\x a—1
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Questao 1

a) Dé a equacdo da reta na qual todos os pontos tém para abscissa o valor de

" x*—1
xl—rgx3—1
limX4_1—lim (x—l)(x3+x2+x+1)' Sex - 1,entiox # 1
x-1x3—1 x1 (x—1D&24+x+1) °~ Logo(x—1)#0

X +xt+a+1
= lim
x-1 x2+x+1

lim(x3+x2+x+ 1)

_x-1

T lim(x24+x+1)
x-1

lim x3 +limx? 4+ limx + 1

— x—=1 x—1 x—1
limx2 +1limx+lim 1
x—1 x—1 x—1

B 13+12+1+1

124141

_ 4

=3

4 4
A equacao da reta na qual todos os pontos tém abscissa 3 édada por x = 3



111

Questao 1

b) Determine a soma das abscissas dos pontos de interseccdo das assintotas

Zxﬂjl com o grafico de f(x) = senh x.

horizontais do grafico da funcido y =
Aretay = L éassintota horizontal ao grafico de uma funcao f se, somente se

lim f(x) =L ou li_)rglof(x)zL

X—— 00

* Obs.:1/x2%2 = |x|.Se x > —,entdo |x| = —x e, se x > o,entdo |x| = x.
. ) ex?+1 . o Vex?+1
lim y = lim —— lim f(x) = lim ———
xX——o00 x-—-0 X+ 71T x—00 x—oo X +7TT
x?(e+ iz) x2(e +l2)
= lim X = lim X
X——00 E X—00 E
x(l + x) x(l + x)
= lim = lim
X—>—00 T X— 00 n
x(l + x) X (1 + x)
~Je+ = le L
X—>—00 _ X—00 _
1+ x 1+ ”
. . 1 . .1
lim e+ lim — lim e + lim —
_ xX——00 x——oco X _ Nxoo X —00
lim 1+ lim & lim 1+ lim &
X——00 x—>—00 X X—00 x>0 X
_ Ve+0 _Ve+0
140 140
- _/e. = Je.
Logo,as retasy = —/e ey = /e sdo as assintotas horizontais do grafico da

funcao dada.

Usando o fato de que a funcio f(x) = senhx é impar e que Im(f) = R, se

f(c) =+/e,entdo f(—c) = —f(c) = —/e.Logo,a soma das abscissas dos pontos
de intersecdo das assintotas horizontais com o grafico da funcao f é nula.
Isto é,(c) + (—c) = 0.
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Questao 2

X COSX

i
a) Sendo f(x) = use diferenciacdo logaritmica para calcular f' (E)

(x+1) sen x’

D(f)={xeR|x# —-1ex+ km,comk € 7Z}.

T
A fungdo f é continua e derivavel em seu dominio e,portanto, derivavel em >

T
Contudo, f (E) = 0 e, consequentemente, o cuidado em aplicar a dif erenciacdo

logaritmica deve ser tomado,uma vez queln|f(x)| tem por base f(x) # 0.

Considere In|f ()| = 1 X COSX _ . |xcotgx
onsidere In|f (x)| = In = 1
In|f (x)| = In|x| + In|cotgx| — In|x + 1|
Por dif erenciacao logaritmica, temos:
d d
[lnlf(x)l] =— [lnIxI] +d— [In|cotg x|] — o [In]x + 1]]
"(x 1 1 1

f():_ .(=cossec?x) ———.(1)

f(x) x cotgx x+1

cossec? x 1

1
f(x)=f(x);— cotgx _x+1

() = xcotg x [ (x + 1) cotgx — x(x + 1) cossec? x — x cotg x
frx T (x+1) x.cotgx.(x+ 1)

) [cotgx — cossec®x](x + 1) — x cotg x
f'(x)=

(x+ 1)?

p (n) _ [cotg% - xcosseczg] (g + 1) - %cotg%

(F+1)

o-3x (7433
"& gy
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Questao 2
b) Determine os limites laterais de f(x) = —|x? — x| + 2,em torno de x = 1.

x2—x, sex<OQoux=>1
lx?—xl =3"
—(x*—x), se0<x<1

f(x):{—x2+x+2, sex<0Qoux=>1
x?—x+2, sel0<x<1
lim f(x) = lim (x? —x +2)
x-1 x-1

= lim x?— lim x + lim 2

x—1 x-1 x-1
=1%2-14+2
=2.

lim f(x) = lim (—x?+x + 2)
x—-1t x—1t
=— lim x%?+ lim x + lim 2
x—-1t x—-1t x—1F
=—(1)+1+2
= 2.

Como os limites laterais em 1 existem e sdo igausi, entao lirq f(x) existe e
X—

lim f(x) = 2.

x-1



Questao 3

a) Prove que existe raiz real da equaciolIn(x) = e™*.

Considere f(x) = In(x) —e™,com x > 0. f é uma funcio continua em seu
dominio, isto é, f é continua em (0,) e,portanto, é continua em qualquer
intervalo fechado I c (0,00).Sabe-se ainda que:

f(1)=ln(1)—e‘1=0—1=—1<0
e e

f(e)=ln(e)—e‘e=1—el—e>0

Como f é continua no intervalo fechado [1,e],e 0 é um nimero entre f(1)
e f(e), entdo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe algum nimero
x € (1,e) tal que f(x) = 0.0u seja,

f)=0=In(x)=e7*

Portanto, a equacao dada possui solugao real.

114



115

Questao 3

b) A lei geral dos gases diz que PV = nRT,onde P é a pressao em Pa,V o volume
em m3,n o nimero de mols do gas, R a constante dos gases perfeitos,eT a
temperatura em Kelvin(K).Suponha que a pressio esta baixando a3 Pa/s,o
volume esti aumentando a 2m3/s,e o nimero de mols aumentando a 4mols/s.
Quao rapido a temperatura esta diminuindo quando a pressao é de 60Pa,o
volume é 100m3,0 nimero de mols é 30,e a temperatura é de 200K?

Da lei geral dos gases, temos:

PV
— = R = constante
nT

Derivando implicitamente em relagdo ao tempo, obtemos:
d (PV d
—(—)=—(R
dt (nT) dt (R)

(‘;—f.v + P.Ccii—‘t/).nT —PV. (Z—?.T + n.‘é—?)
(nT)?

(dPV+PdV) T PV(dn T+ dT)—
dt’ “dt .n ‘\dt’ Tl.dt =

Substituindo as informagoes fornecidas no enunciado, temos:

dar
(3%x100+ 60 x2).30 x 200 — 60 x 100. (4 x 200 + 30'%) =0

dar
(300 +120).6000 = 6000.(800 + BO.E)

dT
420 =800+ 30.—

dt
380 = 30 ar
T de
dT 38
— =_"K
dt 3 K/s
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Questao 4

a) Use aproximacio linear para estimar o valor de (3,9)'5.
Considere a funcio f(x) = \/F = x5, temos f(4) =8,f'(x) = %\/J_C e
f'(4)=3.

A proximacao linear ou linearizagio de f em 4 é dada pela expressao:

Lx)=f(O+f (4)(x—-4)
L(x) =8+ 3(x—4)

Como a distancia entre os numeros reais 4 e 3,9 é pequena, entao, podemos
dizer que f(3,9) = L(3,9).0u seja,

(39)* =8+3(39—4)
(3,9)1° = 7,7



Questao 4

b) Calcule usando a defini¢do,a derivada de f(x) = Vx.

Pela definicao de derivada,temos:

flx +Ax) — f(x)
Ax

V(x+ Ax) —3/x
Ax

3
= lim

fe=jm

(VG a0 - YGH A2+ Vr Yo+ A + Va2
Ax—0 Ax Vx4 Ax)2+ Yx. 3/ (x+ Ax) + Vx?

_ (x+Ax) —x
= lim

Ax=0 Ay, [3 (x+Ax)%2 + x5/ (x+ Ax) + 3\/9?]

Ax
= lim
A0 Ax., [3 (x +Ax)? + V. Y (x + Ax) + W]
| 1
= 1um
8x=0 3/ (x + Ax)2 + Vx. 3/ (x + Ax) + Vx?
B 1
x4+ 0)2 + %3 (x+0) + Vx?
_ 1
V24 Vx2 + Va2
_ 1
3Vx?

1
3Vx2

Portanto, a derivada de f(x) = Yxéf'(x) =

117
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Questio 5

a) Uma maneira de definir sec™'x é dizer que y =sec”™'x & secy=xe

0<y<my+_Use esta definica t d(sec” x) !
<y < my# —.Use esta definicdo para mostrar que = :
2 dx lx[Vx2 —1
Uma forma de definir a derivada da funcao inversa é pela expressao
dy 1
dx  dx
dy

Tal que y =sec™*x ex =secy.Logo,

1 B 1
~ secy.tgy

d

—(sec™'x) =
dx i(sec )
dy y

Sabe-se que tg?y = sec?’y — 1 e, portanto,tgy = ++/sec?y — 1.

s
Jsec?y—1, 0<y <E

- :

—/sec?y — 1, E<y£7r

Contudo,0 < y < me,portanto,tgy =

I
Entretanto, o produtosecy.tgy é positivo uma vez quesecy > 0se 0 <y < >

/[
esecy <0 se 5 <y < m. Portanto, para esta defini¢do, temos:

d
—(sec™1x) =

1
dx Isecy|.+/sec?y — 1

Lembrando que x = secy ...

d (sec1x) 1
—(seclx) =———
dx lx].Vx2 —1



Questio 5

yz
72

2
b) Calcule a equagio da reta tangente a hipérbole % -3

0 ponto (x,,y,) satisfaz a equagio da hipérbole,logo:

2 2
Yo _Yo

a? b2=1

Derivando implicitamente a equacao da hiperbole, temos:

dy b? x

No ponto (x,,y,), temos
dx (Xo¥o)

2
as Yo

por:

Dividindo todos os membros por a’*b?, temos:

2

VYo Y()Z_xxo Xo
bz b2 @2 a2
XXo YVo X5 Vb
@2 bz a2 b2
XX
o _ Yo _ 4

a? b2

119

=1 no ponto (x,,y,)-

— .22 A equacio da reta tangente é dada
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Questao 6

a) Sendo a e B positivos, determine o valor maximo de f(x) = x*(1 — x)P para
0<x<1.

f é uma fungdo polinomial e, portanto, continua e dif erenciavel em R.Logo,
f é continua no intervalo fechado [0,1].Podemos entio utilizar o Método do
Intervalo Fechado para determinar os valores extremos absolutos de f no
intervalo fechado [0,1].

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

f(0)=0ef(1)=0.

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,1):

"Um numero critico de uma funcado f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe"

Como f éuma funcao diferencidvel em R, se f possui algum nimero critico c em
(0,1) entdo f'(c) existe e f'(c) = 0.

() = ax® (1 — x)B — px*(1 —x)F?
[0 =0 ax*!(1-0F = px(1-0)F"

ax® x (1 —-x)f = px*(1—x)P(1—x)t

“_'8=>(+)—-—a- >0ef>0 e
T 1—x x(a+p —a--x—a_l_ﬁ icoma ep , oy 1).
e =) (-25p)

a+p) \a+p a+p

( a )_ a® BF B a®BP

a+p) (a+ B (@a+p)F  (a+ p)*F

a*ph

Comparando os valores obtidos,concluimos que W é o valor maximo

absoluto de f no intervalo fechado [0,1].



Questao 6
b) Mostre que qualquer fungdo cibica tem sempre um ponto de inflexao.

Dizemos que o ponto (c,f(c)) é um ponto de inflexao do grafico de uma
funcdo se ocorre mudanca no sentido da concavidade da funcao em torno
de c,ou seja, se hda mudanga no sinal da segunda derivada de f em c.

Considere a fungio clbica f(x) = ax® + bx? + cx + d,uma fungio
polinomial continua e derivavel em R.Temos entio:

f'(x)=3ax*+2bx+c
f"(x) = 6ax+2b

Estudo do sinal de f'":

Se a > 0, entdo: Se a < 0, entao:

b b
————(—£)++++f ++++(—£) ————— f

Em ambas situagdes, ocorre mudanca no sinal da segunda derivada f em

b
X = g ou seja, ocorre mudanca no sentido da concavidade da funcao e,
a

portanto, qualquer funcao cubica tem sempre um ponto de inflexao.

121
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Questao 7

1
3 3 b
x3-3Vx? ex 1
+

= poc ﬁm+coshx.

a) Encontre a primitiva mais geral de f(x) =

x3 Vx? 1y 1 1 1
f(x)=——3.——<— ).ex+2. + coshx

\/J_C \/9_5 2\/3_5. 1—(\/3_6)2

x?2

+ coshx

(x) 5 11 1 1 1
f(x =x2—3x6—ex.(——2>+2. .
X 2 2\x
J1- ()
A primitiva mais geral de f(x) é dada pela expressio:

1 5 1 1 1
F(x)= ——x2ztt - 3.—1.x6+1 —ex + Zarcsen(ﬁ) +senhx + C

1
—ex + 2arcsen(vx) + C
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Questao 7
b) Calcule a derivada de f(x) = e**p(senx),onde p(x) = x* + x + 1.
f'(x) = e**.2.p(senx) +e**.p'(senx).cosx

Dado p(x),entio p(senx) = sen? x + senx + 1, e sabendo-se que p'(x) = 2x + 1,
p'(senx) = 2senx + 1.Logo,

f'(x)=2e*.(sen’x + senx + 1) + e**.cosx.(2senx + 1)
f'(x) = e**[2(sen’x +senx + 1) + cosx.(2senx + 1)]

Ou ainda,

COoS X]

f'(x)=2e* [senzx +senx+ 1+ senx.cosx + 5
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Questao 8

a) Calcule lim ad [[E]]

x-0t T Lx

Para todo x € R,com x # 0, temos:

§—1<[[§]]s§

X
Se x > 0,entao—> 0.Logo,
T

Como f(x) < g(x) < h(x) quando x esta préximo de 0,pela direita de 0 e,
lirgl+ flx) = lirgl+ h(x) = e/m, entdo, pelo Teorema do Confronto,
xX—> xX—>
. e  xye e
Jlim 90 =2 im 2l =2
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Questao 8

b) Encontre todos os valores de b € R para os quais a funcio f:(1,3) > R
dada por f(x) = x?[x] — b[x].

A funcio f tem em sua composigio a fungio [x] que é continua para todo x
real,com x # Z.Logo,no intervalo (1,3) em que f esta definida, o inico
namero inteiro neste intervalo é 0 2.Logo,podemos afirmar que f é continua

em (1,2) U (2,3).E para que f seja continua em (1,3),a continuidade de f
em 2 deve ser satisfeita, isto é,lirr% f(2) =£(2).
X—

f(2) =22[2] = b[2] =4 x2—b x2=8—2b.

* Se x » 2%, entdo x > 2 e, portanto,[x] = 2.Logo,
)}i_)r&f(x) = xlir£1+(x2[[x]] —b[x]) =2?2x2—-bx2=8-—2b.
*Se x » 27, entdo x < 2 e,portanto,[x] = 1.Logo,
xli_gl_f(x) = xli_)rgl_(xz[[x]] —blx]) =22x1—bx1=4-h.

Logo,para que f seja continua em 2 lirgl_ f(x) = f(2),uma vez que
x—

lir%rl+ f(x) = f(2).Comisso,

X—

4—-b=8-2b
2b—b=8-4
b =4

Portanto,para b = 4 a fungio f é continua em (1,3).
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Questao 9
a) Calcule a equagio da reta tangente ao grafico da funcio f(x) = 2* — x?
no ponto (4,0).

f'(x)=2*In2 —2x
F(4)=2%In2—-2x4
f(4)=16In2—8
F'(4)=8(2In2—-1)
f'(4)=8(n4-1)

Equacio da reta tangente ao grafico de f no ponto (4,0):

y—0=8(In4—-1).(x—4)
y=8(n4 —1)x—32(In4—1)
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Questao 9
b) Encontre as dimensdes do retangulo com maior area que pode ser inscrito

em um triangulo equilatero,sabendo que um dos lados do retangulo esta
sobre a base do triangulo.

h

b/2 b/2

l

A area do retangulo inscrito no triangulo equilatero e dado por:
V3 3
A=bx <T - h) ; Onde - é a altura do triangulo equilatero.

Por semelhanga dos triangulos AABC e ADEC, temos:

I3

— b3
=2 S p=—"
b1 2

Com isso, a expressao da area do retangulo em fungio da base é:

A(b)=b<%§—%§>; b>0
A(b)z?(bl—bz)
V3

A'(b) = > (I—2b)

Estudo do sinal da funcdo derivada:

W3

l
Pelo Teste da Primeira Derivada,para b = 5 e,portanto, h = R 0

retangulo inscrito no triangulo equildtero de lado | possui a maior area.
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Questao 10

a) Seja f:[1,2017] - R, continua em [1,2017] e derivavel em (1,2017),tal que a
reta secante que passa pelos pontos (1,f(1)) e (2017,£(2017)) intercepta o
grafico de f emum ponto z € (1,2017).Mostre que existem c e d tais que

f,(C) — f’(d) — f(ZO;Zi;f(l).
0s pontos (1,f(1)),(z f(2)) e (2017,£(2017)) sdo colineares, isto é, pertencem
a uma mesma reta.Logo,o coeficiente angular da reta que passa por dois

destes pontos quaisquer é igual ao coeficiente angular da reta secante que
passa pelos pontos (1,f(1)) e (2017,f(2017)). Ou seja:

f@) - _fQ2017) - f(z) _ f(2017)— f(1)

= (D
z—1 2017 — z 2016

f é uma funcdo que satisfaz as seguintes hipoteses:

1. f é continua em [1,z] e [2,2017];
2.f é derivavel em (1,z) e (2,2017);

Entio, pelo Teorema do Valor Médio,existem nimerosce d,comc € (1,z) e
d € (2,2017) tais que

_ f(2017) - f(2)

fr(e)= fid) ==t

f(z)—f(1)
z—1

f(2017) - f(1)
2016

Com a relacdo expressa em (I),concluimos que f'(c) = f'(d) =

Na figura a seguir é representada a situagao descrita no enunciado desta
questao.

f(2017) |

ol

J(1)5
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Questao 10

1

] 1 a* —1\x

b) Calcule lim (—. ) ,ondea>0ea+ 1.
x-oo\x a—1

Primeiramente, aplicando a regra de L' Hospital, temos:

lim
X—00

1 a* -1 oa -1 - a’lna
(—. )= lim = lim 1 = o0,

x a—1 x-0 AX —X  x-o0m q —

1 a*—-1 1

Com isso,se x = o, (; 1 ) —00e o - 0.Logo,o limite é indeterminado.
Considere

1

_(1 ax—1>§
Y=\xa-1
Entao
1
1 a*—1\x 1 1 a* -1 1 a* -1
1ny=ln<—. ) =—.1n<—. )=—[ln( )—ln(a—l)]
x a—1 X x a—1 X X

e logo,a Regra de l'Hospital fornece

_ et a* —1
lim Iny = lim {— [ln( ) —In(a— 1)]}
X—00 x—oo \X X

In (ax — 1) —In(a—1)

X

= lim
X—00 X

x x.alna—-(a*-1)
a*—1 x2

= lim ; dividindo por xa*, temos:

1 1

. lna——+xax
X—00 1 i
ax

: 1 . 1
_Jmina-limy+ My _Ina-0+0
B - 1-0

=lna.

lim 1 — lim aix

X— 00 X—00

Como o lim Iny existe e usando o fato de que y = e™”,temos:

X—00

1
1L a” -1y lim In
lim (— ) = lim y = lim elny = px> y _ elna = a
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Capitulo 19
2017.2

2.1 12 Prova— 23 de Fevereirode 2018

Questao 1.

a)Se |[f(x)|<Me chl_l‘)rtll g(x) = 0, mostre que chi_rg(f(x)g(x)) =0.

5
-7
b)Calcule lirq W2

= (75)

Questao 2.

2
xc—1
a)Determine, se existir,lim ||[——-|.
x-0|[x2+ 1

b)Calcule lim 2* cosx.

X——00
Questao 3.

a)Determine o valor de k para que a funcao seguinte seja continua em x = 0.

Vx+a3—a
fx) = — sex#0
k, sex=0.

b)Mostre que existe algum nimero cujo cubo é igual a si proprio subtraido de
3m
sen|——|).
(%)

Questao 4.

Caleule lim —>+
a) acuexl_rgom.

b)Determine a area do poligono convexo formado pela regido limitada pelas

Vx2+2x+1
V2x3+1

assintotas horizontais do grafico de f(x) = e as retas cujas

equacoes sdo dadas por |x| = 5.
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Questao 5.

a)Suponha que a reta tangente ao grafico de f no ponto x = 1 passa no ponto
(4,9) e que f(1) = 3. Determine f'(1).

1
b)Encontre o ponto de interse¢io da reta tangente ao graficode f(x) = x ——
X

no ponto (1,0) com o eixo y.
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Questao 1.
a)Se |[f(x)|<Me )lcl_rg g(x) = 0,mostre que Jlci_r)rzl(f(x)g(x)) = 0.
Pela desigualdade modular, temos
M < f(x) <M
—M.g(x) < f(x)g(x) <M.g(x)

lim (—M.g(x)) =—-M.lim g(x) =—-M.0=10
x—a x—=>a

lim(M.g(x)) =M.limg(x) =M.0=0

x—a x—a

Como -M.g(x) < f(x)g(x) < M. g(x) quando x esta proximo de a e ainda,
lim(M. g(x)) = lim (=M. g(x)) = 0,entdo pelo Teorema do Confronto
x—a x—a

lim (f(x)g(x)) = 0.

b)Calcule lirq

=
% = (75)

- x5 — \}E)S . (x _\/ii) Ix4 + x3 i2+ x? (\%)2 + x (\%)3 + (\%)41
e Gy
= xlir% [x‘* + x3.\/i§+ x2.<i2>2 + x. <%§)3 + (\%)41
-ty o ()i < () e (G
-+ (@ (@ (@ @



133

Questao 2.

2
xc—1
a)Determine, se existir, lim )
x-0|[x2+1

Sabe-se que (x* —1) = —1e (x*+ 1) = 1,Vx € R e que ambas sdo fungdes
pares e, consequentemente,o quociente também é uma funcao par.Dessa
forma, temos:

=l ivreR
> —1,vx
x?2+1
x?%—
Sendo f(x) = Lz e aue f(0) = —1, temos a seguinte analise:
se x > 0% ,entdo f(x) » —1* e,portanto, lirgl+[[f(x)]] =—1le,
X—
se x > 07 ,entdo f(x) » —1* e,portanto, lirg_l[f(x)]] = —1.
X

Como os limites laterais em 0 existem e sdo iguais, entdo lim[f(x)] existe e
x—0

lir%[[f(x)]] = —1.Portanto,

X—
T il P
o |l xz+ 1|~

b)Calcule lim 2* cosx.

X——00

Vx € R, temos:
—1<cosx<1

Como 2* é uma funcdo exponencial crescente, entao ...

—2*¥ <2*¥cosx < 2%
N—— . )
(0 g(x) h(x)

Obs.: Se x - —o0, entdo 2* - 0.Logo,

lim f(x)= xl_i)l}loo(—Zx) =0 e lim h(x) = lim (2¥) =0

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x » —0 e lim f(x) = lim h(x) = 0,pelo
xX——00 X——00

Teorema do Confronto, lim g(x) = 0.Portanto,
X—>— 00

lim 2* cosx = 0.

X——00
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Questao 3.

a)Determine o valor de k para que a funcdo seguinte seja continua em x = 0.

Vx+a® —a
fx) = — sex#0
k, sex=0.

Para que f seja continua em x = 0 é condicao necessaria e suficiente que
f(0) =lim f(x)
x—0
Onde f(0) =k.Logo,k = lirr(l)f(x).
xX—

Vx+ a3 —a
X

0=,

Vx+a3—a 3\/(x+a3)2+a3i/x+a3+a2

=lim .
x>0 X i/(x+a3)2+a3i/x+a3 + a?
_ x+a®—ad
= lim

=0 [ G+ @7 +a¥x T @ +a?]

) X
= lim

=03 [ G+ @) + a¥Vx + @+

1
lim .
20 3/(x+ a®)? +aVx + a3 + a?

1
lirr(l) J(x+a3)?+a. lirr(l) Vx+ a3 + lirr(l) a?
x— x— x—

_ 1
T a?+ a? + a?

T 3a2

1
Portanto,para k = 32 a funcao f é continaemx = 0.
a
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b)Mostre que existe algum nimero cujo cubo é igual a si proprio subtraido de
3
sen (— 7)
( Bn) (37r) (1) =1
* - )= - — )= —(—1)=1.
sen > sen| -

Expressando algebricamente o enunciado da questdo temos a seguinte equagao:
x3=x-1

Considere a funcio polinomial f(x) = x3 —x + 1, continua em R e,portanto,
continua em qualquer intervalo fechado I contido em R.

f(=2)=(-2)3-(-2)+1=-8+2+1=-5
f(0)=03—0+1=0-0+1=1.

Como f éuma fungio continua no intervalo fechado [—2,0] e 0 é um nimero
entre f(—2) e f(0),pelo Teorema do Valor Intermediario, existe algum nimero

x € (—2,0) tal que f(x) = 0.0u seja,

f)=0=x3—-x+1=0
x3=x-1

Logo, existe algum numero cujo cubo é igual a si proprio subtraido de 1.

Questao 4.

Calcule tim —+1
a)Calcule lim [x® + 1000]

Sabendo-se que (x — 1) < [x] < x, entdo ...
x3 4999 < [[x3 +1000] < x3+ 1000

1 1 1
> >
x34+999 " [x3+1000] ~ x3+ 1000

Como (x?+1)>1,vx ER...

x2+1 . x%2+1 - x2+1
x34+999 "~ [[x3+1000] — x3+ 1000
h(x) g () f ()
f(x) < g(x) < h(x)
1 1 .1 . 1
xZ+1 —4 = lim =+ lim =
lim f(x) = lim 3 T annn = lim X x3 — x—00 X x—oo X ——=0
X—00 x>0 x>4+1000 X—00 1+ 1000 1000 1

3 lim 1+ lim —
X X— 00 x—oo X
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1 1 1 1

x2-|-]_ —+—3 hm—+hm—3 0
lim h(X) = lim —— = lim X 9}(’99 — x—0 X x—>009);9 —— =0
x—00 x—00 X3 4+ 999 x—00 1 +F lim 1 + lim F 1
X—00 X— 0o

Como f(x) < g(x) < h(x) quando x - o e lim f(x) = lim h(x) = 0, pelo
X—00 X—00
Teorema do Confronto, lim g(x) = 0. Portanto,
X—00
i x2+1 “o
s [x3 + 1000]

b)Determine a area do poligono convexo formado pela regiao limitada pelas

Vx24+2x+1

assintotas horizontais do grafico de f(x) = ——————— e as retas cujas
V2x3 +1

equacdes sio dadas por |x| = 5.

Dizemos que aretay = L é assintota horizontal ao grafico da funcao f se,
somente se, lim f(x) =L ou lim f(x)= L.
X——00 X—00

Vx?4+2x+1 o Vx?+2x+1

lim f(x) = lim ——— lim f(x) = lim
X—00 X— 00 3 2x3 + 1 X—— 00 X——00 31/2x3+ 1
\/x2(1+%+%) \/x2(1+%+%)
= lim - = lim -
X—00 3 3 1 X— —00 3 3 1
X (2+x3 X <2+x3>
2 1 2 1
i+ 3tz 145+
= lim = lim
X—00 X—>—00
x3 2+% x3 2+%
. X x X x
= lim = lim
X—00 xX— —00
x 2+ x’2 +i3
X X
2 1 2 1
1t —J1+3+52
= lim - = lim -
X—00 3 X—>—00 3
2+F 2+F
\/lim1+limg+liml2 —\/lim 1+ lim Z+ limi2
_ Nxoow x—00 x—o00 X _ xX—— 00 x—»—00 X  x—o—00 X
3., . 1 3 .. . 1
\/11m2+11m—3 \[llm 2+ lim —
X—00 X—00 X——00 x——00 X

v1+0+0 Vv1+0+0

V2+0 V240
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1 1

Portanto,as retas y = — e y = ——= sdo as assintotas horizontais do grafico
V2 V2

da fungio f.Juntamente com as retas x =5 e x = —5, isto é,|x| = 5, delimitam

um poligono convexo (retingulo) cuja area S é:

1 1 20 5
§=(5-(=5))x <%— (—%D =5 10V4 u.A
Questao 5.

a)Suponha que a reta tangente ao grafico de f no ponto x = 1 passa no ponto
(4,9) e que f(1) = 3. Determine f'(1).

Definimos f'(1) como o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f
no ponto de abscissa x = 1.Sabendo-se que os pontos (1,£(1)) e (4,9) pertencem

a reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x = 1, entdo o coeficiente
angular de uma reta conhecido dois pontos é dado por:

Ay 9-f(1) _9-3 6

M=Ax" 24-1 2-1 3

Com isso, concluimos que f'(1) = 2.

1
b)Encontre o ponto de interse¢io da reta tangente ao graficode f(x) = x ——
X

no ponto (1,0) com o eixo y.

O coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto (1,0) é f'(1)
dado por:
f(1+ Ax) = f(1)

Ax

1
LA~ TR~

im
Ax—0 Ax
1+ Ax)2-1
= lim —
Ax—0 Ax.(1+ Ax)
1+ 2Ax+Ax* -1
lim
Ax—0  Ax.(1+ Ax)
~ 2Ax + Ax?
= lim —
Ax—0 Ax. (1 + Ax)
2+ Ax
= lim
Ax-01 + Ax
= 2.

fo=Jm,
0

Equacio da reta tangente ao grafico de f no ponto (1,0):

y—0=2(x—-1)
y=2x—2

Intersecio da reta tangente com o eixo y: Ponto (0,—2).
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2.2 12 Prova— 24 de Fevereirode 2018
Questao 1.

a) Sabendo que f e g sdo fungdes tais que lirP (Fx)+2g(x))=5e
X—+00

lirf (f(x) — g(x)) = 2,encontre lir+n (f(x)g(x)).
X—+ 00 X—+ 00

4 4

Vx -3k
b) Calcule lim x—

x-k x—k

Questao 2.

T
a)Estude a continuidade de f(x) = [cosx] com x € [_E'E )

COS X

b) Calcule lim

X—>—00 X
Questao 3.
a) Determine o maior intervalo ou uniao de intervalos,em que a funcao
V25 — x?

x) = — é continua.
fi) ===

x 4
b)Mostre que a fungio f(x) = 1007 100 — 100 possui alguma raiz real.

Questao 4.

) Encontre lim f(x) tod >110'2x_21<f()< VX
a ncontre i1m X),Se paratoao x e — X
x=00 P Vx—1

2x+1

b)Encontre as assintotas horizontais de f(x) = (\/x2 +ax —/x2 + bx).

Questao 5.

1
a) Seja f(x) = m,use a definigdo de derivada para encontrar f'(1) e

determine a equagio da reta tangente a y = f(x) no ponto de abscissa 1.

b) Encontre uma equacio da reta tangente a curva y = 2x* + 3 que seja
paralela a reta dada por 8x—y +3 = 0.
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Questao 1.

a) Sabendo que f e g sdo fungdes tais que lirP (Fx)+2g(x))=5e
X— 400
liT (f(x) — g(x)) = 2, encontre liIP (F(x)g(x)).
X—+ 0 X—+ 0

Considere o seguinte quociente:

f(x) +2g(x) 14 3g(x)
fx) —gx) fx)—gx)

Como lir£1 (f(x) + Zg(x)) e lirf (f(x) — g(x)) existem, com este ultimo
X—+00 X—+00

diferente de zero,entdo o limite do quociente é o quociente dos limites e,

como lim 1 existe,conclui-se pelo segundo membro da igualdade acima
X—+00

que lim g(x) também existe.Logo,
X— 400

 f)+29(x) 3g(x)
A -9t e I S
hm (f(x) + Zg(x)) lim 3g(x)
i 1+ x>+ 00

hm (f(x) g(x)) x—>+°° llm (f(x) g(x))

5 3 lim g(x)
—=1 +L
2 2
5=2+43 lim g(x)
X—+ 00
lim g(x) =1
X—+00

Como lim g(x) existe,entdo llm (f(x)—g(x)) = hm flx)— llm g (x).

X—+oo

Ou seja, hrP f(x) existe. Com lSSO
X— +00
lim (f(x)—g(x)) = lim f(x)— lim g(x)
X—+00 X—+ X—+00
2= lim f(x)—1
X—+00
lim f(x) = 3.
X—+00
Portanto,

Jim (F0gG) = Jlim £ Jim gy =3x1 =3
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4 4

- Vk

b) Calcule lim M
x-k x—k

EVE_ (VR VE Y e R+
ok x—k  xok| x—k Y3+ Ytk + VakZ 1 Ve
(x —k) Se x - k,entiox # ke,

lim 3
=k (x — k). (¥a® + Va2k + Yxk? + Vi3) ' portanto, (x—k) #0.
1

= lim

=k Nx3 + Va2l + Vak2 + Vi3
lim 1
— x—k
‘}\/lim x3 + ‘*\/lim(xzk) + ‘*\/lim(xkz) + “\[lim k3
x—k x—k x—k x—k
_ 1
i/?+ Vid+ Vi3 + Vi3
= . x0bs.:k > 0.
4Vk3
Questao 2.
T
a)Estude a continuidade de f(x) = [cosx] com x € [_E'E]

is
xSe x € [_E' O[, entdo 0 < cosx < 1 e,portanto,[cosx] = 0;

s
xSe x € ]O, E],entéo 0 < cosx < 1 e,portanto, [cosx] = 0.
* Se x = 0,entao [cosx] = [cos0] =[1] = 1.
Logo,

T T
0, se—=—<x<0oul<x<—

f(x) = [cosx] = 2 2.

1, sex=0

Como f é constante em [—g,O[ U ]O,g],entéo f é continua em [—g,O[ U ]O,g].

Analisando a continuidade de f em 0,temos:

DfO)=1
2) }Ci_r)r(l)f(x)z 0.

Como lin% f(x) # f(0),entdo f é descontinua em 0.Logo, conclui-se que f é
X—

continua em [— g, 0[ U ]0, g]
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COSXx

b) Calcule lim

X—>—00

Vx € R temos:
—1<cosx<1

1
Se x <0,entdo — < 0.Com isso ...
X

1 cosx 1
X x X
Reescrevendo ...
1 cosx 1
X X X
] 1 CcosXx 1
Considere f(x) = ;,g(x) = e h(x) = 2 Dessa forma,

1 1
lim f(x)=1lm —=0 e lim h(x) = lim (——) =0.
X——00 X——00 X X——00 X——00
Se f(x) < g(x) < h(x) quando x <0 e lim f(x) = lim h(x) = 0,entio
xX——00 xX——00
pelo Teorema do Confronto, lim g(x) = 0. Ou seja,
X— —00
cosx

lim =
X— —00 X

Questao 3.

a) Determine o maior intervalo ou unido de intervalos,em que a funcao

V25 —x2 | )
flx) = — 3 é continua.

Como f éuma funcao racional, cujo numerador configurauma funcao raiz e
ambas sdo ditas continuas para todo o nimero de seus dominios, entdo o maior
intervalo ou unido de intervalos em que f é continua é definido pelo seu dominio.

D(f)={x€R;25—x?>>0 ex— 3 # 0}
D(f)={xe€R;, -5<x<5ex+ 3}

Portanto, f é continua em [—5,3[ U ]3,5].

_x  x*
b)Mostre que a funcdo f(x) = 100 100 — 100 possui alguma raiz real.

Considere os seguintes valores de f:
4

00
+£(0) = 1007100 — = 100; f(0)>0

(—=100) = 100 -G _ 100t
—_ = 100 _
*f T 100

=100 — 100°%; f(—100)< 0

Como f éuma funcao definida pela diferencga de funcgdes continuas em R,
entdo f é continua em R. Logo, f é continua no intervalo fechado [—100,0].
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Como f é continua no intervalo fechado [—100,0] e 0 é um nimero entre f(—100)
e f(0),pelo Teorema do Valor Intermediario,existe algum nimero c € (—100,0)
tal que f(c) = 0. Portanto, f possui uma raiz real.

Questao 4.

E tre li ) tod 110.2"—21< ) 5vVx
a) nconrexl_r)rgofx,separao ox>1, ETE fx <m

Considere g() = 22 21 4 piy = VX e todox > 1
onst ereg X) = 2x+1 e X) = x—]_. nao,para oao x
gx) < f(x) < h(x).
lim g(x) = li 1027 =21 (5= 2 ) lim s - tim 2 —5_0=5
s I _xll?oT_x‘l?o( _zx.z),_x‘i?o TR YT T
5vx 5 lim 5 5 5
lim h(x) = lim = lim = X2 = =_ =
A T T T —1 Vi-o0 1
1—= Iim 1— lim =
X— 00 X—00

Se g(x) < f(x) < h(x) quando x > 1 e lim g(x) = lim h(x) = 5,pelo Teorema
X— 00 X—00
do Confronto, lim f(x) = 5.
X— 00

b)Encontre as assintotas horizontais de f(x) = (\/xz +ax —yx2+ bx).

Dizemos que aretay = L é assintota horizontal ao grafico da funcao f se,
somente se,

lim f(x)=L ou lim f(x)=1L
X—00 X—>—00

lim f(x) = lim (\/x2 +ax —yx2+ bx)
X—00 X— 00

(\/x2 + ax —/x? +bx)-
x% 4+ ax — (x? + bx)

im

x>0/x2 4 qx +Vx? + bx

Vx? + ax + Vx2+ bx
V2 + ax + Vx2+ bx

= lim
X— 00

. x(a—b)
= lim
x‘)°°\/x2+ax-|E\/x2-$—bx
x(a—b»b
= lim - i Vx2 = |x|.Se x > o, entido |x|
X— 00 a
x%l+ﬂ+—h2@+§)
= x.
. x(a—b)
= lim :
X— 00 a
b /1+E+x /1 +
_ a—b
= lim

X— 00

a b
T+ 1+
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lim a— lim b

— X—00 X—00
. . a . . b
Jlm vt e fim 4
_ a—>b
VI+0+V1+0
a—>b
=

a—>b

Logo,aretay = é assintota horizontal ao grafico de f.

lim f(x) = lim (\/x2 +ax —yx2 4+ bx)
X—>— 00 X— 00

Vx? +ax + Vx2+ bx
Vx? +ax + Vx?2 + bx

X——00

= lim I(\/xz + ax — /x2 +bx)-
x% 4+ ax — (x? + bx)

= lim
x->-0+/x2 + ax +Vx2 + bx
_ x(a—b)
= lim
x>-0+/x2 + ax +Vx2 + bx
~ lim x(a—b) \/x2 = |x|.Se x - —oo,
x— =00 entido |x| = —x.
1+ + x2 1+
x(a—b)
= lim
X—>—00
—x/1+——x/1+—
= lim

X—>—00
- 145 1+—

llm a— hm b

— X—>—00 X—>—00
) ] a ) ) b
- [im 1+ tim 2= [l 1+ tim 2
_ a—>b
—V14+0-+vV1+40
a—>b
)
_b—a
=—
b—a

Logo,aretay = é assintota horizontal ao grafico de f.

Questao 5.

,use a definicido de derivada para encontrar f'(1) e

1
a) Seja f(x) = ﬁ

determine a equacio da reta tangente a y = f(x) no ponto de abscissa 1.
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D(f)={xeR;x> -3}
Pela definicao de derivada:

fA+n -1

h
1 1

=lim‘/(1+h)+3 V1+3

h—-0 h
1 —

vh+4
h
2—+Vh+4

=lim——

>0 2hvh + 4

. 2—vVh+4 2++h+4

=lim :

-0 2h/h+4 2++Vh+4
4—(h+4)

=lim
h>02hvh + 4.(2 + Vh + 4)
—h

f’(1)=}lig3)

N| =

=lim
h—-0

; *Se h—» 0,entao h# 0

:llm ]
h>02hVh+ 4.(2 + Vh + 4)
-1

=i
hlE%Z\/h+4.(2+\/h+4)
-1

T20+4 (2+V0+4)
~1

42+ 2)
1

=-
N . 1
Equacio da reta tangente a y = f(x) no ponto P (15).

1

1
}’—E——1—6(x—1)

_ 1.0
Y =716 T 16

b) Encontre uma equacio da reta tangente a curva y = 2x% + 3 que seja
paralela a reta dada por 8x—y + 3 = 0.

Obs.: Areta dada em questao possui coeficiente angular igual a 8.
Primeiramente devemos encontrar o ponto sobre o grafico da curva
y = 2x?% + 3 cuja reta tangente tenha coeficiente angular igual a 8,isto &,

seja paralela a reta dada por y = 8x + 3.

Contudo, sabe-se que o coeficiente angular de uma reta tangente a uma
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curva y = f(x) numponto P(a,f(a)) é numericamente igual ao valor da
derivada da funcio neste ponto, ou seja,m = f'(a),onde m é o coeficiente
angular da reta.

Pela definicao de derivada:

(e = [ T @

2(a+h)?+3 —-(2a%?+3)

=lim
h—0 h
~ 2a*+ 4ah+ 2h*+3—2a* -3
=lim
h—-0
. 4ah + 2h?
=lim———
h—0 h
. h(4a +2h) ~
=lim———; «Seh—-0,entaio h#0
h—0 h
=lim(4a + 2h)
h—0
=4aq.

Como a reta tangente é paralelaa y = 8x + 3,entdo f'(a) = 4a = 8. Portanto,
a = 2.Ponto P(2,11).

Equacao da reta tangente:
y—11=8(x—2)
y=8x—5



146

2.3  22Prova-23de Marcgode 2018

Questao 1.

a) Se f for uma fungio diferencidvel e g(x) = xf(x),use a defini¢io de derivada
para mostrar que g'(x) = xf'(x) + f (x).

b) Considere os pontos de abscissas a e -a do grafico da curvay = x?,onde a # 0.
Encontre as equagdes das retas tangentes ao grafico nestes pontos e em seguida
determine o valor de a tal que as retas tangentes nestes pontos sejam ortogonais.

Questao 2.

P'() 1 1 1

a) Seja P(x) = x(x ) (x + ), mostre que 76) x+x —2018+x+ 2018

Conclua que P'(1009) = —(1009)2.

b) Encontre, se existir, o(s) ponto(s) da curvay = x + e* — e?* tal que a reta
tangente ao grafico neste(s) ponto(s) sdo horizontais.

Questao 3.

a) Hauma reta tangente ao grafico da funcio f(x) = 3*2'8* no ponto de
ordenada 1.Determine a area do triangulo cujos vértices sdo a origem do
sistema de eixos, 0 ponto de ordenada 1 e a intersec¢ao da citada reta com

o0 eixo das abscissas.

b)Encontre uma equacgio para a reta tangente ao grafico de f(x) = |tg x|

) 3T
no ponto de abscissa x = R

Questao 4.

a)Determine a derivada de y = sen (\/ cotg(3x)).

sen(3 + x)? —sen?9

b)Calcule lim
x—0 X

Questao 5.

a)Mostre,usando derivacao implicita, que qualquer reta tangente em um ponto P
a um circulo dado por x? + y? = 25 é perpendicular a reta que contém o ponto P
e aorigem.

b)Considere um triangulo retangulo com hipotenusa medindo 1cm e um angulo
agudo 6, com cateto oposto h.Determine a taxa de variacao de 8 em relacdo a

h quando h = > cm.
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Questao 1.

a) Se f for uma fungio diferencidvel e g(x) = xf(x),use a definicio de derivada
para mostrar que g'(x) = xf'(x) + f (x).

Como f é uma funcdo diferencidvel, entao

flx+ Ax) — f(x)
Ax

1= i
Pela definicdo de derivada,

g(x +Ax) — g(x)

76 = jm,

Ax
(x+Ax)f(x+Ax) — xf(x)

= lim
Ax—0

- x[f(x+ Ax)A—xf(x)] + Axf(x + Ax)

Ax—0

o [x If(x + Ax) — ?’D(Cx)] Ax.f(x + Ax)
= lim +
Ax—0 Ax Ax

o flxt Ax) - f(x)
=x. lim
Ax—0 Ax

=x.f'(x) + f(x)

+ lim f(x+ Ax) ;
Ax—0

Logo,g'(x) = xf'(x) + f (x).

b) Considere os pontos de abscissas a e -a do grafico da curvay = x?,onde a # 0.
Encontre as equagoes das retas tangentes ao grafico nestes pontos e em seguida
determine o valor de a tal que as retas tangentes nestes pontos sejam ortogonais.

Pontos A(a,a?) e B(—a,a?).

0 coeficiente angular da reta tangente ao gréfico da curva y = x* nos pontos
A e B sdo numericamente iguais ao valor da derivada da funcao da curva nas
abscissas a e -a, respectivamente m, e mg.Logo,

m, = 2a

y' =2x= 4
mg = —2a

Equacgdes das retas tangentes nestes pontos:

No ponto A: y—a? = 2a(x — a) = y = 2ax — a®
NopontoB: y—a*= —2a(x — (—a)) = y = —2ax — a*.

Para que estas retas sejam ditas ortogonais, o produto de seus coeficientes
angulares deve ser igual a —1.Com isso ...

my.mg=—1
2a).(-2a) = -1
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_4a2 =—1

1

2 =

Ty

==

Questao 2.
P'(x) 1 1 1

Seja P(x) = x(x — 2018) (x + 2018),most =—+ + :
a) Seja P(x) = x(x )(x )mostre que Tr =2+ o018t 7 2018

Conclua que P'(1009) = —(1009)2.

P'(x) = % [x(x —2018)(x +2018)]

= d_x [(x—2018)(x +2018)] + x.i [(x—2018)(x+ 2018)]
dx dx

=1.(x—2018)(x + 2018) + x[1.(x + 2018) + 1. (x — 2018)]
=(x—2018)(x+ 2018) + x(x +2018) + x(x — 2018)

P’ (x) B (x—2018)(x+ 2018) + x(x + 2018) + x(x — 2018)
P(x) x(x —2018)(x+ 2018)

P'(x) B (x—2018)(x +2018) x(x + 2018) x(x—2018)
P(x)  x(x—2018)(x+ 2018) | x(x — 2018)(x + 2018) | x(x — 2018)(x + 2018)

P'(x) 1 1 1

P x x—2018  x+2018

P’'(1009) = (1009 — 2018)(1009+ 2018) + 1009(1009+ 2018) + 1009(1009 — 2018)
* Sendo 2018 = 2 x 1009....

P’'(1009) = (—1009)(3x 1009) + 1009(3 x 1009) + 1009(—=1009)

P’(1009) = —3 x (1009)% + 3 x (1009)? — (1009)?

P'(1009) = —(1009)%.

b) Encontre, se existir, o(s) ponto(s) da curvay = x + e* — e?* tal que a reta
tangente ao grafico neste(s) ponto(s) sio ortogonais. (horizontais!)

y' ' =1+e* —2e*

Se a reta tangente ao grafico da curva em determinado ponto é horizontal, entdo
o coeficiente angular é nulo.Ou seja,y’ = 0.

y'=0= -2e*+e*+1=0
Sejae* = a,a > 0Vx € R.Com essa substituicio, obtemos:

—2a*+a+1=0
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Logo,no ponto de abscissa x = 0 ha reta tangente horizontal. Ponto (0,0).
Questao 3.

a) Hauma reta tangente ao grafico da funcio f(x) = 3*2'%* no ponto de
ordenada 1.Determine a area do triangulo cujos vértices sao a origem do
sistema de eixos,0 ponto de ordenada 1 e a intersec¢do da citada reta com
o0 eixo das abscissas.

Obs.: 0 produto de fungdes exponenciais com bases distintas da forma
a*bY assume o valor 1 se,somente se,x =y =0,com a # b.

Neste caso, o ponto de ordenada 1 do grafico da funcio f(x) = 3*2%* tem
abscissa tal que:
x=0etgx=20

Logo,x = 0 satisfaz simultaneamente a condi¢do acima. O ponto em questao
é o ponto A = (0,1).

f'(x)=3*In3.2%* 4+ 3*2'8* In2.sec?®x
f'(x) = f(x).[In3 +In2.sec?x]
f'(0)=£(0).[In3 +1n2.sec?0]
f'(0)=1.(In3+1In2)

f'(0) =1Iné6.

Equacio da reta tangente ao grafico de f no ponto (0,1):

y—1=In6.(x—0)

1
Intersecdo da reta tangente com o eixo das abscissas:Ponto B (— e’ 0)
n

Area do triangulo formado pelos pontos A, B e O:

1 1
S, = 1= _
MOB = 5 106 " T 2In6  In36 -

b)Encontre uma equacio para a reta tangente ao grafico de f(x) = |tg x|

) 3
no ponto de abscissa x = R
Dado que |x| =+/x?,e que d_ lx| = \/x = |X| ,pela Regra da Cadeia,

temos:
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tg x
"(x) = .sec’x
4 |tg x|

3 3
O ponto de abscissa x = T é o ponto P (T' 1) e o coeficiente angular da reta

3n
tangente ao grafico de f neste ponto é f' ( ) dado por:

3m g7 L ,3m
' 4 -
f(—)— 3n .sec? —=_ (V)

Logo, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto P é:

= 2( Bn)
3
y=—2x+7+1

3m+ 2

y=-—-2x+
Questao 4.

a)Determine a derivada de y = sen (\/ cotg(Sx)).

Sejam u = 3x,v = cotg(u) ,z= v ey= f(z) =sen(z).Pela Regra da Cadeia,

dy _dy dz dv du

dx  dz dv du dx

y' = cos(z). 7_ [—cossec?(u)].3

, __3cossec’(3x) . cos(y/ cotg(3x))
Y 2,/ cotg(3x)

sen(3 +x)? —sen9

b)Calcule lim
x—-0 X

Seja f(x) = sen(3 + x)? uma funcio composta continua e derivavel em seu
dominio, isto é,nos reais.Logo,pela definicao de derivada num ponto temos:

fla+h) —f(a)
h

"(a) = lim
f ( ) h—-0
Ou ainda, fazendo x = a + h e, portanto, h = x — a, ajustando o limite temos:

£1(a) = .af() f(a)

Em analogia a esta expressao o limite a ser calculado inicialmente sugere
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a = 0. Portanto,

f(x)—f(0) . sen(3+ x)?—sen9
————— = =1lim
x—0

x—0 X

f'(0) =lim
x—-0
Contudo, pela Regra da Cadeia,

f'(x) =2.(3+x).cos(3 + x)*

f'(0) =6cos9
Logo,
- sen(3+x)? —sen9
lim = 6 co0s9.
x—0 X
Questao 5.

a)Mostre,usando derivacdo implicita, que qualquer reta tangente em um ponto P
a um circulo dado por x? + y? = 25 é perpendicular a reta que contém o ponto P
e aorigem.

Por derivagao implicita, temos:

d o, 4 ,_ad
E(X )+a(}’ )—dx(25)

2+ 292 g
x y.dx—
dy  x

dx y

Dado um ponto P(x,,y,) tal que x% + y?Z = 25, isto é, P é um ponto do circulo
citado anteriormente, temos que o coeficiente angular m, da reta tangente
em P édado por:

_dy  x,

m, = —_ ——
'odx Yo
Contudo, o coeficiente angular m, da reta que contém o ponto P e a origem
é dado por

2 Ax xXo— 0 x,

Contudo, o produto dos coeficientes angulares m, e m, é tal que m;.m, = —1.
Ou seja, a reta tangente em qualquer ponto P do circulo x* + y? = 25 é
perpendicular a reta que contém o ponto P e a origem.
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b)Considere um triangulo retangulo com hipotenusa medindo 1cm e um angulo
agudo 6, com cateto oposto h.Determine a taxa de variacdo de 8 em relacdo a

h quando h = 3 cm.

A relagdo entre 6, h e a hipotenusa que mede 1cm é dada por:

senf =

s

senf =h
0 = arcsen(h)

do
A taxa de variagao de 8 em relacgdo a h,denotada por T ou 6'(h) é dada por:
do 1

dh /1 —h2
3
Quando h = > cm, temos:

= 2rad/cm.
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24 22 Prova-24de Marcgode 2018

Questao 1.

a)Determine onde a funcdo f(x) = |x — 1| + |x + 2| é diferenciavel e encontre

f(x).

b)Use a definicdo de derivada,para mostrar que a derivada de uma fungao par
é uma funcdo impar.

Questao 2.

a)As parabolas f(x) = x* e g(x) = ax? + bx — % se tangenciam num ponto cuja
reta tangente comum tem coeficiente angular igual a 1. Determine a e b.

b)Determine para quais valores de x o grafico de f(x) = x + 2senx tem uma
reta tangente horizontal.

Questao 3.

a)Calcule o coeficiente angular da reta que tangencia o grafico de f(x) = 25¢¢¥,
no ponto do graficoem que x = g Dividindo este coeficiente angular por 8v3

obteremos o coeficiente angular de uma outra reta a qual passa pelo ponto (1,0).
Determine a area do triangulo cujos vértices sdo a origem, o ponto (1,0) e a
intersec¢do da segunda reta com o eixo das ordenadas.

b)Sendo f(x) = 2|senx||cos x|, determine uma equacio para a reta tangente ao

grafico de f no ponto em que x = 56_71'

Questao 4.

a)Mostre que a fungdo y = e** (A.cos 3x + B.sen3x), satisfaz a equacio
y'—4y'+ 13y =0.

Jsen (3x) _ 1

b)Calcule lim
x—0 X

Questao 5.

a)Encontre as equagdes de ambas as retas tangentes a elipse x>+ 4y* = 36
que passam pelo ponto (12,3).

b)Determine todos os pontos onde a reta tangente ao grafico de
1

+ x?

y = arcsen (2 ) é horizontal.
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Questao 1.

a)Determine onde a funcdo f(x) = |x — 1| + |x + 2| é diferenciavel e encontre

f' ().

* Obs.: f édefinida como a soma de fungdes continuas em R e, portanto, f é
continua em R.

—(x=1)—(x+2), sex< -2
fxX)=4-((x—-1D+(x+2), se—-2<x<1
(x—1D)+(x+2), sex=>1

—2x—1, sex< -2
fx)=43, se—2<x<1
2x+1, sex=>1

Expressando f como uma funcao definida por partes onde estas sdo funcdes
polinomiais e, portanto, continuas e dif erencidveis em R,, entao f é diferenciavel
em (—oo,—2) U (—2,1) U (1,00). Contudo, é necessario analisar a diferenciabilidade
de femx=—-2eemx=1.

oo f-f(=2) —2x-1-3  —2(x+2)
R IR S L

, . f)—=f(=2)  3-3 0o
o= I Ty T M T e T
Como as derivadas laterais em x = —2 existem,porém sao dif erentes, entao
f ndo é diferenciavel em x = —2.

ooy o f)-f1) . 3-3 0
FO=In o T e

fi(1) = lim

x—1*

fx)—f(1) o 2x+1-3 o 2(x—-1)
x—=llm—=l —_— =

-1 -1t x—1 x-1t x —1

Como as derivadas laterais em x = 1 existem, porém sdo dif erentes, entao
f ndo é diferenciavel em x = 1.

Logo, f é continua em R, mas diferencidvel em (—o0,—2) U (—2,1) U (1, ) ou
R—{-2,1}.

b)Use a definicao de derivada,para mostrar que a derivada de uma fungao par
é uma funcdo impar.

Sendo f uma funcio par,entdo f(x) = f(—x).Pela definigdo de fungio derivada:

f(x+Ax)—f(x)_1_ flx—Ax) — f(x)
= lim

Ax Ax—0 —Ax

1= i,
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* 0Obs.: A variagdo Ax é o equivalente ao h tanto usado na literatura. Por questao
didatica represento aqui por Ax.

* Obs.: Independente desta variacao ser positiva ou negativa, a definicao

de fungdo derivada é inalterada, ocorrendo apenas um ajuste no limite como
mostrado na expressao acima. Basta imaginar que h = —Ax, por exemplo,

e a expressao volta a ser o que vocés conhecem por

L fG=80 @ feth) = f ()
im =lim

Ax—0 —Ax h—-0 h

= f'(x)

...Voltando a resolucao da questao ...

Usando a expressio f'(x) = lim substituindo o x por -x,temos:

flx—Ax) — f(x)
—A

Ax—0 X
fr(_x) — Alplcr_r}o f(_x - A_xA)x_ f(—X)
im f(=(x+ Ax) = f(—x)
Ax—0 —Ax

Como f(—x) = f(x), entdo f(—(x + Ax)) = f(x+ Ax).Logo,

- f(—(x + Ax)) — f(—x)

f (—X) - _A1315—>0 Ax
- flx+Ax) - f(x)
=— lim
Ax—0 Ax

=—f"(x).
~f1) = —f"(=x).
Portanto, f'(x) = —f'(—x),isto é,a derivada de uma func¢io par é uma fungio
impar.
Questao 2.

a)As parabolas f(x) = x? e g(x) = ax? + bx — % se tangenciam num ponto cuja
reta tangente comum tem coeficiente angular igual a 1.Determine a e b.

Se f e g se tangenciam num ponto P(x,y) cuja reta tangente em P tem
coeficiente angular igual a 1 sendo esta reta comum a ambas as curvas,
entdo a derivada de f em P é igual 1,assim como a derivada de g em P
também é igual a 1.

Fo=20; f@W=1=2=12x=3 e f(3)=
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11
Com isso, temos P (51) .Sabendo-se que este é um ponto comum as parabolas,
1 1 1
entdo g (E) =7 e pelo fato anteriormente explicado, g’ (E) = 1.Logo,

(1)— S N TR0y
9\3) =437 371 ¢ =

1 1
g'(x) = 2ax + b; g’<§>=2a.§+b=1=>a+b=1(11)

{a+2b=4:> {a+2b=4 ~b=3ea=-2.

a+b=1 b=73
3
Portanto, g(x) = —2x? + 3x — T

b)Determine para quais valores de x o grafico de f(x) = x + 2senx tem uma
reta tangente horizontal.

D(f) =R
f'(x)=1+42cosx

Nos pontos do grafico de f onde a reta tangente é horizontal, isto é,possui
coeficiente angular nulo sdo os pontos onde f'(x) = 0.Logo,

1 2n
f'(x) =0 cosx =—E-'- x=i?+ 2km,com k € Z

Questao 3.

a)Calcule o coeficiente angular da reta que tangencia o grafico de f(x) = 25¢¢¥,
no ponto do grafico em que x = g Dividindo este coeficiente angular por 8v3

obteremos o coeficiente angular de uma outra reta a qual passa pelo ponto (1,0).
Determine a area do tridngulo cujos vértices sdo a origem, o ponto (1,0) e a
intersec¢do da segunda reta com o eixo das ordenadas.

s
D(f)={xE]R;x ¢§+kn, comkEZ}.

Pela regra da cadeia,temos:

f'(x)=2%%1In2.secx.tgx

(Y seck mon
f(3>—2 3.1n2.sec3.tg3

f’(g)=22.ln2.2.\/§
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f(g)szimz

[
Obs.: f' (5) é o coeficiente angular da reta que tangencia o grafico de f no ponto

s
em que x = 7.

Dividindo f' ( ) por 8v/3,0btemos In 2 que é o coeficiente angular da segunda

reta mencwnada que passa pelo ponto (1,0). Aequacio desta segunda reta é:
y—0=In2(x—-1)
y=x.In2—-1n2
A intersecio dessa reta com o eixo das ordenadas é o ponto (0,—1n2).A drea do
tridngulo formado por este ponto juntamente com a origem (0,0) e o ponto (1,0)
é:
1 1
&zE(mD(D=§m2=mJ§uA

b)Sendo f(x) = 2|senx||cos x|, determine uma equacio para a reta tangente ao
grafico de f no ponto em que x = —

f(x) = 2|sen x||cosx| = 2.|senx.cos x| = |sen 2x|

5 5 5m 3
Ponto em que x = —: f(—) = sen— —. Ponto <7/

6 6

Dado que |x| = \/_ eque |x| \/_ = = —,

Sejau =2x,v =senu e f(v) = |v|.pela Regra da Cadeia temos:

, df dv du
f(x)—l i .cosu.?2
sen2x

! =2 2x.
f'x) oS ex |sen 2x|
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3 . 5m V3
Equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto <7 )

Questao 4.

a)Mostre que a fungdo y = e?* (A.cos 3x + B.sen 3x), satisfaz a equacio
y'—4y'+ 13y = 0.

y' = 2e?*(A.cos3x + B.sen3x) + 3e%*(B.cos3x — A.sen 3x)
y' =2y + 3e**(B.cos3x — A.sen 3x)

y" =2y' + 6e?*(B.cos3x — A.sen 3x) — 9e?*(A.cos 3x + B.sen 3x)
y" =2y’ + 6e*(B.cos3x — A.sen 3x) — 9y

y" =2y’ + 6e?**(B.cos 3x — A.sen3x) + 4y — 13y

y" =2y +2[2y +3e**(B.cos3x — A.sen3x)] — 13y

y' =2y"+2y' —13y

y" =4y'—13y

y'—4y'+ 13y = 0.

Jsen (3x) _ 1

b)Calcule lim
x—0 X

Seja f(x) = 2%"3Y yma funcio composta continua e derivavel em seu
dominio, isto é,nos reais.Logo,pela definicao de derivada num ponto temos:

fla+h) —f(a)
h

"(a) = lim
f'(@) = lim
Ou ainda, fazendo x = a + h e, portanto, h = x — a, ajustando o limite temos:

oy ) —f(a)
f (a)_}cliré—x—a

Em analogia a esta expressao o limite a ser calculado inicialmente sugere
a = 0. Portanto,

fO)—f(0) 250 —1
— =lim—

f (O)=}cl—r>% x—0 x—-0 X

Contudo, pela Regra da Cadeia,

f'(x) = 3.cos(3x).2%"3Y n 2
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f'(0)=3In2 =1In8.
Logo,

Jsen (3x) _ 1

lim—— =1n8.
x—0 X

Questao 5.

a)Encontre as equagdes de ambas as retas tangentes a elipse x* + 4y* = 36
que passam pelo ponto (12,3).

Equacgio reta qualquer que passa pelo ponto (12,3):
y—3=m(x—12)

Onde m é o coeficiente angular da reta.Entretanto, caso existam retas
tangentes a elipse num ponto (x,y) que passam pelo ponto (12,3),entio
nesses pontos de tangéncia o coeficiente angular é numericamente igual
ao valor da derivada nestes pontos. Logo,por derivacdo implicita, temos:

d d d
2 )+ 2 (ay2) = —
)+ — (") = - (36)
2x+8y.y' =0
X

y=—@

Substituindo na equacao da reta, temos:

X
—3=—"(x—-12
y 4y(x )

4y? — 12y = —x% + 12x
12x + 12y = x? + 4y?

Partindo da premissa que existe reta tangente, entdo o ponto de tangéncia
satisfaz a condigdo x* + 4y? = 36 (pertece a elipse). Logo:

12x + 12y = 36
x+y=3()

Os pontos da elipse cuja reta tangente passa pelo ponto (12,3) satisfaz a equagio I.

x%+4y? =36
x2+4(3—-x)? =36
x24+4(9—6x+x%) =36
5x%—24x+36 =36
5x2—24x=0
x(5x—24)=0
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24
x, =0 e x2=?

24 9)
5" 5/

Esses valores,segundo a equagio I, correspondem aos pontos (0,3) e (

Nestes pontos, os coeficientes angulares das reta tangentes sdo:

24
. 0 , T 24
Yoy =13 =0 € Yz = 56 T36 3
(-%)
Equacdes das retas tangentes:
riy—3=0(x—12) ssy—3=m(x —12)
2
r:y=0. s:y—3=§(x—12)
- 5
Yy ==X -
sty 3

b)Determine todos os pontos onde a reta tangente ao grafico de

1 , )
o x2> é horizontal. D(y) =R

y = arcsen(

Sejau=2+x%v=u"'ey=arcsenv.Pela Regra da Cadeia,temos:

dy dy dv du

dx  dv du dx
, 1 < 1)(2)
y' = —\"z) X

, 2x

=
(2 +x2)2 /1—ﬁ

! 2x !
y'=- ; Dy =R
(2+x2)Vx* +4x% +3

No ponto do grafico de y onde a reta tangente é horizontal a derivada é nula.

y=02x=0~x=0

(0) = ( )— (1)—ﬂ 0 t tao é t (On)
y = arcsen 2+02 = arcsen 2 —6. ponto em questao € o ponto ,6.



161

25 32 Prova— 27 de Abril de 2018

Questao 1.

a) Use derivagdo logaritmica para calcular a derivada de y = ’

n+5
b) Calcule lim (1 + E) .

n—oo
Questao 2.

Um reservatério de agua tem 10m de comprimento e uma segdo transversal com
a forma de um trapézio isdsceles com 30 cm de comprimento da base, 80 cm de
extensao no topo e 50 cm de altura. Se este reservatorio for preenchido com agua
a uma taxa de 0,2m3/min, determine a velocidade na qual o nivel da agua esta
subindo quando estiver a 30 cm de profundidade.

Questao 3.
a) Use aproximacdes lineares para estimar o valor deln(1,09).

b) Determine uma equagdo para a reta tangente ao grafico da funcgio

4|1 +tghx ,
flx) = m,no ponto em que a ordenada é 1.
Questao 4.

a) Encontre os valores de maximos e minimos absolutos de f(x) = x — 2arctg x,
para x € [0,4].

b) Dois radares posicionados a 1km de distancia um do outro, ao longo de uma
avenida detectam o horario que os carros atravessam cada radar.Considerando
que a velocidade instantanea maxima permitida na avenida é de 60 km/h,
determine qual o tempo minimo em que um condutor pode passar entre os dois
radares, sem que a velocidade instantanea permitida seja ultrapassada.

Questao 5.

x—1
Most (
a) Mostre que arcsen 1

) = 2arctg\/_—§.

b) Seja f(x) = In|cos(Inx)|. Encontre f',o dominio de f e f'.
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Questao 1.

o o . s x(x?+1)
a) Use derivagdo logaritmica para calcular a derivada de y = W

Diy)={xeR|x=#1}
y>0sex>0¢e y<0sex<0

1
x(x?+ 13

Iny =In|———
ny =In = 1)?

1
Iny = §[ln|x| +In(x?+1) — In(x — 1)?]

Por derivacao logaritmica,temos:

d d (1
—liny] = —{Z nlx| +InGx? + 1) ~ InCx - 171}
[yl = == nlx] +InGe? + D = In(x = 7]
y' 1 1+ 2x 2(x—1)
y  3|lx x2+1 (x—1)2
, Y[ 2x 2 ]
y_3[x+x2+1 x—1

n+5
b) Calcule lim (1 + E) .

n— oo

1 n+5 1 n 1 5
lim <1+—) = lim [(1+—) .(1+—)l
n— oo n n—-oo n n

. o 1
lim (1 +—) X lim (1 + —)
n—-oo n n- oo n

=ex (1+0)°

5

=e.

1 n
* Limite fundamental exponencial: lirP (1 +—> = lin(l)(l +x)/* = e,
n—+oo n X—

Questao 2.

Um reservatério de dgua tem 10m de comprimento e uma segao transversal com
a forma de um trapézio isdsceles com 30 cm de comprimento da base, 80 cm de
extensao no topo e 50 cm de altura. Se este reservatorio for preenchido com agua
a uma taxa de 0,2m3 /min, determine a velocidade na qual o nivel da dgua esta
subindo quando estiver a 30 cm de profundidade.
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Seciio Transversal

25 cm 30 cm 25 om

80 em | |
| |
I I
| |
e T | 30 em | 50 em
| |
| |
Pt | h;
L I I
T | |
- | l

30 em

30 e

0 volume de dgua dentro do reservatdrio no momento em que o nivel da
adgua é h,com h € [0,50],¢é dado pelo produto da area transversal do
reservatorio pelo seu comprimento.

* 0Obs.: As medidas devem estar na mesma unidade!

B + b)h 30 + 2x) +30]h
vz%xLz[( ’zc) I 1000

V =500hn(60 + 2x)
V =1000h(30 + x)

Por semelhanga de triangulo,observando a segao transversal, temos:

Com isso, V =1000h (30 +

Pela Regra da Cadeia:
av._dv dh

dt ~ dh'dt
dh
0,2 X 10° = 500(60 + 2h).—

dh 400
dt 60+ 2h

Quando o nivel da agua estiver a 30 cm de profundidade, temos:

dh ___ 400 _400 10
dt |y oo 60 +2x30 120 3 o/ TR

Portanto, o nivel da 4gua estara subindo a taxa de 10/3 cm/min.
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Questao 3.

a) Use aproximacdes lineares para estimar o valor deln(1,09).

e

Ll

Considere a funcio f(x) =Inx,comx > 0.Temos, f(1) =0,f'(x) =

f'(1)=1.
A aproximacao linear ou lineariazac¢do de f em 1 é dada pela expressao:

L) =f(D+f(Dkx-1)
Lx)=0+1.(x—1)
Lix)=x—-1

Para valores em torno de 1,préoximos a 1,podemos dizer que f(x) = L(x).
Portanto,

f(1,09) = L(1,09) = 1,09 — 1 = 0,09.
Ou seja,In(1,09) = 0,09.

b) Determine uma equacgao para a reta tangente ao grafico da fungao

()_41+tghx . d da é 1
fx = 1_tghx,n0p0n oemque aordenada e 1.

1+tghx

f@=1e s~

1+tghx=1—-tghx
2tghx =0=>tghx =0 x=0 Ponto (0,1)

Como Im(tghx) = (—1,1) entédo f estd definidaem R e f(x) > 0,Vx € R.

+1+tghx 1 /1+tghx 1
1 —1 /—z—l (—)z—l 1+ teh x) — In(1 — teh
nf(x) =In T —ghr 4"\ 1" tghx 7 [In(1 +tghx) —In(1 —tghx)]

Por dif erenciacao logaritmica, temos:

d d (1
T [Inf(x)] = E{Z [In(1 4+ tghx) —In(1 — tgh x)]}

flx) 1 [ sech?x  —sech? xl

flx) 4 1+tghx_1—tghx

f'x) = fix) l sech? x sech? x l

1+tghx 1-—tghx
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) f(O) sech?0 sech? 0
f(0) = +
1+tgh0 1-—tghO
1[ 12 12 1
! (0)_Zl1 +0+1—ol_5

Equacio da reta tangente ao grafico de f no ponto (0,1):

1
—1==x-0
y S (x—0)
==-x+1
Questao 4.

a) Encontre os valores de maximos e minimos absolutos de f(x) = x — 2arctg x,
para x € [0,4].

f é definida pela diferenca entre fungdes continuas em R e,portanto, f é
continua em R.Logo, f é continua no intervalo fechado [0,4] e,pelo Teorema
do Valor Extremo, f assume um valor maximo absoluto f(c) e um valor
minimo absoluto f(d) em certos nimeros c e d em [a, b].

Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

f(0) =0 —2arctg0 = 0.
f(4) =4 —2arctg4d. f(4)> 0.(*Obs.:2arctg4 < m)

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,4):

"Um nimero critico de uma funcdo f é um namero c no dominio de f onde
ou f'(c) = 0 ouonde f'(c) ndo existe"

fi() =1-—— D(f)=R

1+

Como f é derivavel em R,se f possui um nimero critico c,entio f'(c) existe e,
portanto, f'(c) =0

fllx)=0=>1- =0=1+x’=2=x’=1~.x=1.

1+ x2
* Obs.:x?>=1=x = +1,contudo — 1 ¢ (0,4).Logo,apenas x = 1 é solucio.

T nT 2—-T
1)=1-2 tgl=1—-2.—=1——= <0
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T

Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que (1 - E>

é o valor minimo absoluto e (4 — 2 arctg4) é o valor maximo absoluto de
fem[0,4].

b) Dois radares posicionados a 1km de distancia um do outro, ao longo de uma
avenida detectam o horario que os carros atravessam cada radar.Considerando
que a velocidade instantanea maxima permitida na avenida é de 60 km/h,
determine qual o tempo minimo em que um condutor pode passar entre os dois
radares, sem que a velocidade instantanea permitida seja ultrapassada.

Seja S(t) a funcio que descreve o deslocamento s de um carro em determinado
tempo t,com s em km e t em horas. A velocidade instantinea v dada por S'(t)
é tal que S(t) < 60km/h.

S é uma funcao que satisfaz as seguintes hipoOteses:
1.s é continua em [0, t];
2.s éderivavel em (0,t);

Entio, pelo Teorema do Valor Médio,existe c € (0,t) tal que

S() —S(0)

S =—=%

Como S'(c) é a velocidade instantanea v e, considerando S(0) o local em
que esta o primeiro radar e S(t) o local em que esta posicionado o segundo
radar, entdo S(t) —S(0) = 1km.Logo,

1 1 ,
S’(c)=v£60=?360.tt2%h=1mm.

Portanto, o tempo minimo em que um condutor pode passar entre os dois
radares, sem que a velocidade instantanea permitida seja ultrapassada
€ 1min.

Questao 5.

x—1
Most (
a) Mostre que arcsen 71

T
)= 2arctg\/3_c—5.

Seja f(x) = arcsen >
eja f(x) = arcsen o

1) — 2arctgx, tal que D(f) ={x e R | x = 0}.

Calculemos a derivada de f:

1 x+1—(x—1)_2 1 1
1_(x—1)2. (x +1)2 1+ (Vx)© 2V

f'(x)=




) = X +1 2 1
CJa+D - x—D2 (kD yx(1+x)
'(x) = 2 3 1
)= e D A ars
1 1
o= D wasn
f'(x)=0.

Se f'(x) = 0 para todo em [0,0[,entdo f é constante em [0,0].Isto é,

f(x) = C,onde C é uma constante.

f(0) = arcsen(—1) — 2 arctg0 = _g

T
Portanto, f(x) = — 5 parax > 0.0u seja,

x—1
arcsen(
x+1

T
) = 2 arctg/x —3

b) Seja f(x) = In|cos(In x)|. Encontre f',o dominio de f e f".

i
D(f)={x€R|x>Oelnx¢E+kn,comkEN}

T
D(f)={x€]R|x>0ex¢e5+k",comk€N}.

1

f'x)= —cos(ln o [— sen(lnx)].(;)
o~ tg(nx)
f'(x) =~ P

T
D(f)=D(f) = {xeR|x>0€x¢e7+k”,comkeN}.

167



168

2.6 32 Prova— 28 de Abril de 2018

Questao 1.

(x+ 1)3/(x—2)3
Jx—32

a) Use derivacao logaritmica para calcular a derivada de y =

n

b
b) Calcule lim (1 + ;) .

n— oo

Questao 2.

O ponteiro dos minutos de um rel6gio mede 8 mm, enquanto o das horas tem 4 mm
de comprimento. Quao rapido estd variando a distancia entre a ponta dos ponteiros
a lhora?

Questao 3.

a) Use diferenciais para encontrar uma foérmula para o volume aproximado de uma
fina camada cilindrica com altura h,raio interno r e espessura Ar.Determine o erro

envolvido nesta f6rmula.

b) Determine uma equagdo para a reta que tangencia o grafico da funcao
f(x) = senh(log, x*),no ponto do grafico em que f(x) = 0.

Questao 4.

a) Encontre os valores de maximos e minimos absolutos de f(x) = 2cosx + sen(2x),
T

para x € [0,—].
2

b) Mostre que f(x) = senh x — cosx, possui exatamente uma raiz real.

Questao 5.

a) Sejam f e g derivaveis em (a,b) e continuas em [a, b],tais que f(a) = g(a) e
f'(x) < g'(x) parax € (a,b). Mostre que f(b) < g(b).

b) Calcule a derivada de y = (Inx)c°s~*,
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Questao 1.

(x+ 1)3/(x—2)3
Yx=37

a) Use derivacao logaritmica para calcular a derivada de y =

D(f)y={xeR|x=2ex+3}. Im(f)={yeR|y=>0}

n (x +1)3/(x—2)3
Vx—3)?

3 2
Iny =In(x+ 1)3+ In(x — 2)2 — In(x — 3)5

Iny =

3 2
Iny =3In|x + 1| +§ln|x— 2| —glnlx— 3|
Por derivacgdo logaritmica,temos:

dB1|+uy+dF1| m] dF1| 3@
nix dxl2 ™ dx 5 ¥

d
E[lny] T dx

y' 3 3 2

y x+1 2(=2) 5(x=3)

3
x+1 2(x—2) 5(x—3)

,_ + DN G—2) 3 2
y = s\/m '[x+1+2(x—2)_5(9€—3)

y' —J’[

n

b
b) Calcule lim (1 + E) .

n— oo

b
Considere x =— = n = —.Se n - o, entao x = 0. Ajustando o limite, temos:
n X

n

b
lim (1 +£> = hm(l +x)x = llm[(l + x)l/x _ [hm(l +x)1/x] — b

n-—-oo

n-—-co

1 n
* Limite exponencial fundamental: lim (1 + E) = ling)(l + x)l/" =e.
x—
Questao 2.
O ponteiro dos minutos de um rel6gio mede 8 mm, enquanto o das horas tem 4 mm

de comprimento. Quao rapido esta variando a distancia entre a ponta dos ponteiros
a lhora?
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B

drmam

A distancia entre a ponta dos ponteiros dos minutos e das horas representada
por y édada pela Lei dos Cossenos pela expressao:

y?=4%4+8%—-2Xx4Xx8XcosH
y? =80 —64cosf

y = 4v5—4cosf

Pela Regra da Cadeia,temos:

dy dy do

dt  do dt
Onde,
dy 1 8.send
— =4 ——— (4senh) = ———
do 2+/5 — 4 cos 6 V5 —4cosf

do (d@) (d@) _2nrad /6 rad St
min h

a6 _ (48 @y _ _ _ d/min.
dt  \dt ac) " eomin_ Gomm 360 24/ min

No momento e que o ponteiros marcam 1h,o angulo 0 entre eles é 30°

— n L
i 0go,
T
dy  8.seng 4 4/5+2v/3 4465 + 2643
8= = = New = 3 mm/rad
\[5—4cosg V5-2v3 13
Portanto,
dy 4654 26V3 11mr 117/ 65 + 26v/3 i
Rl . = mm,/mn

dt 13 360 1170

E 0 quao rapido a distancia entre a ponta dos ponteiros estd variando a 1h.
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Questao 3.

a) Use diferenciais para encontrar uma foérmula para o volume aproximado de uma
fina camada cilindrica com altura h,raio interno r e espessura Ar.Determine o erro
envolvido nesta formula.

Volume do cilindro: V = nr?*h

Por dif erenciais temos:

AV=V(@r+Ar)=V(r) = V'(r).dr = 2nrh. Ar

Logo, 0 volume aproximado de uma fina camada cilindrica com altura h,raio
interno r e espessura Ar é igual 2nrhAr.

Entretanto, o volume exato dessa camada, isto é,AV é dado por:
AV =V +Ar) =V (r)

AV = n(r + Ar)2h — nir?h

AV = r*h 4 2nrh. Ar + tAr?. h —ir®h

AV = 2nrh. Ar + wAr?. h

0 erro envolvido na férmula do volume aproximado é Th(Ar)2.

b) Determine uma equacgao para a reta que tangencia o grafico da fungao
f(x) = senh(log, x*),no ponto do grafico em que f(x) = 0.

f(x) =0 <log,x>=0.x=1. Ponto (1,0).

1
r _ 3 2
f'(x) = cosh(log, x )'x3.1n2'3x

f'(x)=

3
T2 cosh(log, x*)

3
f'(1)= Ecosh(log2 1) ; cosh(0) = 1.

3

F==

Equacio da reta tangente ao grafico de f em (1,0):

3
y—O—E(x—l)

3
y=—>x-1)
n
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Questao 4.

a) Encontre os valores de maximos e minimos absolutos de f(x)
= 2 cosx + sen(2x),

para x € [Og]

T
f é uma funcdo continua em R e, portanto,continua no intervalo fechado [0, E]
Pelo Teorema do Valor Extremo, f assume um valor maximo absoluto f(c) e

s
um valor minimo absoluto f(d) em certos nimeros ce d em [0, E]

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:
1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

f(0) =2cos0+sen0 = 2.
f(z) = 2cosz+ senmt =0
2/ 2 -

T
2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (O, E)

"Um numero critico de uma funcdo f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe."

f'(x) = —2senx + 2 cos(2x)
f'(x) = —2senx + 2(1 — 2sen? x)
f'(x)=—-2(2sen’x +senx —1) ; D(f)=R

Como f éderivavel em R,se f possui nimero critico c,entdo f'(c) existe e,
portanto, f'(c) = 0.

fl(x) =0 2sen’x+senx—1=0 ; A=1+8=9

-1+£3

1
senx = =>senx=§ ou senx = —1.

T
Considerando o intervalo (O'E) a equacao senx = —1 ndo possui solucgao e,

1 T T
senx = 5 possui solugdo com x = g.Portanto,x =2 € o namero critico de f

no intervalo (0, g)

T T T V3 3V3
f(g) =2c055+ sen§=\/§+7—7.

Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que 0 é o valor
minimo absoluto e 3\/§/2 é o valor maximo absoluto de f em [0,1/2].
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b) Mostre que f(x) = senh x — cos x, possui exatamente uma raiz real.

f é uma funcao continua em R e, portanto,continua em qualquer intervalo

fechado I c R.Sabendo-se que a funcao senhx éimpar,e calculando o valor
s /[
de f em— 0 eem E,temos:

5) <o ) - =sen )

F(-) =semn(-5) eos(-5) = senn(-3)

T
Usando o fato de que a funcdo senhx é impar,temos f (E) =—f (_5)

~5
N

T T
Como f é continua no intervalo fechado |—— —] e 0 é um nimero entre

22
T T
f (_E) e f(E),entéo,pelo Teorema do Valor Intermediario,existe algum
T I
namero a € (_E'E) tal que f(a) = 0.Isto implica dizer que f possui uma
raiz real.

Suponha que f possui duas raizes reais a e b tais que f(a) = f(b) = 0,com
a # b.Entao, f é uma fungdo que satisfaz as seguintes hipoteses:

1. f é continua no intervalo fechado [a,b];
2. f é derivavel no intervalo aberto (a, b);

3.f(a) = f(b)
Pelo Teorema de Rolle,existe algum c € (a,b) tal quef'(c) = 0.Contudo,
f'(x) = coshx + senx

Como f'(0) =1 e, coshx > 1 Vx € R tendo seu valor minimo 1 emx =0, e
—1 < senx < 1,entdo f'(x) = 0 ndo possui solugido real.

Logo, f nao possui duas raizes reais e,como demonstrado pelo Teorema do
Valor Intermediairo, f posui uma raiz real. Portanto, f possui exatamente
uma raiz real.

Questao 5.

a) Sejam f e g derivaveis em (a,b) e continuas em [a, b], tais que f(a) = g(a) e
f'(x) < g'(x) parax € (a,b). Mostre que f(b) < g(b).

f e g sdo funcgdes que satisfazem as seguintes hipoteses:

1. f e g sdo continuas no intervalo fechado [a,b];
2. f e g sdo derivaveis no intervalo aberto (a,b);
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Entao, pelo Terema do Valor Médio,existe algum nimero c em (a,b) tal que

b) — b) —
f,(c)=f(b)_£(a) . g,(c)=g(;_z(a)
Contudo, f'(c) < g'(c) e f(a) = g(a).Logo,

fb) - f(a) < g(b) - f(a)

b—a b—a
f(b) — f(a) < g(b) — f(a)
f(b) < g(b)

b) Calcule a derivada de y = (Inx)c°5*.
Dominio de f: D(f)={x€R|x>1ex=+ e}
Iny = In(In x)“°5* = cosx.In(Inx)

Por diferenciacgado logaritmica, temos:

d d
— [Iny] = o [cosx.In(Inx)]

' 1
Y —senx.In(Inx) + cosx.—.—
y Inx x

cosx
y' =y [— senx.In(Inx) +x. lnx]

cosx
y' = (In x)c0s* [— senx.In(Inx) + ]
x.Inx
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2.7 43 Prova— 18 de Maiode 2018

Questao 1.

a) Determine o maior intervalo onde a funcgio f(x) = e* — x¢ é crescente e onde
é decrescente.Conclua que e™ > m®.

b) Encontre os nimeros a e b tal que,a funcio f(x) = axeb* tenha um valor
maximo local 1 em x = 2.

Questao 2.

. X —arcsenx
a) Calcule lim —————
x—=0 sen- x

b) Mostre que uma fungdo polinomial de grau trés tem exatamente um ponto de
inflexdo.

Questao 3.

T
a) Sabe-se que f'(x) = sec’x e que o grafico de f passa pelo ponto (E,\/g + 1).

T
Em que ponto do intervalo [_E'E] o grafico de f intercepta o grafico de
g(x) =secx?

fx+h) —f(x—h)

b) Se f'for continua, mostre que }lm}) h = f'(x).

Questao 4.Um sélido é formado acoplando-se a um cilindro circular reto de
altura h e raio r,uma semiesfera de raio r.Deseja-se que a area da superficie
do solido seja igual a 5m. Determine r e h,para que o volume deste sélido seja
maximo.

Questao 5.

] x3 , x*(x*=-27) 18x(x% + 27)
Se]a f(X) = 9 _ 52 .Sabendo quef (X) = —W ef (X) = —W
determine:

(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos, se existirem;

(v) Os pontos de inflexio,se existirem;

(vi) 0 grafico de f(x).
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Questao 1.

a) Determine o maior intervalo onde a funcio f(x) = e* — x¢ é crescente e onde
é decrescente.Conclua que e™ > m®.

D(f)={x €eR|x=> 0}

1) =e*—e.x*!
ff(x)=0=e*=cex®!x={1¢}
P00 = e — e~ 1.1

f'"H=e—e(e—1); f"(1)<0
f'(e) =e®—e(e—1).e¢ %2 =e® [1 -1 +%] =e® 1 f"(e) >0.

Pelo Teste da Segunda Derivada, (1,f(1)) é ponto de maximo local e o ponto
(e,f(e)) é ponto de minimo local. Com isso, temos o seguinte estudo de sinal
da primeira derivada:

®O+++++1D)—-——=-—-—- e@+++++++ f'(x)
Logo, f é crescente em (0,1) U (e, ).

Como f é crescente em (e,),entdo para x> e, f(x) > f(e).Tomemos como
exemplo x = m, tal que T > e.Logo,

f(m) > f(e)
e"—mé>ef—e
e"—m¢>0
e™ > m¢

e

b) Encontre os nimeros a e b tal que,a funcio f(x) = axe® tenha um valor
maximo local 1 em x = 2.
f(2)=1=2ae* =1

f é uma fungdo definida pelo produto de uma funcao polinomial continua e
diferenciavel em R, por uma funcao exponencial também continua e derivavel
em R.Logo, f é continua e dif erencidvel em R.

"Se f possui um maximo ou minimo local em c e f'(c) existir,entdo f'(c) = 0"

(Teorema de Fermat)
Daqui concluimos que f'(2) = 0.Com isso, temos

f'(x)= ae’® + ax.(2bx).eb*
f'(2) = ae*® + 8abe*

f'(2)=e*(a+8ab) =0 - (a+8ab) =0
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a = 0 (ndo satisfaz a condigio!) 1
a(1+8bh)=0 = 1 “b=——
b=—-- 8
8
1 1 e
2ae4'( 8)=1 = 2ae 2 =1-'-a=§.
Questao 2.

X — arcsenx

a) Calcule lim 3
x—0 sen- x

Se x — 0,entdo (x— arcsenx) — 0 esen®x — 0,logo o limite é indeterminado.
Aplicando a regra de L'Hospital, temos

1— 1
i X — arcsenx i V1 — x2
im———— =1lim
x—>0  sen3x x—03sen?x.cosx
1

—2 [=TDEH (—2x)

im
x-»03(2senx.cos?x — sen3x)

_ —X
= lim

*>0gsenx (6 cos?x —sen?x),/(1—x2)3

X 1
= —lim X lim
x>0senx x=0(6cos?x —sen? x),/(1— x2)3
1
=—(1) x
(6.cos?0 — sen?0),/(1—02)3
_ 1
c

b) Mostre que uma fungdo polinomial de grau trés tem exatamente um ponto de
inflexao.

Dizemos que o ponto (c, f(c)) € um ponto de inflexao do grafico de uma
funcao se ocorre mudanca no sentido da concavidade da funcao em torno
de c,ou seja, se ha mudanga no sinal da segunda derivada de f em c.

Considere a fungio cubica f(x) = ax® + bx? + cx + d, uma funcio
polinomial continua e derivavel em R.Temos entdo:

f'(x)=3ax?*+2bx+c

f"(x) = 6ax+2b
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Estudo do sinal de f'"":

Se a > 0,entdo: Se a < 0, entao:

b n b n
————(—£)++++f ++++(—5> ————— f

Em ambas situagdes, ocorre mudanca no sinal da segunda derivada f em

b
x = 5 ou seja, ocorre mudanca no sentido da concavidade da funcao e,
a

portanto, qualquer funcao cUbica tem um ponto de inflexao.

Nao hamais do que um ponto de inflexdo numa funcao cubica, uma vez que
a segunda derivada de f é uma fungdo polinomial do 12 grau com somente
uma raiz real, justamente onde ocorre mudanca de sinal de f''.Portanto,

f possui exatamente um ponto de inflexao

Questao 3.

s
a) Sabe-se que f'(x) = sec’x e que o grafico de f passa pelo ponto (5,\@ + 1).

T T
Em que ponto do intervalo [_E'E] o grafico de f intercepta o grafico de

g(x) =secx?

A primitiva mais geral de f'(x) é f(x) = tgx + C,onde C é uma constante.
s
Além disso, f (5) =v3+ 1.Com isso,

Vi
\/§+1=tg§+C=>\/§+1=\/§+C-'-C=1

Logo, f(x) =tgx + 1.

Intersecgao entre f e g:

flx) = gx)
tgx + 1 = secx
sen x _
CcoSXx "~ cosx
senx + cosx _ 1

= ; cosx#0
cosXx CcoS X

senx+ cosx =1

(senx + cosx)? =12

1+ 2senx.cosx =1
2senx.cosx =0
senx =0 ~ x =0. Ponto (0,1)

T
O ponto do intervalo [_E'E] onde o grafico de f intercepta o grafico da

funcdo g é o ponto (0,1).
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x+h)—f(x—h
b) Se f'for continua, mostre que }lll‘r(l) it )th( ) = f'(x).

Usando a regra de L' Hospital, temos:

* Obs.: 0 limite é na variavel h e,portanto,a regra de L'Hospital deve levar
em consideracado que as derivadas sio em relagdo a h e ndo emrelagao a x.

i fx+h)—flx—h) = f'x+h)—(-1).f'(x—h)
im = lim

h—0 2h h—0 2
. f'(x+h)+f'(x—h)
=lim
h—0 2

:f’(x+0)+f’(x— 0)

2
)+ (%)
B 2
_2f'(x)
2
= f"(x).

Questao 4.
Um sélido é formado acoplando-se a um cilindro circular reto de altura h eraior,
uma semiesfera de raio r.Deseja-se que a area da super ficie do sélido seja igual

a 5m.Determine r e h,para que o volume deste s6lido seja maximo.

A area da super ficie do s6lido é dado pela soma da area da base e lateral
do cilindro circular reto e a area da superficie da semiesfera.Logo,

A; =nr? 4+ 2nrh + 2nr® = 57

3r2+2rh =5
5 —3r?
h =
2r

0 volume do sdlido € dado pela soma dos volumes do cilindro e da

semiesfera.Logo,
2
V=mnr*h+ §T[7"3 A

5— 3r? 2
V=rrr2< >+—TL’T‘3 v

2r 3

. 5r — 313 N 2r3 "
T\ 2 3

T
V=5(15T—9T3 + 413) O
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V(r) = 2(151” —573)
V() =2 (15-1512) ;7> 0
Estudo do sinal de V'(r):
oO+++++1)————-— V'(r)
Pelo teste C/D concluimos que parar =1 a fungio volume tem seu valor

maximo local e,como parar > 0,V(r) <V(1),entdo parar =1 o volume
sera o maximo absoluto possivel.

Neste caso, temos parar =1eh = —— = 1 o0 sélido com volume maximo.
Questao 5.

x’ x?(x?—27 18x(x? + 27
Seja f(x) = Sabendo que f'(x) = —¥ ef"(x) =— ( )

9 —x2’ (9 — x2)2 (x2—-9)3

determine:

(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos, se existirem;

(v) Os pontos de inflexio,se existirem;

(vi) 0 grafico de f(x).

Dominio da funcdo: D(f)={xe R|x+# £3}.

Obs.: f é uma funcgio impar,isto é,f (x) = —f(—x).

As intersegdes do grafico de f com os eixos coordenados, caso existam;
f(0)=0ef(x)=0< x =0. Intersegido com os eixos coordenados: A(0,0)
(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento:

x2(x?-27)

f'@)=-—g

Pelo Teste C/D da primeira derivada,temos que f é crescente onde f' > 0 e,
f é decrescente onde f' < 0.Logo,do estudo do sinal de f'obtemos:

———————————— 0)——————————— —x?
+++(-3V3) - —————————— —— (3V3)+++ (x2-27)
+++++++++(BD+H+H++H+B)+F+H+H+H+H+H+ (9—x2)?
———(-3V3)+ + (-3)++(0) ++B3) + +(3V3) —— = f'(»)
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Com isso, conclui-se que f é crescente em (—3v3,—3) U (=3,3) U (3,3V3)
e f é decrescente em (—o0,—3V3) U (3V3,).

(ii)Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo:

) 18x(x%+ 27)
') =——F—F——7—
(x?—-9)
f possui concavidade voltada para cima onde f'' > 0 e concavidade voltada
para baixo onde f"' < 0.Pelo estudo do sinal de f'',temos:

++++++++++0) - —— —— —— —18x
++++++++++++++++++H+H (X2 27)
++++(3)-——-——-=———= B++++++ *2-9)°
++++(3)-———-O0)++++B)————— f(x)

Portanto, f possui concavidade voltada cima em (—o,—3) U (0,3)
e f possui concavidade voltada para baixo em (—3,0) U (3,).

(iii) Assintotas:

Verticais: A reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da funcao f se
lim f(x) =400 ou lim_ f(x)= too.
x—a xX—a

Pela definicdo de assintota vertical, esta ocorre em pontos de descontinuidade
da funcao.Logo,pelo dominio de f devemos verificar se a descontinuidade em
x = +3 é uma descontinuidade infinita:

—27 —27
) 1
~a ~
x3 x3
lim f(x) = lim =—00 e lim_f(x)= lim =00
x—>—3+f( ) x->-3%9 — x2 x—>—3_f( ) x->-3"9 — x?
jd ——
ot 0~
Logo,areta x = —3 é assintota vertical do grafico da funcgao f.
27 27
) )
~ ~
3 3
lim f(x) = lim = —o00 e lim f(x) = lim = ©
x—>3+f( ) x—>3t9 —x2 x—>3_f( ) x—3"9 — x?2
N—— N——
l 1
0~ ot

Logo,areta x = 3 é assintota vertical do grafico da funcao f.
Horizontais: Aretay = L é uma assintota horizontal se, somente se,

lim f(x) =L ou lim f(x)=L.
X—00 X—>—00
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I () I x3 I 3x2 I ( 3)
x—1>—oof x x—l>—009 _xZ x—1>—oo —zx x1—>oo 2 x

Como o limite ndo existe, entdo f nao possui assintotas horizontais!

Obliquas: A reta y = ax + b é uma assintota obliqua se,somente se,

Jim [f(x) = (ax + b)] = 0;

) = x* N 9x
fx_9—x2_ *T9 x2
_ . 9x _ 9
xl—lgloo[f(x) - (=0]= x1—1>r-4_1-100 9 —x2 x—gloo —2x 0;
Portanto,a reta y = —x é assintota obliqua do grafico da fungao f.

(iv)Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem:

Resgatando o estudo do sinal da primeira derivada:
—— —(-3V3)++ (-3)+ +(0) ++3) ++(3V3) - == f'(x)

Pelo Teste da Primeira Derivada, o ponto de abscissa x = —3V3 éum ponto

de minimo local e o ponto de abscissa x = 3vV3 éum ponto de maximo local.
Contudo, conforme analisado anteriormente, 1irr31+ f(x) =—we lirgl_ f(x) = oo,
X— xX—

Portanto, f ndo possui valores maximos ou minimos absolutos.

Como f éuma funcao impar,entao f(3\/§) = —f(—3\/§).

3
3v3 81V/3 81/3 943 93
9-(3V3)
9v3
Ponto de minimo local: B<—3\/§,T\/_>
9v3
Ponto de maximo local: C (3\/_,— g)

Obs.: Embora 0 seja um nimero critico de f,ndo ocorre mudanga no sinal da
derivada de f em torno de 0 e,portanto, (O, f(O)) nao é ponto nem de maximo e
nem de minimo local.



(v) Os pontos de inflexio,se existirem:

Dizemos que o ponto (c,f(c)) é ponto de inflexao do grafico da fungao f se
ocorre mudanga na diregdo da concavidade da fungdo em torno de c.

Pelo estudo do sinal de f'" (x),temos:
++++(-3)-———(0)++++@)————-— £ (x)

Como ocorre mudancga na direcao da concavidade em x = 0 e este nimero

pertence ao dominio da fungio, entdo o ponto A(0,0) é ponto de inflexio

do grafico da funcao f.

Embora ocorra mudanca na dire¢do da concavidade do grafico de f em

torno de x = —3 e de x = 3, estes nimeros nao pertencem ao domini de f,

logo nao ha pontos nessas abscissas.

(vi) Esbocgo do grafico:

183
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2.8 43 Prova—19de Maiode 2018

Questao 1.

a) Seja f:[0,2018] - R continua em [0,2018] e derivavel em (0,2018) satisfazendo
f'(x)f'(2018 —x) < 0 Vx € (0,2018).Sabendo que existe no maximo um c tal que
f'(c)=0equef'"(c)> 0,se f'(c) =0 encontre os intervalos onde f é crescente

e decrescente.

b) Seja f(x) = In(1 —Inx) . Determine o dominio, os intervalos de crescimento e
decrescimento, a concavidade e os pontos de inflexao de f.

Questao 2.
) Caleule i senx
a) Calcule lim ———.
x>0% /1 — cosx

b) Determine, se existir,o ponto de inflexdo da funcio f(x) = x|x|.
Questao 3.

1 1
a) Seja f"(x) = —4 cos(2x),com f(0) =1e f'(0) = 0.Asretasy = 2 ey= —

interceptam o grafico de f em pontos que sdo os vértices de um poligono.
Determinea area desse poligono,com x € [0,7].

b) Sejam f, g funcdes dif erenciaveis, tais que lirr(l) f'(x) = lil’% gx)=1e
- xXx—

X
. . B _ fx*=1)
Ll_rg flx) = Ll_r)r%) g(x) =0.Calcule }}_rgm

Questao 4. Pretende-se estender um cabo de uma usina de forgaa margem de
um rio de 9m de largura até uma fabica situada do outro lado do rio, 30m do

rio abaixo. O custo para estender um cabo pelo rio é de R$5,00 o metro,enquanto
que para estendé-lo por terra custa R$4,00 o metro.Qual o percurso mais
econdmico possivel?

Questao 5.

) (x—1)3 ) x-1*x+5 _, 24(x —1)
Seja f(x) = m.Sabendo que f'(x) = CEENE ef'"(x)= m
determine:

(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos, se existirem;

(v) Os pontos de inflexio,se existirem;

(vi) 0 grafico de f(x).
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Questao 1.

a) Seja f:[0,2018] - R continua em [0,2018] e derivavel em (0,2018) satisfazendo
f'(x)f'(2018 —x) < 0 Vx € (0,2018).Sabendo que existe no maximo um c tal que
f'(c)=0equef"(c)> 0,se f'(c) =0 encontre os intervalos onde f é crescente

e decrescente.

Se f'(c) = 0,entdo c é um numero critico de f em (0,2018) e como f"(c) > 0,
pelo Teste da Segunda Derivada (c,f(c)) é um ponto de minimo local e, com
isso,para x € (0,c) temos f'(x) < 0 e para x € (c,2018) temos f'(x) > 0.

Contudo, a expressdo f'(x)f'(2018 — x) < 0 nos fornece para o valor médio
do intervalo,x = 1009, a seguinte inequacao:

£/(1009).f(2018 — 1009) < 0
[f'(1009)]*< 0
~ f'(1009) =0 = ¢ = 1009.
Logo, f é crescente em (1009,2018) e decrescente em (0,1009).

b) Seja f(x) = In(1 — Inx) . Determine o dominio, os intervalos de crescimento e
decrescimento, a concavidade e os pontos de inflexado de f.

Dominio de f: D(f)={x eR|0< x < e}

1= 1 —llnx'<_%)
f'(x)=

x(Inx — 1)

Pelo Teste C/D da primeira derivada,temos que f é crescente onde f' > 0 e,
f é decrescente onde f' < 0.Logo,do estudo do sinal de f'obtemos:

Estudo do sinal de f':

O++++++++++++() x

Pelo teste C/D concluimos que f é estritamente decrescente em seu dominio,
ou seja, f é decrescente em (0,e).

1 1
f (.X') = —m.(lnx -1 +x.;)
In x
f”(x)= _

[x(Inx — 1)]?

f possui concavidade voltada para cima onde f' > 0 e concavidade voltada
para baixo onde f"' < 0.Pelo estudo do sinal de f'',temos:
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O+++ +(1)— ———(e) (=Inx)
O ++++++++++(e) [x(Inx —1)]?
O ++++1) ——=—(e) ")

Portanto, f possui concavidade voltada para cima em (0,1) e concavidade
voltada para baixo em (1,e)

Como ocorre mudanca na direc¢do da concavidade de f em 1, entdo o ponto
(1, (1)) é ponto de inflexdo do gréafico de f. Ponto de inflexdo:(1,0).

Questao 2.
) Calcule i senx
a) Calcule lim ———.
x-0" /1 — cosx

Sex » 0%,senx - 0% e (1— cosx) - 0*,logo o limite é indeterminado.
Usando a regra de L' Hospital, temos

I senx I coSXx
im ——= lim ——————
x—07F v1—cosx x—07t &
2v1—cosx
. 2cosx.v1—cosx
= lim
x-0% senx

2cosx.vV1—cosx+v1+cosx

x—-07t senx V1 +cosx

~ 2cosx.V1—cos?x
= llm+
x->0" senx.v1+ cosx

~ 2cosx.Vsen?x
= lim

x~0"senxv1+ cosx

2CcoSx.senx

= lim

x~0"senxv1+ cosx
] 2 cosx

= lim ——
x=0%"y/1 4+ cosx

_ 2.cos0 _ 2 -3
Vi+cos0O +2 '

b) Determine, se existir,o ponto de inflexdo da funcio f(x) = x|x|.

_(x% x>0
f(x)_{—xZ, x<0
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f é uma funcdo definida por partes onde estas sao fungdes polinomiais,
e portanto,continuas e diferencidaveis em R. Logo, f é continua e dif erenciavel
em (—OO’ 0) U (0)00)

. I T _2= S T =. 2= —
2S00 = g (=0 I SO = Jigxt=0 e fO=0

Ainda temos que f é continua em 0, pois lirr}) f(x) = f(0).Comisso,f é continua
x—
em R = (—o0,00).

f (0) - }ll_l’% h-0 h

Se h —» 0*,entdo h>0e |h| = h.Logo lim_|h| = lim_h = 0.
h—0* h—-0*

Se h—> 07,entdo h<0e|h| =—h.Logo hlirgl_lhl = hlirg_(—h) =0.

Portanto, f € derivavel em 0 e, juntamente com analise inicial temos que f é
derivavel em R.

Uma férmula para f' é dada por
, _(2x, x=0
fr) = {—Zx, x<0

Conforme dito anteriormente, se f é derivavel em R,entao f'é continua em R.
Contudo, f'é deriviavel em (—o0,0) U (0, 0).

f'(0+h) —f’(O)_l. f'(h)
h T h

f (0)=}llg})
Se h— 0%,entdo h>0e f'(h) =2h.Logo,

ffth)y . 20
T

+ (01,
Se h— 07,entdo h<0e f'(h) =—-2h.Logo,

fw_ . o=2h_
hoa TR P

f1'(0) = hlggl_

Como esses limites existem e sdo dif erentes, entido ' (0) nido existe. Contudo,
ocorre mudancga no sinal de f' em torno de 0,isto é,ocorre mudanca na
direcao daconcavidade f em torno de 0 e este pertence ao dominio de f,entao
o ponto (0,£(0)) é ponto de inflexdo de f.Ponto de inflexdo (0,0).

Uma foérmula para f'" é dada por

. (2, x>0
f (x)_{—Z, x<0
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Questao 3.

1 1
a) Seja f"(x) = —4 cos(2x),com f(0) =1e f'(0) = 0.Asretasy = 5 ey = —
interceptam o grafico de f em pontos que sdo os vértices de um poligono.
Determinea area desse poligono,com x € [0,].
A primitiva mais geral de f" é dada por f'(x) = —2 sen(2x) + C,onde C é uma

constante e, repetindo o procedimento, a primitiva mais geral de f'é dada por
f(x) = cos(2x) + Cx + D,onde D também éuma constante.

f'(0)=0= —-2sen(0)+C =0 ~C =0.
f(0O)=1=cos(0)+D=1-~D=0.

f(x) = cos(2x)

N| =

Intersecdes de f comasretasy=—ey = — > com x € [0,m]:

1 1 T 57 T 5w
f(x)=5=>cos(2x)=§=2x=—er:—.-.x={ }

3 3 6’6
) 1 (22) 1 2 2T 2 4 {n 271'}
= —_- = —_— = — = — = —
fx 5 = cos(2x > X=e2x=—iX=13,3
Pontos de int ”-A(ﬂ 1)B<5n 1)C(n 1) D(Zn 1)
ontos de intersecao: c'7 3 373 e 373

0 poligono formado é um trapézio cujas bases sio os segmentos AB e CD

1 1

e altura dada pela distancia entre asretasy = 5 ey=-— >

Area do poligono:

oo [EDERGE-0) g,

= =—uA
2 2 2 2 "
b) Sejam f, g funcdes dif erenciaveis, tais que lin(l) f'(x) = lin(l) gx)=1e
xX— xX—
lim £(6) = lim g(x) = 0. Caleule lim L&~ 1)
lim /() = lim 99 = 0-Caleule im 533

Sex—->1,(x*—1)>0e(x®*-1) > 0.Logo f(x*—-1) > 0e g(x®*—1) - 0.
Assim, o limite é indeterminado.Usando a regra de L' Hospital temos

. fx?-1) _ 2x. f'(x? = 1)
] g(x3—-1) ] 3x%2.g'(x3—1)
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Se x > l,entdo f'(x?—1) > 1eg'(x>*— 1) - 1.Logo,

y 2x.f'(x*=1) lim (2:) > lim f*(* — 1) _2x1 2
pald 3x2.9'(x3-1) lin}(SxZ) X limlg’(x?’— 1) 3x1 3
xX— x—

Questao 4.

Pretende-se estender um cabo de uma usina de forga amargem de umrio de 9m
de largura até uma fabica situada do outro lado do rio,30m do rio abaixo. O
custo para estender um cabo pelo rio é de R$5,00 o metro,enquanto que para
estendé-lo por terra custa R$4,00 o metro.Qual o percurso mais econdmico
possivel?

Considere que a usina de forga esta situado num ponto A a margem esquerda
do rio e a fabrica num ponto B na margem oposta distante 30m do ponto mais
proximo da usina de forga.Considere também que o percurso mais econdomico
pode ser realizado estendendo o cabo pelo rio até um ponto C na margem
direita do rio situado a x metros do ponto mais proéximo da usina de forga e
que os (30 — x) metros restantes o cabo sera estendido por terra,conforme
disposto na ilustracgdo a seguir.

Usina
de
Forga

30—«

O custo total C ,em reais,para estender o cabo até a fabrica é dado por:

C=5y+43B0—-x); 0<x<30

Onde y = /9% + x2 = /81 + x2. Logo,

C(x)=5{814+x%2+4(30—x)

Como C é uma fungio continua no intervalo fechado [0,30],entdo pelo
Teorema do Valor Extremo C assume um valor maximo absoluto C(c)
e um valor minimo absoluto C(d) em certos nimero c e d em [0,30].
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Pelo Método do Intervalo Fechado temos

1.0s valores de C nos extremos do intervalo:

C(0) =5v81+0+4(30—0) =45+ 120 = 165

C(30) =54/81+ 302+ 4(30— 30) = 5432%(9+ 100) = 15v109

2.0s valores de C nos nimeros criticos de C em (0,30):

"Um nimero critico de uma funcdo f é um namero c no dominio de f onde
ou f'(c) = 0 ouonde f'(c) ndo existe."

5x 4
V81 + x2

Como C é derivavel em (0,30) se C possui algum nimero critico c, entdo
C'(c) existe e, portanto,C'(c) = 0.

C'(x) =

C =002 4
X) = S — =
V81 + x?
25x? , . , . L , i
—81+x2=16=>25x = 0242 4+ 16x° = 9x%2 =92.42 = x2=94% ~. x =12m

C(12) =5v81+ 144+ 4(30 —12) =5v225+4(18) =75+ 72 = 147

Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que o percurso
mais econOmico para estender o cabo da usina de forga até a fabrica custara
R$147,00 e para tanto o cabo deve ser estendido pelo rio até um ponto C,na
margem direita do rio,distante 12m do ponto mais préximo da fabrica e
mais 18m de cabo estendido por terra do ponto C até o ponto B onde esta
situada a fabrica.0Os comprimentos de cabo estendido pelo rio e pela terra
sdo 15m e 18m, respectivamente.

Questao 5.

) _(x—1)° ooy (x=1%(x+5) o 24(x-1)
Seja f(x) = m.Sabendo que f'(x) = CEEE ef"(x)= m
determine:

(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos, se existirem;

(v) Os pontos de inflexio,se existirem;

(vi) 0 grafico de f(x).
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Dominio da funcdo: D(f)={xe R|x+# —1}.
As intersegdes do grafico de f com os eixos coordenados, caso existam;

0-132 -1

R

= —1. Intersecdo com o eixo y: A(0,—1)

fx) =0 (x—1)3=0 ~x =1. Interse¢do com o eixo x: B(1,0)
(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento:

(x —1)*(x+5)
(x+1)3

f'(x)=

Pelo Teste C/D da primeira derivada,temos que f é crescente onde f' > 0 e,
f é decrescente onde f' < 0.Logo,do estudo do sinal de f'obtemos:

++++++++ O+ (0= 12
- ——(=5++++++++++++++++++++ (x+5)
————————— D++++++++++++++ (x+1)°
+++(=5)-———-CD+++++D+++++++ ')

Com isso, conclui-se que f é crescente em (—o0,—5) U (—1,0) e f é decrescente
em (=5,—-1).

(ii)Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo:

., 24(x— 1)
T

f possui concavidade voltada para cima onde f' > 0 e concavidade voltada
para baixo onde "' < 0.Pelo estudo do sinal de f'',temos:

——————————————— D+++++++ 24x-1)
+++++++CED+H+H A 0+ D
——————— - +++++++ f"(0)

Portanto, f possui concavidade voltada cima em (1,) e f possui concavidade
voltada para baixo em (—oo,—1) U (—1,1).

(iii) Assintotas:

Verticais: A reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da funcao f se

lim_ f(x) =t ou lim f(x)= too.
x—a xX—a

Pela definicdo de assintota vertical, esta ocorre em pontos de descontinuidade
da funcao.Logo,pelo dominio de f devemos verificar se a descontinuidade em
x = —1 é uma descontinuidade infinita:
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-8 -8
) T
: (x—-1)° (x—1)3
AmS= I Gy = e e IS = n G = T
1 i
o* ot
Logo,areta x = —1 é assintota vertical do grafico da funcao f.

Horizontais: Aretay = L é uma assintota horizontal se, somente se,

lim f(x) =L ou lim f(x)=L.
X—00 X——00

o GeD' L 3G-DP_ 6—1)

A e Ei = S TCTS) Rl S R
x-1° 3x-1D* = 6kx-1

xl_l)mwf(x)— lim G2 = lim ————~ 2D xl—l>rzloo—2 = —o

Como o limite nao existe, entdo f nao possui assintotas horizontais!

Obliquas: A reta y = ax + b é uma assintota obliqua se,somente se,

Jim [f(x) ~ (ax + b)] = 0;

) (x—1)% x3—-3x%2+3x—-1 (t—5) 4 12x + 4

xX) = = = (x — _—

(x +1)? x2+2x+1 x24+2x+1
12x + 4 12

hm [f() = (x=5)] =

————— = lim
—>+oox F2x+ 1 xoiew2x+2

Portanto,aretay = x — 5 é assintota obliqua do grafico da funcgédo f.

(iv)Os pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem:

Resgatando o estudo do sinal da primeira derivada:
+++(-5)————(DH+++++D+++++++ [0

Pelo Teste da Primeira Derivada, o ponto de abscissa x = —5 é um ponto
de maximo local. Contudo, conforme analisado anteriormente, lim f(x) = o
X— 00

e lim f(x)= —oo.Portanto, f ndo possui valores maximos ou minimos

X——00

absolutos.
(-5-1°% -6% —(2%3%) -8x27 27
(-5+1)2? 16 16 16 2

f(=5) =
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27
Ponto de maximo local: C(—S, —7)

Obs.: Embora 1 seja um nimero critico de f,nao ocorre mudanca no sinal da
derivada de f em torno de 1 e,portanto, (l,f(l)) nao é ponto nem de maximo e
nem de minimo local.

(v) Os pontos de inflexio,se existirem:

Dizemos que o ponto (c,f(c)) é ponto de inflexdo do grafico da funcao f se
ocorre mudanga na direcdo da concavidade da fungdo em torno de c.

Pelo estudo do sinal de f' (x),temos:

——————— -D-————-D+++++++ "
Como ocorre mudancga na direc¢do da concavidade em x = 1 e este nimero
pertence ao dominio da fungio, entdo o ponto B(1,0) é ponto de inflexdo

do grafico da funcao f.

(vi) Esbocgo do grafico:
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29  Provade Reavaliacdoda AB1 — 25 de Maio de 2018

Questao 1.

1 COS(sen x+2)
a) Calcule lim x? (—) o
x—0 s

sen(a + x) — sen(a — x)

b) Calcule lim
x—0 X

Questao 2.

a) Seja f(x) = [Inx] em [1,e2).Escreva f em duas sentencas e em seguida calcule
lim f(x) e lim_f (x).
xX—-e x—e

b) Mostre que f(x) = x3 + 27" + senx tem ao menos uma raiz real em [—4,—1].

Questao 3.

a) Para quais valores de a,é continua a direita,a funcao f dada por

3 5 2
flx) = {§+;arctg(—x _3), sex #+ 3
a, sex =3

b) Determine o coeficiente angular da reta normal ao grafico de f(x) = 23rcsec (=*)
no ponto em que x = V2.

Questao 4.

a) Use a definigao de derivada para determinar onde f(x) = |x — 9| é derivavel.

b) Seja f(x) = (\/1 - xz) arcsen(e®).Derive f e encontre o dominio de f e f'.

Questao 5.
X
a) Se f(x) = ———,encontre a equacio da reta tangente ao grafico de
)Se f(x) =557 quag g graf f
quando x = 0.
2 2
b) Encontre uma equagao da reta tangente a hipérbole prami T 1 no ponto da

hipérbole com abscissa 2a e ordenada positiva.
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Questao 1.

sen x+2
x°

COS(
a) Calcule lim x? (—)
x—0 s

Vx € R, comx # 0, temos:
senx + 2
—) <1

—1Scos( 3
X

1
Como 0 < —< 1,entdo a funcao exponencial é descrescente. Portanto,
I

8

co2223°2)
=) 7 =0)

sen x+2

SOREESE

T \rm

-1 1

Como x?> > 0,Vx € R, com x # 0, entido

sen x+2
xz 1 COS(_g_x )
— < x? <—> < x°m
I, T h(x)
f(x) gx)

2
x
#lim f(x) =lim—=0 e lim h(x) =lim x?7 = 0.
x—0 x—-0 T x—0 x—0

Como f(x) < g(x) < h(x) quando x esta proximo de 0 (exceto possivelmente em 0)
e lirr(l) f(x) = lirr(l) h(x) = 0,entdo,pelo Teorema do Confronto
X— xX—

sen x+2
OS(—g—x )
. . 2
lim g(x) =0 . lim x (—) = 0.
x—0 x—0 T
~ sen(a +x) —sen(a — x)
b) Calcule lim :
x—0 X
xsen(a+ x) =sena.cosx + senx.cosa
*sen(a— x) =sena.cosx —senx.cosa
xsen(a+ x) —sen(a —x) = 2senx.cosa
~ sen(a+x) —sen(a—x) . 2senx.cosa
lim =lim——
x-0 X x-0 X
. senx
= lim X lim 2cosa
x-0 X x—0
=1X2cosa

= 2cosa.
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Questao 2.

a) Seja f(x) = [Inx] em [1,e2).Escreva f em duas sentencas e em seguida calcule
lim f(x) e lim f(x).
xX—e xX—e

Os valores inteiros deln x estdo associados as poténcias do nimero e.Ou seja,
el el..e®comn

€ N. Logo, considerando o intervalo [1,e?),a funcio composta
f(x) = [Inx] pode ser escrita na seguinte forma:

0, sel<x<e
f(x)_{l, see<x <e?
lim f(x)= lim 0 =0.
xXx—e x—e
lim+f(x) = lim 1=1.

xX—e x—e

Como os limites laterais em x = e existem, mas sdo dif erentes, entao nao
existe lim f (x).
x—-e

b) Mostre que f(x) = x> + 27* + senx tem ao menos uma raiz real em [—4,—1].

f é definida pela soma de fungdes continuas em R e, portanto, f é continua em
R e, consequentemente, continua no intervalo fechado [—4,—1].Sabe-se que

f(—=4) =(—4)3+ 27"+ sen(—4) = —64 + 11_6 —sen(4). f(-4)<0
f(-1)=(-1)*+2"+sen(—-1) =—-1+2—-sen(1) =1 —sen(1). f(-1)>0

Como f é continua no intervalo fechado [—4,—1] e 0 é um nimero entre f(—4)
e f(—1),entdo, pelo Teorema do Valor Intermediario,existe algum nimero

x € (—4,-1) tal que f(x) = 0.0u seja, f possui ao menos uma raiz real em
[—4,—1].

Questao 3.

a) Para quais valores de a,é continua a direita,a funcao f dada por
5

3 2
Flx) = {§+;arctg<x _3), sex # 3
a, sex =3

Para que f seja continua a direita de 3,a equacio lir131+f(x) = f(3) deve ser
X—

satisfeita.Logo,

lim F(o) = li [3+5 t( 2 )]
Jim 1 = Jim [5+ Sares (=)

2 T
Tade e,portanto, arctg (m) o

Se x — 3%, entao
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y GO = i 3+51_ [ t( 2 )]_3+5 71_3+5_8_4
Jim, flx) = lim 5+ 2 lim Jarcg ()| =5 T ;373 77574

Como f(3) = a,entdo,para que f seja continua a direita de 3,a = 4.

b) Determine o coeficiente angular da reta normal ao grafico de f(x) = 237¢s¢¢ (=)
no ponto em que x = V2.

F(x) = zarcsec(xz)_ln 2 ; (2x)
f’(\/z) — zarcsec(Z)lln 2 ; 2\/5

2/2)2—-1

: _ 5 1
f (\/2)—2ﬂ.ln2.2\/§.2\/2
, _23.In2.v2
f(V2)=—F=— 3

Logo, o coeficiente angular da reta normal ao grafico de f no ponto em que
x =2 édado por:

1 V3 V6 V6

m:—’ =——F =——F = ——F X
" f'(V2) 25242 25.2In2  25.In4

Questao 4.
a) Use a definicio de derivada para determinar onde f(x) = |x — 9| é derivavel.
Se x —9 > 0,entdo |x — 9| = x —9 e podemos escolher h suficientemente

pequeno paraque x + h —9 > 0 e portanto |[x+h —9| =x +h —9.
Consequentemente,para x > 9 temos

fx+h) —fx) . |x+h—-9]—[x-9|
o = lim

h—-0 h
 x+h—-9-(x—-9)
= lim

h—-0 h
~ S0 R
=lim1=1.

h—-0

f'(x)= lim

e,dessa forma, f é diferenciavel para qualquer x > 9.

Analogamente,para x < 9 temos |x — 9| = —x + 9 e podemos escolher h
suficientemente pequeno paraque x + h —9 < 0,e assim |x + h— 9| =
—(x+ h—9).Portanto,para x <9,

fx+h)—f(x) . lx+h-=9]—|x-9|
o = lim

f'x) = }11—{% h—0 h
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. —x—h+9-(—x+9)
= lim

h—-0 h
Tt R

=lim(-1) = —1.
h—-0

e,dessa forma, f é dif erenciavel para qualquer x < 9.

Para x = 9 temos de averiguar

f(9+h) f9) .. Al

FO=ln - m
h
Se h = 0%, entao IhI h e, portanto, llm —=lim-=1lim1=1.
hlhl h—>0h h-0
Se h » 07,entdo |h| = —h e ,portanto,lim — = lim — = lim(-1) = —1.
h-0 h h-0 h h—0

Uma vez que esses limites sdo diferentes, f'(9) nio existe.Logo,f é
diferenciavel para todo x, exceto 9.

Uma férmula para f'é dada por
ey (1, sex>9
f'(x) _{—1, sex<9

b) Seja f(x) = (\/ 1-— x2) arcsen(e*).Derive f e encontre o dominio de f e f'.

D(f)=x eR|(1-x2)=20 A —1<e* <1}
D(f)={xeR|—1<x<0}

f'(x)= \/7 (—=2x).arcsen(e*) +/1 — x2. ——— o .(e¥)
N X X L |[1—x?
f'(x)= m.arcsen(e ) +e*. 1o

D(f)={xeR|-1<x<0}

Questao 5.

X

a) Se f(x) = Tt 1 encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de f

quando x = 0.

0

e 1
f(0) = 2 (025071 =1= 1. Ponto (0,1)

e*2x?+x+1)—(4x+ 1).e*
(2x%2+x +1)2

f(x) =
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e%(2.024+0+1)— (4.0+1).e°

f1(0) = (2.02 40+ 1)2
1-1

fr0)=—

£1(0) = 0.

Equacio da reta tangente ao grafico de f no ponto (0,1):

y—1=0.(x—-0)
y=1
2 2

b) Encontre uma equagdo da reta tangente a hipérbole Z s 1 no ponto da
hipérbole com abscissa 2a e ordenada positiva.

Ponto de abscissa 2a e ordenada positiva:

2a2 2 2
( ) —y—= 1:4—:1);—=1ﬁy2=3b2 y=b\/§ Ponto(Za,b\/g).

Derivando implicitamete a equagdo da hipérbole,obtemos

d (x? d (y? d
&) mle) =W
dx \a dx \b dx

2x 2y dy
a? b? dx
dy _bx
dx a*'y
dy b2 2a 2b 2v/3.b
N to(2a,bV3): — =—, = =
o ponto (2a,bV/3) icloerm ~ @3 adi 3

Equagio da reta tangente a hipérbole no ponto (2a,bV3):

2+/3.b
y—b\/_= V3 (x —2a)
3a
2v3.b  4V3.b
y = 3a X — 3 +bV3
2V3.b  bV3
y= x -

3a 3
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2.10 Provade Reavaliacdoda AB1 — 26 de Maio de 2018

Questao 1.

a) Sabendo que }Ci_rg(f(x) + g(x))2 =4e }Ci_lg(f(x) — g(x))2 = 2 encontre
Li_r}})(f(x)g(x)).

b) Calcule lim /x+ /x+\/9_c—\/9_c .
X—00

Questao 2.

a) Seja f(x) = [x] + [—x]. Mostre que lirr% f(x) existe,mas que nio éigual a f(2).
X—

b) Um monge tibetano deixa o monastério as 7 horas da manha e segue sua caminhada
usual para o topo da montanha,chegando la as 7 horas da noite.Na manha seguinte,
ele parte do topo as 7 horas da manhd,pega o mesmo caminho de volta e chega ao
monastério as 7 horas da noite.Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar
que existe um ponto no caminho que o monge vai cruzar exatamente na mesma hora
do dia em ambas as caminhadas.

Questao 3.

a) Sendo
3x+ 6a, sex < -3

f(x) =43ax —7b, se—3<x<3
x —12b, se3< x

Ache os valores das constantes a e b que tornam a funcao continua em R.Tome a
como coeficiente angular e b como coeficiente linear de uma reta e descubra suas
intersecdes com o grafico da circunferéncia centrada na origem e comraio 1,caso
estas intersecgoes existam.

| x|

V2 —x2

b) Encontre uma equagdo para a reta normal a curvay = nos pontos

onde a ordenada é 1.
Questao 4.
a) Use a definigao de derivada para estudar a diferenciabilidade de f(x) = x|x|.

b) 0 grafico de f(x) = arccos(e?*) é tangenciado pela retay= —x + b,onde b
é uma constante, em algum ponto P.Determine a abscissa de P.
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Questao 5.

d3
a) Sendo y = sen? x , determine —=.
b) Encontre todos os pontos sobre a curva x*y? + xy = 2,onde a inclinagio
da reta tangente é — 1.



202

Questao 1.

a) Sabendo que }Ci_rg(f(x) + g(x))2 =4e }Ci_rg(f(x) — g(x))2 = 2 encontre
lim (f (g ().

Considere o seguinte quociente:

(@ +9@) _ P +2f@.g0+[g0l* _ | 4f@gk)
(F) —g()” VP=2f).g0+1g1*  (£(x) - g(x))’

Como lirr%)(f(x) + g(x))2 e lirr(l)(f(x) — g(x))2 existem,com este ultimo
x— x—

diferente de zero,entdo o limite do quociente é o quociente dos limites e,
como lim 1 existe, conclui-se pelo segundo membro da igualdade acima

x—0
que lirr(l)(f(x)g(x)) também existe. Logo,
X—

fim U +g(x))2 —lim 1+ lim /09
O (fx)—g(x)” 0 O(f(x) —gx))

lim (f () + g ()’ lim (4. (x) g (x))
= >=1lim 1+ 220 >
lim(fG0 —g())” *°  lim(£(x) - g(x))

4lim(f (1) g ()
+ == 5

4
2

2=1+ Z}Ci_r)rtl)(f(x)g(x))

lim (F()g () =

2
b) Calcule lim ( /x + /x+\/9_c—\/9_c>.

/ / + x4+ x—
lim( x+ x+\/9_c—\/9_c>=lim ad XV —x
X—00 X—00

x +vVx +Vx+/x




Questao 2.

a) Seja f(x) = [x] + [—x].
a f(2).

203

14+
. Vx Parax >0 x =+/x?
= lim : Obs.:
X0 N ex?=x*
1+ ¥EENVX L
x
1
/1+—
Jx
= lim
X—00

1
Vx
= lim
X—00
1 1
1+ |3+ /F+1

Mostre que lin% f(x) existe,mas que nio é igual
xX—

xSe x » 2%, x> 2e-x < -2 eportanto [x] =2 e [—x] = —3.Com isso,

Jn, £G) = Jip, (Gl + T=a) = i, (24 (=3)) = Jim, (=1) = —1

xSex > 27,x<2e-x>-2eportanto [x] =1 e [—x] = —2.Com isso,

Ji G = Jip (B + =D = Jim. (1 + (-2)) = Jig (=1) = 1,

Como os limites laterais em 2 existem e sao iguais, entao lirré f(x) existe e
X—

lin% f(x) = —1.Contudo, f(2) = [2] + [-2] = 2+ (—2) = 0,e portanto,

X—

f(2) #lim f(x).
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b) Um monge tibetano deixa o monastério as 7 horas da manha e segue sua caminhada
usual para o topo da montanha,chegando laas 7 horas da noite.Na manha seguinte,
ele parte do topo as 7 horas da manha,pega o mesmo caminho de volta e chega ao
monastério as 7 horas da noite. Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar
que existe um ponto no caminho que o monge vai cruzar exatamente na mesma hora
do dia em ambas as caminhadas.

Considere f(t) a fungio que representa o percurso do monge a partir do
monastério até o ponto da montanha,e g(t) a funcio que representa o
caminho de volta do monge ao monastério.Na auséncia de paradas ao longo
do percurso nos dois dias, consideramos f e g continuas no intervalo fechado
de 7 horas da manha (7h) até as 7 horas da noite (19h).

Considere que o monastério encontra-se no nivel da base da montanha (h = 0)
e que no topo da montanha h = h,,,,anna, CoOmisso f(7) = g(19) =0,

f(19) = g(7) = hyontanna-Sendo h(t) = f(t) — g(t), onde h é continua em
[7,19], temos:

h(7) = f(7) - 9(7) =0- hmontanha = _hmontanha ) h(7) <0
h(lg) = f(lg) - 9(19) = hmontanha -0= hmontanha; h(lg) >0

Como h é uma fungio continua no intervalo fechado [7,19] e 0 é um nimero
entre h(7) e h(19),entido, pelo Teorema do Valor Intermediario,existe algum
numero t € (7,19) tal que h(t) = 0 = f(t) = g(t). Ou seja,existe um ponto
no caminho que o monge vai cruzar exatamente na mesma hora do dias em
ambas as caminhadas.

Questao 3.

a) Sendo
3x+ 6a, sex< -3
f(x) =4{3ax —7b, se—3<x <3
x —12b, se3 < x

Ache os valores das constantes a e b que tornam a funcao continua em R.Tome a
como coeficiente angular e b como coeficiente linear de uma reta e descubra suas
intersegcdes com o grafico da circunferéncia centrada na origem e comraio 1,caso
estas intersecdes existam.

Como f é uma funcdo definida por partes onde estas sdo fungdes polinomiais
e portanto continua em R, entdo, considerando os intervalos onde estao
definidas, f é continua em (—o,—3) U (—=3,3) U (3,).Para que f seja
continua em R, f precisa ser continua em -3 e em 3.Logo,pela definicao de
continuidade:

1. Continuidade de f em x = —3:
lim_f() = £(=3)
lim f(x)=f(-3)= e
o lim £ = £(=3)
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£(=3) =3a(=3) — 7b = —9a — 7b.
lirré_ flx)= lim3_(3x + 6a) = —9 + 6a.
x—>— x—>—

ngJrf(x) = xgr_n3+(3ax —7b) = —9a — 7.

Logo,para que f seja continua em x = —3:

—-94+6a=-9a—-"7b
15a+ 7b =9

2.Continuidade de f em x = 3:
lim f(x) =£(3)
lim f () = £(3) = e
= lim, £(x) = £(3)

£(3) = 3a(3) — 7b = 9a — 7b.
lirgl_ flx) = lir_ré_(Bax —7b) =9a — 7b.
lirgl+ fx) = lir§1+(x —12b) =3 — 12b.

Logo,para que f seja continua em x = 3:

3—12b=9a—-7b
9a +5b =3

15a+7b=9m{ 45a + 21b = 27 m{45a+21b=27
9a +5b =3 —45a — 25b = —15 —4b =12
Solugdo: b=-3 ea= 2.

Com isso, temos: {

Para estes valores de a e b f é continua em R.

Circunferéncia de raio 1 centrada na origem: x* + y? =1
Retay=ax +b: y=2x—3.

Verificando se existem intersecdes entre a circunferéncia e a reta:

x2+(2x—-3)%2=1
x?2+4x*—-12x+9=1

5x2—12x+8 =0
A=144—-160=-16<0

Portanto,com A< 0,conluimos que ndo ha intersecdes entre a circunferéncia
e areta.

| x|

2—x2

b) Encontre uma equacdo para a reta normal a curvay =

pontos onde a ordenada é 1.

ol 2=1$|x|=\/2—x2=>|x|2=(\/2—x2)2=oxz=2—xz=>x2=1

2—Xx
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Logo,x = +1.0s pontos onde a ordenada é 1 sdo: A(—1,1) e B(1,1).

A curvay = f(x) éuma fungio par,isto é,f(x) = f(—x).Logo,f'(x) = —f'(—x).
X

Para x > 0,temos y = e sua derivada:

2 — x?
1 x?
2—x2—x.—————.(—2x) V2—x2%2+
y' = 2V2 — x? _ V2 — x?
(2—x2) (2 —x2)
1
| VItTH—
No ponto B(1,1): y'(1) = 71 i 2

Como f'(x) = —f'(—x),entdo no ponto A(—1,1) temos y'(-1) = —y'(1) = —2.
Logo, 0s coeficientes angulares das retas normais nos pontos A e B sao,
respectivamente,1/2 e —1/2.

Equacdes das retas normais nos pontos A e B:

1 1 3
No ponto A(—1,1): y—1= E.(x— (—1)) =y = §x+ o
1 1 3
No pontoB(1,1):y— 1= —E(x— 1)=>y= —§x+z.

Questao 4.
a) Use a definicio de derivada para estudar a diferenciabilidade de f(x) = x|x|.

Se x > 0,entdo |x| = x e podemos escolher h suficientemente pequeno para
que x + h > 0 e portanto |x + h| = x + h. Consequentemente, para x > 0 temos

h—0 h
= }lirr})(Zx + h) = 2x.

e,dessa forma, f é diferenciavel para qualquer x > 0.
Analogamente,para x < 0 temos |x| = —x e podemos escolher h

suficientemente pequeno para que x + h < 0,e assim |x + h| = —(x + h).
Portanto,para x < 0,

fx+h)—f(x) . (x+h)|x+h|—xlx|
o = lim

f (X) - }113(1) h—-0

h
. —(x+h)*+x*
= lim
h—-0 h
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~ —2xh—h?

= lim ———
h—0

=lim(—2x — h) = —2x.
h—-0

e, dessa forma, f é diferenciavel para qualquer x < 0.
Para x = 0 temos de averiguar

f(0+hi)l‘f(°) =1imM = lim |h|

h—-0 h—-0

f'(0) = lim
Se h— 0%,entao |h|=h e,portanto,;lirrz)lhl = }lirr(l)h =0.
Se h— 07 ,entdo |h|=—he ,portanto,}lin(l)lhl = }lin})(—h) =0.

Uma vez que esses limites sdo iguais, f'(0) existe.Logo, f é dif erenciavel para
todo x.

b) 0 grafico de f(x) = arccos(e?*) é tangenciado pela retay = —x + b,
onde b é uma constante,em algum ponto P.Determine a abscissa de P.

Como o grafico de f é tangenciado pelaretay = —x + b em algum ponto P,
entdo neste ponto P,f'(x) = —1.Logo,

f’( ) 1 (2 2x) Zezx
xX)=———.(2e¥*) = ——
@ Vi-em
2e%
flr)=-1e———=1>2e* = /l—-e¥* >4e™ =1—e" > 5% =1
V1—e¥
1 1 1 1 1
et = 5 =>4x =In (g) R Z.ln (E) = —Zln(S).
Portanto, a abscissa do ponto P é x = — Zln(S).
Questao 5.
d3

S d = 2 rd t [ 33"
a) Sendo y = sen”x, determine e
d
& 2senx.cosx = sen(2x)
dx
d?y
e 2 cos(2x)
d3
2V _ 4 sen(2x) = —8senx.cosx
dx3
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b) Encontre todos os pontos sobre a curva x*y? + xy = 2,onde a inclinagio
da reta tangente é -1.

Por derivagao implicita temos
d d d
— 24 =— (2
7 )+ (ay) = (2)

2(xy).(y+xy )+ (y+xy') =0

(2x2y +x)y' = -2xy*+y)

. y(Q2xy+1) 1
x(2xy + 1) 2
y
’:——; ’:—1$ =
y X y xX=Yy

Onde a inclinacao da reta tangente é -1,temos y' = -1.Logo,x = y.
2 (x)+x.(x)=2
xt*+x2-2=0

Sejaa =x?%a=> 0,entio ...
a?+a-2=0

A=1-(-8)=9

—1+3
> ca=1=x%:0x=+1.

a =

Como nos pontos de tangéncia que satisfazem a condigao y' = -1 a abscissa é
igual a ordenada, entdo os pontos onde a reta tangente tem inclinagdo -1 sado:
A(1,1) e B(—1,-1).
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2.11 Provade Reavaliacdoda AB2 — 25 de Maio de 2018

Questao 1.

In 3
a) Calcule lim (senx)3+nx,
x-07F

b) 0 volume de um cubo esta crescendo a uma taxa de 10cm?® /min . Quio rapido a
area de sua superficie esta crescendo quando a medida de uma aresta for de 30cm?

Questao 2.

a) Use diferenciais para estimar a quantidade de tinta necessaria para aplicar uma
camada de 0,05 cm de tinta a uma esfera de 100 m de diametro.

b) Mostre quesenx < x,se x € (0,2m).
Questao 3.

V3
?.

. s

a) Determine f(x) sabendo que f'(x) = 2senxcosx +1 +tg%x e f(g) =

b) Sejam x,y reais nao negativos,tais que x + y = 1,encontre o valor minimo de
3 3

X2+ y2.

Questao 4.

4 l 3 ex _I_ e—x
a) Sejam = §k3 a inclinagdo da reta tangete ao graficodey = |———— no
eXx—e

ponto x =In 2. Determine k.

b) Um cilindro reto é gerado pela rotagdo de um retangulo com perimetro p em
torno de um de seus lados. Que dimensdes devem ter o retangulo para gerar o
cilindro de volume maximo?

Questao 5.

Dado o grafico de f'(x),determine:

‘[u

1
/2 2 4 b\ (
o
y=f(z)
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(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos, se existirem;

(v) Os pontos de inflexio,se existirem;

(vi) 0 grafico de f(x).
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Questao 1.

In3
a) Calcule lim (senx)3+nx,
x—0t

In3
3+Inx

Observe que ,quando x - 0%, temos — 0 esenx — 0,assim, o limite

é indeterminado. Considere

In3
y = (senx)3+Inx
Entao
In 3 In3 In3.In(senx
Iny =In [(senx)3+lnx] =37 lrlx.ln(senx) = 3++x)

e logo,a Regra de l'"Hospitalfornece

COS X
) ~ In3.In(senx) ) ln3'senx
lim Iny = lim ——— = lim ——== lim [ .cosx.ln3]=ln3.
x—0* x-0* 3 +Inx x—0* 1 x—-0* Lsenx

X

Como o lim Iny existe,usando o fato de que y = e™ 7, temos:
x—0

In 3 lim In
. 3 . y
lim (senx)3+nx = lim y = lim e™¥ = ex-ot ~ = "3 =3,
x-0% x—0% x—07

b) 0 volume de um cubo esta crescendo a uma taxa de 10cm® /min . Quio rapido a
area de sua superficie esta crescendo quando a medida de uma aresta for de 30cm?

Volume do cubo: V = a®;onde a = medida da aresta.

Pela regra da Cadeia temos
dv._dV da
dt da’dt
10 = 3a? d_a
ST de
da 10

dt ~ a?
Area da superifice do cubo: A = 6a?.

Pela regra da cadeia temos

dA _ dA da
dt da dt
dA 0
E = (1261) —
dA 120
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Quando a = 30cm a taxa de variacao da area da super ficie do cubo em relagao
ao tempo, isto é,0 quao rapido a area da superficie esta crescendo é:

dA 120 sem? Jmi
v =——=44Ccm”/mn
dt a=30cm 30

Questao 2.

a) Use dif erenciais para estimar a quantidade de tinta necessaria para aplicar uma
camada de 0,05 cm de tinta a uma esfera de 100 m de diametro.

4
Volume da esfera:V(r) = §T[T3

Para uma variagdo muito pequena do raio da esfera,com base em dif erenciais,
podemos dizer que AV = dV,onde dV =V'(r).dr = 4nr?.dr

Comr =50medr =Ar =0,05cm =5 X 10~*m temos
AV = dV =41.50.5.107* = 0,1mm3

Logo, sera necessario aproximadamente 0,1mm? de tinta para aplicar uma
camada de 0,05c¢cm de espessura a uma esfera de 100m de diametro.

b) Mostre quesenx < x,se x € (0,2m).

Considere a funcdo f(x) = senx — x,temos f(0) =0e f(2n) = —2m.
f é uma fungdo continua e derivavel em R e ainda,

f'(x) =cosx —1
—1<cosx <1
—2<cosx—1<0
-2<f'x)<0

Como x € (0,2m) entdo,—2 < f'(x) < 0, isto implica dizer,pelo teste C/D da
primeira derivada que f é uma funcio estritamente decrescente em (0,21).
Logo,para x € (0,21) temos

f(x) <£(0)
senx —x <0
senx < x
Questao 3.
V3
3

/s
a) Determine f(x) sabendo que f'(x) = 2senxcosx +1 +tgx e f(g) =

f'(x) = sen(2x) + sec?x
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1
A primitiva mais geral de f'é dada por f(x) = — Ecos(Zx) +tgx + C,onde C

é uma constante.

f(g)=\/?§=>—%cos(g)+tg(g)+C=\/§:>—

1 1
Logo, f(x) = — Ecos(Zx) +tgx + 7

b) Sejam x,y reais ndo negativos,tais que x + y = 1,encontre o valor minimo de
3 3
X2+ y2.
y=1-—x
3 3
f)=x2+(1-x)2 D(f)={xeR|0<x<1}
f é uma funcdo continua no intervalo fechado [0,1] e,pelo Teorema do Valor

Extremo, f assume um valor maximo absoluto f(c) e um valor minimo absoluto
f(d) em certos nimeros c e d em [0,1].

Pelo Método do Intervalo Fechado temos
1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

£(0) =07 +1
F()=12+40

oW N|w

= 1.
= 1.
2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,1):

"Um numero critico de uma funcao f é um nimero c no dominio de f onde
ou f'(c) = 0 ou onde f'(c) ndo existe."

x2—2(1=x7; DU =D(f)

f'(x)=

N W
N| W

Como f é derivavel em (0,1),entdo se f possui nimero critico c, entdo f'(c)
existe e portanto f'(c) = 0.

2

1 1 1\° 1 1
f’(x)=0<:>x2=(1—x)2:><x2) =[(1—x)2] :>x=1—x:>2x=1-'-x=§
3 3 3
(1)_(1)7+<1)7_2<1)7_2 1 1 _\/f
"2) =z 2) “\2) " Tyg8 vz 27
Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que V2/2 éo
3 3

valor minimo absoluto de f em [0,1] tal que a soma x2 + y2 é minima quando
1
X=Yy = E



214

Questao 4.

4 l 3 ex _I_ e—x
a) Sejam = 5 k3 a inclinagdo da reta tangete ao graficodey = |[———— no
eXx—e

ponto x =In 2. Determine k.

sle*+e™  sleX+e™* eX¥ sle? +1
V= [Fme T [oera T fmoq POV S ERIx=0)

Para x =1n 2 temos

1
slezln2 41 3leln4 41 3|44+1 3|5 (5)5
Y= lgzmz_q1 |eméa_71 |2-1" [37\3
Considere
sle?* +1
In|ly| =In P =In

Por diferenciacdo logaritmica temos:

1
e + 1|3
e?* —1

1
= §[ln|ezx + 1| —Inle?* — 1]]

y_3

y' 1] 2e* 2e% ] y[ 2e* 2e%*
e +1 e¥ —1] 3

U..)|H

z_eln4 2_eln4
eln4+1 eln4_1_

-1 )

|H

(5) 2 X4 2X4
3/ 14+1 4-1

1 1 1
(5> 8 8] 1 -16 (5)5_ 16 (5)5
3/ 15 31 3715 '\3/ = 45°\3

Como m=y'(In2) é o coeficiente angular da reta tangente, entido

1
"3
1
e
1
e

1
4 1 16 /5\3
-0
9 45 31
kl 4 (5 3
3= ——.[|—
51\3
B 64
- 75

b) Um cilindro reto é gerado pela rotacao de um retangulo com perimetro p em
torno de um de seus lados. Que dimensbes devem ter o retangulo para gerar o
cilindro de volume maximo?



215

—2b
Perimetro do retangulo: p =2b +2h = h = P CH 0<b< g

Considere que o eixo de rotacgao coincide com o segmento que representa a

altura do retangulo.Dessa forma,o volume do cilindro reto gerado é dado
pela expressao

V = mb?.h
~2b
V(b) = mb? (p )

V(b) = g(pbz —2b%)

V'(b) = g(Zpb —6b?)
V'(b) = m(pb — 3b%)

Estudo do sinal de V'(b):

(0)++++++(§)——————(§) V' (b)

Pelo teste C/D da primeira derivada,concluimos que para b= p/3 a
funcao que representa o volume do cilindro gerado possui um valor
maximo local. Além disso,nota-se que parab € (0,p/2) temos

V(p/3) = V(b) e portanto V(p/3) é o volume maximo que pode ser
obtido pela rotacgao do retangulo para gerar o cilindro.

As dimensoes do retangulo que maximizam o volume do cilindro sao:

Questao 5.

Dado o grafico de f'(x),determine:

P

y=/f'(x)
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(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;
Pelo teste C/D (Crescimento e Decrescimento),se f' > 0 paratodo x € I,onde I
é um intervalo,entio f é crescente em I e,se f' < 0 para todo x € I,entdo f é

decrescente em I.

Analisando o grafico de f'concluimos que f é crescente em (—2,2) U (2,6) e
decrescente em (—o,—2) U (6,0)

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;

0 grafico da fungio f possui concavidade voltada para cima onde f" > 0
e possui concavidade voltada para baixo onde f"' < 0.

Contudo, f''nos diz onde f'é crescente e onde f'é decrescente.Ou seja,
onde f'é crescente temos f'"' > 0 e onde f'é decrescente temos f'' < 0.

Logo, f possui concavidade voltada para cima em (—,0) U (2,4) e
possui concavidade voltada para baixo em (0,2) U (4,0).

(iii) As assintotas, se existirem;

* Obs.: Como o grafico de f'é continuo, isso implica dizer que f é derivavel
em R,ou seja, f é continua em R. Portanto,D(f) = R.

Verticais: A reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da funcao f se
lim f(x) =400 ou lim_ f(x)= too.
x—a xX—=a

Pela definicdo de assintota vertical, esta ocorre em pontos de descontinuidade
da fungdo.Como f é continua em R,entdo nao ha descontinuidades em f e,
portanto,ndo ha assintotas verticais no grafico de f.

Horizontais: Areta y = L é uma assintota horizontal se, somente se,
lim f(x)=L ou lim f(x)=0L.
X—00 X—>—00

Como temos o grafico de f,podemos interpretar se f possui assintota
horizontal se lim f'(x) =0 ou lim f'(x) = 0,uma vez que o coeficiente
X—>—00 X—00

angular da reta y = L (assintota horizontal) é nulo.

Contudo, analisando o grafico de f'temos lim f'(x) = —o e lim f'(x) = —oo.
X— 0 X—>—00

Logo,ndo ha assintotas horizontais no grafico de f.
Assintotas Obliquas:

Dizemos que aretay = ax + b é assintota obliqua ao grafico da funcao f se,
somente se, 1iI_‘|I_1 [f(x) — (ax + b)] = 0.
X—+oco
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Onde a = lim

,coma# 0,eb= lim [f(x)— ax].
X—+oco X—+oo

Como f ndo possui assintotas horizontais, podemos afirmar que lim f(x) = oo
X——o00
e lim f(x) = —oo,logo o limite representado pelo coeficiente angular de uma
X—00

assintota obliqua é indeterminado.Usando a regra de L' Hbspital temos

a= lim @: lim f'(x)
x—>too X x—+too

Porém,lim f'(x) = —o e lim f'(x) = — e,portanto,nio ha assintotas
X— 00 X—>—00

obliquas no grafico de f. Conclusdo: Nao ha assintotas no grafico de f.
(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos, se existirem;

Pelo Teste da Primeira Derivada, f possui um ponto de minimo local em -2
e um ponto de maximo local em 6.

Embora f'(2) = 2,ndo ocorre mudanga de sinal na derivada e, portanto,
(2,f(2)) nio é ponto nem de maximo nem de minimo local.

(v) Os pontos de inflexio,se existirem,;

Dizemos que o ponto (c,f(c)) é ponto de inflexdo do grafico da funcao f se
ocorre mudanga na direcao da concavidade da fungdo em torno de c.

Pelo estudo da concavidade, concluimos que f possui pontos de inflexao nos
pontos de abscissa 0,2 e 4.Levando em consideracao o estudo do crescimento
e decrescimento de f,temos f(0) < f(2) < f(4).

(vi) 0 grafico de f(x).

Legenda :
® mdrimo local

flz)

@ minimo local

@ ponto de inflexao
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2.12 Provade Reavaliacdoda AB2 — 26 de Maio de 2018
Questao 1.

a) Certa fungdo é dada por f(x) = lim_(tg k)cosk  Suas intersecdes com o gréafico
k-
2

de uma circunferéncia centrada na origem e com raio igual a 2, juntamente com
a origem dos eixos coordenados formam um triangulo.Determine a drea desse
triangulo.

b) Uma luz esta no alto de um poste de 5 m. Um menino de 1,6m se afasta do poste
em linha reta arazio de 1,2m/s.A que taxa se move a ponta de sua sombra quando
ele estd a 6 m do poste? A que taxa aumenta o comprimento de sua sombra?

Questao 2.

a) Use aproximacao linear para estimar +/9,03.
b) Mostre a identidade 2 arcsenx = arccos(1 — 2x2),para x > 0.

Questao 3.

M_emef(l)=0.

D ' )=
a) Determine f(x),sabendo que f'(x) sen?(27mx) 4

b) Sejam a e b reais positivos tais que ab = 1. Encontre o valor minimo para
a* + b*,com x € R.

Questao 4.

e (%) _ o—(x%)

a) Encontre uma equacgao para a reta tangente ao grafico dey = 5

no ponto em que x = 1.

b) Dois poste verticais de 2 m e 2,5 m de altura distam 3 m um do outro. Determine
o comprimento do menor cabo que,partindo do topo de um poste,toque o solo e
termine no topo do outro poste.

Questao 5.
. —2x , 2(x%—-1)
Seja g(x) = |f(x)], ondef (x) = e 1.Sabend0 que f'(x) = —(xz +1)? e
., —4x(x? - 3) .
f"(x) = RO ER determine:

(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos, se existirem;
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(v) Os pontos de inflexio,se existirem;
(vi) 0 grafico de g(x).
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Questao 1.

a) Certa fungéo é dada por f(x) = lim_(tg k)cosk  Suas intersecdes com o gréafico
k-
2

de uma circunferéncia centrada na origem e com raio igual a 2, juntamente com
a origem dos eixos coordenados formam um triangulo.Determine a drea desse
triangulo.

T
Quando k - > ,temos tgk — o e cosk = 0,assim, o limite é indeterminado.

Considere
y — (tg k)cosk

Entio Iny = In[(tg k)°°S*] = cosk.In(tg k)

e logo,a Regra de L' Hospital fornece

sec’k
lim 1 I In(tgk) tgk . seck . cosk
m = = _— = m =
kig‘ ny I‘EZEL seck k—%_ seck.tgk k_)rzél‘ tg?k klg‘ sen?k

Como lim_Iny existe,usando o fato de que y = en”:

k-3

2
lim_Iny

: cosk — 13 — i Iny _ k= — 5,0 _
llr%l_(tgk) = lim y = lim_e™” =e"™ =e’ =1.

k—>? k—>5 k —>E

Portanto, f(x) = 1.

Equacdo da circunferéncia centrada na origem e com raio igual a 2:

x=—3 ex=+3
Intersec¢ds de f com a circunferéncia: pontos A(—\/§,1) e B(\/g, 1)

Juntamente com a origem 0(0,0) os pontos A e B delimitam um tridngulo cuja
area é dada por:

Snaos = %b.h =%[\/§— (—V3)].(1) =V3uA
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b) Uma luz esta no alto de um poste de 5 m. Um menino de 1,6m se af asta do poste
em linha reta arazio de 1,2m/s. A que taxa se move a ponta de sua sombra quando
ele estd a 6 m do poste? A que taxa aumenta o comprimento de sua sombra?

bm

A taxa com a qual se move a ponta da sombra do menino é dada por d_}t/

dx
e a taxa com a qual aumenta o comprimento de sua sombra é dada por e

Sabe-se que a distincia (y — x) aumenta arazio de 1,2m/s.Por semelhanga
de triangulos temos

5—1’6:>5 =16y = 25x =8y ~x =

) % x = 1,6y x =8y .x=ocy
d 6
_ _ =12 =—
dt(y x) c

d( 8 )_6
ac\’ "257) "5

17 dy 6 dy 30 y
25°dt 5 dt 17"°

dx _8 dy_830_48
dt  25°dc 2517 177%

30
Portanto, a ponta da sombra do menino se move a taxa de —7m/s enquanto

que o comprimento da sombra aumenta a taxa de Em/ S.
Questao 2.

a) Use aproximacgao linear para estimar /9,03.

Considere f(x) = v/x,temos f(9) = 3,f'(x) = % ef'(9)= %
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A aproximacgdo linear ou linearizacgao de f em 9 é dada pela expressao:

Lx)=f(9)+f(9).(x—-9)
1
L(x)=73 +g(x— 9)
Quanto x estiver proximo a9 temos f(x) = L(x).Em particular,para x = 9,03

temos

)

0,3
£(9,03) =9,03=L(9,03) =3+ G
Logo,+/9,03 = 3,05.

= 3,05

b) Mostre a identidade 2 arcsenx = arccos(1 — 2x2),para x > 0.

Considere f(x) = 2arcsenx — arccos(1 — 2x2), temos f(0) =0 e D(f) = [-1,1].

2 1
"(x) = + .(—4x)
4 Vi—-x%2  J1-(1-2x?)2

2 4x

V1—x2 V1—1+ 4x2%2—4x*
2 4x

= - ; Como x > 0,entdo +/x? = x.

V1—x2  \[4x2(1—x?)

2 4x

_V12—x2 2xV21—x2

_\/1—x2_\/1—x2
=0.

Se f'(x) = 0 para qualquer x em (0,1),entdo f é constante em (0,1).0u seja,
f(x) = C onde C é uma constante.

(1)—2 in~ L T T T Logo,C =0 e (0,1)
f 5) = Zarcsing —arccosy = 2.0 — o =5 — == 0. Logo,C =0 parax ,
Ainda temos f(0) = 0. Entdo, f(x) = 0 se x = 0.Com isso,

2arcsenx —arccos(1—2x2)=0 para0<x <1

Questao 3.

M_euef(l>: 0.

a) Determine f(x),sabendo que f'(x) = sen2(2mx)

f'(x) = 4 cotg(2mx) . cossec(2mx) — e**

1
.[2m. cotg(2mx) . cossec(2mx)] — ok (2e%)

SEEN

') =

A primitiva mais geral de f'é dada por
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2 1
flx) = —Ecossec(ZHx) —Eezx +C

(1) 02 (”) Letic=0o-2_Y co0.c=24
— | = = — — —_) — — = = i = o = —
U 4 ﬂcossec 2 28 T 2 13

S| S

2 e

Logo, f(x) = ——cossec(2mx) — Eer o4

b) Sejam a e b reais positivos tais que ab = 1. Encontre o valor minimo para
a* + b*,com x € R.

Considere f(x) = a* + b*,com ab = 1,entdo f(x) = a* +a *.D(f) = R.

f'x)=a*.lna+a*.Ina.(-1)
f'(x)=ad*.lIna(1—a %)

Estudo do sinal de f'(x):

*Com0<a<l: * Coma > 1:
++++4+0)-——-—-— A—-a?®®) ————-— O++++ (1—a %)
—————————— a*(Ina) +++++++++++ a*(na)
————— O++++ f'x) ————=0)++++ f'x)

Pelo Teste da Primeira Derivada,em x = 0 f possui um ponto de minimo
local de modo que Vx € R, f(x) = f(0) e portanto, f(0) é o valor minimo
absoluto de f em R.Ou seja, f(0) = 2 é o valor minimo da soma a* + b*,
comab = 1.

Questao 4.

(x®) —(x®)
e e
a) Encontre uma equacgao para a reta tangente ao grafico dey =

2
no ponto em que x = 1.
1
Pont =1 (1)—61_8_1—8_5—62_119 w0 (1,51
ontoemque x = 1: y(1) = 5 = =y, Ponto (1, —-
, e e xe 1 — g~ (—e.xe 1)
Y= 2
ele.1¢l—e 1 (—e.1¢71) e2+1
y’(l): =

2 2

Equacdo da reta tangente ao grafico de y no ponto em que x = 1:

e2—1_62+1

2¢ ;-1

y—
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3 e +1 ez+1+ez—1
Y=\"z2 )" 2 2e

b) Dois poste verticais de 2 m e 2,5m de altura distam 3 m um do outro. Determine

o comprimento do menor cabo que,partindo do topo de um poste,toque o solo e
termine no topo do outro poste.

A situacdo descrita no enunciado é apresentada na figura a seguir.

2,5m
2m

O comprimento do cabo é dado pela soma dos comprimentos L, e L,,
levando em consideracao que o cabo deve tocar o solo e terminar no
outro poste.

L=1L,+L,

L(x) = \/22+xz+\/2,52+(3—x)2

L(x) =4 +x2+625+ (3—x)2; 0<x <3

X 3—x

L'(x) = —
) V4+x% 625+ (3—x)?

L possui um ponto de maximo ou minimo local em ¢ e L'(c) existir,entdo
L'(¢) = 0. (Teorema de Fermat)

3—x x? 9 — 6x + x?2

L'x)=0= = = =
() Vi + x2 \/6,25+(3—x)2 4+ x% 6254+9 —6x +x?

15,25x2 — 6x3 + x* =36 —24x + 4x% 4+ 9x% — 6x3 + x*
15,25x%2 —13x%2+24x—36=0
2,25x% 4+ 24x—36 =0
A=9.43 +92.4 =9 x 4(42+9) = 36 X 25

—24 130
X=——o X =—=-—-m

6
45 45 3
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Pela equacio resolvida temos o seguinte estudo de sinal de L' (x):
(O 4/3)+++++++3) L'k

Pelo Teste da Primeira Derivada, L possui um ponto de minimo local em
x=4/3 eVx € (0,3) L(x) = L(4/3).Portanto,L(4/3) é o valor minimo
absoluto, ou seja, é o comprimento do menor cabo que partindo de um
poste, toca o solo e termina no topo do outro poste.

4 16 |25 25 /52 [25(9+4) 2V13 5V13
L(—)= bt —+ |—+—=—+ = +
3 9 4 9 3 36 3 6

L(i>:@:@m

3 6 2
Questao 5.
-2 2(x%2 -1
Seja g(x) = |f(x)|,onde f(x) = 22 +x1 .Sabendo que f'(x) = % €
—4x(x?—3
f'"(x) = # determine:

(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
(iii) As assintotas, se existirem;

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos, se existirem;

(v) Os pontos de inflexio,se existirem;

(vi) 0 grafico de g(x).

Dominio da fungio: D(g) = D(f) = R.
Obs.: f(x) = —f(—x),f é wma fungio impar.Logo,como g(x) = |f (x)|,entdo

g(x) = g(—x),isto é,g é uma funcdo par e portanto simétrica em relagio ao
eixo das ordenadas.

Ainda considerando o fato de que g é uma fungdo par temos:

gx)=g(-x) = g'(x)=—g'(—x) = g"(x) =g"(—x)

Ou seja, g'é uma funcdo impar e g''é uma funcdo par.Com isso,podemos
nos restringir ao estudo de f parax = 0,sabendo que para x = 0,temos
f(x) <0e,assim,g(x) = —f(x).Usando o fato de que g é uma fungio par
basta espelharos resultados obtidos em relacdo a reta x = 0 (eixo y).

As intersegdes do grafico de f com os eixos coordenados, caso existam;

0 =220 _9_ o Intersec xo y: A(0,0)
g —02+1—1— . nersegaocomoelxoy. )
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gx) =0 2x=0.x=0. Intersegdo com o eixo x: A(0,0)
(i) Os intervalos de crescimento e decrescimento;

2(x?—-1)

Parax>0,9(x) =—f(x) = g'(x) = —f'(x) = - W

Pelo Teste C/D da primeira derivada,temos que g é crescente onde g' > 0 e,
g é decrescente onde g' < 0.Logo,do estudo do sinal de g'obtemos:

O+++++(1)--=-===——-— —2(x*-1)
e+ttt A+ @2 +1)?
O+++++1)——-—-=————— gx) ; x>0
Como g' é uma fungio impar, entdo g'(—x) = —g'(x).Logo,
+++++(-1)————— O+++++1)————- g' (x)

Com isso, conclui-se que g é crescente em (—o,—1) U (0,1) e f é decrescente
em (—1,0) U (1, o).

(ii) Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;

4x(x? —3)

Parax>0,9"(x)=—f"(x)= 2+ 1)

f possui concavidade voltada para cima onde f' > 0 e concavidade voltada
para baixo onde f" < 0.Pelo estudo do sinal de f",temos:

O+++++++++++++++++ 4x

———————— (V3)++++++++ (x—-1)
+++++++++++ (P4 1)?

0)-————-- (V3)+++++++++ g"'(x); x>0
Como g" éuma fungio par,entio g''(—x) = g"'(x).Logo,
+++++(—V3)-———- 0)————-— (V3)+++++ g"(x)

Portanto, f possui concavidade voltada cima em (—00,—\/5) U (\/§,00) ef
possui concavidade voltada para baixo em (—V3,v3).

(iii) As assintotas, se existirem;

Verticais: A reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da funcao g se
lim g(x) =40 ou lim g(x) = too.
x-a®t x-a

Pela definicao de assintota vertical, esta ocorre em pontos de descontinuidade
da funcao.Logo,como f é continua em R e,consequentemente, g também é



continua em R,entdo nao ha assintotas verticais no grafico da funcao g
Horizontais: A retay = L é uma assintota horizontal se, somente se,
lim g(x) =L ou lim g(x)=L.
xX—00 X—>=®
Como g é uma funcio par,entio il_l;[;lo glx) = xl_i)rzloog(x)
0

= =0
1 140
X2

= lim
+ 1 X— 00 1

+ |xi

9 =i

Portanto,a reta y = 0 (eixo x) é uma assintota horizontal do grafico da
funga g.

Obliquas: A reta y = ax + b é uma assintota obliqua se,somente se,

lim [g(x) = (ax + b)] = 0;
X—>1T 00
g .
Onde,a= lim —=; a# 0 eb= lim [g(x)— ax]
x—>too X X—+oo
X x
Como g é uma fungao par entao lim &) = — lim g.Logo,
X— 00 X X—>—00 X
- g(x) 2
a = lim — = lim — =
x>0 X x> x4+ 1

Portanto,ndo ha assintota obliqua do grafico da funcao f.

(iv) Os pontos de maximo e de minimo relativos, se existirem;

Resgatando o estudo do sinal da primeira derivada:
+++++(-1)————— O+++++1)————— g'(x)

Pelo Teste da Primeira Derivada, os pontos de abscissa x = {—1,1} sio

pontos de maximo local. Além disso,conforme analisado anteriormente,
lim g(x) = lim g(x) = 0e,portanto Vx € R,g(—1) = g(1) = g(x),assim,
X—00 X—>— 00

esses pontos de maximo local sio também de maximo absoluto de g.
Concluindo,em x = 0 g possui um ponto de minimo locale g(0) =0 e
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como g(x) = |f(x)| = 0V x € R, entdo (0,0) é ponto de minimo absoluto de g.

2x1 2

12+1 2

g(-1)=g1)=

Pontos de maximo local e absoluto: B(—1,1) e C(1,1)
Ponto de minimo local e absoluto: A(0,0)
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(v) Os pontos de inflexio,se existirem;

Dizemos que o ponto (c,g(c)) é ponto de inflexao do grafico da fungdo g se
ocorre mudanga na diregdo da concavidade da fungdo em torno de c.

Pelo estudo do sinal de g'' (x),temos:
+4++++(—V3)————— 0)————— (V3)+++++ g"(x)

Como ocorre mudanga na diregao da concavidade emx = —V3 e emx = V3,
entdo os pontos associados a estas abscissas sao pontos de inflexdo do
grafico da funcao g.

23 243 2v3 V3
\/3 = —\/3 = = = = —
g( ) g( ) (\/g)z +1 3+1 4 2

Pontos de inflexao: D <—\/§,\/7§) e E(@,?)

(vi) 0 grafico de g(x).

R ittt e s

 _

afmmmmmmmm -4 ©

Toy=0"
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2.13 ProvaFinal — 01 de Junho de 2018

Questao 1.

w

V3x—4-—2

a) Sem usar aregra de L' Hospital, calcule im ————.
x244/2x+1 -3

N

by U . 4 fromt leular 1 x%(senx + cos3x)
se 0 teorema do confronto para calcular lim D3

Questao 2.

a) Seja f(x) = [x3].Escreva f em sentencas e em seguida estude a continuidade
em [—1,1].

1 <
b) Encontre os valores de a para os quais a fungio f(x) = {x2+ rX=a

x x>a,seja
)

continua para todos os valores de x.
Questao 3.

a) Mostre que o grafico de y = xsen(mx) — (x — 2) In x possui pelo menos uma
reta tangente horizontal.

b) Usando a definicio de derivada, determine onde a funcio f(x) = sen|x| é
dif erenciavel.

Questao 4.

oi ()_xZ—Zx
a) Seja f(x) = 13

no ponto de abscissa 2.

.Determine a inclinacdo da reta normal ao grafico de f

b) Calcule a derivada de f(x) = y/tgx + sen®(2x + 3).
Questao 5.
a) Calcule a derivada de y = (arccos4x?)2.

b) Encontre as equacdes da reta tangente a curva 3x? + 3 = In(5xy?) nos
pontos de abscissa 1.

Questao 6.

a) Um porco espinho se move para a direita no plano sobre a curva y = senh(2x).
Sabe-se que a velocidade do porco no eixo x é 1m/s. Encontre com que velocidade

o0 porco se afasta da origem quando ele esta no ponto onde x = In V2.
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b) O lado de um cubo tem medida igual a 10 cm e erro possivel de 0,02cm. Use
dif erenciais para encontrar uma aproximagao por excesso para o erro envolvido
no calculo de um volume de 1000 cm3.

Questao 7.

a) Encontre os valores maximos e minimos absolutos de f(x) = x — 2arctg x
em [0,4].

b) Dois corredores iniciam uma corrida no mesmo instante e terminam empatados.
Prove que em algum momento durante a corrida eles atingem a mesma velocidade.

Questao 8.

a) Suponha que f é uma funcao impar e derivavel em toda parte.Mostre que, para

f(a)

todo nimero positivo a, existe um nimero c em (—a,a) tal que f'(c) = :
a

b) Encontre os intervalos de concavidade e os pontos de inflexao de
f(x) =senx+ cosx para 0 < x < 2m.

Questao 9.

1 tgx
a) Calcule lim <—> .

x—->0 \X

b) Dois lados de um triangulo medem a e b e o angulo entre eles é 6.Qual é o
valor de 8 que maximiza a area do triangulo?

Questao 10.
) Sendo f'(x) ! det ] imiti ] l
a) Sendo f'(x) = ————, determine sua primitiva mais geral.
V1 —9x?2
o o 2x+ 3\
b) Usando e como limite, calcule lim ( ) .
x-00 \2x + 1
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Questao 1
V3x—4-2
a) Sem usar a regra de L' Hospital, calcule lirr}} ﬁ
X— x f—
i V3x—4-2 i V3x—4—-2 \2x+1+3
im ———=lim :
x>4\2x+1—-3 x24|\/2x+1-3 V2x+1+3
i (V3x—4-2).(V2x + 1+ 3)
~ah 2x — 8
y (V3x—4-2).(V2x+1+3) Y(Bx—4)2+2V3x—4+4
=lim :
x4 2x— 8 VBx—4)2+233x—4+4

i (3x—12).(V2x+ 1+ 3)
4 (20— 8). (3 Bx— 47 +233x -4 + 4)

= lim 3(x —4).(V2x +1+3) . Se x - 4,entdo x # 4
(e —4).[YBr— D+ 2VBx—a+4|  Logo(x—H#0.
3(V2x+1+3)

= lim

¥242 [3\/(396 —4)24+233x—4 + 4]

B 3(WV2x4+1+3)
2[Exa— D7+ 23X 4 4+4|

3(V9+3)  3(3+3) 18

:2[V8_2+ 238+4] 2[4+4+4] 2

3
h
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Questao 1

by U . 4 fromt leular 1 x?(senx + cos3x)
e o teorema nfronto para calcular :
se o teo o confronto para calc Jim D3

Sabe-se que a soma de fungdes limitadas é uma funcao limitada.Considere
os numeros reais a e b tais que Vx € R temos

a<senx+cos3x<b

2

Quando x - —o0,x% > 0,(x2+1) > 0e (x —3) < 0.Logo (x2+1)(x—3)<0'
Entao
x? x%(senx + cos3x) x?
a< < .b
(x2+1)(x—-3) (x2+ 1D(x—-3) (x2+ 1)(x—3)
Q) g(x) h(x)
a
2 =
. L ax L X _ 0 _
xl—l>r—noof(x)_x1—l>rpoox3—3x2+x—3_xl—l>rPool__+ 1_1—04-0—0_
x% x3
b
lim h(x)= I bx? — X - 0 —0
xomen X _x—1>IPoox3—3x2+x—3_x—l>IP°0 1_§+i_i_1—0+0—0_
x  x2 x3

Como f(x) < g(x) < h(x) quando x > —o e lim f(x) = lim h(x) = 0,pelo
X——00 X——00
Teorema do Confronto lim g(x) = 0.Portanto,
X—— 00

~ x?%(senx + cos3x)
lim =
x>-0o (x2+1)(x—3)
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Questao 2

a) Seja f(x) = [x3].Escreva f em sentencas e em seguida estude a continuidade
em [—1,1].

-1, -1<x<0
f(x) =4 0, 0<x<1
1, x=1

f é continua onde as fungdes em suas sentengas sao continuas. As sentencgas
de f configuram funcgdes constante, continuas em R.Logo, f é continua em
(-1,0) u (0,1).

Dizemos que uma fungio f é continua no intervalo fechado [a, b] se

1. f é continua no intervalo aberto (a,b);

2. lim f(x) = f(a) e lim_f(x) = f(b)
Analisando a continuidade de f em 0 temos
f(0) =0 ; lirgl_ flx) = lirgl_(—l) =-1; lirgl+ flx) = lir{)l+ 0=0.

Como lirgl_ f(x) # f(0) entdo f é descontinua em 0.Portanto f nio é continua
X—

em (—1,1) e,consequentemente, f nio é continua em [—1,1].Contudo,para
completar o estudo da continuidade analisemos a continuidade a direita de
—1 eaesquerda de 1:

f(=1)=-1; xgig11+f(x) = xLigq+(—1) = -1
Logo, f é continua a direita de — 1.
f()=1; Jggrgl_f(x) = lim 0= 0.
Logo, f nao é continua a esquerda de 1.

De maneira resumida, f é continua em [—1,0) U (0,1).
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Questao 2

1, x <
b) Encontre os valores de a para os quais a fungio f(x) = {x2+ px=a

x x>a’Se]a
)

continua para todos os valores de x.
Como f éuma funcao definida por partes onde estas sao fungdes polinomiais
continuas em R,entio f é continua em (—oo,a) U (a, ©).Para que f seja

continua para todos os valores de x,isto é,ser continua em R, f deve ser
continua em x = a,ou seja, lim f(x) = f(a).
xX—>a

fla)=a+1
xli_)rgl_f(x) = xli)l’(l;l_(x+ D=a+1

lim f(x) = lim x? = a*
x—at x—at

Para que a continuidade de f em x = a seja satisfeita, temo

a?=a+1
a*—a—-1=0
A= (~1)?— (-4) =5
145 a_{l—xfg 1+\/§}

1= 2 7 2

1-+/5 1++/5

ea=
2 2
estudo da continuidade anterior, f é continua em R.

Portanto,para a = ,f écontinua emx =a e,como
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Questao 3

a) Mostre que o grafico de y = xsen(mx) — (x — 2) In x possui pelo menos uma
reta tangente horizontal.

* Em outras palavras: mostre que existe algum x tal que y' = 0.
*0bs.:D(y) ={x e R| x>0}

x—2

y' = sen(mx) + mx.cos(mx) —Inx —

1-2
y'(l)zsen(n)+7T.cos(7r)—ln(l)—Tzo_n_o_(_l)=_n_|_1 <0
1 N 2-2
() = N (™M o222 2 B
y(E)_Sen(z)+2C°S(2) 1“(2) T =140+ +3=4+In(2)>0
2

Como y' é uma funcio continua no intervalo fechado [0,1/2] e 0 é um nimero
entre y'(1) e y'(1/2),entdo pelo Teorema do Valor Intermediario existe algum
numero x € (1,1/2) tal que y' = 0.0u seja, 0o grafico de y possui pelo menos
uma reta tangente horizontal.
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Questao 3

b) Usando a definicdo de derivada, determine onde a funcido f(x) = sen|x| é
dif erenciavel.

senx, sex=0 sen(—x) = — senx
sen(—x), sex<0’ N

£ ={

senx, sex =0
fG) _{—senx, sex <0

Como f éuma funcao definida por partes onde estas sdo funcgdes
trigonométricas continuas e derivaveis em R,entdo f é continua e derivavel
em (—o0,0) U (0,00).Analisando a continuidade de f em 0 e, posteriormente
a diferenciabilidade de f em 0 temos

f(0) =sen0=0; lim f(x)= lim (—senx) = 0; lim_f(x) = lim_senx = 0.
x-0 x>0 x-0% x-07
Como os limites laterais em 0 existem e sdo iguais entdo lirr(l) f(x) existe e
X—

lin}) f(x) =0.Como lirr(l) f(x) = f(0) entido f é continua em 0 e,portanto,
X— X—
continua em R.

£100) = i f(O + h) fQ0) - him —sen(h) — im sen(h) _
h—0" h h—0" h )
£(0) = lim f(O + h) f(0) i sen(h) ~ lim sen(h) 1
h—0 h h—>0+ h h—0

Como as derivadas laterais existem mas sao dif erentes, entdo f nao é
diferenciavel em 0 e, portanto, f é dif erenciavel em todo x, exceto O.
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Questao 4

ot ()_xz—Zx
a) Seja f(x) = 13

no ponto de abscissa 2.

.Determine a inclinagao da reta normal ao grafico de f

A inclinagao da reta normal ao grafico de f no ponto de abscissa 2 ém, e

dado por m, = — uma vez que as retas tangente e normal sao

'@y

perpendiculares entre si e f'(2) é o coeficiente angular da reta tangente.

(2x—2)(x3+ 3) — (x?— 2x).(3x?)

fre= o
prizy = L2 +(?;)3_+(9,2)22‘ 2% 2)(3 % 2?)
oy =U=2E +(§>+—3)(24—4). (12)

piigy = XX

f'(2) =%.

11
Logo, o coeficiente angular da reta normal é m, = — CR
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Questao 4

b) Calcule a derivada de f(x) = ytgx + sen®(2x + 3).

Sejau(x) =tgx,g(x) =sen’(2x + 3) e h(x) = u(x) + g(x), entio f(x) = Vh(x)

Pela regra da cadeia temos

F1G) =3 Th1 5.1 GO
h'(x)
W=
S eor

() =4 () +g' ()
u(x) = tgx = u' (x) = sec’x
g(x) =sen’(2x +3) = g'(x) =9.sen®(2x + 3).cos(2x + 3).2
h'(x) = sec?x + 18.cos(2x + 3).sen®(2x + 3)

Com isso, temos

sec?x + 18.cos(2x + 3) .sen®(2x + 3)

fix= 33/ [tgx + sen®(2x + 3)]?
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Questio 5

a) Calcule a derivada de y = (arccos4x?)2.
Sejau = 4x?% v = arccos(u) ey = f(v) = v2.

Pela regra da cadeia temos

dy dy dv du

dx dv du dx

Z_ic] = (217).(— \/117) (8x)

dy  16x.arccos(4x?)

dx 1= (4x2)2
dy  16x.arccos(4x?)

dx  VI-16x*




Questio 5

b) Encontre as equacdes da reta tangente a curva 3x* + 3 = In(5xy?) nos
pontos de abscissa 1.

Pontos de abscissa 1:
3 +3 =In(5y?)

6 =In(5y?)
e = 5y?
__l_e3 5
y=ETs
35 35
Pontos: A <1,— ¢ 5\/_> e B(L%_)

Por derivagao implicita temos

d 5 d d 2
E(Bx )+a(3) +a[ln(5xy )]

bx+0=—
xTU=g

2 !
xyz.(Sy + 5xy’)

1
6x =— (y*+xy’'
x xyz(y xy')

,_6x2y2—y2
Y= X
,_yi(6x?—1)
y= X
Nos pontos A e B temos:
3 3
C ZT6-1n o Z(6-D
YA=f=€ ; szfze
Equacao das retas tangentes:
e3\/5 e3(5++/5
NopontoA:y—(— z )=e3(x—1)ﬁy=e3x—¥
e3/5 e3(5—-+/5
No ponto B: y — = =e3(x—1)=>y=e3x—¥

240
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Questao 6

a) Um porco espinho se move para a direita no plano sobre a curva y = senh(2x).
Sabe-se que a velocidade do porco no eixo x é 1m/s.Encontre com que velocidade

o porco se afasta da origem quando ele estad no ponto onde x = In V2.

A distincia entre um ponto da curvay = senh(2x) e a origem é dada pela
expressao:

D(x) = y/x?% + y?

D(x) = y/x2 + senh?(2x)

Sabe-se que dx/dt = 1m/s.Pelaregra da cadeia,

dD _dD dx
dt  dx ' dt

dD 2x+4 senh(2x).cosh(2x) n
dt 2/x2 + senh?(2x) '

dD x+2 senh(2x) cosh(2x)
dt Jx2 + senh?(2x)

1
Quando x = InvV2 = Eln 2 ,temos:

1
ean _e—ln2 2_7 3
h(2x) = h(In2) = = = -
senh(2x) = senh(In2) 3 21 2
ean _l_e—lnz 24 = 5
cosh(2x) = cosh(In2) = 5 =— Z_ 2
Entao,
35 1 15 4In2+ 15
d_D _ ln\/f+ 3% ln2+ _ — g
dt ly=myz \/ 2 3 (In2)2 . 9 4(In2)2 +9
(nv2)" +(3) \/ * 16 \/T
dD 4In2 + 15 4 In16 + 15 y
e — = . = m/S
dt ly=invz 8 Jd2+9 2/(n4)?2+9
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Questao 6
b) O lado de um cubo tem medida igual a 10 cm e erro possivel de 0,02cm. Use
dif erenciais para encontrar uma aproximagao por excesso para o erro envolvido
no calculo de um volume de 1000 cm3.
Volume do cubo: V = a® ,onde a = medida da aresta.
Por dif erenciais, para uma variagdao muito pequena na medida da aresta,
podemos dizer que

AV =dV

Onde dV = V'(a).da = 3a?.da
Considerando a = 10cm e da = 0,02¢cm, temos:

AV = dV =3.(10)%.(0,02) = 6cm?

Logo, o erro envolvido no calculo do volume do cubo é de aproximadamente 6cm3.
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Questao 7

a) Encontre os valores maximos e minimos absolutos de f(x) = x — 2arctg x
em [0,4].

f é definida pela diferenca entre fungdes continuas em R e,portanto, f é
continua em R.Logo, f é continua no intervalo fechado [0,4] e,pelo Teorema
do Valor Extremo,f assume um valor maximo absoluto f(c) e um valor
minimo absoluto f(d) em certos nimeros c e d em [a, b].

Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

f(0) =0 —2arctg0 = 0.
f(4) =4 —2arctg4. f(4)> 0.(xObs.:2arctg4 < m)

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,4):

"Um nimero critico de uma funcdo f é um namero c no dominio de f onde
ou f'(c) = 0 ou onde f'(c) ndo existe"

fr9=1-

1+ x2 b =R

Como f é derivavel em R,se f possui um nimero critico c,entio f'(c) existe e,
portanto, f'(c) = 0.

"N=0=1-— 2 =0=1+x?=2=x*’=1~x=1
fx_ 1+x2— X® = xc=1sx =1.

* Obs.:x?>=1=x = +1,contudo — 1 ¢ (0,4).Logo,apenas x = 1 é solucio.

T T 2—T
f(l)=1-2arctgl=1-2.—=1—-=—=

<0
4 2 2

I
Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que (1 - E)

é o valor minimo absoluto e (4 — 2 arctg4) é o valor maximo absoluto de
f em[04].
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Questao 7

b) Dois corredores iniciam uma corrida no mesmo instante e terminam empatados.
Prove que em algum momento durante a corrida eles atingem a mesma velocidade.

Considere as fungdes s, e s, ambas continuas em [0,t;] e derivaveis em (0,t;).
As fungio s,(t) e s,(t) representam, respectivamente, o deslocamento dos
corredores durante a corrida. De modo que s,(0) = s,(0) e s,(t;) = s,(¢;),
onde t; representa o tempo que os corredores levaram para finalizar a corrida.

Considere a fungdo h(t) = s,(t) —s,(t), temos h(0) = h(tf) = 0.
h é uma funcao que satisfaz as seguintes hipoteses:

1. h é continua no intervalo fechado [O, tf];
2. h é derivavel no intervalo fechado (O, tf);

3.h(0) = h(t;);
Entao,pelo Teorema de Rolle,existealgum t € (O, tf) tal que h'(t) = 0.Isto é,
() =0=s;(t) —s,(t) =0

Sabe-se que a velocidade instantanea do corredor no tempo t é dado pela
derivada da fungio deslocamento.Logo,v(t) = s'(t). Portanto,

v (0) —v,(0) = 0 =~ v, (t) = v,(t)

Portanto, em algum momento durante a corrida os dois corredores atingem
a mesma velocidade.
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Questao 8

a) Suponha que f é uma funcao impar e derivavel em toda parte.Mostre que,para

f@
@)

todo nimero positivo a, existe um nimero c em (—a,a) tal que f'(c) =

Como f éuma fungio impar,entdo f(x) = —f(—x),e sendo derivivel em R,
entdo f é continua em R.Logo, f é uma funcdo que satisfaz as seguintes
hipoteses:

1. f é continua no intervalo fechado [—a,al;
2. f é derivavel no intervalo aberto (—a,a);

Entio, pelo Teorema do Valor Médio,existe algum c € (—a, a) tal que

fl@—-f(-a) f(a) —f(-a)

file)= a—(—a) 2a

Como f éuma fungio impar,entdo f(—a) = —f(a).Logo,

@ -I—@]_Y@ o f@

2a 2a a

f'(c)
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Questao 8

b) Encontre os intervalos de concavidade e os pontosde inflexdo de
f(x) =senx+ cosx para 0 < x < 2m.

f'(x) = cosx —senx
f"(x) = —senx — cosx
f"(x) = —(senx + cosx)

f possui concavidade voltada para cima onde f'' > 0 e concavidade voltada
para baixo onde f'' < 0.Pelo estudo do sinal de f'"',temos:

Estudo do sinal de f" (x):

OoO+++++@3n/4)—————— (7n/4)+ ++ +(@2m) (senx + cosx)

1
0)—-————- Grn/H)++++++(7n/4)— ——-C2n) [f"(x)

Dizemos que o ponto (c,f(c)) é ponto de inflexao do grafico da fungao f se
ocorre mudanga na direcao da concavidade da fungdo em torno de c.

3 7
Logo, 0s pontos de abscissa x = e ex= T sdo pontos de inflexao do

grafico de f.

Pontos de inflexao:

f (%Tn) = sen (%Tn) + cos (3_n> = \/7?— \/72 = 0. Ponto A(%Tn 0).

f (%) = sen (%) + cos (7_71) = —\g + \/72 = 0.Ponto B (%, O).
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Questao 9

tgx
a) Calcule lim <—) .
x>0 \X

1\%8* T
* Obs.: a funcao (—) tem como dominio x € R,comx > 0e x # > + km,com
X

k € N, e portanto o limite a ser calculado nao existe, pois ndo existe o limite
lateral a esquerda de 0.Logo, este limite deveria ser para x - 0%.Assim,

1
Quando x — 0,temos — — o etgx — 0,assim, o limite é indeterminado.
X

1 tgx
v=()

« 1\8* 1\ —Inx
Entao Iny =In <—> =tgx.In (—) =
x x/ cotgx

Considere

e logo,a Regra de L' Hospital fornece

1
) ~ —Inx _ —x
lim Iny = lim = lim —————
x—0% x-0* cotgx x-0* —cosseccx
_ sen®x
= lim
x-0t X
) senx
= lim ( .sen x)
x—0t X
. senx .
= lim X lim senx
x-0t X x—0F
=1x0
=0.

Como o lim Iny existe,usando o fato de que y = eY, temos:
x—0

1 tgx lim Iny
lim (—) = lim y = lim eMY = ex-0* =~ =e% =1,
x-0% \Xx x-0% x-0
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Questao 9

b) Dois lados de um triangulo medem a e b e o angulo entre eles é 6.Qual é o
valor de 6 que maximiza a area do triangulo?

A area de um triangulo dado a medida de dois lados e o angulo adjacente
entre eles é dada pela expressao:

1
A(9) =Ea.b.sen9 ; 0<O0<m

1
A'(8) = Ea. b.cos®

Estudo do sinal de A'(0):
T

(0)+++++++(2

)—————- () A'6)

Pelo Teste da Primeira Derivada, A(6) possui um valor maximo local
em O =m/2 e,como A(Q) < A(m/2) VO € (0,m), entdo A(r/2) é o valor
maximo absoluto de A(8) em (0,m). De modo que m/2 é o valor de 6
que maximiza a area do triangulo.
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Questao 10
, 1 . - .
a) Sendo f'(x) = ﬁ' determine sua primitiva mais geral.
— 9x
1 1
) =——b—==5.—=—.3

J1=0GBx)? 3 J1-(3x)?

A primitiva mais geral de f'(x) é dada por:

fx) = %arcsen(Sx) +C
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Questao 10
o o 2x + 3\
b) Usando e como limite, calcule lim ( ) .
x>0 \2x + 1
2x_|_ 3 x+1 2 x+1
in Gy~ im ()
%o \2x + 1 o\ T r 1
1 - , .
Seja — = = x =n——. Sex— 00, entao n - 0. Ajustando o limite
n 2x+1 2
temos:
1r1

2 x+1 1 n—2
lim (1 + ) = lim (1 + —)
X—00 2x+ 1 n— oo n

1 n+%
= lim (1 + —)
n

n— oo

I\" 1\2
= lim (1+—> .(1+—)
n—-oco n n

1\" 1%
= lim (1 +—) X lim (1+—)
n n

n—0o n— oo

1
=ex(1+0)2

=e.

1\" 1
* Limite exponencial fundamental: lim (1 + ;) = lin%)(l + x)x = e.
X—

n—-oo



