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Apresentacao

O objetivo principal desta resolugdo do Banco de Questdes (extraido das
avaliagdes escritas de turmas de Calculo Unificado da Universidade Federal de Alagoas
- UFAL) ¢ auxiliar no desempenho dos estudantes da disciplina Calculo 1, que durante
o processo de conhecimento comecam a inserir-se no aprendizado, mostrando-lhes uma
no¢ao de como resolver questdes das provas realizadas, visando sempre a clareza e
objetividade na obtencdo dos resultados e suas implica¢des referentes ao quesito de
modo a melhorar seu desempenho académico na disciplina.

Dando continuidade ao trabalho presente no primeiro volume, o Volume 2
contém as avaliacoes aplicadas durante os semestres letivos 2016.1 € 2016.2, bem como
as resolucdes das mesmas, divididos em dois capitulos (16 e 17), respectivamente aos

semestres letivos citados.
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Capitulo 16
2016.1

1.1 12 Prova— 22 de Julho de 2016

Questao 1.

o x3—kx+k-1
a) Mostre que o limite lim
x->1 x?24+x-—2

k e determine seu valor em funcao de k.

existe para qualquer que seja o nimero

x2+5x+6 f(x) 2x%+11x+15
< <

< < .Encontre
x+3 x2 x+3

b) Assuma que lim3 f(x) existe e
x——

lim f(x).

x—3

Questao 2.

a) Mostre que a equacgado 2* — x = 1,6 admite pelo menos duas raizes reais.

b) Determine as assintotas horizontais, caso existam,do grafico da funcgao
definida por

3x—5
f(x) = 2<4x —x )
Questao 3.
a) Em quais pontos do intervalo [0,27],a fungio f(x) = [cosx] é descontinua?

b) Qual é a equacio da reta tangente ao grafico de f(x) = 3/x,no ponto em
que x = 8?

Vx?+16—-5
4—x2+7

Questio 4.Estude a continuidade da fungio f(x) =

Questao 5.Calcule:

a) 91i_r}rgo(\/9c+1—\/9_6);
12+ ix— 4
b) lim .

xX—64 x — 64




Questao 1.

o x3—kx+k-—-1
a) Mostre que o limite lim
x->1  x%2+x—2

k e determine seu valor em funcao de k.

existe para qualquer que seja o nimero

Cox3—kx+k-1 _ (3-1)—-k(x-1)

lim =lim

x-1  x%24+x-—2 -1 (x—1)(x+2)
x—-1D&%?+x+1)—k(x—-1)

=i
Py (x—1D(x+2)

B lim(x—l)(x2+x+1—k) sex —> 1,entdox # 1
x—-1 (x— 1)(x+ 2) ’ ~x—1=+0.
X+ x+1-k

= lim ;

x-1 x+2

* Como o limite lin}(x2 +x+1—k) existee lin}(x + 2) existe,com lin}(x +2)#0
xX— X— X—

Chx+1—k lin}(x2+x+1—k)
— X2

li =
o1 x+ 2 lim (x + 2)
x—1
_12+1+1—k
B 142
3—k__ k
-3 3

Portanto, o limite em questdo existe qualquer que seja o valor de k e seu valor é

k
dado por (1 — §)

x?+5x+6 f(x) 2x?+11x+15
< <

b) Assuma que xll)rzl3 f(x) existe e 13 Sz S — 13 .Encontre
lim f(x).
xX—3
coi ()_x2+5x+6 h()_2x2+11x+15 "
ejaglx) =— ——— eh(x) = 3 , entio
f(x)
g(x) =7 = h(x)

_ o x2+5x+6 (x+2)(x+3) _
xh—>n—13‘g(x) B len—l3T = o (x +3) B len-ls(x t2)=-3+2=-1

2x%+ 11x + 15 x+3)(2x+5
lim h(x) = lim = lim ( ) ):lim(2x+5)=—6+5=—1
x—-3 x—-3 x+ 3 x—-3 (x+3) x—-3

f(x)

Pelo Teorema do Confronto,se g(x) < —— < h(x) quando x estd préximo a— 3
X

(exceto possivelmente em —3) e lim3 glx) = lim3 h(x) = —1, entdo
x—>— x——



lim f()zc) =-1
x->-3 X

Assumindo que lim f(x) existe e lim x? existe,com lim x?% # 0, temos:
xX—>=3 x—-=3 x—>=3

fG) _ Jim, FGO
lim = 223

x—>—-3 X2 N lim x?
x—>-3
lim f(x)
x—--3 - _
lim x?
x—>-3
lim f(x)=— lim x?
x—>-3 x—>-3

lim f(x)=-9
xX—-=3
Questao 2.

a) Mostre que a equacio 2* — x = 1,6 admite pelo menos duas raizes reais.

Seja f(x) = 2* — x,definida como uma diferenca de fungdes continuas em R,
logo f é continua em R.

1
f(—2)=2_2—(—2)=z+2 =225>16
f(0)=2°-0=1-0=1<1,6
f(2Q)=22-2=4-2=2>1,6

Como f é continua em R,entdo f é continua nos intervalos fechados [—2,0] e [0,2],
e 1,6 é um numero entre f(—2) e f(0),como também é um nimero entre f(0) e f(2),
entdo existem nimeros c e d,comc € (—2,0) e d € (0,2) tais que f(c) = f(d) = 1,6.

Logo, a equagdo 2* —x = 1,6 admite pelo menos duas raizes reais.

b) Determine as assintotas horizontais, caso existam,do grafico da fungio
definida por

3x—5
f(x) = 2<4x -x )
Dominio da fungio f: D(f) ={x eR|x<0 ex> 1}

Seja g(x) =2* e h(x) = %, entdo f(x) = g(h(x)).

Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal da curvay = f(x) se
lim f(x) =L ou lim f(x).
X——00

X—+ 00

Como f éuma funcdo composta,temos:



3x =5 . x( JSC) 4 = |

Jim h(x) = lim e = lim -
x* (1 - —)

lim 3— limE 3—0 3

— x>+ x—>+00 X — =-=3
4
— 1
4\/lim 1—lim1 Vi-0
X—+00 X—+00

Como a funcio g é continua em R = (—o0,+o) e lim h(x) = 3, entdo
X—+ 00

xl_i)rllmg(h(x)) =g (xl_lgloo h(x)).Sendo fx) = g(h(x)),temos:

Jim fG0) = lim g(h())= g ( lim h())=g(3)=2"=8.

Portanto, a reta y = 8 é uma assintota horizontal do grafico da curvay = f(x).

- Uy e
x* (1 - —)

.5
= lim — X
X——00
41_1
X
lim 3—limE
X—>—00 x——00 X __3_0 :_:_3

lim 1— lim =

X—>—00 x—>—00 X

__4\/ 1 41-0 1

Utilizando a propriedade ja mencionada anteriormente, obtemos:



xl—l>rzloof(X) - xl—l}Poog(h(x)) =49 (xl_i>rpoo h(X)) - g(_S) - 2_3 - %

1
Portanto,aretay = 3 é uma assintota horizontal do grafico da curvay = f(x).

Questao 3.
a) Em quais pontos do intervalo [0,27],a funcio f(x) = [cosx] é descontinua?

Analisando a funcio cosx no intervalo (0,2m),temos:

T 3
Sex € (OE) U (7 211) ,entdo 0 < cosx < 1 e, portanto, [cos x] = 0.

T 3
Se x € (E,n) U (n, 7>,entéo —1 < cosx < 0 e,portanto, [cosx] = —1.

Lo i i T T 3n 3
Com essa analise,ja temos que f é continua em (O'E) U (E,n) U (n, 7) U (7, 271).

m 3
Analisando a continuidade de f em x = {O'E'ﬂ'7' Zn},temos:

1) f(0)=1ce lir£1+f(x) = 0. Portanto, f é descontinua a direita de 0.
x—

2)f (g) =0; lir7r11+f(x) =—-1le lim f(x) = 0. Portanto, lim f(x) 2.

X X5

2 2 2
7 7 7T
Logo, f é descontinua em >

3) f(m) =—1e lim f(x) = —1.Logo, f é continua em .
X—>TT
3n
4) f(—) =0; lim f(x)=0e lim_f(x)=—1.Portanto, lim f(x) Z.
2 x—>3—T[+ x_>3_71' 3

X—>==

2 2 2
i i 3
Logo, f é descontinua em >

5 fR2m)=1e lign_ f(x) = 0.Portanto, f é descontinua a esquerda de 2.
X—24Tl

m 3T
Concluimos que f é descontinua em x = {0,5,7, 271}.

f(z) = [[cosz]]

1@

>}
U

(=)
ISR ]
3
vife
¥




b) Qual é a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = 3/x,no ponto em
que x = 8?

Ponto P(8,f(8)) = (8,2).
Equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto P:
y—2=m(x—8)
Onde m é o coeficiente angular da reta tangente, dado pelo valor numérico da

funcdo derivada de f no ponto x = 8.Pela definicao de derivada de uma funcgao
num ponto x = a, temos:

fla+h) —f(a)
h

m = f'(a) = lim
f ( ) h-0
Fazendo x = a + h,se h — 0,entdao x = a.Ajustando o limite, temos:

m = f'(a) = lim [ -f@
xsa X —a
No ponto de abscissa x = 8 ...
m=r @=L TL - () -
=lim (3 x—2)
xon (Ya—2)(VaZ + 23 + 4)
1

=lim
*~83/x2 + 23/x + 4

lim 1 1 1
= x—8 = = —.
lim Vx2 4 2limx+1lim4 4+4+4 12
x—8 x—8 x—8

Logo, a equagio da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto em que x = 8 é:

1
—2=—(x—8
y 7 (x—8)
R
YT12* 73
Vx?2+16—-5
Questio 4.Estude a continuidade da funcio f(x) = PN
—Vx‘+

Consideracdes iniciais: /x*+7>0,Vx€R ; x24+16>0,VxeR

4 —\x%2+7+#0

Vx2+ 7+ 4

x*4+7 +16



x?>#9
WX #= 13

Dominio da funcao f:
D(f)={xeR|x+-3ex+3}

f é uma fungdo racional e, portanto, f é continua onde estiver definida, ou seja,
f é continua em seu dominio.

Portanto, f é continua em (—o,—3) U (—3,3) U (3,+).

Analisando as descontinuidades que ocorrem em — 3 e 3,uma vez que a funcgao
f ndo esta definida nesses valores.

lim () = 1 Vx?2+16—-5 " Vx?2+16—5 Vvx?2+16+5
1m X)=1Im —— == lIm .
x--3 Xo=3 4 —x2+7 *-34—x2+7 Vx2+16+5

’ x%+ 16 —25
= 1m
x>-3(4 —Vx2+7)(Vx2+ 16+ 5)
. x2—9
= lim
x>-3(4—x2+7)(Vx2+ 16 +5)
x?—9 44x2+7

A G VR T ) (IR T 1645) 4+ VT AT
_ (x2=9)(4+Vx2+7)

£o03 (16 — 27 — 7)(Vx2+ 16 + 5)
P94 +Vx2+7)

s _(x2 _9)(Vx2 + 16 + 5)

i A +Vx2+7

Txs Vx4 1645

lim 4 + limgm

_ __ x—>-3 xX—-—
lim Vvx2+16+ lim 5

x——3 x—-—3

4+4 8 4

"5+5 10 &5

* Obs:se x > —3,entdo x # —3.Logo,x* #9 = x? — 9 # 0.

4
A observacgdo acima também é valida se x — 3 e, portanto,lirré flx) = T
X—

Uma vez que lin; fx) e lim3 f(x) existem,embora a fungido nio esteja definida
x— x—>—

em — 3 e 3,concluimos que a funcao f possui descontinuidade removivel nesses
pontos.
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Questao 5.Calcule:

(VT 1 - vE) (VT T +5)
Vit i+ x

. x+1—x
= lim ——
PWVx+%+Vx

. 1
= lim

lim ————+= —F=0.
xo0fx+1+4/x e yx+1+4x
l

+00

V124 Yx—4 i VI2+ Yx—4 J12+ Yx+ 4

@) Jim (Vx+1=+%) = lim

D) 64 ot x—64 12t Watd
) 12+ 3x— 16
= lim
ot (x — 64) (V12 + Vi + 4)
Vx—4 3
= lim px—64 =(3x) — (4)3
x"64(x—64)(\/12+3\/9_c+4) ()
(Vx—4)

~ (3 — 4)(Vx? + 43x +16) (V12 + Vx + 4)
1

lim
#=64 (Yx2 + 43/x + 16) (\/12 + Yx+ 4)
1

(V647 + 4364+ 16) (V12 + V64 + 4)
1 1 1
“(16+16 +16)(4+4)  (48)(8) 384
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1.2 12 Prova— 23 de Julho de 2016

Questao 1. Calcule:

i V6 —x—2

a) lim ———;
x-24/3 = x — 1

o i | (2 sen’ (5)
tm e (5)
Questao 2.

a) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que x> —6x*+ 8 =0
tem pelo menos duas raizes em (—2,2).

b) Encontre as assintotas verticais e horizontais, caso existam,do grafico
da funcao

X
==

Questao 3.

a) Determine se a funcio f(x) = [2*] é continua em x = 1.

b) Encontre uma equagio para a reta que tangencia o grafico de f(x) =+/|x|,
no ponto em que x = —4.

N , i 2—-Vx2+7
Questio 4.Considere a fungio f(x) = o1
a) Estude a continuidade de f.

b) A descontinuidade, por acaso encontrada na fungao f, é removivel? Em caso
positivo,redefina f para que a mesma se torne continua em R.

Questao 5. Calcule:
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Questao 1.

0
a) lim ————; Indeterminacao do tipo "—

-2
x—2 1
-2
-1

ii?

V6 —x—2 \/6—x+Zl

= lim )
-2[\3-x—-1+V6—x+2
6—x—4
= lim

X2 (\/Tx—(l)(\/)Tx+ 2)
2—x

T VB r - D(We—x+2)

i (2-x) .J?:E+1
2| (V3-x—-1)(V6—x+2) V3—x+1
i (2—x)(\/Tx+1)
x—>2(3—x—1)(m+ 2)

i (2-x)(V3—x+1) sex— 2 entiox # 2
2 (2-0(W6-x+2)  ~x—2%0.

V3-x+1

=
|
e
UJ
R

Iimv3—x+1lim1

_ x—-2 X—>2

" lim V6 — x + lim 2
xX—2 xX—2
1

V3-2+41 V141 141 2
TV6—2+42 VA+2 242 4 2

b) lim |x. (;)SEHZG) .

x—0

Vx € R*, temos:

1
0 < sen? (—) <1
X

1
Como a base da funcgdo exponencial acima é tal que 0 < 5 < 1, entdo esta

funcio é decrescente e, portanto, invertemos o sentido da desigualdade.

Logo,
1 0 1 sen? (%) 1 1
=@ =6
2 2 2
Reescrevendo a desigualdade ...
1y
2<(z) =t

Se x » 0%,entdo x > 0 e,portanto,

v
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vy
2<x(z) ==
Im ==0 e lim x=
x—0 x—0

< x quando x esta proéximo a

R
G

Pelo Teorema do Confronto,se > < x.

x—0t x—0t x—0

x 1ysen’(3)
0 pela direitade 0 e lim_ = = lim x = 0,entao lim_|x. (E) =0

Se x - 07, entdao x < 0 e, portanto,

1 SeIl2 (%) X
X < X. (E) < E

X
lim —=0 e lim x=0.
x—0 x—0

1)5‘3“2 (%)

X
Pelo Teorema do Confronto,se x < x. (E < > quando x esta proximo a

X 1ysen” (%)
0 pela esquerda de 0 e lim = = lim x = 0,entdo lim_|x. (—)
x—0" 2 x—0 x—0 2

Como os limites laterais existem e sao iguais, entao o limite existe e

1 senz(%)
lim | x. (E) =0

x—0

Questao 2.

a) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que x> —6x*+ 8 =0
tem pelo menos duas raizes em (—2,2).

Seja f(x) = x°> — 6x* + 8,uma funcido polinomial e,portanto, continua em R.
f(=2)=(-2)>—-6(-2)*+8=-32-6Xx16+8=-32—-96 +8 = —120.
-f(0)=0°-6(0)*+8=0—-0+8=8.

- f(2)=2°-6(2)*+8=32-6Xx16+8=32-96 +8 = —46.

Como f é uma funcgdo continua em R, entdo f é continua nos intervalos
fechados [—2,0] e [0,2].

Pelo Teorema do Valor Intermediario,se f é uma funcao continua nos intervalos
fechados [—2,0] e[0,2] e 0 é um nimero entre f(—2) e f(0),assim como 0 é um
numero entre f(0) e f(2),entdo existem nimeros ce d,com c € (—2,0) ed € (0,2)
tais que f(c) = f(d) = 0.Logo,a equagio x> — 6x* + 8 = 0 tem pelo menos duas
raizes reais em (—2,2).
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b) Encontre as assintotas verticais e horizontais, caso existam,do grafico
da funcao

X

) ==

Vx2 -1

Dominio da funcao f:
D(f)={xeR|x#—-1lex+1}

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical do grafico da curvay = f(x)
se ocorrer um dos seguintes casos:

lim f(x) =40 ou lim f(x)=to
x—>a xX—a

Pela definicdo de continuidade de uma fungao f em um nimero a,estas assintotas
ocorrem nas descontinuidades da fungao f.Pela analise do dominio da fungao,
f é descontinua em —1e 1.Logo,

-1
1
-
lim, f()= lim, — lim —— = 4oo
im x)= lim ——= lim, ——=
x——1* x->-1F 332 -1 x-o-1t 32— 1
i
o-
Portanto,a reta x = —1 é assintota vertical do
grafico da curvay = f(x).
1
1
-
lim f(x) = lim ad lim ad +o0
lm = —— ——
x-1% x-1P 32 =1 xo1v 32—
I
0+
Portanto,a reta x = —1 é assintota vertical do

grafico da curvay = f(x).

Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal da curva y = f (x) se

lim f(x) =L ou xl_i}rp()()f(x) =L

xX—+ 00

X
lim f(x) = lim —— Vxm = x (n impar)
X—>+00 xX—+00 2
3 r_x3 .
lim ——== lim = 4o

pois Yx > +o e V1-1/x2->1 quando x = +oo
X Va3

lim f(x) = lim ——
X——00

= lim ———;
X——00 31/x2_ 1 X——00 31/x2_1 !

Vxm = x (n impar)
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pois /x> —0 e Wﬁ 1 quando x » —oo

Logo, o grafico da curva y = f(x) ndo possui assintotas horizontais.
Questao 3.

a) Determine se a funcio f(x) = [2*] é continua em x = 1.

Uma fungio f é continua no nimero a se,somente se, lim f(x) = f(a).
XxX—=a

Para tal afirmacio, f(a) e lim f(x) devem existir.
xX—a

Analisando a continuidade da funcgado f em x = 1, temos:
f) =1[2'T=1[2]=2

) =l 12T — T 2 =
A0 = i) = g 2 =2

x Se x » 1%, entdo 2* - 2% e, portanto, [2*] = 2.

lim f(x) = lim [2*] = lim 1 = 1.
x—-1 x—-1 x-1
* Se x > 17, entdo 2* - 27 e,portanto, [2*] = 1.
Como lim f(x) # lim f(x),entdo lim f(x) A.
x—-1t x—=1 x-1
Portanto, f é descontinua em x = 1. A saber, f tem descontinuidade de salto

(12 espécie) em x = 1 ,uma vez que os limites laterais de f em 1 existem
e sao distintos.

b) Encontre uma equagio para a reta que tangencia o grafico de f(x) =+/|x|,
no ponto em que x = —4.

Ponto P(—4,f(—4)); P(—4,2)

Verifica — se que o ponto P = (—4,2) pertence a curva f(x) =+/|x|.Logo, o

coeficiente angular m da reta tangente a curva no ponto de abscissa x = —4
é dado por:

x) —f(—4 x| —2
o [

xo—t x—(—4)  xo-4 x+4

Jixl =2 JIx[+2
x+4 .vq;T4_2

= lim
x—->—4
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: |x| — 4 -
= lim ;se x - —4,entdo |x| = —x.
=t x4+ 4) (VI +2)
) -x—4
= lim
==t (x +4) (\/ lx] + 2)
. —(x+4) se x - —4,entdo x # —4
= lim ; )
_ -1 -1 -1 -1 1
= lim = = = -
x—>—4\/m_|_2 |—4| + 2 \/Z+2 2+ 2 4
1
Equacio da reta tangente no ponto P(—4,2) e coeficiente angular m = — T

1
y—2=—Z(x+4)

—1+1

2—-Vx2+7

Questio 4.Considere a fungio f(x) = ey

a) Estude a continuidade de f.

f é uma fungao a priori racional, cujo numerador é uma diferenca de fungdes
constante e raiz,e o denominador € uma fungao polinomial.Logo,f sera dita
continua onde estiver definida,ou seja,em seu dominio.

Dominio de f: D(f)={x € R|x3—1 # 0}
D(f)={xeR|x=+ 1}

Logo, f é continua em (—o0,1) U (1,),0u ainda, f é continua em R — {1}.
Com isso, concluimos que f é descontinua apenas em x = 1.

b) A descontinuidade, por acaso encontrada na fungao f, é removivel? Em caso
positivo,redefina f para que a mesma se torne continua em R.

A descontinuidade é dita removivel se a funcdo f é descontinua em um ponto a
mas lim f(x) existe. Neste caso podemos obter uma funcio f* continua em a,
x—-a

definindo f de modo que sejam satisfeitas as trés condigdes da definicao:

12) f(a) deve existir;
22) lim f(x) deve existir;
x—-a

3%) lim f(x) = f(a)

Analisando a descontinuidade em x = 1,temos:
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2—-Vx2+7  |2-Vx2+7 442Vx2+7+ Y (2 +7)2
hm f(x) —llm—zhm 2 : -
x%=1 =1l X7 =1 44 2Vx2 47+ 3/ (x2+ 7)2
e 8—(x%2+7)
_}cl—rg 3 3/2 3 2 2
(3= 1) (4 +2Vx2+7 + Y7+ 7)?)
L 1 —x?
—Ll_r)nl 3 3/..2 3 2 2
(2= 1) (4 +2Vx2+ 7 + Y7+ 7)?)
I —(x—1D(x+1)
= 11m
- D2 +x+1) (44 2V +7 + Y7+ 7)?2)
Sex - lentdox#1 _ _ —(x+1)
ax—1%0 ~ A 2 2 [T 2
2+ x+ 1) (4+ 2V +7 + Y7+ 7)?)

—lim(x+ 1)
x—-1

_lim(xz +x+ 1) xlim (4 +2Vx2+ 74+ (2 + 7)2)
x—1 x-1

_ -2 _ —2 _ 1
(12+1+1)(4+2¥8+V82) (A2) 18

Como a funcao f ndo esta definidaem1e lirrif(x) existe, entdo a descontinuidade
X—

em 1 éremovivel. Neste caso,podemos redefinir a funcao f de tal modo que,
considerando que f é descontinua apenas em 1, f seja continua em R.Logo,

(2— Vx2+7
f(x) _{XB’——II sex+1
B 1
_1_8 ,sex =1
Questao 5.Calcule:
V3x2+1 o
a) lim P ; Indeterminagdo "—
X— 00 —

; se x > oo,entao |x| = x.

x
/. 5\

(R
|x| /3+ /3+ ’3+ lim 3+ \/11m3+11mi2
X—00 x—o00 X .

4——) (4——) _x 11m (4—%) hm4—1im% ‘

X—00 X—00 X— 00

lim 3 + lim —

row ! aiex? V340 _ V3
. 5 4-0 4
lim 4 — lim =

X—00 x—00 X
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2
im (—2—-2)
)x—>0 xWl+x X
. 2 2 o 2—2V1+«x
lim <— ——) = lim ———M——
x>0 \xy1+x X =0 xy/1+ x
2—-2V1+x [2—2\/1+x2+2\/1+—x
————— = lim )

x=0] xv1+x 242V1+x

4 —4(1+x)

lim
20 xy/1+ x(2 4+ 2V1 +x)
—4x
lim ; sex — 0,entao x # 0.
=0 21+ x(1 + V1 +x)
-2
lim
=04/1T+ x(1+V1+x)
lim(—2)

x—0

gg})m;mmm

; Indeterminagdo "oo — co"
~ ~ n 0 n
; Indeterminacao 0

lim
x—-0 xvV1 + x

-2 -2

TVTTOx(14ViF0) Vix(ivi) 2 ¢
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1.3 28 Prova— 19 de Agosto de 2016

Questao 1.
a) Use a definicdo para estudar a dif erenciabilidade da fungao

_(1+tgx, x=0
f(x)_{—tgx, x<0

emx = 0.

b) Se f',g',f"e g" existem e se h = f o g, determine h''(2) sabendo que g(2) = 4,
9'(2)=6,g"(2)=3,f'(4)=8ef"(4)=1.

Questao 2.

a) Determine a equagio da reta normal a curva y = 2*.(x* — 1) no ponto em
que x = 1.

b) Enuncie e demonstre a regra da derivada do quociente de duas funcgoes.

Questao 3.

~1—cos(3x)
a) Calcule lim ————.
x-0 x.e®8X

b) Encontre uma equacgao da reta tangente ao grafico da funcao

()—1t3 tgx + t(n 2+n)
fx—ggx g x + x, no ponto 2 3%7)

Questao 4.

a) Dada a curva «/senx + \/cosy = 1, determine em que ponto(s) do intervalo
[0,7] a reta tangente é horizontal.

b) Seja f:R - R uma funcio diferencidvel tal que f'(1) =2 e f(1) = 3.Sabendo
que F(x) = f(3*), encontre uma equacgio da reta normal a curva y = F(x) no
ponto em que x = 0.

Questdo 5. Estude a dif erenciabilidade da funcio f(x) = |x? —9|.
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Questao 1

a) Use a definicdo para estudar a dif erenciabilidade da fungao

1+tgx, x=0
—tgx, x<0

f(x)={
emx = 0.

Para estudar a dif erenciabilidade da fungdo f em x = 0, primeiramente
analisamos a continuidade de f em 0.Logo,

FO)=1+tg0=1+0=1.
lir(r)l_f(x) = lir(r)1_(1+tgx) =1+tg0=1+0=1.
xX— xX—

lim, f(x) = lim (~tgx) = —tg0 = 0.

Como lirglJr fx) # lirgl_ f (x) entdo dizemos que lirr%) f(x) nio existe e, portanto,
xX— xX— xX—

f nao é continua em x = 0.Consequentemente, f ndo é diferencidvel em x = 0.

Caso analisassemos a dif erenciabilidade por definicao de derivadas laterais,
teriamos:

f(x)—f(0) 1+tgx—1 tgx
'(0)= lim ————— = lim ———— = lim —
f+( ) x—0t x—0 x—0t X x-0t x
~ senx 1
= lim .
x-0t x CoSXx
_ senx .
= lim X lim
x-0T X x-0% COS X
. . - 7 - . Senx
* Limite Fundamental Trigonométrico: lln(l) = 1.
xX— X
1
= = 1.
cosO

f2(0) = lim

0"

+o0
x—-0" X x—-0" X
(9]

l
o~

f-f0 . —tgx—1  —tgx—1
thm—zhm—:

Como f'(0) ndo existe, entdo f nio é diferenciavel em x = 0.
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b) Sef',g',f"e g"existem e se h = f o g,determine h'' (2) sabendo que g(2) = 4,
9'(2)=6,9"(2)=3,f'(4)=8ef"(4) =1

h(x) = (f o g)(x) = h(x) = f(g(x))

Derivando usando a Regra da Cadeia, obtemos:
h(x)=f'(g(x).g'(x)

R'(x) =[f"(9(x).g)].g' )+ f'(g(x)).9" (x)
h'(x) = f"(9(x)).[g' O + £'(g(x)).g" (x)
h'(2) = f"(g@).lg' @12 + £ (9(2).9" (2)
h"(2) = f"(4).[6]*+ f'(4).3
R'(2)=1x36+8x3

R'(2) = 36 + 24

h'(2) = 60.

Questao 2

a) Determine a equacio da reta normal a curva y = 2*.(x? — 1) no ponto em
que x = 1.

Ponto de abscissa x = 1, P(1,0).

d
% =y’ = (2*.In2). (x2—1) +2*.(2x)

No ponto de abscissa x = 1,temos:

d
2l 2 2tm2.(12- 1) + 21.(2)
dx x=1
dy .
o = 4 (coeficiente angular da reta tangente)
x=1
1
Logo, o coeficiente angular da reta normal é m, = — 7

Equacao da reta normal no ponto P:

Y=Y =m,(x—x,)

—0=——(x—
y 4(x 1)
1 1

= ——Xx+ -
Y=g Ty

b) Enuncie e demonstre a regra da derivada do quociente de duas funcgoes.

X
Se f(x) e g(x) sdo funcdes deriviveis,entido a fungio h(x) = ;E—xi, tem derivada
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dada pela Regra do Quociente,onde a derivada de um quociente é o denominador
vezes a derivada do numerador menos o numerador vezes a derivada do
denominador, todos divididos pelo quadrado do denominador.Isto é,

_f'3).9G) — f().9' (%)
[g(x)]?

h'(x)
Pela definicao de derivada ...

f(x+Ax) f(x)
h(x +Ax) — h(x) _ lim glx +Ax)  g(x)
Ax " Ax—0 Ax
fx+Ax).g(x) — f(x).g(x + Ax)
9(x).g(x + Ax)

o=,

= lim

Ax—0 Ax
~ lim flx+Ax). g(x) — f(x). g(x + Ax)
"~ Ax—0 Ax[g(x).g(x + Ax)]
_ fx+Ax).g(x) — f(x).glx + Ax) + f(x).g(x) = f(x).g(x)
= lim

Ax—0 Ax[g(x).g(x + Ax)]
_ [f(x+ Ax) — f(0)]g(x) — f () [g(x + Ax) — g(x)]
= lim

Ax—0 Ax[g(x).g(x + Ax)]

[f(x+Ax) — f(x)] [g(x +Ax) — g(x)]

. i o T899 5 ) - ) 19 I

Ax—0 [g(x).g(x + Ax)]

90 fim AT — . i, 2O A0 900

g(x). lim [g(x + Ax)]
_ 90— f().9'(x)
g(x).[g(x)]

(). 9(x)— f(x).9'(x)
[g()]?

h'(x) =

Questao 3.

11— cos(3x)
a) Calcule lim —————
x-0  x.e®8X

1 — cos(3x) i 1 — cos(3x) 1+ cos(3x)
— =1

lim

x>0 x.et8* x-0 x.e®* "1+ cos(3x)
1 —cos?(3x) 1
= lim .
x—0  x.e®Bx 1 + cos(3x)
1 —cos?(3x) 1
= lim .
x-0  x.et®X 1 + cos(3x)
sen?(3x) 1

x-0 X "[1+ cos(3x)]ets*
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sen?(3x) 9x
0 9x2 "[1 + cos(3x)]et&*

i sen(3x)\’ 9x
=0 3x "(1 4 cos(3x))etsx

* Supondo que o limite do produto é o produto dos limites, temos:

_ i sen(3x) 2 i O9x
0 3x 250 (1 + cos(3x)).ets*

~ /sen(3x)\’ ~ sen3x7]? 5
1) lim = |lim ] =1°=1.
X0 3x x-0 3x
. . e .. sen(kx)
* Limite Fundamental Trigonométrico: llrr(l) vk 1
X—

i 9x lim 9x 9 % 0 0_,
m == = = — = .
x-0[1+ cos(3x)].et8* lirr(l)[(l + cos(3x)).e®*] (14 cos0)e?® 2

X—

Portanto,

1 — cos(3x) e sen(3x) 2 " 9x C1x0-o0

0 x.e®r a0\ 3x 50 (14 cos(3x)).et8* -

b) Encontre uma equacgao da reta tangente ao grafico da funcao

()—1t3 tgx + t <n 2+7T>D()—{ ER|x#—+k keZ}
fx—3gx g x + x,no ponto 2" 377) f)=1x | x > T,
Verificacdo se o ponto pertence ao grafico da funcao:

n_13n nn_1131 _117T_27TP |
F()=38 5wty =3x I -1+ g=3-1+5= -3+ (Pertencel)

1
f'(x)= §(3.tg2x).sec2x —sec?x+1

T
No ponto de abscissa x = T temos:

()= 5(3:7 )00 () - sec' () +1
F(5)=16x19.0) - (V) +1
f’(g) =2-2+1

f’(g)= 1,
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T 2 T
Equacgdo da reta tangente no ponto (Z, 3 + Z)

+2 T T
YT3Ta T T,
2
=x ——
y 3

Questao 4

a) Dada a curva /senx + \/cosy = 1, determine em que ponto(s) do intervalo
[0,7] a reta tangente é horizontal.

Derivando implicitamente a expressao da curva,temos:

d d d
—[Vsenz] + ——[|/eosy] = — (1)

dx
cosx seny
— y' =0
2y/senx  2,[cosy

J = CoSXx.,/cosy
seny.+/senx

Onde a reta tangente é horizontal, o coeficiente angular da reta tangente é nulo.
Isto ém =7y = 0.

; seny #0e senx #0

, {cossz_ _r _
cosy=0"x_20uy_

, T
sen5+ cosy =1

1+, /cosy =1

Jcosy =0

cosy =0
.’.y:

<
I

E.

Ponto em questao:

N[ S

Ponto P (g,g)

I
* Note que a verificacao dey = > seria redundante. Ou seja, s6 existe um ponto

T
onde a reta tangente é horizontal, o ponto P (E,E)

b) Seja f:R - R uma fungio diferenciavel tal que f'(1) =2 e f(1) = 3.Sabendo
que F(x) = f(3%), encontre uma equacgio da reta normal a curvay = F(x) no
ponto em que x = 0.



25

Ponto em questao : P(O,F(O)) ;F(0) = £(3°) = f(1) = 3. ponto P(0,3)

F'(x) = f'(3%).3*.In3

F'(0)=f"(39).3%In3

F'(0) = f'(1).In 3

F'(0)=2.In3 =1n3% =1n9 (coeficiente angular da reta tangente!)

1

Coeficiente angular da reta normal m, = — o
n

Equacio da reta normal no ponto P(0,3):

Y= Yo = mp(x = x,)

1
y—3——m(x—0)

= ! +3
y= ln9x

Questio 5.Estude a diferenciabilidade da funcdo f(x) = |x? —9|.

x?2 -9, sex<-3oux>3
—(x?2-9), se—3<x<3

£ ={

Como f éuma fungdo definida por partes, como mostrada acima, e ambas as
sentengas sao fungdes polinomiais e, portanto,continuas e dif erenciaveis em
R, entdo f é diferencidvel onde estas fungdes estao definidas.Isto é,f é
diferenciavel em (—o,—3) U (—3,3) U (3,+0).
Analisando a dif erenciabilidade da fun¢ao em x = —3 e x = 3, temos:
* Em x = —3:
f(=3)=(-3)2-9=9-9 =0.

lim f(x)= lim (x*—9)=(-3)2-9=9-9 =0.
xX—-=3 x—-=3

. _ . _ 2 - _ . 2 _ - _ _ —
i, fG) = i, =G =9) = = lim (6% =9) = =9 =9) =

Como lim_ f(x) = lim_f(x) entdo lim_f(x) existee, lim_f(x) = f(-3).
x—-3 x—>-3 x—>-3 x—--3

Logo, f é continua em x = —3.
: o f)-fB) . x*=9-0
FE=In STy T s
. x%2-9
= lim_
x->-37 x+ 3
~ i (x—3)(x+3) Sex— —3,entdo x # -3
o 3-T x+3) ° Logo(x+3)#0.

= lim (x—3)=-3—-3=—6.

x—>-3"



oy o TGO -F@) 2290
fi(=) = i ey T M e
x*-9

im
x-»=-3* x+ 3

- —xEr_n3+ (x+3) ’ Logo,(x+ 3) # 0.

=— lim (x—3)=-(-3-3)=6.
x—-=3

Como f!(=3) # f/(3),entdo f ndo éderivavel em x = —3.
*Emx = 3:
fB)=B)¥-9=9-9=0.

lim f(x) = lim_—(x?*-9)=—[(-3)*-9]=—-(9-9) = 0.
x—3 x—>=3

i = |j 2 _ = — i 2 _ = — — =
Jlim, F6) = Jim, (% = 0) = = lim (x* = 9) = ~(9=9) = 0.

Como lim, f(x) = lim f(x) entdo lim f(x) existe e,lim f(x) = f(3).
x-3 x—3 x—3 x—3

Logo, f é continua em x = 3.

—f(3 2_9-0
F@ = tim DB 290
x-3 x—3 x—3 x —3
- x%-9
= — lim_
x—3

x—3
— (x —3)(x+3) Sex— 3,entdox # 3
T (x—=13) * Logo,(x —3) # 0.
=— lin31_(x+ 3)=-(3+3) = —6.
X—

)= iy SOID 90

x—3 x-3%t  x —3
- x%-09
= lim
x-3% x — 3
— i (x—3)(x+3) Sex— 3 entdox + 3
0T (x—3) ' Logo,(x—3) % 0.

lim(x+3)=3+3=6.
x—37t

Como f!(3) # f,(3),entdo f nio éderivavel em x = 3.

Portanto, f é diferencidvel em R — {—3,3}.

(x—=3)(x+3) ~Se x> —3,entdo x # —

26

3
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14 28 Prova— 20 de Agosto de 2016

Questao 1.

a) Caso exista, calcule a derivada da funcao

4 8
——x%4+-x—-3, sex>3

flx) = 29 43

§x2—§x+4, sex<3

emx = 3.
b) Sejay = 107" * Sabendo que y" (0) = K. (In 10)?,determine o valor de K.
Questao 2.

a) Enuncie e demonstre a regra da derivada do produto de duas funcgdes.

X

b) Mostre que o grafico da fungdo y = tem uma tangente horizontal.

x?2+1
Mostrar que o grafico de uma fungio y = f(x) tem uma tangente horizontal,
é mostrar que existe algum x € D(f) tal que f'(x) = 0.

Questao 3.

_ sen(x — a)
a) Calcule lim

,a # b.
x»ax?—(a+b)x+ ab ¢

b) Encontre uma equacio da reta tangente ao grafico da funcio y = e'8(sen®)

no ponto (0,1).
Questao 4.

a) Determine uma equacao da reta normal a curva dada pela equacgao
x?y + seny = 2x no ponto (1,2m)

b) Encontre o ponto do intervalo [0,1] no qual a reta tangente ao grafico de

y = 25en0m) 4 sen3(1x)
¢é horizontal.

Questao 5. Estude a diferenciabilidade da funcao

2sen (gx), x<1

x2—2x+3, sex>1

f(x)=
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Questao 1

a) Caso exista, calcule a derivada da funcao

4 8
——x%4+=-x—-3, sex>3

=4

§x2—§x+4, sex<3

em x = 3.

Para estudar a dif erenciabilidade da funcao f em x = 3, primeiramente
analisamos a continuidade de f em 3.Logo,

f(3)=—g(3)2+§(3)—3=—4+8—3=1.

4 8 4 8
i = i ——x2 —-X — = —— 2 — — = — — =
,}E?J(x)—,}EgL( 9x +3x 3) 9(3) +3(3) 3 44+8-3=1.

2 4 2 4
i = |i —x2 - _ = — 2_ _ = —_ =
xlggl_f(x)—xlg?_<9x 3x+4> S -c(+4=2-4+4=2

Como lirgl+ fx) # lin31_ f (x) entdo dizemos que lim3 f(x) néo existe e, portanto,
xX— xX— xX—>

f ndo é continua em x = 3.Consequentemente, f nao é dif erencidvel em x = 3.

Analisando por derivadas laterais, teriamos:

4 , 8
yoon o f)=fB) —gx"tzx—-3-1
=T T
. —4x%+424x - 36
= lim
x—3" 9(x —3)
_ —4(x?—6x +9)
N xl»n;"' 9(x —3)
. —4(x—-3)?
= lim —————— ;
x-3* 9(x—3)

4 4
= len31+—§(x—3)——5(3—3) = 0.

2 5, 4
veon o f)=fB)  gx —gx+4-1
f_(B)_xlg?‘ x—3 _xllgl‘ x9—3
i
o 2x%2—12x+27
= lim = —
x-37 9(x —3)

Como f'(3) ndo existe, entdo f nio é diferenciavel em x = 3.
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b) Sejay = 1017%¢"* Sabendo que y" (0) = K. (In 10)?,determine o valor de K.
Sejau=1—senx ey = f(u) = 10“ Pela Regra da Cadeia, temos:

dy dy du

dx T dudx

y'=10%Inu.(— cosx)

y' =1017%"% 1n 10 (— cos x)

y' =—In10 (105" * cos x)

y" =—=In10[10*%"*In 10.(—cosx).cosx + 10175"* (—senx)]
y"(0)=—In10[10*%"%1n10.(— cos0).cos0 + 1017510 (—sen0)]
y”(O) =—In10[—10.In10 + 0]

y"(0) = 10.(In 10)? = K. (In 10)?

Portanto, K = 10.

Questao 2

a) Enuncie e demonstre a regra da derivada do produto de duas funcgdes.
Sejam f(x) e g(x) fungdes derivaveis e h(x) = f(x).g(x),entdo a derivada
da funcdo h(x) é dada pela soma do produto da derivada da primeira funcio

vezes a segunda com o produto da derivada da segunda funcao vezes a
primeira.Isto é,

h'(x)=f'(x).g(x) + f(x).g'(x)

Pela definicao de derivada,temos:

h(x + Ax) — h(x) li flx+Ax).g(x +Ax) — f(x).g(x)

h'(x) = lim

Ax—0

Ax Ax
— lim flx+ Ax).g(x + Ax) — f(x) g(x) + f(x).g(x +Ax) — f(x).g(x + Ax)

Ax—0

= lim

[f(x+Ax) — f(x)].g(x + Ax) + f(X) [g(x + Ax) — g(x)]

Ax—0 Ax
- Alaicr—r}O flex Az))c —f(x).g(x + Ax) +f(x)'g(x + AAx; - g(x)
= Ali_)of(x + Ax) — f(x) X hm g(x +Ax) + f(x) x 11 g(x + A;c))c —g(x)

=f"(x).g(x) + f(X) g (x)
h'(x) = f'(x).g(x) + f(x). g"(x)

X

241
Mostrar que o grafico de uma fungio y = f(x) tem uma tangente horizontal,
é mostrar que existe algum x € D(f) tal que f'(x) = 0.

b) Mostre que o grafico da funcao y = tem uma tangente horizontal.
X

Dominio da funcdo: D(f) =R
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e*(x?+1) — 2x(e*—1)
(x2+1)2

y'=f"(x)=

Como (x?+ 1) # 0,Vx € R, entio
ff(x)=0ee*(x*+1)—2x(e*—1)=0
Seja g(x) = e*(x? + 1) — 2x(e* — 1), onde g é uma fungido definida pela dif erenca

entre produtos de fungdes continuas em R e, portanto, g é continua em R.

4
Sabe — se ainda que g(0) =1e g(—1) = o 2.Se g é continua em R, entdo

g € continua no intervalo fechado [—1,0] e como 0 é um nimero entre g(—1) e
g(0),pelo Teorema do Valor Intermediario,existe algum x € (—1,0) tal que

g(x) =0.

De tal modo que g(x) = 0 em algum x € (—1,0) satisfaz a condicio de que

e* -1
f'(x) = 0 para algum x € (—1,0) e,portanto, a fungioy = 711 possui uma
tangente horizontal.
Questao 3
Caleute tim ——"*— D) oy
a) acuexl—rfclzxz—(a+b)x+ab'a .
sen(x — a) ) sen(x — a)

li = .
i x?—(a+b)x+ ab peas (x—a)(x—b)

*Seja 0 = x — a,entdao x =0 + a.Se x = a,entao 6 - 0. Ajustando o limite
acima, temos:

i sen(x — a) i sen 6 " sen 6 1 ]
im = lim ——— = = lim .
x»a(x—a)(x—b) 6-08(@+a—b) 6-0lL 8 (B8+a—D>b)
i sen 6 o li 1
T80 6 6908 +a—b
=1x
O+a-—>»
=— b,a #b
sen x
* Limite Fundamental Trigonométrico: lirr(l) = 1.
xX— X

b) Encontre uma equagcio da reta tangente ao grafico da funcio y = e'8(sen

no ponto (0,1). Ponto (0,1) pertence ao grafico da fungio!

Sejau=senx,v=tgu ey = f(v) = e”.Pela Regra da Cadeia, temos:
dy dy dv du

dx  dv du dx
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y' = e".sec’u.cosx
y' = e®8Genx) sac?(senx).cosx
No ponto P(0,1),temos:

y'(0) = e®6en 0 gec2(sen0). cos 0
y'(0) = e%sec?0.cos0
y'(0)=1
Equagio da reta tangente no ponto (0,1):
y =Y, = mx — x,)
y—1=1(x—-0)
y=x+1

Questao 4

a) Determine uma equacao da reta normal a curva dada pela equacgao
x?y + seny = 21 no ponto (1,2m).

Por inspecio notamos que o ponto (1,2m) pertence a curva dada
implicitamente por x*y + seny = 2.

Por derivagdo implicita, temos:

d d d
_ 2 _ —_
T (x%y) + e (seny) I (2m)

2xy+ x%y' +cosy.y' =0

L 2xy

Y= x?% +cosy
No ponto (L2m):y' = ———= - = _om om,, =
oponto (12m):y' = === = —— = —2mw o my, =

Equacgdo da reta normal:

1
y—2rn=—(x-1)
21

_1 1_|_2 _1 +4n2—1
y—znx 2T Tou y—zﬂx 2T

b) Encontre o ponto do intervalo [0,1] no qual a reta tangente ao grafico de

y = 250 4 gen3(mx)
é horizontal.
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y' = 2500 |n 2 cos(mx) . m + 3 sen?(mx) . cos(mx) . 7w
y' = mcos(mx) [256“(""). In 2 + 3sen?(mx)]

O ponto onde a reta tangente é horizontal, o coeficiente angular é nulo.
Ou seja,m =y' =0.

y' =0 = mcos(mx) [ZSen(”").ln 2+ 3sen2(nx)] =0
cos(mx) = 0

ou
25en(m) | 2 + 3sen?(mx) = 0

1
* Obs: 2500 1n 2 > Eln 2 e 3sen?(mx) = 0,vx € R.Logo,
25en(m) 1n 2 4+ 3sen?(mx) # 0,Vx € R.

Portanto, a Unica solugio paray’ = 0 é cos(mx) = 0.Logo,

is
cos(nx)=0=>7rx=z+k7r,comkEZ
1
.'.x=§+k,comk€Z

1 1
Considerando o intervalo [0,1] temos — > <k< E,portanto, k= 0. Com isso,
X = E )
T T
y = zse“(z)+sen3(§) =21+13=2+1=3

1
Ponto em questao: P (E' 3).
Questao 5.Estude a diferenciabilidade da funcao

f(x)={ 25en(§x), x<1

x?2—2x+3, sex>1

Como f éuma funcdo definida por partes e suas sentencas sao funcgdes
trigonométricas e polinomial, ambas continuas e dif erenciaveis em R,entao
f é continua e diferencidvel onde esta definida.Isto é, f é continua e
diferenciavel em (—o,1) U (1,+).
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Analisando a continuidade e dif erenciabilidade em x = 1,temos:

i
f(1)=25en(§)=2><1ﬂ=2. )
ler{l_ fx) = ler{l_ [2 sen (Ex)] = 2sen (E) =2x1=2.
lim f(x) = lim (x?—-2x+3)=12-2%x1+43=1-2+4+3=2.
x—-1F x—1F
lin}f(x) = 2.
x—
Como lirri f(x) existe e lirrif(x) = f(1),entdo f é continua em x = 1.
x— x—

Com a informacao supracitada inicialmente,concluimos que f é continua em
todos os reais.
Analisando as derivadas laterais de f em 1,temos:

, ) -f(1) . x*—2x+3-2
= o =
ox?-2x+1
= lim ————
x—-1t X —
(x — 1)?

-1t x—1

= lim(x—-1)=1-1=0.
x—1t

T
o f-r@ - 2sen(3x)-2
f'(1) = lim —————== lim
x-1 x—1 x-1 X }1
sen({sx)—1
= 2 lim (2 )
x-1 x—1

*Seja 8 = x— 1l,entdao x =0 +1.5e x —» 17, entao 6 —» 0. Ajustando o limite ...

2 lm sen (%x) -1 p— sen (%9 +%) -1
x-1 x—1 -0 - 7]
o 2301
S I
o[
) 2
g [0
6-0 : 6 cos (%9) +1
P il O R
6-0" 6 cos (%9) +1 ”ng
sen? Tg L
=_2 ‘gli_)r(r)l_ Ser;z(Zz ) g
TG cos (2 0)+1
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2
sen(30)\ o
=—2 lim_ = =
6-0 50 cos (79 +1
2
sen (g 9) %9
=-2 9111101_ —F | X elirg T
79 cos (7 9) +1
2[12x 0] = 0.
sen kx
* Limite Fundamental Trigonométrico: lm(l) e 1
X

Como f é continuaem x = 1e f/(1) = f'(1) entdo f édiferenciavelem x = 1 e,
com a informacgado inicial, concluimos que f é continua e dif erencidvel em todos
os reais.
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15 32 Prova— 23 de Setembro de 2016

Questao 1.

a) i. Caso existam, determine as assintotas horizontais do grafico da funcao

GOx) = 1 — coshx

=T + coshx’

. 8
ii. Mostre que G'(In2) = ~ 57

x2
b) Determine os valores maximo e minimo da funcdo f(x) = x.e” 8 no intervalo
[—1,4].

Questao 2.
a) Ao ser aquecida uma chapa circular de metal, seu didmetro varia arazao de

0,01 cm/min. Determine a taxa a qual a drea da base varia quando o didmetro
é 30cm.

d 1—cosx| | )
b) Mostre que — |arctg |————| é uma constante, no intervalo (0, ).
dx 1+ cosx

Questao 3.

a) Um retangulo tem um lado sobre o eixo-x,outro sobre o eixo-y e um dos
x
vértices sobre o grafico de y = arccos (Z) .Use diferenciais para estimar a

variac¢do da area do retangulo se sua base variar de 2m para 2,1m.

d
b) Ache %,se x =log,(x +vy + 1),no ponto em que x = 1.

Questao 4.
o i 416
a) Use derivagio logaritmica para mostrar que f'(0) = —?,Sendo
£ )_\/x+ 1.(2 —x)°
YT a3y

b) Uma particula move — se ao longo de uma reta, de acordo com a lei de
movimento s(t) = (t + 1)2.1og,(t + 1), onde s é a distancia orientada da
particula ao ponto inicial emt segundos. Ache a velocidade e a aceleragdo
quando t = 1 segundo.
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Questao 5.

a) Uma funcdo cubica é um polindbmio do grau 3,isto é,tem a forma
f(x) =ax®+bx? + cx +d,onde a # 0. Mostre que uma fungido clbica
pode ter dois,um ou nenhum nimero(s) criticos.

b) Agua esta saindo de um tanque em forma de cone invertido a uma taxa

de 10.000cm3 /min no momento em que a 4gua esti sendo bombeada para
dentro a uma taxa constante. O tanque tem 6m de altura e seu diametro no
topo é de 8m. Se o nivel da dgua esta subindo a uma taxa de 20cm/min quando
a altura era 2m, encontre a taxa com que a agua esta sendo bombeada para
dentro.



37

Questao 1.

a) i. Caso existam, determine as assintotas horizontais do grafico da funcao

G()_l—coshx Dominio d 30:D(G) = R
x =1 T coshx’ ominio da funcgao: =R

Aretay = L échamada assintota horizontal da curvay = f(x) se
liIP fx)=L ou lim f(x)=1L
X—>+00 X—>—00

e* +e™*
im GO = i 1—coshx _ i - i 2—e*—e™
oroo 0 T T cosha xsioo 1 &8 e™ T w2t erte®
2
2 1 2 1 .2 . . 1
X (= _ - el - = _ -
lim ‘ (ex ! er) = lim e’ ! er — xl—l>r4l:loo e* xl—1>r-ll:loo 1 xl—l>r41:100 ezx —
X—+ 0 2 1 X— 400 2 1 . 2 . .
) 16"S?+11+3W) et 1t %‘1&?%‘{1‘%1%&%@
——=—=—-1. *0bs:Sex - +w,entio——->0e ——-0
0+1+0 1 ’ ex e2x
Logo,aretay = —1 é uma assintota horizontal ao grafico da funcgio G(x).
e*+e™”*
_ ~1—coshx ] 1—T . 2—e*¥—e7*
lim G(x)= lim ———= lim ————"—== lim — =
x——00 x—--co 1+ coshx x>y o € te x>-w02 + eX +e ¥
2
. e *(2e*—e**-1)  2e*—e* -1 xl_iffloo 2e* —xl_i)rzlooezx —xl_i)rzloo 1 _
x—1>r—nooe‘x(26x +e2x+1) e 2e*+e2*+1 lim 2e*+ lim e?* + lim 1
X—— 00 X——00 X—>—00

0-0—-1 -1
m= T= —1. % Obs:Se x » —0,entio 2e* - 0ee’* -0

Logo,o grafico da funcdo G(x) possui apenas uma assintota horizontal: a reta
y=-1

.. 8
ii. Mostre que G'(In2) = — —.

—senhx (1 4+ coshx) —senh x (1 — coshx)

G’ =
(x) (1 + coshx)?
G'(x) = 2 senhx
= (14 coshx)?
¢'(n2) = 2 senh(In 2)
ner= (1 + cosh(In 2))2
elnz_e—lnz 2_% % 3
*senh(In2) = 5 =—*t=5=7
elnz +e—ln2 2+% % 5
* cosh(In2) = 5 = =5=7
3 3
Zx7 5 3 16 3 16 1 8
G'(In2) = — =— o= X e X 8= -,
1 5\° 9\? 2 81 81" 2 27 27
+3) (2)
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xZ
b) Determine os valores maximo e minimo da fungio f(x) = x.e 8 no intervalo
[—1,4].

Como f éuma funcao definida pelo produto de fungdes continuas em R, entao
f é continua em R e,portanto, continua no intervalo fechado [—1,4].

Pelo Método do Invervalo Fechado,temos:

1.Valores de f nos extremos do intervalo:

F(=1) = —e75 = —ei W =tet =

2.Valores de f nos nimeros criticos:

Um nuimero critico de uma funcao f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe.

4
Como f é derivavel em R,se f admite nimero critico c,entdo f'(c) existe e
f'(c) =0 (pelo Teorema de Fermat).

X2 oxr 2 X x?
f/(x):e 8 ——e 8 =¢ 8<1_Z> : D(fl):]R_

xZ xz xZ
f'(x)= O:e_?(l—z>= 0:come 8 # 0,Vx € R.

2
x
f’(x)=0<:>1—Z=0-'-x=i-2.

* Obs: O nimero critico x = —2 néo pertence ao intervalo fechado [—1,4].
12
f(Z) =2e 2= -
ez
3.Comparando os valores obtidos, concluimos que
1
- f(—=1) = —— é o valor minimo absoluto de f no intervalo fechado [—1,4] e
es
2
f(2) = — é o valor maximo absoluto de f no intervalo fechado [—1,4].
ez
Questao 2.

a) Ao ser aquecida uma chapa circular de metal, seu diametro varia arazdo de
0,01 cm/min. Determine a taxa a qual a drea da base varia quando o didmetro
é 30cm.

D dA
Dado — = 0,01 cm/min determinar — .
dt dt D=30cm
Pela Regra da Cadeia,temos:
dA _ dA dD
dt dD’dt

A relacgdo entre a area e o diametro é expressa por:
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Ao nD?
4
Logo,
dA _ D
dD 2
Substituindo na expressao inicial, obtemos:
dA _ D 001
a2
dA X 30 .
dt [p=30cm 2 7
dA ]
— = 0,157 cm? /min
dt |p=30cm

d 1—cosx| , .
b) Mostre que — |arctg |—————| é uma constante, no intervalo (0, ).
dx 1+ cosx

* Considerando o intervalo em questio (0,m) temos que (1+ cosx) > 0 e
(1 — cosx) > 0 neste intervalo.Logo podemos fazer a seguinte manipulagio:

1—cosx |l—cosx 1—cosx (1—cosx)2_ (1—cosx)2_1—cosx
14+cosx |1+cosx 1—cosx . 1—cos?x sen’x  senx

* Obs:+/sen? x = |senx|,como x € (0,7) entdo senx > 0 e,portanto, |senx| = sen x.

d . 1— cosx d[ . (1—cosx>]
dx arcts 1+ cosx| dx arcts senx

d 1 —cosx 1 senx.senx — cosx (1 — cosx)
— |arct: = 5 X >
dx senx 1— cosx sen‘x
1+ (T522)
sen x
sen®x sen’x — cosx + cos?x
= X
sen?x + (1 — cosx)? sen? x
1— cosx
sen’x +1 —2cosx + cos?x
1— cosx
 2—2cosx
1— cosx
2(1—cosx)

d 1— cosx
oes( 5] -
dx sen x

1—cosx 1 —cosx\] , )
Lo go — arctg arc g( >] é uma constante no intervalo
1+ cosx dx sen x

(0,m).
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Questao 3.

a) Um retangulo tem um lado sobre o eixo — x, outro sobre o eixo —y e um dos
X
vértices sobre o grafico de y = arccos (Z) .Use diferenciais para estimar a

variacao da area do retangulo se sua base variar de 2m para 2,1m.

Area do retangulo em fungio de x:
A=bXxh
A=xXy
X
A(x) = x.arccos (Z)
Como a variacio da base (0,1m) foi pequena comparada ao valor inicial (2m),
entao podemos dizer que

AA ~ dA
dA = A’ (x).dx
dA=A"(2)x0,1
A(x) = arccos(f) .
4 2\ 2
+]1-(3)
2 2
A(2)= arccos(—) -
4 2 2
+J1-(3)
A'2) (1) !
= arccos|=|— —
2/ 43

A’(2)=g—\/?§=%(n—\/§)

dA =%(n—\/§)x0,1

T —+3

2
30

dA =

-3,

AA = dA =
30

d
b) Ache %,se x =log,(x +y + 1),no ponto em que x = 1.

1=log,(1+y+1)
1=1log,(2+y)
41 =2+y
y = 2. Ponto P(1,2).

Da expressdo dada, temos:

4 =x+y+1
y=4"—-—x-1
d d
—y=4x.ln4—1;emx=1...—y=4.ln4—1.
dx dx

Outra maneira de resolver,derivando implicitamente:

1= ! (1+dy)
T (x+y+1Dn4’ dx
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d
Y (x+y+Dnd—1

dx

No ponto P(1,2),temos:

d

& o (14+2+41)In4—1=4n4—1

dx
Questao 4.

L L , 416
a) Use derivacio logaritmica para mostrar que f'(3) = —?,sendo
) Vx+1.(2—-x)° £3) 2 2 1
= .k = —_——= - = —
X e+ 3)7 67  37.27 37.26

In f(x) = In(x + 1)%+ln(2 —x)°> —In(x +3)7
Inf(x) = %ln(x+ 1)+5In(2—x) —7In(x + 3)

Por derivacao logaritimica, obtemos:

fflx) 1 1 1
O M )
FO_1_ 1 o1

F0) 20+ T(2-0) "(0+3)

f00) 1 5 7

£ = £ |-2- g]

£ = fO@[-%

25 13
"0)=—=x—
F1(0) = 5%~

, 32x13 416
f10) =~ 38 38

b) Uma particula move — se ao longo de uma reta, de acordo com a lei de
movimento s(t) = (t + 1)%.1og,(t + 1), onde s é a distaAncia orientada da
particula ao ponto inicial emt segundos. Ache a velocidade e a aceleragdo
quando t = 1 segundo.

Da cinematica temos que a velocidade v(t) e a aceleracio a(t) sio dadas pelas
seguintes expressoes:
d*s dv

ds
U(t)—d—t e a(t)—ﬁ—d—t

d
v(t) = d_i =20+ D dogy(t+ D+ (t+ Doy
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v(t) =2(t+1).log,(t + 1) +ﬁ. (t+1)

v(1) = (4 + %)m/s

1
(t+ 1).ln2+ln2

d
a(t) = d_: =2log,(t+ 1)+ 2(t + 1).

2 1
a(t) = Zlogz(t +1) +m +E

a(l) = (2 +%)m/s2

Questao 5.

a) Uma funcao cabica é um polindmio do grau 3,isto é,tem a forma
f(x) =ax®+bx? + cx +d,onde a # 0. Mostre que uma funcio cibica pode ter
dois, um ou nenhum nimero(s) criticos.

Um nimero critico de uma funcao f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe.

Como f éuma funcao polinomial e portanto continua e dif erenciavel em R,
se f possui algum nimero critico c,entido f'(c) existe e f'(c) = 0.

f'(x) =3ax?+ 2bx +c
f'(x)=0=3ax*+2bx+c=0

A equacao em x acima é do segundo grau e o discriminante desta equacao é
A= 4b?* — 12ac.

Se A> 0, entdo a equacao acima possui 2 raizes reais distintas.
Se A= 0, entdo a equacao acima possui 1 raiz real de multiplicidade 2.
Se A< 0, entdo a equacao acima nao possui raiz real.

Logo, como o nimero de raizes da equacao acima representam a quantidade
de nameros criticos, na ordem, respectivamente, f pode ter dois,um ou
nenhum nimero critico a depender do discriminante A.

b) Agua esta saindo de um tanque em forma de cone invertido a uma taxa

de 10.000cm® /min no momento em que a dgua esta sendo bombeada para
dentro a uma taxa constante. O tanque tem 6m de altura e seu diametro no
topo é de 8m. Se o nivel da dgua esta subindo a uma taxa de 20cm/min quando
a altura era 2m, encontre a taxa com que a agua esta sendo bombeada para
dentro.

Considere: V, = volume de agua que esta entrando no tanque
V = volume de agua que esta dentro do tanque
Vs = volume de dgua que esta saindo.

Entao ...
V,=V+V;
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Derivando a expressdao em relacao ao tempo, obtemos:

av, dv N dVs
dt —dt dt
Onde:
dVe . .
Fr taxa com a qual a Agua esta sendo bombeada para dentro do tanque.
dv . .
Fri taxa com a qual a agua varia dentro do tanque.
dVs . o —
rri taxa com a qual a agua esta saindo /vazando do tanque.(10.000 cm’/min)
: av :
Para determinar a taxa T temos pela Regra da Cadeia:
av._dV dh
dt  dh’dt

* Obs: devemos compatibilizar as unidades envolvidas no problema com suas
respectivas taxas.

Por semelhanga de triangulos, temos:

600cm _ 400cm 2

h r 3
Volume de agua no tanque:

dh
Quando h = 2m = 200cm,d—t = 20 cm/min . Substituindo as informagdes na

Regra da Cadeia,temos:

dv  Am
—=—(200)%.20
dt 9 (200
v 32mx10°5 .,
E:Tcm /min

Logo,a taxa com a qual a 4gua estd sendo bombeada para dentro do tanque é:

dv,

e

dt

B <32T[ x 10°

5 + 10.000> cm?® /min
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16 32 Prova— 24 de Setembro de 2016

Questao 1.

a) Demonstre a identidade: cosh(x + y) = coshx coshy + senh xsenhy

b) Sejam a e b nimeros reais positivos. Determine o valor maximo absoluto da
fungio f(x) = x*(1— x)?,no intervalo [0,1].

Questao 2. Considere um baldao metereoldgico a ser lancado a 100m de distancia
de uma camera de televisio montada no nivel do chio.A medida que o balado sobe,
aumenta a distancia entre a cdmera e o baldo e o angulo que a camera faz com

o chdo.Se o baldo esta subindo a uma velocidade de 6 m/s, pergunta-se:

a) Quando o baldo estiver a 75m de altura,qual a velocidade com que o balao se
afasta da camera?

b) Decorridos 5 segundos ap6s o langamento, para filmar a subida do balao,
com que velocidade o angulo de elevagdo da camera esta aumentando?

Questao 3.

a) Uma maneira de definir arccossec(x) é dizer

T 3
y = arccossec(x) & cossec(y) = x,comy € (O, E] U (n,7 .

1
Mostre que,com essa defini¢do,— (arccossec(x)) = — ———
dx xVx?—1

b) Use aproximacio linear para estimar 0,991°,
Questao 4.

a) Seja g:R - R derivavel e f(x) = g[5 + log,(x?+ 1)].Ache f'(1) sabendo
que g'(6) = 3.

b) Use derivacao logaritmica para encontrar a derivada da funcao

sec?x.tgtx
f(x) - (xz + 1)2 .
Questao 5.

a) Determine os valores maximo e minimo absolutos da funcio f(x) = x — xIn x,

1
no intervalo [E' e].

b) Calcule a derivada da fungio f(x) = log,,lsecx + tg x|, no ponto em que
x = 0.0bs: Restrinja-se ao intervalo (—m, ).



Questao 1.

a) Demonstre a identidade: cosh(x + y) = coshx coshy + senh xsenhy

eX+e™ 1, 1 e +1
coshx=—2 =E(e +§)= Do
eX—e™* 1/ 1 e —1
senhy == =2 (" - 2 ) =5
82x+2y+1
cosh(x+y)=zeT

* Provando a identidade acima desenvolvendo o segundo membro:

1 e+ DE¥+1) 1 (e +e?* +e? +1)
coshx.coshy = —. = —.
4 e*e¥ 4 e*e¥
1 (e®*-1)(e®—-1) 1 (eP™ —e2X —e2 +1)
senhx.senhy = —. =—,
4 e*e¥ 4 e*eY
1 2(62x+2y+1) er+2y+1
coshx.coshy + senhx.senhy = h e =—Doigy cosh(x +y)
* Provando a igualdade desenvolvendo o primeiro membro:
e*e® +1
h(x+y) = ——7—
cosh(x + y) Sotgy
3 2e%%e?Y 42
T 4e%eV
2e%%e? +2 +e?* —e? 4 % — o2
B 4e*ey
B (e®e? +e?* + e + 1)+ (e e —e?* —e? +1)
B 4eXeY
e +1)(e?+1) N (e*™* —1)(e? - 1)
B 4e*ey 4e*ey

e +1 e2y+1+e2x—1 e? —1
2e”* 2eY 2e”* 2eY

= coshx.coshy +senhx.senhy

* Obs: esse segundo método foi mostrado apenas por razdes didaticas.
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b) Sejam a e b nimeros reais positivos.Determine o valor maximo absoluto da

funcio f(x) = x*(1— x)?,no intervalo [0,1]. * D(f) =R

f é uma fungdo polinomial e, portanto, continua e dif erencidvel em R.Logo,
f é continua no intervalo fechado [0,1].Podemos entio utilizar o Método do
Intervalo Fechado para determinar os valores extremos absolutos de f no
intervalo fechado [0,1].

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:
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1.0s valores de f nos extremos do intervalo:
f(0)=0ef(1)=0.
2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,1):

"Um nimero critico de uma funcdo f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe"

Como f éuma funcao diferencidvel em R,se f possui algum nimero critico c em
(0,1) entio f'(c) existe e f'(c) = 0.

f1(x) = ax® (1 - x)? = bx®(1 - x)""*
ff(x)=0e ax* (1 —x)? =bx*(1—x)"*

ax®x ' (1—=x)? =bx*(1—x)?P(1—x)""

2 b (a+ b) ¢ >0eb>0 a € (0,1)
_=_— = = o = . .
-1 *xa a:x=——— jcoma e , > ,
a a \@ a b
f(a+b)_(a+b) (1_a+b)
( a ) . at b’ a%h’
a+b’/ (a+b)* (a+b)? (a+b)ath
a%h?
Comparando os valores obtidos,concluimos que m é 0 valor maximo

absoluto de f no intervalo fechado [0,1].

Questao 2.

Considere um balao metereoldgico a ser langado a 100m de distancia de uma
camera de televisio montada no nivel do chio. A medida que o baldo sobe,
aumenta a distancia entre a camera e o balao e o angulo que a camera faz com
o chdo.Se o baldo esté subindo a uma velocidade de 6 m/s,pergunta — se:

Baldao

Camera e

1007

Ilustracgao do problema!
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a) Quando o balao estiver a 75m de altura,qual a velocidade com que o balao se
afasta da camera?
x?=100% + y?
Quando y = 75m, temos:
x?=100% + 752
x?=(25%x4)?+ (25 % 3)?
x? =25%(4% + 3?%)
x?=25%(16+9)
x? = 25%x%x25
x =25%X5=125m
Derivando implicitamente a expressao que relaciona x e y,temos:
) dx dy
X. E =0+ 2}/%
dx . . 5 dy
onde T é a velocidade com que o balao se afasta da camera e I éa

velocidade do balao.Logo,quando x = 125me y = 75m, temos:

dy
2xd—=0+2yz
dx vy dy
dt — x dt
dx 75
dt 125
dx 3

18
—=—X = —
pra 6 z m/s ou3,6m/s

b) Decorridos 5 segundos ap6s o langamento, para filmar a subida do balao,
com que velocidade o angulo de elevacdo da camera esta aumentando?

y
to§ = 2
&Y =700

y = 100.tg 6
Pela Regra da Cadeia,temos:
dy dy db
dt do’ dt
lol7}
6 = 100.sec?8.—
dt

3
Apo6s 5 segundos, temos y = 30m.Logo,tg 0 = 10

sec’f =1+tg?0= 1+i—g
-V AT 100 100
Portanto,

6
Logo, 0 angulo de elevagdo da camera esta aumentando a velocidade de Wrad/s.
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Questao 3.

a) Uma maneira de definir arccossec(x) é dizer

T 3
y = arccossec(x) < cossec(y) = x,comy € (O, E] U (n,7 .

1

d
Mostre que,com essa definicdo,— (arccossec(x)) = —
dx xVx?—1

Derivando implicitamente a expressao,temos:

d d
™ [cossec(y)] = o (x)

t 4y 1
— cossecy. —_—=
y.cotgy dx

dy 1

dx  cossecy. cotgy

cotg?y + 1 = cossec?y

cotgy = +4/cossec?y —1

T 3
Como y € (O'E] U (n, 7],onde tgy > 0,entdo cotgy > 0.Entao,

cotgy =+/cossec?y —1
dy 1
dx cossecy+/cossec2y — 1

Como cossecy = x, temos:
d d 1
y_2 [arccossec(x)] = — ——
dx dx xVx?—1
b) Use aproximacio linear para estimar 0,991°,
Seja a funcdo base f(x) = (1 — x)'**,onde f(0) = 1 e queremos estimar
o valorde f emx =0,01.

Por aproximacao linear,temos a Linearizacao de f em 0 dada pela expressao:

L(x) = f(0) + f(0)(x— 0)
Inf(x) =14+ x).In(1—-x)

Por derivacgao logaritimica, temos:

f’(x)_ 1+x
10 I
14+x

£'60) = £ |In(1 =) — 1
£/(0)= F(O)In1 1]



f'(0)=-1.
Lix)=1—x

Por aproximacao linear podemos estimar que
f(0,01) =~ L(0,01)=1-0,01=0,99

Questao 4.

a) Seja g:R - R derivavel e f(x) = g[5 + log,(x*+ 1)].Ache f'(1) sabendo
que g'(6) = 3.

Derivando a funcao f pela regra da cadeia, obtemos:

d
f'(x)=g'[5+ log,(x*+ 1)].E [5+log,(x* + 1)]

f'(x)= g'[5+log,(x*+ 1)] (2x)

‘(x2+1)In2’
1

ff(=4g15+ lngZ]-m-Z

fr)=g'6)

-
f=

b) Use derivacao logaritmica para encontrar a derivada da fungao

f(x)=%. D(f)={xE]R|x¢g+k7t,comkEZ}
Im(f)={y eR|y=0};+f(x)=0

| 1 sec? x.tg* x

e =in |G

In f(x) =In(secx)? + In(tgx)* —In(x? + 1)?
In f(x) = 2In(secx) + 4In(tgx) — 2 In(x? + 1)

Por derivacgao logaritmica,temos:

HONE 1 1

= 2. . gdgx +4.—. 2x —2. (2
f(x) secx Secx.1g X tgx Secx x?2+1 (22)
4x
"(x) = 2tgx + -
'@ f(x)[ 8% senx.cosx x?+1
£ seczx.tg4x[2t N 4 4x
X)= ——— x —
(x2+ 1)2 & senx.cosx x%2+1
sec?x.tgtx 2 2x
! =2—— >  ltex+ —
1) (x2+ 1)2 [gx senx.cosx x2+1

49
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Questao 5.

a) Determine os valores maximo e minimo absolutos da funcdo f(x) = x — xInx,

1
no intervalo [E,e]. D(f)={xeR|x> 0}

Como f é continua onde esta definida, ou seja,em x € (0,),entdo f é continua
em qualquer intervalo fechado I < D(f).Logo,f é continua no intervalo

1
fechado [E' e].
Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:

1.Valores de f nos extremos do intervalo:

C)—l iy C)—l@ 11)—1u+12)1 2<Ine=1: C)<1
f2_2 2.nz—2 n2—2 n2);In ne = ..f2 .

f(e)=e—e.lne=e—e=0.

1
2.Valores de f nos nimeros criticos de f em (E,e)

Um ndmero critico de uma fungao f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe.

f'(x)=1—-Inx -1

f'(x)=—Inx

f'(x) ndo existe em x = 0,porém 0 ¢ D(f)
f'x)=0emx=1e 1€D(f)ele (%,e)

Logo,1 é o nimero critico de f em (E' e).

f1)=1-1.n1=1-0=1.

3.Comparando os valores obtidos, concluimos que 1 é o valor maximo absoluto

1
e 0 é o valor minimo absoluto de f no intervalo fechado [E' e].

b) Calcule a derivada da fungio f(x) = log,,lsecx + tg x|, no ponto em que
x = 0.0bs: Restrinja — se ao intervalo (—m, ).

T
Vamos nos ater ao subintervalo (— )
Podemos fazer isso porque ao definirmos um intervalo onde f é continua e

que contem o 0 podemos diminuir o trabalho em analisar todo o intervalo (—m, )

) para analisar a expressio (secx + tgx).

T T
analisando apenas o intervalo (_E'E)
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1 senx 1+ senx

secx +tgx = =
COSX COSX CoS X

s s
Em (—E,O],senx > —1 ecosx > 0.Portanto, (secx + tgx) > 0 em (—5,0]
T s
Em [0, E),senx > 0 ecosx > 0.Portanto, (secx + tgx) > 0 em [0, E)
T
Concluimos com essa anilise que (secx +tgx) > 0em (—5,5) .Logo,

f(x) =log,,(secx + tgx)

1
(secx +tgx).In10
secx (secx +tgx)

(secx.tgx + sec? x)

f'(x)=

1) = (secx +tgx).In10
., L secx
fr) = In10
. sec0
[1o= In10

1
f (0) =m-
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1.7 43 Prova— 21 de Outubro de 2016

tio 1.Esb Afico d 30 f(x) = o tendo /() = o
Questdo 1. Esboce 0 grafico da funglo f(x) = —,tendo f'(x) = (Inx)2
”()_Z—Inx tando:
e f"(x = ln )3 @pontando:

a) As assintotas horizontais e verticais, se existirem.

b) Os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente, bem como os pontos
de maximo e minimo relativos,caso existam.

¢) Os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima e onde é concavo para
baixo,bem como os pontos de inflexao,caso existam.

Questao 2.

2+ x?
14+ x?

a) Ache f(x),sabendo que f'(x) = 2xe* *1 4

b) Determine os intervalos de concavidade e pontos de inflexao da curva

flx) =

14+ e X+l

Questado 3. Pretende-se estender um cabo de uma usina de forca amargem

de umrio de 900 m de largura até uma fabrica situada do outro lado do rio,
3.000 m rio abaixo.0 custo para estender um cabo pelo rio é de R$5,00 o metro,
enquanto que para estendé-lo por terra custa R$4,00 o metro. Qual é o percurso
mais econdémico para o cabo?

Questao 4. Calcule os limites:

Q) xlirllw (x—1Inx);

b) lim_ x3"*,
x-0%

Questao 5.

a) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que se uma funcao f possui
derivada negativa em todo o intervalo (a,b), entdo ela é decrescente nesse
intervalo.

b) Mostre que a funcio f(x) = 2x° + 4x3 + 5x + tg x nio pode ter mais do
que uma raiz real.
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X
Questio 1.Esboce o grafico da funcio f(x) = e tendo
Inx -1 2—Inx

f'(x)=m e f”(x)=m

apontando:
a) As assintotas horizontais e verticais, se existirem.

Dominio da fungdo f: D(f) =R: —{1}ou D(f)={x€ER|x>0ex+ 1}
Assintotas Verticais: A reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da curva

y =f(x) se lim f(x) = £ ou lim_f(x) = teo.

* Por esta definicao, concluimos que estas assintotas ocorrem nos pontos de
descontinuidade da func¢do.Logo,verificamos se asretas x =0 e x = 1 sdo
assintotas verticais.

X 1
lim f(x) = lim — = lim_x.— = lim_ x X lim — =0x 0 = 0.
x—0* x-0tIlnx x>0t Inx x-oo0* x-0*In x

* Logo,a reta x = 0 ndo é assintota vertical ao grafico da funcao f.

1

1

-

. . x + ~ . x

lim f(x) = lim — ; *sex > 1%, entdiox > 1~ Inx >0. lim — = +o0

x-1* x-1*In x x->1"In x
——

7

0+

* Logo,areta x =1 é assintota vertical ao grafico da funcao f.

Assintotas Horizontais:a retay = L é uma assintota horizontal ao grafico da
curvay = f(x) se,somente se lim f(x)=L ou lim f(x)=L.
X—+ o0 X—>—00

* Obs.: Como D(f) = R}, — {1}, s6 calculamos lim f(x).

X—+ oo
. - x L,H - -
lim f(x) = lim — —= lim —= lim x = +oo.
X—+00 x—+o I[N X X—+00 l X—+00

X

* Logo,ndo ha assintotas horizontais ao grafico da funcao f.

b) Os intervalos onde f é crescente e onde f € decrescente, bem como os pontos
de maximo e minimo relativos,caso existam.

Fe) =T D)= (xR x> 0)
Analisando o sinal de f'(x),obtemos:
0)———===== e+++++++ (nx-—-1)
O+++D++++++++++++  (Inx)?
0O)-——-—MD-—=@E@+++++++ '

Como f'(x) > 0 quando x € (e, +) e f'(x) < 0 quando x € (0,1) U (1,e),
f é crescente em (e, +) e f é decrescente em (0,1) e (1,e).

O Unico namero critico é x = e.Uma vez que f' muda de negativa para positiva
em e, f(e) = e é um minimo local pelo Teste da Primeira Derivada.
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c¢) Os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima e onde é concavo para
baixo,bem como os pontos de inflexao,caso existam.

2—Inx

f”(x)=m D(f") ={x eR| x>0}
Analisando o sinal de f"'(x),obtemos:
O++++++++++(€)————— (2—-Inx)
O +++++++++++++++++  x
O-——D++++++++++++ (Inx)?
O -—-W+++++(€)--——- f(x)

Como f"(x) >0em (1,e?) e f"(x) <0em(0,1) e (e? +x),a curvay = f(x) é
concava para cima em (1,e?) e é concava para baixo nos intervalos (0,1) e (e?,+).
Como ocorre mudanga na direc¢io da concavidade em e? e este nimero pertence ao

82
dominio da funcgdo,entdo <ez,7> é ponto de inflexdo do grafico de f(x).

! Min.L

T
|
[
[
|
[
[
|
[
[
4
|
[
77777 1
|
[
[
|
[
[
[
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[
|
[
[
|
[
[
|
[
[
[

Questao 2
2+ x?
a) Ache f(x),sabendo que f'(x) = 2xeX +1 4 :
1+ x?
14+1+x?
! = 2 x2+1 +
f(x) = 2xe T+x2
1 1+x
'(x) = 2xe* *1 4 +
') xe 1+x?2 1+x?
1 =2 x%+1 + + 1
f(x) = 2xe 1+x2

A antiderivada mais geral de f'(x) é dada por:

flx) = eX +1 4 arctg(x) +x + C



b) Determine os intervalos de concavidade e pontos de inflexao da curva

1 s = ~
fx) = Tre1 * Dominio da fungao f: D(f) = R.

fG) =@+ e
fr(x) — _(1 + e—x+1)—2. (_e—x+1)

O

iy = e (At e (—16:‘e+_1x[+21. )(41 FemxH), (memr )]
e

[0 = _e(1+(1e fxi;l)

Analisando o sinal de f" (x),obtemos:
__________________ (_e—x+1)
———————— D++++++++ (A—e™h
+++++++++ A+ Qe
++++++++QD) === == f'(x)
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Como f"(x) > 0 quando x < 1e f"(x) <0 quando x > 1, f possui concavidade

voltada para cima em (—,1) e concavidade voltada para baixo em (1,+0).
Como ocorre mudanga de diregio da concavidade em x = 1 e 1 € D(f), entdo

1
(1, E) é ponto de inflexio da funcio f(x).

Questao 3.Pretende-se estender um cabo de uma usina de forgaa margem
de umrio de 900m de largura até uma fabrica situada do outro lado do rio,

3.000m rio abaixo.0 custo para estender um cabo pelo rio é de R$5,00 o metro,

enquanto que para estendé-lo por terra custa R$4,00 o metro.Qual é o
percurso mais econdmico para o cabo?

C(x) =5L,+ 4L,
C(x) =54/x2+900% + 4(3000—x); x€[0,3000m]
5x

C'(x) = ———=—-4
x%4 9002
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C'(x) 5x — 4V x? + 9002 € (0,3000)
X) = » X )

Vx? 4+ 9002
Como a funcio custo C(x) é continua no intervalo fechado [0,3000],pelo
Teorema do Valor Extremo a fungdo C admite um valor maximo absoluto
C(c) e um valor minimo absoluto C(d) em algum nimero c e d em [0,3000].

Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:
1.0s valores de C nos extremos do intervalo:

C€(0) =5x%x900+4 x 3.000 =4.500 + 12.000 = R$16.500,00
€(3000) = 5x+/30002 + 9002 = 5 x 4/1002(981) = 500v/9 x 109 = R$15.600,00

2.0s valores de C nos nimeros criticos de C em (0,3000):

"Um nimero critico de uma funcido f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) nao existe".

C'(x) =0 5x—4+/x24+9002=0
5x = 4+/x?% + 9002
25x2% = 16x2% 4+ 16 x 9002
9x? = 16 %X 9007
3x = 4x900
x =1.200m

€(1200) = 5 x /12002 + 9002 + 4 x (3000 — 1200)
= 5x+/1002(144 + 81) + 4 x 1800
= 5x 100 x V225 + 7200

€(1200) = 7500 + 7200 = R$14.700,00

3.Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que o percurso
mais econdmico é estender o cabo da usina a um ponto situado a 1200m rio

abaixo na margem oposta e seguir 1800m por terra até a fabrica.
Questao 4.Calcule os limites:

a) lim (x —Inx);
X—+00
Diferenca indeterminada: "oo — 0"
X X
lim (x—Inx) = hm (Ine* —Inx) = lim In (—) =In| lim —];
x>+ 0 X—+00 X x—+00 X

X ex

* lim —= lim —= lim e* = 4oo.
x—>+oo X X—+ 0o X—+00
Portanto, lim (x —Inx) = +oo.
X—+00
b) lim_x®"*,

x—0%

Poténcia indeterminada:"0°"
i s InxSenx lim+ In x ]
LR

sen x
sen x

In x
lim In x%€™* = lim senx.lnx = lim ———— ; Quociente indeterminado " —
x—-0*t x—-0*t x—0t (sen x)
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1
In x . P _ sen? x _ senx
im —— = lim — = lim — = lim — tgx =
x-0* (senx) x-0* —(senx)"%2.cosx x-0" x.cosx x-0* X
~senx
lim X lim (—tgx) =1x0=0.
x—=0T X x—0%
Portanto,
i i sen x lim InxS¢"~*
lim x%"* = lim e™* = ex-0 =e’=1
x—07t x—0%
Questao 5

a) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que se uma fungao f possui
derivada negativa em todo o intervalo (a,b), entdo ela é decrescente nesse
intervalo.

Sejam x; e x, dois nimeros quaisquer no intervalo (a,b) com x; < x,.De
acordo com a definicao de uma funcao decrescente,temos de mostrar que

Q) < flxp).

Como nos foi dado que f'(x) < 0 em (a,b),sabemos que f é derivavel em (x,,x,)
Portanto, pelo Teorema do Valor Médio,existe um numero c entre x, e x, tal que

f(xz) _f(xl) = f,(c)(xz - xl)

Agora f'(c) < 0,por hipétese,e x, — x; > 0,pois x; < x,.Assim, o0 lado direito
da equacgio é negativo e,portanto,

fx,)— f(x) <0 ou f(x,) < f(x;)
Isso mostra que [ esta diminuindo e, portanto, f é decrescente em (a, b).

b) Mostre que a funcio f(x) = 2x° + 4x3 + 5x + tgx nio pode ter mais do
que uma raiz real.

s
Dominio da fungido f:D(f) = {x ER|x# > + km,comk € Z}.

A fungdo f édefinida como a soma de fungbes polinomiais e trigonométrica e,
portanto, f sera dita continua onde estiver definida, ou seja, em seu dominio.
Portanto, f é continua em qualquer intervalo fechado I c D(f).

f'(x)=10x*+12x%+5 +sec?x ; D(f") = D(f)
Vamos assumir que I = [a, b] um intervalo fechado,tal que f(a) = f(b) = 0.

Entao f satisfaz as seguintes hipoteses:

1. f é continua no intervalo fechado [a,b];
2.f é diferenciavel no intervalo aberto (a, b);

3.f(a) = f(b)
Entio existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Entretanto, f'(x) = 10x* + 12x%+ 5+ sec?x = 6,Vx € D(f) e, portanto,nio
existe nimero real c tal que f'(c) = 0.

Logo, por contradicao, f ndo pode ter mais do que uma raiz real.
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1.8 43 Prova — 22 de Outubro de 2016

2x2—8t do F'(x) = 48x
x2—16’ 0T W T T T 6)e

Questdo 1.Esboce o grafico da fungio f(x) =

48(16 + 3x2)

ef"(x) = 2163

apontando:

a) As assintotas horizontais e verticais, se existirem.

b) Os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente, bem como os pontos
de maximo e minimo relativos,caso existam.

c¢) Os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima e onde é concavo para
baixo,bem como os pontos de inflexao,caso existam.

Questao 2.

a) Encontre os valores extremos da func¢io y = f (x) no intervalo [0,2], sabendo
que f""(x) =6x+2,f(0) =-3e f(2)=7.

b) Prove que e* > 1+ x se x = 0.

Questao 3. Encontre a altura, o raio e o volume do cone circular reto de maior
volume, cuja geratriz mede V3m.

Questao 4. Calcule os limites:

Q) liH(l) (cotgx)sen*;
X

b)li [1 ! ]
)xlir(l)x In(1+ x)I

Questao 5.

a) Mostre que um polinémio de grau 3 ndo pode ter mais de 3 raizes reais.

b) Most t (x_1>+ tox =~
) Mostre quearctg 7)) Tarceotgx =2
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2

Questio 1.Esboce o grafico da funcio f(x) = 2 1¢’ tendo
, 48x . 48(16 +3x?)
FO="G1e7 ¢ "W 1g7

apontando:
a) As assintotas horizontais e verticais, se existirem.

Dominio da funcgio f: D(f) ={x eER|x #4ex + —4}

Assintotas Verticais: A reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da curva
y = f(x) se lim_f(x) =400 ou lim_f(x) = too.
x=a x-a

* Por esta definicao, concluimos que estas assintotas ocorrem nos pontos de
descontinuidade da funcdo.Logo,verificamos se asretas x =4 e x = —4 sao

assintotas verticais.
24
1

. () = i 2x*—8  2x?—8
) = i e T e 16
l
0+

~+00,

* Logo,areta x = 4 é assintota vertical ao grafico da funcao f.
24

T

2
" )= I 2x*—8 i 2x%*—8
im_ f(x)= lim = lim = —©
x—>—4+f x-o—4tx2—16 x--4tx2—-16
1
o
* Logo,a reta x = —4 é assintota vertical ao grafico da funcao f.

Assintotas Horizontais:a retay = L é uma assintota horizontal ao grafico da
curvay = f(x) se,somente se lim f(x) =L ou lim f(x)=L.
X——00

X—+ 0
. @) = 1 2x%—81UH . 4x i 2 = 2
= _— = — = = 4.
x—lgloof x x—1>rJ_rnoo x%2—16 x—lgloo 2x x—lgloo

* Logo,aretay = 2 é assintota horizontal ao grafico da funcao f.

b) Os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente, bem como os pontos
de maximo e minimo relativos,caso existam.

48x ,
f(X)z—m; D(f)={xE]R|x¢4ex¢—4}
Analisando o sinal de f'(x),obtemos:
+++++++4+0)————————— (—48x)
+++(-D+++++++@D+++++ (x2-16)2
+++(-H)+++O0)—-——-—MA)————  f'(x)

Como f'(x) > 0 quandox < 0(x # —4) e f'(x) < 0 quando x > 0(x # 4),
f é crescente em (—o0,—4) e (—4,0) e f é decrescente em (0,4) e (4,4 ).

0 Unico nimero critico é x = 0.Uma vez que f' muda de positiva para negativa
em 0,f(0) = 1/2 é um maximo local pelo Teste da Primeira Derivada.
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c¢) Os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima e onde € concavo para
baixo,bem como os pontos de inflexao,caso existam.

48(16 + 3x?)
(x2—16)3
Analisando o sinal de f" (x),obtemos:

+++++++++++++++++++ 48(16 4 3x7)
+++++(-4)————— @WD+++++  (x*-16)3
+++++(-4)————— @D+++++ "

f"(x) = D(fY={x eR|x+—-4ex+4}

Como f"(x) > 0em (—o0,—4) eem (4,0) e f'"(x) < 0 em (—4,4),a curva y

= f(x)
é concava para cima em (—oo,—4) e (4,) e é concava para baixo no intervalo
(—4,4).Como ocorre mudanga na dire¢io da concavidade em — 4 e 4,porém
estes numeros nao pertencem ao dominio da funcdo,entdo nao ha pontos de
inflexao no grafico de f(x).

1
Informacdo complementar: intersecdes com oS eixos (O'E) ,(=2,0) e (2,0).

P fr=1

Questao 2.
a) Encontre os valores extremos da funcio y = f (x) no intervalo [0,2],sabendo
que f"(x) =6x+2,f(0)=-3ef(2)=7.
A antiderivada mais geral de f''(x) é:
f'(x)=3x*+2x+C
A antiderivada mais geral de f'(x) é:
f(x)=x3+x*+Cx+D
Sabendo que f(0) = —3,temos:
F(0)=0%+02+C.0+D=-3:D=-3
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Sabendo que f(2) = 7,temos:
f(2)=84+44+2C-3=7-C=-1

Logo, f(x) =x3+x%—x—3.

Como f éuma funcao polinomial e, portanto,continua em R entdo f é continua
no intervalo fechado [0,2] e pelo Teorema do Valor Extremo f assume um
valor maximo absoluto f(c) e um valor minimo absoluto f(d) em algum
namero ce d em [0,2].

Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo:
f(O)=-3ef(2)=7

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,2):

"Um nimero critico de uma funcdo f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe".

Como f édiferenciavel em R, se f possui um maximo ou minimo local c,entdo
f'(c) existe e f'(c) =0.Logo,

fl(x) =3x%+2x—1
f'(x)=0e3x2+2x—1=0;x€(0,2)
A=4+12 =16

x=—" -x=%;—1€5(0,2)
1 1 1 1 1+3-9-81 86
fG)=mts 33— =%
3.Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que

86
~57 é o valor minimo absoluto de f no intervalo fechado [0,2] e 7 é o valor

maximo absoluto de f no intervalo fechado [0,2].
b) Prove que e* > 1+ x se x = 0.

Seja f(x) =e* —1 —x.
A fungdo f édefinida pela dif erenga entre funcdes continuas e derivaveis
em R e,portanto f é continua e diferencidvel em R.Logo,
fl(x)=e*—1=0sex=0.
Logo, f é crescente em (0,+).Isso implica dizer que para todo x = 0, temos:
f(x) = £(0)
eX—1—-x=>e’-1-0
e*—1-x2=20
e*>1+xsex=>0.
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Questao 3.Encontre a altura, o raio e o volume do cone circular reto de maior
volume, cuja geratriz mede V3m.

(\/§)Z= h? + r?
3=h%+r?
r?=3-h* ;he (0,V3)

Volume do cone:

V—1 Zh
=z

V(h) = %T[(Sh —h?)

V' é uma fungdo polinomial em h e,portanto, continua no intervalo fechado [0, \/§]
Logo,pelo Teorema do Valor Extremo V assume um valor maximo absoluto V(c)

e um valor minimo absoluto V(d) em algum nimero c e d em [0,\/§].

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:

1.0s valores de V nos extremos do intervalo:
V(0) = V(\/g) = 0 (ndo existe cone!)
2.0s valores de V nos niumeros criticos de V no intervalo (0,\/5):

"Um nimero critico de uma funcdo f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe".

Como V éderivavel em R e,portanto, derivavel em (0,\/5), pelo Teorema de

Fermat, se V assume um valor maximo ou minimo local em c e f'(c) existe,
entdo f'(c) = 0.

1
V’(h)=§n(3—3h2);V’(h)=0(:)3—3h2=0=>h2=1-'.h=1m.

2
V(1) = S

3.Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2 concluimos que o cone
circular reto de maior volume cuja geratriz mede V3m, tem dimensées
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2T
h=1m,r =V2me volumeV = ?mg’.

Questao 4.Calcule os limites:

a) lim (cotg x)se"* ;
x-0
* De antemio, se x — 07, entdo cotgx < 0 e, portanto (cotgx)s®"* nio esta
definida.Logo, lir{)l_(cotgx)se“x nao existe!.
X—
Entretanto, se x > 07, entdo cotgx > 0 e, portanto (cotgx)s*"* esta definida.
Neste caso, temos:
1ir(r)1+(cotg x)3e"* . Poténcia indeterminada "oo°"
xX—

ysenx lim senx.In(cotgx)

In(cotgx

lim _(cotg x)"* = lim e = ex-ot ;
x-07 x-07F
__cossec®x
: . In(cotgx) v cotgx . cossecx
* lim_sen x.In(cotgx) = lim —————— —= lim = lim ———
x—0* x—0* cossecx x-0* —cossecx.cotgx x-0" cotgcx
sen? x ~ senx 0
im ——————— = lim —=-=0.
x-0tsenx.cos“x x-0tcos‘x 1
Portanto,
In(cotg x)Sen ¥ _ exlir;l_'_ sen x.In(cotg x) o0 =1

lim _(cotg x)"* = lim_e
x—0% x—0%

Por definigdo como um dos limites laterais em 0 ndo existe, podemos dizer que
lim (cotgx)%¢™ * ndo existe!
x—0

1
b) li ———];
);—{r(l) x In(1+x)

Diferenca indeterminada "oo — co"

; [1 1 ]_1_ In(1+x) — x| . ente indeterminado "o
Pt x In(1+x) = o0 x.In(1+x) ; Quoctente indeterminado 0
In(1 + x) : 1 =
—x|wH T v T+
O LA R PN W% — lim 1+x -
x-0 | x.In(1+ x) x"°ln(1+x)+L x>0 (1+x).In(1+x) +x
T+x T+x
—X L'H -1 -1 1

lim — =lim = =—=
x-0 (1+x).In(1+x) +x x-oln(14+x)+14+1 042 2
Portanto,

I [1 1 ]_ 1
; Pt x Im(1+x)) 2
Questao

a) Mostre que um polindémio de grau 3 ndo pode ter mais de 3 raizes reais.
Seja f(x) = ax®+ bx? + cx + d, um polindmmio de grau 3 com a # 0.

Suponhamos que f possui 4 raizes reais x,,x,, x5 e x,,tais que

fO) =f(x,) =f(x3) =f(x,) =0
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Como f éuma funcao polinomial e, portanto continua e dif erenciavel em R, entao
f satisfaz as seguintes hipo6teses:

1. f é continua nos intervalos fechado [x,,x,],[x,, %3] e [x3, x,]
2.f é derivavel nos intervalos abertos (x;, x,),(x,,x3) e (x3,x,)
3-f(x1) = f(xz) = f(x3) = f(x4)-
Entdo, pelo Teorema de Rolle existem x5 € (x;,x,),xs € (x,,%3) e x, € (x3,x,)
tais que

fes) =f"(xe) = f'(x;) =0
f'(x)=3ax?*+2bx+c

Como f'é uma funcao polinomial de grau 2 e,portanto, apresenta no maximo
2 raizes reais distintas, entdo nossa suposicao esta errada!

Portanto, por contradicado, f nao pode ter mais do que 3 raizes reais.Logo,
f possui,no maximo, 3 raizes reais distintas.

x—1 s
b) Mostre quearctg ( ) + arccotgx = T

X+

x
Seja f(x) = arctg (x-l-_l) + arccotg x.

Dominio da funcdo f:D(f) ={x e Rlx #0ex # —1}

1 x+1—(x—1) 1
fx) = l l—
—1\? (x+1)? 1+ x?
1+ (1)
o (x +1)? 21
frx _(x+1)2+(x2—1)2 (x + 1)2 11+x2
)=

x2+2x+1+x2—2x1+1_1+x2
f'(x)=

f1e9 = 1+x2 1+ x?
f'(x) =0,vx € D(f).

2x2+2_1J1rx2

Teorema:Se f'(x) = 0 para todo x em um intervalo (a,b), entdo f é constante
em (a,b).Ou seja, f(x) =C.

Com isso, concluimos que f é constante nos intervalos (—o,—1),(—1,0) e (0,4 ).

C,, sex< —1
f(x)={Cz, se—1<x<0
Cs, sex>0

Para x = 1,temos f(x) = C5.Logo,

T T T
f(1) = arctg 0 + arccotg +4 7 C=7
Assim,

x—1

x+1

T
arctg( ) + arccotgx = 7'5€% >0



65

Como torna
— se complicado procurar valores conhecidos nos demais intervalos
uma forma de determinar as constantes C, e C, é calculando os limites laterais
da fungao f.Para isso,
) . x—1
xEEHr f(x) = xkznl_ [arctg (m> + arccotgx]

x—1
= lim_arctg (m) + xgr_nl_ arccotg x

x—--1
I " (x —1) T I ) T
* 11m = — * —_ —
m arctg ) > e xlr—nr arccotgx 2
lim fo)=o-2="
x—>—1" 2 7T4 4
Portanto,C, = T
Assim,
t (x _ 1) + tox = — >0 < -1
arctg 1 arcco gx—4,sex oux

. . x
xkznﬁ fx)= ngnﬁ [arctg (x-}-—1> + arccotgx]

x—1
= lim  arctg (m) + lim, arccotg x

x—--1 x—--1
] x—1 T ) 1
* lim arctg( )= —— e * lim_arccotgx = ——
x—-1* x+1 2 x—-1 4
lim_ f(x) = Tm 3
xlg}' = 2 4 B 4.
s
Portanto, C, = T
Assim,
t <x_ 1) + t o 1<x<0
arc arccotgx = —— ,se — X
S\t 1 & 4

Com isso, temos que a identidade

t (x_1)+ tox = =
arctg (—— ) + arccotgx = 7

é valida para todo x € (—o0,—1) U (0, )
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19 Prova de Reavaliacdoda AB1 — 27 de Outubro de 2016

Questao 1.

a) Suponha que f e g sejam fungdes derivaveis e considere a fungao

h(x) = (f o g)(x).Determine a equacao da reta normal ao grafico de h no
ponto em que x = 1,sabendo que os pontos (1,—2) e (1,1) pertencem aos
graficos de f e g,respectivamente, e que as inclinacdes das retas tangentes
a esses graficos nesses pontos sao respectivamente iguaisa 2 e— 1.

b) Estude a diferenciabilidade da fungao

sen(3x), gsx<n
2lx =5|, t<x<6

f(x)={

Questao 2.

a) Encontre as equacgdes das retas tangentes em cada um dos 4 pontos da curva

(x2+y2—4x)? = 2(x* + y?)
onde x = 1.

b) Determine se a fungao

£l = {x‘*.sen <1>.cos (1), x# 0
0 x x o

é continua em x = 0.

Questao 3.

Sen x.cosx

a) Encontre os pontos da curvay=e onde a reta tangente é horizontal.

s
. 1\
b) Calcule xlg;r)l_ \/—x.<ﬁ>

Questao 4. Encontre os seguintes limites:

a) lim
xX-p X—p
- Vx+Vx
b) lim

Questao 5.

a) Mostre que existe um nimero positivo tal que seu logaritmo natural é igual ao
seu seno.

n.x
b) Dada a fungéo f(x) = sec <T>,determine f'().
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Questao 1.

a) Suponha que f e g sejam fungdes derivaveis e considere a funcao

h(x) = (f o g)(x).Determine a equacgio da reta normal ao grafico de h no
ponto em que x = 1,sabendo que os pontos (1,—2) e (1,1) pertencem aos
graficos de f e g, respectivamente, e que as inclinacdes das retas tangentes
a esses graficos nesses pontos sao respectivamente iguaisa 2 e— 1.

Do enunciado temos as seguintes informacdes:
f==2g9)=1f1)=2e9'(1)=-1
Ponto de abscissa x = 1:
h(x) = f(g(x))
h(1) = f(g(1)) = f(1) = =2 = ponto (1,-2)
Pela Regra da Cadeia,temos:
% = %-Z—i =f'(9(x)).g'(x)
No ponto de abscissa x = 1,temos:
W)= f'(g(D)-g'D)=f(D.g'(D=2x(-1) =-2
Logo,o coeficiente angular da reta normal ao grafico de hno ponto (1,—2) é
B 1 1
" h(1) 2

Equacao da reta normal:
Y = Yo = myu(x— x,)
1
y+ 2= E(X — 1)
1 3

y=3%73

b) Estude a diferenciabilidade da fungao

sen(3x), gsx<rr
2lx =5|, t<x<6

f(x)={

f é uma funcido definida por partes ondesen(3x) éuma funcio continua em Re,
portanto, f é continua em (n/2,n) e 2|x — 5| também é continua em R e,portanto,
f é continua em (m, 6).

Analisando a continuidade de f em m, temos:

f(m) =2|r—-5|=2(5—-n) =10 — 2m.
lim f(x)= lim sen(3x) = 0.

Logo,como lim f(x)# f(m), entdo f ndo é continua em m e, consequentemente,
X—>T

f ndo é dif erenciavel em .
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Como a funcdosen(3x) é continua e derivavel em R, entido f é derivavel em (/2, ).
Com relagdo a fungio 2|x — 5|, temos:

2(x—=5), 5<x<6

2|x_5|={—2(x—5), T<x<5

Analisando a diferenciabilidade de f em 5,temos:

veen o f)=f(GB) 2(x-5)-0 2(x-=5
f+(5)—xlgr51+ x—5 _xlinsl+ x—5 ~ x-5t (x—5) _xlgrsl+2_2'

e o SO =fG) . =2(x-5)-0 = 2(x-5 _
FE=I s T s T T oy AT

Como f,(5) # f!(5),entdo f nio é derivavel em 5.
Logo, f é diferencidvel em (n/2,m) U (1,5) U (5,6).
Questao 2.

a) Encontre as equacdes das retas tangentes em cada um dos 4 pontos da curva
(x2+ y2—4x)? = 2(x* + y?)
onde x = 1.
(1+y*-4)?=2(1+y?)
(y? =3)? =2+ 2y
y* —6y?+9 =2+ 2y?

y*—=8y*+7=0
Equacio biquadratica em a = y?.

a’?—8a+7=0

A= 64— 28=136

816
1=

a,=7ea,=1
y=i\/79y=il.

Os 4 pontos em questio sio A(1,—V7),B(1,V7),C(1,-1) e D(1,1).

Derivando implicitamente a expressao da curva temos,

d d

_ 2 2 —4 2 ) 2 2

dx(x +y x) —dx[ (x* +y?)]
2(x2+y?2 —4x)(2x + 2yy' — 4) = 2(2x + 2yy’")

Nos pontos onde x = 1, temos:

21+ y?2—4)2+ 2yy' — 4) = 2(2 + 2yy")
(y*=3)Q2yy'—2) = Qyy' +2)
=3y’ -D=>Wy' +1)
yy' (y?=3)-(p*=-3)=yy' +1
yIy@p*=3)—-yl=14+y*>-3



,_7-2 5  5J7
VAT T -4 37 21

Equacao da reta tangente em A(l, —\/7):

5V7
y+\/_=—?(x—1)
57 16V7
y=- X =
21 21
, _7-2 5 5V7
SR RN AT
Equacao da reta tangente em B(l,\ﬁ):
5V7
y—\/_zy(x—l)
_5V7 L 16V7
YEor T
, 1-2 1
YeTTia-a 73

Equacio da reta tangente em C(1,—1):

1
y+1=—2(x~1)

1 2
Y=T3Y T3
, 1-2 1
AT Ry
Equacio da reta tangente em D(1,1):
1
—1==-(x—-1
y 7 (x— 1)
1 +2
= —X —_
y=3%73

b) Determine se a funcao

£ = {x‘*.sen (%).cos (%), x#0

0,
é continua em x = 0.

69
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“en() xeo
f(X) — 5 .Sen X ) X
0, x=0

Dizemos que uma funcgdo f é continua no nimero a se, somente se,

lim £(x) = £(a)

Analisando a continuidade de f em 0,temos:

f(0)=0
lim £(x) = li x (2)
i 706 =ty 5-sen ()

Vx € R, comx # 0 temos

2
1< sen(—) <1

Como x*/2> 0Vx € R, entio ...

4 4

Seja g(x) = —%,f(x) = %.sen (%),h(x) = x7

Se g(x) < f(x) < h(x) para todo x (exceto possivelmente em 0) e lin}) g(x) =
xX—

lin}) h(x) = 0,pelo Teorema do Confronto
xX—

lim f(x) =0
x—-0

oox*t 2

lim —. sen (—) = 0.

x—-0 X

Logo, lin(l)f(x) = f(0) = 0 e, portanto, f é continua em 0.
X

Questao 3.

a) Encontre os pontos da curva y = e *¢0s¥

D(y)=R

onde a reta tangente é horizontal.

y’ —_ esen x.COSX.(COSZX — Senz x)
y/ — eSEnx.COSX'COS(Zx)

Onde a reta tangente é horizontal, temos y' = 0. Portanto,

y' = 0= 5N *COSX cos(2x) =0; e5n*CoS¥ = (0, vx € R
cos(2x) =10

T
2x=5+kn,kEZ

—n+kn k eZ
=R



1
Sen X.cosx — eisen(Zx).

y=e
T 1, k=+4+2n, neN
sen(2x) = sen (i* k) = {—1, k=+(@2n+1), neN
0 tos Sio d (TT_I_ \/_) n+(2n+1) 1
s pontos sao da forma 4_mr, el e 2 > n,\/z.
1 cos—zn—
. xX“+x
b) Calcule xll)rgl_ V= (ﬁ>
Vx € R, comx # 0, temos:
—1 < cos 5 <1
X<+ x

(=)= ()

% < <%>Com <+fe

Se x - 07 entdo x < 0 e, portanto,+/—x esta definido ey/—x > 0. Logo,

s = () < e

e Ve i}
Seja f(x) =+—x %,g(x) =/ —x. <%> K e h(x) =/—x.+/e.

Se f(x) < g(x) < h(x) para todo x (exceto possivelmente em 0) e lir(r)l_ fx) =
X—

lim h(x) = 0, entdo pelo Teorema do Confronto

x—-0
lim g(x) =0
x-0
Portanto,
T
. 1\ X +x
I (7) =0

Questao 4.Encontre os seguintes limites:

__sen(x® —p?) 0,
a) lim —————. Indeterminacao tipo "—=".
xX-p X—p 0

sen(x?—p?) x+p

= lim .
xX-p X—Dp x+p
sen(x? —p?)

=i -t P)
sen(x? — p?
=lim#xlim(x+p)
x-p  X°—DP x—p

sen(x? — p?
*lim%; Seja O =x?—p?.Se x - p,entio 6 — 0.
x-p X%2—p

71
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sen(x*—p?)  senf . . .
> > lim = 1. (x Limite Fundamental Trigonométrico!)
xX-p xX“—=p 6-0 @

*lim(x+p)=p+p=2p.
x—=p

sen(x? —p?) i sen(x? —p?)

= _— i =1X = .
xop  X—DP xli?, x%2—p? Xl‘i?,(ﬁp) 1x2p=2p
. \J X + 3V X . ~ . " oo "
b) J11_)rr010 m.lndetermmagao tipo -

g VXAV L [Vat Vr V- Y
xl—r>r010 x?+3 _xl—r}f}o X2+3.\/_—3\/3_c
| x — Va2
= lim .
x=e (x2 4 3)(Vx = Vx)

= lim 3 1
x—>oox2(1+F)\/E<1_Tx)
1 1
T T
1 1
1-— 1——
= lim — 3\& I = lim — 3‘5 1 =0
X—0o = X—>00 =
2{5(14'?)(1—7)_6) x2(1+ﬁ)<1—7§)
olo d l !
1 1 (o)

Questao 5.

a) Mostre que existe um numero positivo tal que seu logaritmo natural é igual ao
seu seno.

* Mostre que existe algum nimero ¢ > 0, tal queln c = senc.
Seja f(x) =Inx —senx, tal que f:R} — R continua de modo que

f(g) =In (g) — sen (g) =In (g) —% ;como 0 <g < 1,entdo In (g) < 0.

Logo, f (g) <0.

f(mr) =Inm —senmt =Inw— 0= Inm ;como m> 1,entdolnm >Inl=0.
Logo, f(m) > 0.

Como f é continua onde esta definida, isto é, em seu dominio, entao f é continua
no intervalo fechado [r/6,m] e 0 é um nimero entre f(m/6) e f(m), entio, pelo
Teorema do Valor Intermediario, existe algum nimero c € (n/6,7) tal que

f(c) =0.



Onde f(c)=0=Inc—senc=0.1Inc=senc ,comcé€ (n/6,7) ~c>0.
Entao, existe um nimero positivo tal que seu logaritmo natural é igual ao
seu seno.

n.x
b) Dada a funcio f(x) = sec <T>,determine f'(1).
s s

f'(x)= %n"lnn.sec({).tg (Tx)

‘(1 1 1 ! !
f'( )—ZT[ .nn.sec(z>.tg<z>

f'(1) =%lnn.\/§.1

f’(1)=%§.lnn

73



74

1.10 Provade Reavaliagdoda AB1 — 29 de Outubro de 2016

Questao 1.

a) Considere as fungdes f(x) = ¥x,g(x) =x3+1L,h(x) = (fog)(x) e
i(x)=(go f)(x).SEM EXPLICITAR h(x) e i(x),use a regra da cadeia para
encontrar as derivadas de h e de i.

b) Prove que a equacdosen® x + e* = 2e™ admite pelo menos uma raiz real.

Questao 2.

a) Calcule lingl_ sen(cosx3 + x?) - sen[ - (x7® — 1)|. Este limite coincide
X—

x—1
com o coeficiente angular de uma reta tangente a certa curva no ponto (e, ).
Qual é a equacao da reta normal a essa curva nesse mesmo ponto?

3
b) Sendo f(x) =tg>x + tg ’% ,encontre f'(m).

Questao 3.Calcule os seguintes limites:

Questao 4.

a) Seja f a funcdo dada por

1 ! 0
£ ={( ‘})tg(“")' x #
3, x=0.
Determine a,de modo que f seja continua em x = 0.

b) Dada a curva f(x) = n'8*, encontre a reta a ela tangente no ponto em que
x = 0.Depois, mostre que a area do triangulo formado por ela e pelos eixos
coordenados é menor que 1.

Questao 5

a) Encontre as assintotas verticais e horizontais, se existirem,da curva
(Zx + 1)2
Y=\ +3x/

b) Admitindo a relagido 2x = 6y — cosy + 1 define y = f(x) duas vezes
derivavel, ache f''no ponto em que y = 0.
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Questao 1.

a) Considere as funcdes f(x) =x,g(x) =x3+1,h(x) = (fog)(x) e
i(x)=(go f)(x).SEM EXPLICITAR h(x) e i(x),use a regra da cadeia para
encontrar as derivadas de h e de i.

1 2

f'(x)= 3‘%?eg (x) = 3x
Pela Regra da Cadeia,temos:
dh df dg di dg df
a——[ flg()] = i [g(f( )] = 2.2
Y _ s 1 dg _ oo
ag =00 = s =g (F) = 3 @F
A9 _ 10y — 2.2 daf ., 1
ax -9 () =3x E—f(X)—BW
e e
dx 33/ [g(0T? dx Xy
dh _ x* di  [f(0)]?
dx  3[TgCoP A 2
dh x? di  VaZ
—=—,x %1 — = =1,x+0

dx 3 [G3+1)? dx  x2
b) Prove que a equagdosen® x + e* = 2e™ admite pelo menos uma raiz real.

Definimos f(x) = sen®x + e* — 2e™. Dessa forma,temos f definida pela soma
e diferenca de funcdes continuas em R e portanto, f é continua em R.De tal
modo podemos afirmar que f é continua em qualquer intervalo fechado I C R.

Temos ainda que f(n) = —e™ e f(2n) = e™(e™ — 1).Logo,f(m) <0e f(2m) > 0.

Como f éuma funcio continua no intervalo fechado [m,2m] e 0 é um nimero
entre f(m) e f(2m), pelo Teorema do Valor Intermediario, entido existe algum
nimero x € (7, 2n) tal que f(x) = 0.0u seja, f(x) =0 = sen®x + e* = 2e™
para algum x € (m, 2m)e portanto,a equacio dada possui pelo menos uma
raiz real.

Questao 2.

a) Calcule liI‘Ill_ sen(cosx3 +x2) - sen[ - (x73 - 1)].Este limite coincide
X—

x—1
com o coeficiente angular de uma reta tangente a certa curva no ponto (e,m).
Qual é a equagado da reta normal a essa curva nesse mesmo ponto?

lim sen(cosx3 + x2) = sen [ lirgl_ (cosx3+ xz)] = sen(cos(—1) +1);

x—1

Obs.: Como cosx é uma fungio par,entdo sen(cos(—1) + 1) = sen(cos(1) + 1).

1 x -1
lim sen (x73 — 1)] = sen( lim );
x-1 x—1 -1 x—1

x73 -1 x—Dx7?+x" 4+ +x+1
lim = lim_( ) )= lim (x7?2 +xt + - +x+1)
x—-1 X — 1 x—1 (x — 1) x-1
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lim (x?+x* 4+ +x+1)=1+1+--+1+1=73.

x-1

73 termos
x7? -1
lim sen - (x73 — 1)] = sen( lim ) = sen(73)
x—1 X — 1 x—1 — 1

Como o limite dos fatores existem, entdo o limite do produto é o produto dos
limites.Logo,

1
lim sen(cosx3 + x?2) - sen [x — (x73 — 1)] = sen[cos(1) + 1] - sen(73).

x—1

Como este valor é coeficiente angular da reta tangente, entao o coeficiente
angular da reta normal é
1
m, = —
sen[cos(1) + 1] - sen(73)
Equacio da reta normal a curva no ponto (e, ) e coeficiente angular m,,:

1

yomw= " sen[cos(1) + 1] - sen(73) (x—e)
1

(x—e)+m

Y= ~ sen[cos(1) + 1] - sen(73)

3
b) Sendo f(x) =tg3>x + tg ’% ,encontre f'(m).

4
Dominio d ao:D ={ ER|x>0 I S —— kEN}
ominio da func¢ido:D(f) =x | x ex¢4k2+4k+1 com
1 3
f'(x)=3tg%x -sec?x +sec?x- (——2>
73 x
2 -
, X
T3 [x
f'(x)= 3tg2x-sec2x—ﬁ ’;-seczx
3 [m
f’(n)=3tg2n-sec2n—ﬁ ;-seczn
w1
() =0—=-=.(=1)?
=032
f(ﬂ)=—z
Questao 3.Calcule os seguintes limites:
a) lIim —— \/__\/_
=>7x+7 —+1
VX =7 _ VX =7  x+NT7 Vx+7+V14

lim

M a7 Vi B |VEeT o viE VR VT Vet 7avidl
hm(x—7)(x/aT+\/ﬁ):lim\/m+m:y§17m+yin7m:
x—7 (x—7)(\/3_c+\/7) =7 \Jx+7 }Cl_rg\/—}—c_l_}g_rgﬁ
\/7+—7+\/1_ 1% 3

V7+N7 27
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4 _4—
By lim V2= V2
x-2 X —2
E-vI_ (4E-vD) (5=
1 = =

m ——— = lim Z 2

X2 X—2 X2 (W) _ (W)
1

-2 x3 4+ V2x2+Vax+ V8 V8+V8+V8+1V8 48

Questao 4.

O R = V2)- (Var+ V2 + Vax + 45)
1 1

a) Seja f a funcao dada por

1
Fx) = {(1 — ;)tg(ax), x#0
3, x=0.
Determine a,de modo que f seja continua em x = 0.

Pela definicao de continuidade de uma funcao em um nimero,para que
f seja continua em x = 0

lim f(x) = f(0)

Se x — 0,entao x # 0 e,portanto,

1 t
lim f(x) = lim (1 — —) -tg(ax) = lim l glax) (x = 1)]
x—0 x—0 X x—0
. . o .. senkx
Obs.: Limite fundamental trigonométrico hrr}) =1,k # 0.
xX—
r senkx ’ senkx 1 " tg(kx) "
xl—% kx xl—I:no kx coskx xlg}) kx
tgla tgla a t
lim [g( x).(x— 1)] = lim [g( x).(x— 1) -—l = lim I g(ax).(ax—a)l;
x—0 X x—0 a x—-0
tg(ax tg(ax
lim [g( ).(ax — a)l = lim 8( xlim(ax —a) = 1% (—a) = —a.
x—0 ax x>0 ax x—0

Portanto,lirr(l)f(x) = —a.
X—

Para que f seja continua em 0
lim f(x) =f(0) ~ a= -3
X

b) Dada a curva f(x) = n'8*, encontre a reta a ela tangente no ponto em que
x = 0.Depois, mostre que a area do triangulo formado por ela e pelos eixos
coordenados é menor que 1.

/s
Dominio da fungio:D(f) = {x ER|x+ 7 + km,com k € Z}
Ponto de abscissa x = 0:

f(0)=mn"®"=7x°=1. Ponto (0,1)

f'(x)=mn"%* sec’x-Inm
f'(0)=n®-sec’0-Inm
f'(0)=Inm.

Equacgio da reta tangente a curva f(x) no ponto (0,1) e coeficiente angular
f'(0) =Inm:



y—1=Inn(x—-0)
y=x-'lnm+1

1
Intersecbes com os eixos coordenados: A(0,1) e B (_l_' 0)
nm

Area do triangulo formado pela reta tangente e os eixos coordenados:

1
2Inm

SA=

Como m > e e, consequentemente,Inm > Ine = 1,entdo Inm > 1. Portanto,

1
Zmn<L
Questao 5
a) Encontre as assintotas verticais e horizontais, se existirem, da curva
_(2x+ 1)?
Y= (4 T 3x) '

4
Dominio da func¢io:D(f) = {x ER|x+# —§}

Areta x = a é uma assintota vertical ao grafico da curvay = f(x) se
lim_ f(x) =400 ou lim_f(x) = +oo.
xXx—a

x—at

Pela definicao de assintota vertical, estas ocorrem nas descontinuidades
tipo infinita de uma funcao. Pelo dominio da funcao,temos uma

descontinuidade em x = —§.

25/9
)

2x + 1)2 ~ lim Q2x+1)%
B o 4+(4-+ 3x)2

X-o—= x-o—= < 7
3 3 1
0+

2x+1)2
4 + 3x

Aretay = L éuma assintota horizontal ao grafico da curvay = f(x) se
lim f(x) =L ou lim f(x)=L.
X—00 X——00

4
Logo,aretax = — 3 é assintota vertical ao grafico da curvay = (
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4 1
im0 = i x4 1\P L e AdAx+l Prytaz
im fx) = lim (4+3x) _x—lgloo9x2+24x+16_xlr:[tl°°9+ﬁ+£
: .4 1
A I T 44040 4
lim 9 + lim ﬁ+l 12 9+0+0 9
x—+ 00 x—>too X x—>+°°x

4 ) ) ] o 2x+1 2
Logo,aretay = 5 é a assintota horizontal ao grafico da curvay = (4 n 3x>



b) Admitindo a relagdo 2x = 6y — cosy + 1 define y = f(x) duas vezes
derivavel, ache f''no ponto em que y = 0.
2x =6X0—cos0+1
2x=0—-1+1
2x =0
x=0 ; Ponto (0,0)

Derivando implicitamente a expressdo da curva,obtemos:

d d d d
—(2x) = Ix (6y) — o (cosy) + o (1)

dx p J
y y
2=6—— —40
ddeeny d2x+
' _ _3’=
f(x)_dx 6 —seny
dy 2 1
Xl 6—sen0 3
d*y d /dy d
" = —) = — 2 6_ -1
fr dx? dx (dx) dx[ ( seny)™]
d?y dy
" = =2 _ -2, (_ A
f(x) = 5= ~2(6—seny) - (~cosy) -

d?y 2cosy dy

fre0 = dx? (6—seny)2.a
"(0) = d?y _ 2cos0  dy
f dx? 00) ~ (6—sen0)? dxlgyg)
2 1 1
f!l(O) = = —

36 3 54

79
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1.11 Provade Reavaliagdoda AB2 — 27 de Outubro de 2016

Questao 1.

a) Determine a equacgdo da reta tangente ao grafico da funcao
f(x) =1In (x +1+ xz) paralela a bissetriz dos quadrantes impares.

b) Mostre quetg(arccosx) = cotg(arcsenx),Vx € (—1,0) U (0,1).

Questao 2.

1
a) Seja f(x) = m* + 2* + x* + xx.Determine f'(1).

b) Uma bola de neve tem a forma esférica. Utilize dif erenciais para determinar
o aumento aproximado do volume da bola de neve quando seu raio aumenta de
1,5cm para 1,6cm.

Questao 3.

a) Determine os valores maximo e minimo absolutos da funcio f(x) = x — 4+/x,
no intervalo [0,5].

b) Uma viatura da policia, vindo no norte e aproximando-se de um cruzamento

em angulo reto, esta perseguindo um carro em alta velocidade, que, no cruzamento
toma a direcao leste. Quando a viatura esta a 0,6km ao norte do cruzamento e

o carro do fugitivo a 0,8km a leste, o0 radar da policia detecta que a distancia
entre a viatura e o fugitivo esta aumentando a 20 km/h.Se a viatura esta se
deslocando a 60 km/h no instante dessa medicio, qual é a velocidade do fugitivo?

Questao 4.
a) Ache as dimensdes do cilindro circular reto de maior volume possivel, que

pode ser inscrito num cone cuja base temraio e altura iguais a 9 e 18,
respectivamente.

~ In[cos(x —1)]
b) Calcule lim =
=11 — sen—-

Questao 5.

a) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que |tgx —tgy| = |x — y|,
T

Vx,y € (— E,E)

b) 0 grafico da derivada de uma funcao f é dada abaixo:



i.Onde f esta crescendo e onde f esta decrescendo.

ii.Os pontos de maximo e minimo locais de f.

iii. Os pontos de inflexdo de f.

81
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Questao 1.
a) Determine a equacao da reta tangente ao grafico da funcao

f(x) =1In (x +41+ xz) paralela a bissetriz dos quadrantes impares.

Bissetriz dos quadrantes impares:reta y = x.

Como a reta tangente ao grafico de f é paralelaa retay = x,entao
estas retas possuem o mesmo coeficiente angular.Logo,devemos
encontrar x € D(f) tal que f'(x) = 1.

Dominio da fungio : D(f) = R.

A — 1 . x
f(x)_x+\/11+x2 [1+v1+x2
OE D) =R

Vitxz '
ffx)=1eJ1+x2=1.x=0.

Logo, o ponto do grafico da fungdo f onde a reta tangente é paralela a
bissetriz dos quadrantes impares é o ponto de abscissa x = 0.Ponto (0,0).
Equacdo da reta tangente:
y—0=1(x—-0)
y=x
A bissetriz dos quadrantes impares (y = x) é areta tangente a curva.

* Obs.: A titulo de curiosidade, f(x) =In (x ++414+ xz) = arcsenh x.
b) Mostre quetg(arccosx) = cotg(arcsenx),Vx € (—1,0) U (0,1).

Sejam f e g funcoes tais que f(x) = tg(arccosx) e g(x) = cotg(arcsenx) e

h(x) = f(x) — g(x).
Analisando o dominio das fungdes f, g e h,temos:

D(f)={xeR|-1<x<1lex=+0}
D(g)={xeR|—-1<x<1lex=+0}
Dh)={xeR|-1<x<1lex=+0}

Analisando a derivada da funcdo h, temos:

W) =f'(0)—-g' ()

1 1
h'(x) = sec?(arccos x) - [— ] — [~ cossec?(arcsenx)] -
V1—x? 1—x?2
o cossec?(arcsenx) — sec?(arccos x)
x =
V1—x?

1 1
* Obs.:arcsenx = arccossec— earccosx = arcsec—.
x x

2 1 2 1
cossec” (arccossec ) — sec” (arcsec-
V1 — x2

1 1

2 2
R (x) =2—X- =0,vx € (-=1,0) U (0,1
(x) Nepepr x € ( )u(0,1)

h'(x) =
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Se h'(x) =0,vx € (—1,0) U (0,1) entdo h é constante nos intervalos (—1,0) e
(0,1).Logo,

f(x)—gx)=C, em (—1,0)

fx) —gx) =C, em (0,1)

Onde C, e C, sdo constantes a serem determinadas.

1 1
Calculando hem x = —3 eemx = E,temos:
1 1 1
h (E) =tg <arccos§> — cotg (arcsen§> =tg (g) — cotg (g) =v3-V3=0.

Portanto, h(x) = 0 em (0,1).

1 1 1 21 T
h (_E) =tg <arccos— E) — cotg (arcsen — E) =tg (?) — cotg (— g) =—/3++V3=0.
Portanto, h(x) = 0 em (—1,0).

Logo, h(x) = tg(arccosx) — cotg(arcsenx) = 0,Vx € (—1,0) U (0,1).
tg(arccosx) = cotg(arcsenx),Vx € (—1,0) U (0,1)

Questao 2.

1

a) Seja f(x) = %+ 2* + x? + xx.Determine f'(1).
Dominio da funcdo:D(f) ={x e R | x> 0}.

1
Seja g(x) = xx,com x > 0.Logo, g(x) > 0.

1
Ing(x) =Inxx
1 ==
ng(x) . nx

Por diferenciacao logaritmica, obtemos:

g'(x) 1 1
= —— Inx+—
g(x) x?2 nx x?2

g(x)
)](:-2
g (x)= xx % (1—=1nx)

Com isso, calculando a derivada da fungao f:

g'(x)= -Dr-Mx]=i

1
f'(x)=04+2"In2+2x+xx > - (1—Inx)
f'f()=2m2+2+1(1-In1)
f'(1)=In4+3

b) Uma bola de neve tem a forma esférica. Utilize dif erenciais para
determinar o aumento aproximado do volume da bola de neve quando seu raio
aumenta de 1,5cm para 1,6cm.

Seja x o raio da bola de neve e f(x) seu volume. Entao,

flx)= grrxe’
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Quando x = 1,5¢m ou 3/2 cm, temos:

(L5cm) = o (3)3—9 = 45mem’
f(1,5cm —37‘[. > —Zn— 5Smem

f'(x)=4nx?*e f'(1,5cm) = 9mrcm® /em
Quando o raio tem uma variagio de 0,10cm ou 1/10 cm, por dif erenciais,

queremos estimar f(1,6) = f(1,5+ 0,1).Sobre dif erenciais, para pequenas
variacoes em x,podemos dizer que Ay = dy.Ou seja,

flx+Ax)—f(x) = f'(x) - dx
F(1,5+0,1) — f(1,5) = f'(1,5)- 0,1
f(1,6) — 4,57t =97-0,1
f(1,6) = 5,4ncm?
Questao 3.

a) Determine os valores maximo e minimo absolutos da funcio f(x) = x — 4+/x,
no intervalo [0,5].

Como f éuma funcio continua no intervalo fechado [0,5],pelo Teorema do Valor
Extremo f assume um valor maximo absoluto f(c) e um valor minimo absoluto
f(d) em algum nimero ce d em [0,5].

Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:
1.0s valores de f nos extremos do intervalo:
f(0) =0,
f(5) =5 —44/5.
2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,5):
"Um nimero critico de uma funcdo f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) = 0 ou onde f'(c) ndo existe"
2 Jx-2
fflo=1-—=
YERRYE:
flx)=0=>Vx—2=0x=4.

f'(x) ndo existe em x = 0,porém 0 ¢ (0,5).

f(4) =4—4V4=—4,

3.Comparando os valores obtidos concluimos que — 4 é o valor minimo

absoluto de f no intervalo fechado [0,5] e 0 é o0 valor maximo absoluto
de f no intervalo fechado [0,5].

b) Uma viatura da policia, vindo no norte e aproximando-se de um cruzamento

em angulo reto, esta perseguindo um carro em alta velocidade, que, no cruzamento
toma a direcao leste. Quando a viatura esta a 0,6km ao norte do cruzamento e

o carro do fugitivo a 0,8km a leste, 0 radar da policia detecta que a distancia
entre a viatura e o fugitivo esta aumentando a 20 km/h.Se a viatura esta se
deslocando a 60 km/h no instante dessa medicio, qual é a velocidade do fugitivo?
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Sul

Da ilustracao tiramos a seguinte relacao:
7z =x*+y?
Quando x = 0,8km e y = 0,6km, temos:

z?>=0,64 +0,36
z?=1,00
z=1.0km

Derivando a expressao implicitamente em relacao ao tempo,obtemos:

d ~N_92 ., i 2
E(Z )—a(x )+dt(y)

) dz_2 dx+2 dy
T T
dz dx+ dy
o T e TV ae

Quando x = 0,8km e y = 0,6km, a distancia y esta diminuindo a taxa de
60km/h e a distancia z esta aumentando a taxa de 20km/h.Logo,

dz dx dy

Z.E=X.E+}/.%
dx
1%x20=08—-—0,6x60
dt
20—08dx 36
Tt
08.%% =56~ & — 70 km/n
Oqr T g T e

A velocidade do fugitivo no instante da medi¢io é 70 km/h.
Questao 4.

a) Ache as dimensdes do cilindro circular reto de maior volume possivel, que
pode ser inscrito num cone cuja base tem raio e altura iguais a 9 e 18,
respectivamente.
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Por semelhanga de triangulo,obtemos a relagio:

18_18—h
9 r

2r=18 —h
h=18—2r

Volume do cilindro em fungdo de r:

V(r)=nr?(18 — 2r)
V(r) =2n(9r? —1r3) ; re[0,9]

Como V é uma funcao polinomial e portanto continua no intervalo fechado
[0,9],pelo Teorema do Valor Extremo f assume um valor maximo absoluto
V (c) e um valor minimo absoluto V(d) em algum nimero c e d em [0,9].
Pelo Metodo do Intervalo Fechado,temos:

1.0s valores de V nos extremos do intervalo:
V(0)=V(9) =0 (Nao existe cilindro!)
2.0s valores de V nos nimeros criticos em (0,9):

"Um nimero critico de uma funcido f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe"

V'(r) = 2rn(18r — 3r?)
V'@r)=0=>18r—-3r2=0=3r(6—-1)=0 -1 =6.
V(6) = 216w

3.Comparando os valores obtidos concluimos que 216w é o volume maximo que
um cilindro circular reto inscrito num cone com dimensoes de 9 e 18 de raio e
altura, respectivamente, pode assumir.

Logo, as dimensdes que maximizam o volume do cilindro sao:r =6eh =6
In[cos(x — 1)]

b) Calcule lim
11— sennz—x

* Quociente indeterminado:" 0 '

Aplicando a Regra de L' Hospital, obtemos:



In[cos(x —1)] . —tglx—1) " tg(x — 1) " sec?(x—1)
m x oM T ax T MM g T T =
1 1-senm ¥ —5cos5 7l scosm F 1—%senn2—x
sec’0 1 4
2 mw w? @ g?
T ey T
Questao 5.
a) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que |tgx —tgy| = |x — y|,
T
V.X',y € (—E,E)

Seja f(z) =tgz e como o intervalo fechado [x,y] esta contido no intervalo
T

(_E'E) entdo f satisfaz as seguintes hipoteses:

1. f é continua no intervalo fechado [y,x];

2. f é diferenciavel no intervalo aberto (y,x);

Entio existe algum numero c € (y, x) tal que

f,(c)zf(x)—f(y)
x—y

o\ tgx—tgy

f(C)——_y

Como f'(c) = sec?c eparatodoc € D(f),temos sec’c > 1,ou ainda,
If' ()= 1.
If'(c)l =1

Pelo Teorema do Valor Médio,concluimos que
tgx —tgy
xX=y
ltgx —tgyl = [x -yl

b) O grafico da derivada de uma fungao f é dada abaixo:

>1

i.Onde f esta crescendo e onde f esta decrescendo.

f é dita crescente em um intervalo (a,b) quando f' > 0 para qualquer x
em (a,b), e decrescente quando f' < 0.

Logo, f é crescente em (—3,—1) U (2,4) e f é decrescente em (—1,2) U (4, )
ii.0s pontos de maximo e minimo locais de f.

Pelo Teste da Primeira Derivada, onde f' muda de positiva para negativa
em c, entdo (c,f(c)) é um ponto de maximo local; e se f' muda de negativa
para positiva em c, entao (c, f(c)) é ponto de minimo local.
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Portanto, f possui pontos de maximo locais em x = {—1,4} e f possui
pontos de minimo local em x = 2.

iii. Os pontos de inflexao de f.

Os pontos de inflexdo de f serdo detectados no grafico de f' nos pontos de
maximo ou minimos locais de f'.

Como f" nos diz os intervalos de crescimento e decrescimento de f',entdo
onde ocorre essa mudancga sera os pontos sobre o grafico de f onde ocorre
mudanga na dire¢ao da concavidade, evidenciando os pontos de inflexao.
Portanto, os pontos de inflexio de f ocorre em x = {—2,1,3,5}.
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1.12 Provade Reavaliagdoda AB2 — 29 de Outubro de 2016

Questao 1.

a) Determine os valores maximo e minimo absolutos da funcgio
f(x) =log,,(1+ senx),no intervalo [0,7].

b)Use aproximacao linear para estimar a aresta de um cubo com volume
igual a 27,0001.

Questao 2.

x2

a) Seja f(X) = m

Use diferenciagio logaritmica para calcular f'(1).
2e*

b) Determine os valores maximo e minimo absolutos da funcio f(x) = 137
X

no intervalo [—1,2].
Questao 3.

a) Um mével A desloca-se sobre o grafico y = arctg x e outro movel B,
desloca-se sobre o grafico de y = — arctgx ,ambos partindo da origem, de
sorte que as duas coordenadas x variam arazio de 2m/s.A que taxa estara
variando a area do triangulo determinado pelos moveis e pela origem do
sistema de coordenadas, no instante em que x = 1?

b) Determine a equacio da tangente a curva y = f(x) no ponto em que x = 2,

sabendo que f'(x) = Vx—1 e f(1) = 2.
Questao 4.

a) O custo c(em reais por hora) para operar um transatlantico a uma velocidade
constante v(em km por h) é dado por ¢ = 3 + 6v?. Ache a velocidade que resulta
na operacao mais barata de 4800km.

b) Calcule lim (tg x)cot8x,

X—5

2

Questao 5.

a) Determine os valores das constantes a, b e c,de modo que o grafico de

x’+a
Y = hrte tenha um minimo local em x = 3 e um maximo local no ponto
(_1) _2).
. . y—x
b) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que ﬁ —Jx < 2\/_,
X

sed<x<y.
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Questao 1.

a) Determine os valores maximo e minimo absolutos da funcgao
f(x) =log,,(1+ senx),no intervalo [0,7].

3
Dominio da func¢io:D(f) = {x ER|x+# 7+ 2km,com k € Z}

Como f éuma funcao composta, f sera dita continua onde estiver definida, ou
seja, em seu dominio. Portanto, f é continua no intervalo fechado [0,7] e pelo
Teorema do Valor Extremo f assume um valor maximo absoluto f(c) e um
valor minimo absoluto f(d) em algum nimero c e d em [0,m].

Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

f(0) =log,,(1+ sen0) =log,, 1 =0.

f(m) =log,,(1+ senm) =log,, 1 =0.

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,7):

"Um numero critico de uma funcado f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe".

cosx
f(x)=(1+senx)-ln10; b(f")=D(f)

Como f édiferenciavel em (0,7), se c é um nimero critico de f e f'(c) existe,
entio f'(c) = 0.

f'x)=0&cosx=0~x=

f (g) =log,, (1 + seng) =log,, 2.

3.Comparando os valores obtidos concluimos que log,, 2 é o valor maximo
absoluto de f no intervalo fechado [0,7] e 0 é o valor minimo absoluto de
f no intervalo fechado [0,m].

N

b)Use aproximacao linear para estimar a aresta de um cubo com volume
igual a 27,0001.

Seja f(x) a aresta de um cubo e x o seu volume, entdo f(x) = Vx.
Quando f(x) = 27,temos x = 3 e ainda,

1 , 1 1
— QN ===
3Vx? 3V272 27
Por aproximacao linear ou linearizagdo de f em x = 27, temos:
L(x) =f27) + f'(27)- (x = 27)
1
L(x) =3+ —=(x—-27
() =3+ —27)

f'(x)=

Como a variagao do volume foi muita pequena comparada ao seu valor inicial,
entdo podemos dizer que L(x) = f(x) quando x esta préximo a 27.Logo,

0,0001 81,0001
27 27
onde este valor é a estimativa da aresta do cubo com volume igual a 27,0001.

£(27,0001) = L(27,0001) = 3 +
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Questao 2.

x2

2% - (x2+3)°

Dominio da fungio : D(f) = R
Imagem da funcido : Im(f) ={y e R|y> 0}.f(x) > 0.

e*
In f(X) =In [ml

Inf(x) =In eX” —In[2% - (x% + 3)]
Inf(x) =x%Ine —In2* —In(x? + 3)
Inf(x) =x?—x-In2—1n(x?+ 3)

Por dif erenciacdo logaritmica, temos:

a) Seja f(x) = Use diferenciacio logaritmica para calcular f'(1).

f’(x)_ 2x
0 —2x—ln2—x2+3
f'(x) =f(x) [Zx —an—XZ;C_ 3

F=fml-mz-2

f’(1)=%[2—ln2—%] =%[3—1n4]
2e*

b) Determine os valores maximo e minimo absolutos da funcio f(x) = 137
X

no intervalo [—1,2].
Dominio da fungio:D(f) =R

Como f éuma funcdo racional, f sera dita continua onde estiver definida, ou
seja, em seu dominio. Portanto, f é continua no intervalo fechado [—1,2] e pelo
Teorema do Valor Extremo f assume um valor maximo absoluto f(c) eum
valor minimo absoluto f(d) em algum nimero c e d em [—1,2].

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo;

2e 1 2e1 1

—1) = = —e 1 = —,

fED =Ty =7 =¢ =%
2e? 2e? 2

f(2) = = —e? =0,4e2.

1+22 144 5
2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (—1,2):

"Um nimero critico de uma funcdo f é um namero c no dominio de f onde ou

f'(c) =0 ouonde f'(c) nao existe".

2e*(1+x?%) —4xe* 2e*(x*—2x+1) 2e*(x—1)*
(14 x2)? B (1+4x2)2 (14 x2)?

Como f édiferencidavel em (—1,2),se c é um nimero critico de f e f'(c) existe,

entdo f'(c) = 0.

flx) = ; D(f) =D(f)

ffx)=0e(x—1)?2=0x=1.
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1) = 2el _2e
fO=1rp=77¢

3. Comparando os valores obtidos concluimos que 0,4e? é o valor maximo

absoluto de f no intervalo fechado [—1,2] e e é 0 valor minimo absoluto de
f no intervalo fechado [—1,2].

Questao 3.

a) Um mével A desloca — se sobre o graficoy = arctgx e outro mével B,
desloca — se sobre o grafico de y = — arctg x,ambos partindo da origem,de
sorte que as duas coordenadas x variam arazio de 2m/s.A que taxa estara
variando a area do triangulo determinado pelos méveis e pela origem do
sistema de coordenadas,no instante em que x = 1?

Da ilustracdo acima, temos:
1
Alx) = Ex -2y

Alx)=x"vy
A(x) = x -arctgx
Pela Regra da Cadeia,temos:

dA _dA dx
dt  dx dt
dA—A’()— o x 4 X _dA _ tel + 1 _(n+1) 2
dx W T arcex 1+x2'dxx=1_arcg 1+12 \gTg)m/m
dA T 1 T
==+ )2 =(= 2
dt <4+2) 2 (z“)m/s

b) Determine a equagio da tangente a curva y = f(x) no ponto em que x = 2,

sabendo que f'(x) = Vx—1 e f(1) = 2.

A antiderivada mais geral de f'(x) é dada por:

(1+3)

4 5
f)=gx-Di+C

Foo) = (=D 4C

Como f(1) = 2,isso implica dizer que C = 2. Portanto,

4 5
f(x)=§(x— D++2
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4 14 /14
No ponto em x = 2,temos f(2) = §+ 2= ?.Logo,o ponto em questio é (2?)

e a inclinacido da reta tangente neste ponto é f'(2) = 1.

Equacao da reta tangente:
14
y-¢ = 1-(x—2)
y=x+ 3
Questao 4.
a) O custo c(em reais por hora) para operar um transatlantico a uma velocidade

constante v(em km por h) é dado por ¢ = 3 + 6v2. Ache a velocidade que resulta
na operacio mais barata de 4800km. (ANULADA!)

b) Calcule lir7rT1_(tg x)cosx,

x5

2
* Poténcia indeterminada: "oo®"

t lir7rT1_ cotg x-In(tg x)
. . cotgx . ) T
llr}[l_ (tgx)cotgx = hr:?— eln(tg x) — 11111_[1_ ecotgxIn(tgx) — px-jp

xX—= xX—= x—=

2 2 2
lim_cotgx - In(tgx) ; produto indeterminado 0 X

X—>?
. . In(tgx) o : W,
lll’%l_ cotgx - In(tgx) = 11r7rt1_ . ; quociente indeterminado "—
(00
x—? X—’i

Aplicando a Regra de L'Hospital, obtemos:

sec?x

_ tgx . 1 . cosx

lim gz = lim — = lim =

xok sectx LLTTtgx . T senx

2 2 2
Portanto,
lirirrl_cotgx-ln(tgx)

lim_(tgx)*°"®* = e*2 =e%=1.
X—>?

Questao 5.

a) Determine os valores das constantes a, b e c,de modo que o grafico de
2
x“+a
bx + ¢
Se f possui um maximo ou minimo local em c,entao ¢ é um namero critico de f.

"Um nimero critico de uma funcdo f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe".

tenha um minimo local em x = 3 e um maximo local no ponto (—1,—2).

y:

Dominio da func¢doy = f(x) : D(f) = {x ER|x+# _E}

b
o« 2x(bx+c) = b(x*+a)
[ = (bx + ¢)?
fro = 228D by 2 pep)

(bx +c)?
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Do enunciado temos as seguintes informagdes, f (3) esta definido, f(—1) = —2,
3 e — 1 sao numeros criticos de f.

Como f esta definida em x = 3,entdo 3b+c # 0.
9b —6c —ab
! 3 —
[ (3b + ¢)?
f'3)=0=9b—6¢c—ab=0 (Eq.1)
Como f esta definidaemx =—1e f(—1) = —2,entdo —b +c # 0.

;como 3b + ¢ # 0,entido f'(3) existe e f'(3) = 0.

1+a
f(_1)=_b+c=—2=1+a=2b—20.~.a—2b+2c=_1(Eq_2)
( 1)_b—2c—ab_ b+c #0,entdo f'(—1) existe e f'(—1) = 0
f T (b4 o)z O ¢ #0,entdo f existe e f = 0.

f'(=1)=0=b —2c—ab =0 (Eq.3).

Temos um sistema com 3 equacgdes e 3 incognitas.
9p—6¢c—ab=0
a—2b+2c=-1

b—2c—ab=0

Subtraindo a Eq.3 da Eq.1,0btemos:

9b—6¢c—ab—(b—2c—ab) =0
8b+8c=0.c=-b(Eq.4)

Substituindo a Eq.4 na Eq.3, obtemos:
b—2(—b)—ab =0

3b—ab=0
b(3—a)=0
b=0oua=3

Note que b= 0 = ¢ = 0,dessa forma as condi¢des supracitadas 3b+c #0 e
—b + ¢ # 0,ndo sdo satisfeitas. Portanto,a = 3.

Pela Eq.2,temos:
3—2b+2(-b)=-1
3—4b=-1
4b = 4
b=1 =c=-1

Portanto, os valores das constantes a,b e c sao,respectivamente, 3,1 e — 1.

—-x
b) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que ﬁ —Vx < yz\/_,
x
se 0<x<y.
Seja f(z) =z ,x e y nimeros reais taisque 0< x < ye f'(z) = ﬁ_
z

f é uma funcdo que satisfaz as seguintes hipdteses:

1. f é continua no intervalo fechado [x,y];
2. f é diferenciavel no intervalo aberto (x,y);
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Entiao existe algum nimero c € (x,y) tal que

PNICORYIO
y—x
F(c) = M
y—x
1 1
Sabemos que f'(z) = ﬁ.Logo,f'(c) = ﬁE

Se c € (x,y),entdo x < c < y e portanto Vx < \c < ﬁ Com isso, concluimos que

1 1

zﬁ%ﬁ'

Pelo Teorema do Valor Médio,temos:

L y—Vx 1 1
f'(c) = T —x _2\/E<2\/?c
Ji-vE_ 1
y—Xx  24x

y—X
ﬁ—ﬁ< 2%

Portanto,
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1.13 ProvaFinal — 04 de Novembro de 2016

Questao 1.

a) Determine os valores maximo e minimo absolutos de f(x) = Y 12x — x3,
€ [—4,4].

b) Estude a diferenciabilidade da funcio f(x) = |x + 1| -|x — 2|.
Questao 2.

a) Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de y = 2VInx,no ponto de
ordenada y = 2.

1
b) Determine lim (x? + x) * cos <—)
x—0 X

Questao 3.
a) Seja ABC um triangulo isésceles,com AB = 12dm, AC = BC = 10dm.

Determine qual o ponto da altura relativa ao lado AB,cuja soma das
distancias aos vértices é minima.

b) Se f(x) = prove que ndo ha nenhum namero real c, tal que

f(4)—f(- 1) = f'(c)-[4 — (=1)].Por que isso ndo contradiz o Teorema do
Valor Médio, aplicado ao intervalo [—1,4]?

Questio 4.Seja f(x) = tgx — cotg x — x. Mostre que:

I
a) f tem uma raiz real no intervalo (O’E)'

T
b) araiz de f é Unica no intervalo (O'E)'

x? -1

2x+ 4
2

Questao 5. A assintota obliqua da curva y = forma com as assintotas

2/, X \3
horizontal e vertical da curvay = §( 1)3 um triangulo.Encontre a area
x —
desse triangulo.

Questao 6.

x — 2|
f V2

b) Use aproximacao linear para estimar cos 59°.

a) Calcule 11m
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Questao 7.

a) Suponha que f'(x) = (Inx)(x? — 1) (x — 2)3. Analise o crescimento e o
decrescimento de f.

1
b) Calcule lirr(l)(ex + x)x.
x—

Questao 8.

a) Usando a derivagio implicita, encontre y',sendo y* = x - arccos(x + y) — m.

b) Calcule lim (\/xe' +1-— x3).

X—+0o

Questao 9.

x3+ 3x%—9x —2 , o )
a) Sendo f'(x) = - ,Xx # 2,determine a primitiva de ' que

passa pelo ponto (1,2).

Ha uma reta vertical

b) A figura abaixo é o grafico da curva f(x) = T2
X

que se desloca da esquerda para a direita,a partir dareta x = 0 e a uma

velocidade de 0,1 mm/seg.Com que velocidade estd aumentando a area do

trapézio determinado pelas intersec¢des das retas verticais citadas com a

curvaecomaretay = 0,quando x = 1?

o

Questao 10.

e L . x?—-1, x<1
a) Classifique a descontinuidade da fungio f(x) = A—x x>1 como

removivel, tipo salto ou infinita.

4|1+ tghx ) .
b) Sendo f(x) = 1 tehx’ determine f'(x),como uma poténcia de e.
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Questao 1.

(a) Determine os valores maximo e minimo absolutos de f(x) = {/12x — x3,
x € [—4,4].

Dominio da fungdo f: D(f) =R

Como f esta definida em R, entdo f é continua em R e portanto continua no
intervalo fechado [—4,4).Logo,pelo Teorema do Valor Extremo, f admite
um valor maximo absoluto f(c) e um valor minimo absoluto f(d) em algum
cedem|[—4/4].

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:
1.0s valores de f nos extremos do intervalo.
f(—4) =V-48+ 64 = V16 =2V2.

f(4) =V48—64 = V-16=-2V2.

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (—4,4).

"Um numero critico de uma funcado f é um nimero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe".

12-3x> 4 -x?
3V (12x— x3)2 {/(12x — x3)2
D(f’):{xE]R|x¢Oex¢i2\/§}

f'(x) =

flx) =0 4—x?=0 .x =42. (pertencem ao intervalo em estudo!)
f'(x) ndo existe em 0, 2v3e—2V3 (pertencem ao intervalo em estudo!)
F(=243) = f(243) =0

f(=2) =V-24+8=3V-16=-2V2.
f=¥o-0=Vo=0
f(2) =324-8=V16=232.

3.Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,temos:

—2¥2 é 0 valor minimo absoluto de f no intervalo fechado [—4,4] e
22 é o valor maximo absoluto de f no intervalo fechado [—4,4].
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Questao 1.

(b) Estude a diferenciabilidade da fungio f(x) = |x + 1| - [x — 2|.

x2—x—-2, x<-loux=>2
=10+ D=l = e —x—2l={ _ %, " TT 0 ¥STIMIER
Como f éuma funcao definida pelo modulo de uma funcao polinomial
continua em R,entdo f é continua em R. Como f muda de comportamento
nos numeros — 1 e 2,como f é polinomial temos a priori que f é derivavel

oudiferencidvel em (—oo,—1) U (—1,2) U (2, + ).

Analisando a dif erenciabilidade de f em — 1, temos:

x) — f(—1 x2—x—2-0 x?—x—2

f_’(—1)= lim_Mz lim * = hm_—x:

x->-17  x— (—1) x--1 x+1 x->-17 x4+ 1
(e +Dx-2) .
Jm S e =—1-2 =3

. fO-f-1D) . —&*P=-x-2)-0_  —x*+x+2
fl(-D= lim 222 = |im = lim —— %=

x->-1"  x—(=1) x—>-1% x+1 e x+1

—(x+1)(x—2
lim —XFDEZD lim, (—x +2) = ~(-1) +2 = 3.
xX——

x-—1t (x+1)
Como as derivadas laterais existem mas sao dif erentes, entao f nao é derivavel

em— 1.

Analisando a dif erenciabilidade de f em 2,temos:

f)-f2) = —(x*-x-2)-0_ = —x’+x+2
) - - 5

lim = lim

f_(Z) - xlg?_ x-2" x —2 x-2" x—2

—(x+1)(x—-2
im_ ( ) )=lim_(—x—1)=—2—1=—3.
xX—2 (x—Z) xX—=2
x)— f(2 x?—x—-2-0 x?=—x-=2
£ = tim LD g X2
x-2% -2 x-2% X —2 x-2t  x—2

x+Dx-2)
N e R S

Como as derivadas laterais existem mas sao dif erentes, entdo f nao é derivavel

em 2.

Portanto, f é diferencidvel em R — {—1,2}.
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Questao 2.

(a) Encontre a equagio da reta tangente ao grafico de y = 2VIn x,no ponto de
ordenada y = 2.

Dominio da funcdo y= f(x):D(f) ={x e R | x = 1}

Ponto de ordenada y = 2:
2=2Vnx=1=VInx=Inx=1:x =e.

x Ponto (e, 2).

dy ) 1 1 1
dx  T24/Inx x  xvInx
Coeficiente angular da reta tangente no ponto (e,2):
1 1
f’(e) = =

evlne e

f'(x)= ; D(f)={xeR|x> 1}

Equacio da reta tangente no ponto (e,2):

y =y, = m(x — x,)
1
—2="1(x—

y e(x e)

=241
y_e
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Questao 2

1
(b) Determine lim (x? + x) - cos (—)
x—0 X
+++++C-D—————— O+++++ (x*+x)
Vx € R, x # 0,temos:

1
—1 < cos (—) <1
X

Se x esta proximo de 0 e x é menor que 0,entdo (x?+x) < 0. Logo,
1
—(x%?+x) > (x*+ x) - cos (;) > (x%+x)

1
(x?+ x) < (x?+ x) - cos (;) < (—x?-—x)
lir(r)l_(x2 +x)=0%2+0=0.
X—
lim (—x?—x)=-02—-0=0.

x—0

1
Se (x?+x) < (x*+x) - cos <;) < (—x? — x) quando x esta proximo de 0 pela
esquerda de 0 (exceto possivelmente em 0) e
lim (x?+ x) = lim (—x?—x) =0
x—0 x—0
entao
. 1
lim (x2? + x) - cos (—) =0
x—0 X
Se x esta proximo de 0 e x é maior que 0,entdo (x*>+x) > 0.Logo,

1
—(x%?+x) < (x?+ x) - cos (;) <(x%+x)

lim (—x%2—x)=—-0%2—-0=0.
x—0t
lim (x?+x)=024+0=0.
x—0t 1
Se (—x?—x) < (x?+x) - cos (;) < (x? + x) quando x esta préximo de 0 pela
direita de 0 (exceto possivelmente em 0) e

lim (x?2+x) = lim (—x?—x) =0

x—07 x—0%
entao

1
lim (x? + x) - cos (—) =0
x—0% X
. . . . - 2 1
Como os limites laterais em 0 existem e sdo iguais, entdo llr%(x + x) - cos (—)
x— X

1
existe e lim (x?+ x) - cos (—) = 0.
x—0 X
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Questao 3.

(a) Seja ABC um triangulo is6sceles,com AB = 12dm, AC = BC = 10dm.
Determine qual o ponto da altura relativa ao lado AB,cuja soma das
distancias aos vértices é minima.

10 dm

8 dm

6 dm 6 dm |

D,=D,=+x24+36 ; D;=8—x; x€[08]
f(x)=D,+D,+D;=2Jx2+36+ (8 —x)

A funcio f definida acima é continua no intervalo fechado [0,8] e pelo
Teorema do Valor Extremo a fungao f admite um valor maximo absoluto
f(c) e um valor minimo absoluto f(d) em algum c e d em [0,8].

Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo:
f(0)=2V36+8=20dm e f(8)=2V100+ 0= 20dm

2.0s valores de f nos nimeros critico de f em (0,8):

"Um nGmero critico de uma funcio f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe".

£ 2x 1 2x —Vx2%2+36
X)=—— =
Vx2+ 36 Vvx2+ 36

f'(x)=0e 2x—+x2+36=0; x€(0,8)
2x =+/x%+ 36
4x% =x%+ 36
3x2 =36 = x2 =12 . x = 2v/3dm

f(2v3) = 2v/48+ 8 — 2v/3=8V3 +8 — 2V3 = (6V3 + 8)dm < 20dm

3.Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que para o ponto

situado na altura relativa ao lado AB a 27/3dm a soma das distancias aos vértices
é a menor possivel.
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Questao 3

4
(b) Se f(x) = —,prove que ndo ha nenhum nimero real c, tal que
X

f(4)—f(=1)= f'(c)-[4— (—1)].Por que isso ndo contradiz o Teorema do
Valor Médio, aplicado ao intervalo [—1,4]?

Dominio da fungdo f: D(f) ={x e R | x # 0}
f@=1ef(-1)=-4

f4) - f(=1) =f'(c)[4- (-1)]
1-(=4)=f"([4- (-1)]
5=5f"(c)
flle)=1

f'(x)= —% ; f'(x) <0,vx € D(f).

Logo,nio existe nenhum nimero real c, tal que f'(c) = 1.

Este fato ndo contadiz o Teorema do Valor Médio porque a fungdo f nao é
continua no intervalo fechado [—1,4] e portanto,nio é derivavel no intervalo
aberto (—1,4),uma vez que f possui uma descontinuidade infinita em 0.

Logo,como f nao satisfaz as hipbteses do Teorema do Valor Médio,entao
4) - f(-1
o fato ndo existir nimero real c € (—1,4) tal que f'(c) = f(4)_—(]:(1)) nao

contradiz o teorema.



Questao 4

Seja f(x) =tgx — cotgx — x. Mostre que:
T
(a) f tem uma raiz real no intervalo (O, E)
km
Dominio da fungio f: D(f) = {x ER|x+# —»com k € Z}

Como f é funcao definida pela dif erenca de fungdes trigonométricas e
polinomial, entdo f sera dita continua onde estas funcdes estao definida,
ou seja, em seus dominios.

I
Logo, f é continua no intervalo aberto (O'E) e portanto f é continua em

qualquer intervalo fechado I C (0, g)
/) =) - o) -2 P E- =
f(3)=w(g)-con(z)-7=1-1-7=-3
I
3

()= ) -coul()-

3 3 3
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T T I
Como f é continua no intervalo fechado [Z'g] e 0 é um nimero entre f (Z) e

/[
f (§) entdo, pelo Teorema do Valor Intermediario existe algum nimero

T T T I
X € (—,—) tal que f(x) = 0.0u seja, f possui uma raiz real em (Z'E) de tal

4°3
modo que este x € (O,E>.
2
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Questao 4

T
(b) a raiz de f é unica no intervalo (O'E)'

s
Suponha que f admite duas raizes reais a e b no intervalo (O'E) tal que
fla) = f(b) =0.

km

f'(x) = sec?x + cossec?x — 1;D(f") = {x ER|x+# —com ke Z}
s

Seja I = [a, b] o intervalo fechado definido anteriormente,com0 < a < b < >
f é uma fungdo que satisfaz as seguintes hipoteses:

1. f é continua no intervalo fechado [a,b];
2.f é diferenciavel no intervalo aberto (a, b);

3.f(@) = f(b)

Entio, pelo Teorema de Rolle existe c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

sen*x + cos?x

"(x) = sec?x + cossec’?x — 1 = tg?x + cossec’x =
1) & (senx.cosx)?

, 4 5 km
f'(x)=0& sen*x +cos*x =0,x ;t?,comkEZ.
sen*x +cos?x =0
sen*x —sen’x+1=0
Sejay =sen’x,0 < y < lentio:

y:—y+1=0
A= -3

Como o discriminante A< 0, entdo a equacao acima nao possui solucao real e,
portanto,nio existe nimero c tal que f'(c) = 0.

/s
Por contradicao,concluimos que f ndo possui duas raizes no intervalo (0, E)

T
Logo, f possui raiz Unica no intervalo (O, E) mostrada pelo Teorema do Valor

Intermediario no item anterior.
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Questao 5.

x?—-1

A assintota obliqua da curva y = forma com as assintotas horizontal e

2x +4
2, x \5
vertical da curvay = §(x 1)3 um triangulo. Encontre a area desse triangulo.
x>2—1 1(x*-1 3
y=f®=53 2<x+2> [(x )t vz

Dizemos que aretay = ax + b é uma assintota obliqua ao grafico da curva
f(x) se, somente se, lirP [f(x) — (ax+ b)] = 0.
x—+ oo

. 1
21
Portanto,aretay = Ex — 1 éa assintota obliqua da curva y = x4

2

2/ X \3
Sobre a curvay= g(x) = §(m)3 temos D(f) ={x e R|x+# 1}.

Areta x = a é assintota vertical ao grdfico da curvay = g(x) se lim_g(x) = too
x—a
ou lim_g(x) = o .Estas assintotas ocorrem nas descontinuidades da fungio.
x—-a

Verificando se a reta x = 1 é assintota vertical:

1
——
2 3
2/ X \3 2 Va2
hm glx) = hm E(x — 1) xhj{hg - =+

L
Logo,areta x = 1 é assintota vertical da curvay = g(x).

Aretay = L é assintota horizontal ao grafico da curvay = g(x) se ou
lim g(x) =L ou lim g(x)=L.
xX——0

X—+ 00

2
3

lim g(x) = li 2( - )5—21' (1+ - ) ~2 (1+ - )]2—
x—1>r-}:loog x xir}—lw3 x —1 _3x—1>11100 x—1 _3 X—l)gloo x—1 B

2

§ 3\/ (1 + 0)2 = §
2

Logo,aretay = 3 é a assintota horizontal da curvay = g(x).

2 1\ /10 2\ .
Intersegdes entre as retas: <1 §> , (1,— 2) ( 3 3) Area do triangulo delimitado:

1 10 2 1 1 7 7 49
5A‘§X<3 1)X(§+z)=zxgxa=£”-f‘
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Questao 6

xX—2, sex=>?2
* Obs.: |x — 2| _{—(x—Z). sex <2

Se x esta proximo de 2 e x maior que 2,entdo |x — 2| = x — 2.Logo,

=2l gy, 222 '(ﬁ_ﬁ)(ﬁ+ﬁ)=lim(ﬁ+\/§)=2\/§

lim ——— im ——— = lim

S R-NZ P E-VEZ e (VE-V2)

Se x esta proximo de 2 e x menor que 2,entdo |x — 2| = —(x — 2).Logo,

-2 —(x—2 - — 2 ++V2
im X7 T2 V- V2)x+v2) (—Vx—V2) = -
x—2 \/J_C — \/7 x—27 \/_ — \/_ x—2 (\/)_C — \/E) -2t

*Se x —» 2,entdo x + 2 e,portanto,\/_— V2 #0.
Como os limites laterais em 2 existem mas sdo dif erentes, entdao dizemos que
|x —

i,

nao existe!
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Questao 6

(b) Use aproximacio linear para estimar cos 59°.

1
Seja f(x) = cosx,tal que f(g) = cos (g) = cos(60°) = E,f’(x) = —senx e

f! (g) = —sen (g) = —sen(60°) = —\/7;

T
Por aproximacgao linear ou Linearizacao de f no ponto a = 3 temos:

L(x) =f(7§l) +f’(%)-(x— a7)r
L =1(3)+1(3) (x-3)

1 3 T
L =5-5(x-3)
Queremos estimar o valor decos 59° = cos(60°— 1°) = cos (z — L)
B B 3 180/

Logo,

=577 =

L(n n)_l \/5(_71)_1 /3

180/ ~ 2 ' 360

T
Para valores préximos a 3 temos L(x) = f(x) e,portanto, podemos dizer que

1+7T\/§
2 360

cos 5 OzL(g_%) =



Questao 7
(a) Suponha que f'(x) = (Inx)(x? — 1) (x — 2)3. Analise o crescimento e o
decrescimento de f.

Embora nao tenhamos a fungio f,pela analise de sua funcao derivada f'
podemos chegar a conclusio de que D(f) = D(f') ={x e R | x > 0}.

Analisando a primeira derivada, temos:

0O)-—--MD+++++++++++++++ (nx)
O)-———D+++++++++++++++ (x*-1)
0)———————- @Q)++++++++++ (x-2)°
D)D) -—--Q++++++++++ f'(®)

109

Como f'(x) > 0 quandox >2e f'(x) <0quando 0< x < 2,f é crescente em

(2,) e f édecrescente em (0,2).
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Questao 7.

1
(b) Calcule lir%(ex + x)x.
x—
* Poténcia indeterminada 1.

1 1
In(e*+x)x — e}(im In(e* +x)x

-0 .

1
lim(e* + x)x =lime

x—0 x—0
) l . ln(ex + x) . . . uO "
* hn}) In(e* + x)x = llH(l) —— ; Quociente indeterminado 0
X—> X—> X

Aplicando a Regra de L' Hospital, obtemos:

e*+1 i
limln(ex+x): o X e"+1:}}§(1)e +}}_r)r})1:e°+1:z:
x—0 X x-0 1 x-0e*+x lime*+limx e°4+0 1

x-0 x—0
Portanto,

1 1
X 4o )x lim In(e*+x)x
In(e™ +x)x _— exo ( ) — ez'

1
lim(e* + x)x =lim e
x—0 x-0
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Questao 8.

(a) Usando a derivacio implicita, encontre y',sendo y? = x - arccos(x + y) — .

Derivando implicitamente, temos:

d , d _4
E(y )_a[x arccos(x + y)] Ix (1)

d
2y.% = arccos(x + y) —

X dy
1+ 2o

dy X x

|2y + = arccos(x +y) —
dx V1= (x+y)? J1— (G +y)?
, _dy _arccos(x +y)-J1—-(x+y)?—x

dx 2y J1-(x+y)?*+x

y



Questao 8

(b) Calcule th (\/x6 +1- x3).

* Diferenca indeterminada : "oo — oo

im, (V5T =) = i, | (V71— ) m+l

X—+ 00 X—+00 .1/x6+ 1+x3
= lim ———
X2t/ x6 4+ 1 + x3
1
= lim ——
x2+04/x6 + 1 4 x3
ﬁg \..1_1
+ 00 + 00
1

Iim —=0
X2+ /56 1 4 x3
T

+ 00

112
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Questao 9

) x3+ 3x2—9x —2 ) o )
(a) Sendo f'(x) = — , X # 2,determine a primitiva de f' que

passa pelo ponto (1,2).

Sejap(x) =x3+4+3x>—9x —2,p(2) =8 + 12— 18 — 2 = 0. Portanto, 2 é raiz
do polindmio p(x).Dividindo p(x) por (x — 2) utilizando o dispositivo pratico
de Briot — Ruf fini,obtemos:

Dispositive Pratice de Briot — Ruffing

plr)
12t 4+ 32 -9 -2

[

Pz 1 3 a -2 coe ficientes

1 5 | i

¥ -
la= + Ha -+ 1

f'(x)=x?+5x+1

A antiderivada mais geral de f'(x) é:

1 5
f(x)=§x3+§x2+x+6

Como o gréfico de f passa pelo ponto (1,2) entdo f(1) = 2.

1 5
f)=5+2+1+C=2
2+15+6
L —+cCc=2

23+C—2'C— 11
6 S

1 5 11
flx) = §x3+5x2+x—?
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Questao 9

.Ha uma reta vertical

1
(b) A figura abaixo é o grafico da curva f(x) = T3 .2
X
que se desloca da esquerda para a direita,a partir dareta x = 0 e a uma
velocidade de 0,1 mm/seg .Com que velocidade esta aumentando a area do

trapézio determinado pelas intersec¢des das retas verticais citadas com a
curvaecomaretay = 0,quando x = 1?

T 3 2 1 o 1 2 3
d—j =0, Imin/ seg
1 dt ' !
M) = 1+ 22 T
/B‘x
b
‘ o4 c .
-1 o h 1 2 3
B+b)-h 1+f(x))-x
= —( 5 ) ; Alx) = —( fz( ))
Pela Regra da Cadeia,temos:
dA dA dx
dt dx dt
dA 1 1 2x?2
=AM =z[1+ +x.fl)]l =51+ -
dx (X) [ f(x) X f (.X')] ) l 1+ x2 (1 + x2)2
Quando x = 1,temos
dxxl 2[ - —— —mm 2 /mm
dA _dA dx—1><01—005 2/
dtl_, dxl,, ar " 270 T ROmmi/s

Portanto,a area do trapézio esta aumento a taxa de 0,05mm? /s quando x = 1.



Questao 10

2 _
(@) Classifique a descontinuidade da funcido f(x) = {Z B xl’ ;: 11 como

removivel, tipo salto ou infinita.
Tipos de descontinuidade:

1) Removivel:descontinuidade caracterizada por lim f(x) existe mas
xX—-a

f(a) ndo esta definido ou, caso esteja definido, lim f(x) # f (a).
x—a

2) Salto: descontinuidade caracterizada por lim_f(x) e lim_f(x) existem,
x—=a x—-=a

porém lim_f(x) # lim_f(x) e, portanto, lim f(x) nido existe.
x—at x—a x—a

3) Infinita: descontinuidade caracterizada por lim, f(x) = o0 ou
XxX—a

lim f(x) = +o.Neste caso,dizemos que a reta x = a é assintota vertical do
x—a

grafico da fungao f(x).
Calculando lirq f (x), temos:
xX—

Se x esta proximo de 1 e x maior que 1,entdo

SHEA LS A

Se x esta préximo de 1 e x menor que 1,entdo

lim f(x)=lim(x?—1)=limx?— lim1=1-1=0.
x-1 x-1 x—>1 x—1

Como os limites laterais em 1 existem, mas sdo dif erentes, entdo lim f(x)
x—1

nao existe. Pelas defini¢des supracitadas, concluimos que f possui uma
descontinuidade tipo salto em x = 1.

115
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Questao 10

4|1 +tghx
1—tghx’

1+tghx a1+ tghx 1+tghx 4|(1+tghx)?
foo =" : = |0z

(b) Sendo f(x) = determine f'(x),como uma poténcia de e.

—tghx [1—tghx 1+tghx 1 —tgh?x

* [dentidade Hiperbolica:1 — tgh? x = sech® x

() = 4 (1+tghx)2 1+tghx
f B sech? x sechx

1+tghx_1+ex+e ex+e—x= 2e” _ ox
sechx 2 2 2
eX+e™* ex+e‘x
flx) =eX =
1 x
= —e2,
o=
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Capitulo 17
2016.2

2.1 12 Prova— 17 de Fevereirode 2017

Questao 1.
( x*+1 T
| T3 e
a) Estude a continuidade da fungédo f(x) = { cotgx, se _g <x< g
s
lcossecx, se > <x<m
(x?—x—2
—, sex <0
b)Remova, onde for possivel, as descontinuidades de f(x) = { ; ti
t—, sex=>0
x?—4x+3

Questao 2.

a) Sejam f, g: R - R funcdes continuas tais que f(a) < g(a) e f(b) > g(b).
Mostre que existe c € (a,b) tal que f(c) = g(c).

b) Calcule lir51+(sen x).[cos(1 + log, x)].
X

Questao 3.

a) Determine as coordenadas dos pontos onde as assintotas horizontais do

. 3x +4
grafico de f(x) = T
x —

b) Mostre que a reta x = —2 é a Gnica assintota vertical do grafico da funcao

Q) = x? -1

x24x—-2

intercepta o eixo das ordenadas.

Questao 4.

 x2—=(a+2)x+ 2a
a) Calcule lim
xoa a4 _x4»

b) Calcule lim |x%?—9x —10]|—2
x->-1%
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Questao 5.

a) Se f(x) = [x] + [—x], mostre que }Ci_%([[x]] + [—x]) existe,mas que é
diferente de f(2).

b) Calcule lim (\/x2 + ax — \/x2 + bx) ou mostre que ele ndo existe.
X—00
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Questao 1.

((x+1 sex < _z

| x+3" 2
a) Estude a continuidade da funcio f(x) = { cotgx, se _g <x< T
|
\

2
s

cossecx, SQE<X <7

A continuidade de uma funcido definida por partes (ou trechos) sera dada
pela continuidade de cada fung¢do que a compde considerando o intervalo
onde estao definidas para a funcao f.

x2+1

* A funcio racional polinomial é continua em (—,—3) U (=3, + ),

s
porém como esta funcdo é valida para x < 5 temos que f é continua em

* A funciocotgx é continua em seu dominio, isto é,{x € R | x # km,com k € Z}.

T T
Como esta fungao é vailda para x € [_E'E] ,temos que f é continua em

T T
(_E' 0) U (O'E) ,uma vez que em 0 a funcdo cotx nao esta definida.

* A funcdocossecx é continua em seu dominio, isto é,{x € R | x # km,com k € Z}.

s T
Como esta funcado é valida para x € (E,n) entdo f é continua em (E,n).

Com esta andlise,podemos afirmar que f é descontinua em — 3 e em 0, uma
vez que f ndo esta definida nesses nimeros. A saber,nesses nimeros a
descontinuidade é infinitas: as retas x = —3 e x = 0 sdo assintotas verticais
do grafico de f.

T T
Analisando a continuidade de f em x = {— E'E} temos:

*f(—g) = cotg (—g) = 0.
* XEE%J“ flx) = xii£%+ cotgx = cotg (—g) = 0.
2

T
x?+1 —Z+1 n%2+4
* lirr}r_f(x) = lim =4 =

- - T - o
x--7 x_>_§ x+ 3 _7+3 12— &

i
Como lin% flx) # 1im+ f(x),f édescontinua em — > Esta descontinuidade
Vs

X—>—= Xo——

2 2
é do tipo salto.



* f (g) = cotg (g) =0.
* lim_f(x) = lim_cotgx = cotg (n) = 0.

T i 2
X—>2 x—>2
- - 7T
* 11m+ flx) = hm+ cossecx = cossec— = 1.
X2 X~ 2

i
Como lim_ f (x) # lir}g+ f(x),f é descontinua em 7 Esta descontinuidade

x—= o

2 2
é do tipo salto.

T
Logo, f é continua em (—oo, 1) — {—3,— —,0, —}.

22

(x*—x—2

b)Remova, onde for possivel, as descontinuidades de f(x) = { i i %
x?—4x 43’
Classificamos a descontinuidade de uma fungdo f em um nimero a como
removivel se lim f(x) existe,mas f(a) ndo esta definido.
x—=a
Analisando o dominio da funcao f temos:
D(f)={fxeR|x+1#0,x<0Vx?—4x+3# 0,x =0}
D(f)={xeR|x#-1,x+1ex+3}
D(f) =R-{-1,1,3}
Com isso, concluimos que f é descontinua em nos nimeros a = {—1,1,3}.
Além disso,como f(0) esta definido,caso exista descontinuidade em 0,
esta ndo seraremovivel.
Analisando as descontinuidades em a = {—1,1,3} temos:
lim f(x) = lim x?—x—-2 im (x+1)(x—2) sex— —1,entdo x # —1.
x>-1 Cxo-1 x4+1  x-o-1  (x+1) ' Portanto,x+1#0
O+ DOx=-2)

x11>r£11 (x+1) _lerEl1(x_2) =-l-2=-3

* Como limlf(x) existe e f(—1) ndo esta definido,entio f possui uma
x——

descontinuidade removivel em — 1.

x—1 —lim (x—1)  sex— 1,entdox+ 1.
x2—4x+3 x-1(x—1)(x—3)’ Portanto,x—1+#0
(x—1) _ 1 1 1

e =l

i (x—1D(x—3) *mx—3 1-3_ 2
* Como lin} f(x) existe e f(1) nédo esta definido, entio f possui uma
X—

descontinuidade removivel em 1.

120

sex <0

sex=>0
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. . x—1
Jim, f) = N, s =
l
0+

Como lirgl+ f(x) = o, entdo f possui uma descontinuidade infinita em 3.
X—

Logo, f s6 possui duas descontinuidades removiveis. Removendo essas
descontinuidades definimos uma nova funcao f* da seguinte forma:

(x?> —x —2
—  sex<0ex+ -1
x+1
-3 , sex=-—1
(x) = x—1
fr&) {—, sex=>20ex+1
x2—4x+ 3
1
—— , sex=1
\ 2

Questao 2.

a) Sejam f, g: R - R funcgdes continuas tais que f(a) < g(a) e f(b) > g(b).
Mostre que existe c € (a,b) tal que f(c) = g(c).

Se f e g sdo funcdes continuas definidas em R, entdo f e g sdo continuas em R.
Portanto, estas fungdes sdo continuas no intervalo fechado [a,b].

Considere a funcdo h(x) = f(x) — g(x).Como h é definida pela diferenga entre
funcdes continuas em [a,b] entdo h é continua em [a,b]. Logo,

h(a) = f(a) —g(a) = h(a) <0
h(b) = f(b) — g(b) = h(b) >0

Como h é uma funcio continua no intervalo fechado [a,b] e 0 é um nimero
entre h(a) e h(b) entido,pelo Teorema do Valor Intermediario, existe algum
numero c € (a, b) tal que h(c) = 0.

Onde h(c) =0 = f(c) —g(c) =0 ~ f(c) = g(c).

b) Calcule lil;r)l+(senx). [cos(1 +log, x)].
X

Vx € R, comx > 0 temos:
—1<cos(1+log,x) <1
Se x » 0%, entdo senx > 0 e, portanto,
—senx < (senx).[cos(1+1log,x)] <senx
Sejam f(x) = —senx, g(x) = (senx).[cos(1 +log, x)] e h(x) = senx.Entao,
f(x) < g(x) < h(x)

Se f(x) < g(x) < h(x) Vx € R,com x > 0,exceto possivelmente em 0 ,e ainda,
lir(r)l+ flx) = lilglJr h(x) = 0,pelo Teorema do Confronto,temos lir{)l+ glx)=0.
xX— xX— xX—
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Portanto,
lir51+(senx). [cos(1 +1log, x)] =0
X—

Questao 3.

a) Determine as coordenadas dos pontos onde as assintotas horizontais do

o 3x+4 | )
grafico de f(x) = ——— intercepta o eixo das ordenadas.

V4x? -7
7 7
Dominio da funcédo f:D(f) = {x ER|x< —\/T_ ou x> \/T_}

Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal do grafico da funcgdo f
se lim f(x)=L ou lim f(x)=L.
X—00 X—>—00

lim f(x) = lim
X—00

3x +4
= lim i 4x? = 2|x|.se x = o0, entdo /4x?% = 2x.

) .4
11m3+11m§

X—00 X— 00

2\/lim1—lim 7

xX—00 X— 00 4x2

3+0 3

T 2yi-0 2
Logo,aretay = 3/2 é assintota horizontal do grafico de f(x).
3x +4

3x +4
= lim ; J4x? = 2|x|.se x > —o,entdo /4x? = —2x.
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. .4
—ZJ lim 1— lim 7
X——00 X——00 4x2
340 3
T 2vi-0 2

Logo,aretay = —3/2 é assintota horizontal do grafico de f(x).

Intersec¢des das assintotas horizontais com o eixo das ordenadas:
A=1(0,3/2) e B=(0,—-3/2)

b) Mostre que a reta x = —2 é a Unica assintota vertical do grafico da funcao
fo) =22
X)) =——r.
x2+x—2

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical do grafico da fungio f(x)
se ocorrer um dos seguintes casos:

lim f(x) =+4c ou lim_ f(x) =t

x-at x-a
Pela definicdo supracitada, as assintotas verticais ocorrem nos pontos de
descontinuidade da fungao f.Neste caso,analisando o dominio de f,temos:

D(f)={xeR|x*+x—2 %0}
D(f)y={xeR|x#* —-2ex+ 1}

Logo, f é descontinua em — 2 e 1.Verificando a descontinuidade ...

limf(x)—]imxz—_l_ im (x—Dx+1) sex—lentdox+1le
x=1 T xo1x24+x—2 x-1(x—1(x+2)’ portanto,x —1# 0.
x4+ 1
= lim
x->1X + 2
lim x + lim 1
—xol xol
lim x + lim 2
x—1 x—1
_1+1 2
142 3

Portanto, a reta x = 1 ndo é assintota vertical do grafico de f(x).

3
T

2
] ] x4 -1
lim f(x)= lim ————=—o
x--27 x>=2tx*+x—2
N~————_—
I
o
Portanto,a reta x = —2 é assintota vertical do grafico de f(x) e como em 1
f possui uma descontinuidade removivel,entdo a reta x = —2 é a Gnica

assintota vertical do grafico de f(x).
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Questao 4.

x2—(a+2)x+ 2a

a) Calcule lim

xoa a4 _x4-
 x?—=(a+2)x+2a (x—a)(x—-2)
lim = lim
x—a a* —x* x—~a (a? — x?)(a? + x?)
. (x—a)(x—2)
= lim
x-a(a—x)(a+ x)(a?+ x?)
— lim (x—a)(x—2) ~* Obs.:sex - a,entdo x # a
Cxosa—(x—a)(a+ x)(a® +x2)’ e portanto,x —a * 0.
_ x—2
by (a+ x)(a? + x?)
lim(—x + 2)

— X—>a
lim(a + x) x lim(a? + x?)
x—=>a x—a

lim —x + lim 2

— XxX—a xX—>a
lim a + lim x] X [lim a? + lim xz]
xX—=>a x—=>a xX—a xX—a
—a+?2 —a+2 a—2
" [a+al.[a? +a?]  4a® = 4ad

b) Calcule lirri+|x2—9x—10|—2
x—>—
x2—9x—10, x<1loux=>10

*0bs.:|x2—9x—10|={ 5
—(x*=-9x—-10), 1<x< 10

* Obs.:se x > 1%, entdo x > 1. Portanto,|x? —9x — 10| = —(x? — 9x — 10).
lim |x?2—-9x—-10| =2 = lim (—x?+9x+ 10— 2)
x—-—1F x—-—1F
= lim (—x?+9x +8)
x->-1%

= lim+—x2+ lim 9x+ lim_ 8

x—--1 x--1 x-—1
= —(-1)2+9x (-1) +8
=-1-9+8
=—2.

Questao 5.

a) Se f(x) = [x] + [—x], mostre que }Ci_rg([[x]] + [—x]) existe,mas que é
diferente de f(2).

f@=[2]+[-2]=2-2=0

x Obs.:se x > 2%, entdo x > 2 e, portanto, [x] = 2. Por outro lado,—x < —2 e,
portanto, [—x] = —3.Logo,



125

lir£1+([[x]] +[—x]) = lil‘;l+[[x]] + lirr21+ [-x] =2-3=-1.

* Obs.:se x > 27, entdo x < 2 e,portanto, [x] = 1. Por outro lado,—x > —2 e,
portanto, [—x] = —2.Logo,

xligl_([[x]] + [—x]) = xligl_[[x]] + J}Lrgl_ﬂ—xﬂ =1-2=-1.

Como os limites laterais de f em 2 existem e sdo iguais, isto é, lirglJr fx) = linzl_ f(x)
X— X—

entdo lim f(x) existe e lim f(x) = —1.
X2 xX—>2

Entretanto, f(2) # lirr% f(x).0useja, f é descontinua em 2.
X—

b) Calcule lim (\/x2 + ax — \/x2 + bx) ou mostre que ele nao existe.
X—00

Vx? + ax + Vx2+ bx
Vx? + ax + Vx2+ bx

lim (\/x + ax —/x2 +bx)— lim (\/x +ax—\/x2+bx)

X—00

x%+ ax — (x? + bx)
im
x>0 x2 + ax + Vx? + bx

" ax — bx
= lim
x>0 /x2 4 qx + Vx2 + bx
x(a —b)
= lim '*Obs = |x|
X—00
/ 1+ + /x 1+
x(a—b)
= lim ;se x > oo,entao |x| = x.
X—00
u|1+§+u|1+§
_ x(a —b)
= lim
X—00 a b
x /1 tetx /1+§
_ a—b>b
= lim

""°°’ a ’ b
1+E+ 1+;

lima—lim b
— X— 00 X— 00

. .a ) . b
Jim i $ i 1+ &
_ a—>b
VI+04+V1+0

a—b
7
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2.2 12 Prova— 18 de Fevereirode 2017

Questao 1.
a) Determine os valores de c para que a funcao f seja continua em R:
_(|12x—=3], x=-2
f(x)_{cx+1, x< =2
b) Encontre os valores de a para que f seja continua em R:
Fx) = {xz +2x, sex<a
-1, sex>a

Questao 2.

a) Mostre que a fungio f(x) = x> — 4x + 2 possui trés raizes reais distintas.

[x]
b) Determine as assintotas horizontais do gréfico da fungio f(x) = — T
X
Questao 3.
x2+x—2

a) Determine os valores de a para que o grafico da funcio f(x) = ———
) para que o graf fgf()xz—Zax+a

tenha apenas uma assintota vertical. Para cada valor de a dé a equacio da
assintota.

b) Encontre o valor do inteiro positivo n para que areta’y = 1 seja assintota

] . _ x*+x+1
horizontal do grafico da fungio f(x) = 1
Questao 4.

) i 3x2—-1

m ————-
a x—1>—oo 5x +4

Yx—1rm

b)Y limtg |—.—|;

i g[va‘c—l 2]
iy VE= V2
o) lim ———;
x=24/2 —\[x
1

d) lim

xoveo X2 4 x +1—x
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Questao 1.

a) Determine os valores de c para que a funcao f seja continua em R:
Flx) = {IZx— 3], x= —2.
cx+1, x< -2
2x —3, sex>3/2
—(2x—3), sex<—3/2

f é uma funcio definida por partes, onde a funcio modular |2x — 3| é continua
em R assim como a fungio polinomial (cx + 1), mas como estas funcdes estio
definidas em intervalos dif erentes, concluimos apenas que f é continua em
(—00,—2) U (—2,+0).Portanto, para que f seja continua em R é condigio
suficiente que f seja continua em — 2.Logo, xli_)mz fx) = f(=2).

* 0Obs.:|2x — 3| ={

*f(=2)=2%x(=-2)-3|=[-4-3]=|-7]=7.
*xgr_anrf(x) = xgr_r12+|2x— 3| = xEEr;Jr —(2x—-3)=—(-4-3)=7
* lim_f(x) = lim_(cx+ 1) =—-2c+ 1.

x—>—=2 xX—>=2

Primeiramente, lim2 f(x) deve existir e para tanto ...
xX——
lim_f(x)= lim_ f(x)
x——2 x—--2%

—2c+1=7
2c=—-6.c=-3

Comc = —-3,temos lim f(x) = f(—2) =7,ouseja, f é continua em— 2 e,com
x—>—2
a continuidade analisada acima, concluimos que f é continua em R para c = —3.

b) Encontre os valores de a para que f seja continua em R:
2

x“+2x, sex<a

£ =1 .
-1, sex>a
f é uma fungdo definida por partes, onde a primeira sentenga é uma funcao
polinomial e, portanto, continua em R.Logo f é continua em (—,a).Ja a
segunda sentenca € uma funcao constante, também continua em R e,portanto,
f é continua em (a,+).Com essa analise, para que f seja continua em R
é condicdo suficiente que f seja continua em a.Logo,lim f(x) = f(a).
x—a

*fla)=—1
* lim f(x)= lim —1=-1.
x—a’t x—a’t
* lim f(x) = lim (x?+2x) = a® + 2a
xX—a x—a
Primeiramente, lim f(x) deve existir e para tanto ...
x—a
lim f(x)= lim_f(x)
xX—-a x—a
a’+2a=-1
a’?+2a+1=0
(a+1)?=0~a=-1
Coma = —1temos lim f(x) = f(a) = —1,0u seja, f é continua em a e,com o
x—a

intervalo de continuidade definido anteriormente, f é continua em R.
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Questao 2.

(a) Mostre que a funcio f(x) = x> — 4x + 2 possui trés raizes reais distintas.

f é uma fungdo polinomial e, portanto, continua em R. Logo, f é continua em
todo intervalo fechado I c R.

«f0)=03—4Xx0+2=2

sf(D)=13—4x1+2=-1

s f(2)=23—4x2+42=2

* f(=3)=(-3)>—4x%x(-3)+2=-13

Como f é continua em todo intervalo fechado I c R, entdo f é continua nos
intervalos fechados [—3,0],[0,1] e [1,2].E ainda, 0 é um nimero entre f(—3) e
f(0),assim como,entre f(0) e f(1) e entre f(1) e f(2) entdo,pelo Teorema do
Valor Intermediario,existem ntimeros c; € (—3,0) ,¢, € (0,1) e ¢c; € (1,2) tais
que f(c,) = f(c,) = f(c3) = 0.0u seja, f possui trés raizes reais distintas.

[x]
x2+1
Dizemos que aretay = L é assintota horizontal do grafico da funcao f se
lim f(x) =L ou lim f(x)=0L.

X—00 X—>—00

(b) Determine as assintotas horizontais do grafico da funcio f(x) =

Sobre a funcio [x] temos a seguinte desigualdade:
x—1<[x]<x
Como (x> +1) > 0,Vx € R, entio temos
x—1 < [x] < X
x2+1 x?2+17 x%2+1

Seja g(x) = ——— e h(x) = ———, ent3
e]agx—xz_l_le x—x2+1,enao

g(x) < f(x) < h(x)
1_1

o1 .1
lim = — lim — 0—-0 0

X — 1 X 2 X x2
lim g(x) = lim = lim X~ — xoe xo0o b =—=
e e x? +1 x_’°°1+i2 liml-}-limi2 1+0 1
X X—00 x>0 X
1 1 1 lim 1 lim 1 0 0 0
x — X %2 x ¥z 0-—
lim g(x) = lim > = lim X x12 — x——00 X x—»—ooxl — —
e xo-oxt+ 1 o 1+ 7 lim 1+ lim 7 1+0 1
X xX——0o x——0co X
1 1
= lim = 0 0
lim h(x) = lim > = lim 24 = xo00 X = =—=0.
x=ee xo0 x° + 1 x_)°°1+ﬁ lim 1+ lim = 1+0 1
X— 00 X—00
1 .1
= lim =
X oo X 0 0
lim h(x) = lim = lim X = oo = =-=0.
X oo x? 41 ’H_m1+i2 lim 1+ lim & 110 1

X X—— 00 xX——00 xz
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Se g(x) < f(x) < h(x),para todo x € Re lim g(x) = lim h(x) = 0,assim como
X—>00 X —00
lim g(x) = lim h(x) = 0,pelo Teorema do Confronto temos
X——00 xX——00
lim f(x) =0 e lim f(x)=0
X— 00 X—>—00

. [x] . [x]
alllrolox2+1_0 ¢ xl—l>lzloox2+1_0

Logo,aretay =0 é a Gnica assintota horizontal do grafico de f(x)

Questao 3.

x2+x—2
x?—-2ax+a
tenha apenas uma assintota vertical. Para cada valor de a dé a equagao da
assintota.
Dominio da funcao f:
D(f) ={x € R|x*—2ax+a # 0}

(x—1Dx+2)
x2—2ax+a

a) Determine os valores de a para que o grafico da fungio f(x) =

f) =

Vamos analisar duas situagdes distintas: a primeira considerando que f
possui apenas uma descontinuidade e a segunda que possui duas
descontinuidades sendo uma delas removivel.

Situacdo 1.Se f possui apenas uma descontinuidade, implica dizer que
x?% — 2ax + a possui raiz Gnica com multiplicidade 2.Isto é,(x* — 2ax + a)
é um quadrado perfeito.
(x?=2ax+a) = (x—a)?
x?—2ax +a=x?-2ax + a*
2
a*—a=0
ala—1)=0
csa=0o0ua=1
* Para a = 0, temos:

2
f(x)=x+x—)§2 . D(f)=(x€R|x%0)
-
) o x?+x-2
=T =
l
0+

Logo,areta x = 0 é assintota vertical Gnica do grafico de f para a = 0.
* Para a = 1, temos:

() = (x—1D(x+2)

(x—1)2

D(f)={x eR|x#1}



130

3
T

_  (x-1Dx+2) o ox+2
R ) R (e
!
0+

Logo,areta x = 1 é assintota vertical Gnica do grafico de f para a = 1.

Situagdo 2.Se f possui duas descontinuidades sendo uma delas removivel,
entdo, numerador e denominador tem raiz em comum. Como na situagao 1
ja foi apresentado o caso em que x = 1 era raiz comum a ambos, resta
analisar quando x = —2 é raiz do denominador.

x2—2ax+a=0
(=2)2=2a(-2)+a=0
44+4a+a=0
S5a=—-4:.~a=-4/5

x Paraa = —4/5 temos:
x—1)(x+2 x—1)(x+2 2
f(x)=( ) )=( ) );D(f)={x€R|x¢—Zex¢—}
X+ oy -2 (x+2)(x—g) >
5 5 5
—D(x+2 -1 -3 5
lim f(x)= lim (= Dlx+2) = lim x—=—=—.
x—>-2 x—=2 (x +2) (x_z) x—>—2x_z _E 4
5 5 5
Logo,a reta x = —2 ndo é assintota vertical do grafico de f para a = —4/5.
-36/25

1
—_—
x2+x—2

llr?+ f(x) = hnzl_‘_m = —00
xX=y x-=c x* + gx -3
[ —
l
0+
Logo,areta x = = é assintota vertical Unica do grafico de f para a= —4/5.
b) Encontre o valor do inteiro positivo n para que aretay = 1 seja assintota
2
. oo . x“+x+1
horizontal do grafico da fungio f(x) = g

Se aretay= 1 é assintota horizontal do grafico da funcao f,entdo

lim f(x)=1 ou lim f(x)=1
X—00 X—>—00

1,1

_ x4 x+1 13t
lim f(x) = lim 22 _ jjyy X x?
xX—00 x-00 xM"—1 x>0 -2 L
xZ

1 1
Se lim f(x) = 1,entdo lim <x”‘2 ——) existe e lim (x"‘z — —) # 0, e ainda,
X—00 xX— xZ xz

[oe] X—00

) ey 1 ) 1 1
lim (x _P) = lim (1 + ;+ F).Logo,

X—00 X— 00

1 1
lim (1+—+—)= lim 1+ Hm =+ lim —=140+0= 1.
X—00 X x2 X—00 xX—o0 X x—>oox2
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. 5, 1 .1 A ., 1 . 5
lim (x” ——2) =1;como lim — = 0, entdo lim (x” ——2> =1 lim x"*=1.
X—00 X xX—00 X X— 00 X X—00

Isso implica dizer que x™ 2

= x% e portanto,n = 2.

Questao 4.
, 3x2—-1
L L R
1
3x2_1 . XZ(B—F)
X—>—00 5x-|—4 _xl—l}zloo 4
(5+%)
1
| x| 3—ﬁ
= lim — se x » —oo, entao |x| = —x.
xX——00
x(S +})
1
o 3-
= lim — v
xX——00
1
= lim 7
xX——00
5+§
\[lim 3— lim iz
__ X——00 x—>—00 X
lim 5+ lim =
X—>—00 X——00
_ V3-0
540
V3
=-=
Yx—1m
b)lim t =;
) lim g[w_l 2]
‘{/——1 Yx—1rm
Seja g(x) = — ef(x) = tg x . Entio, hm tg[ —l —llm f(g(x)).
Ve-1 V-
6\/_—1 T mw . S$x—-1
hmg(x)—llrn Y 5 =37 lim 3\/_—_1
* Seja t = Yx. Se x - 1,entdo t - 1. Ajustando o limite, obtemos ...
. 6\/_—1_1, t—1_1 (t—1) _ 1 1
xg?i/;_1_tg?t2—1 el t— D+ 1D eote+1 2
Portanto,
| ()_nl. Yx—1 nxl /i
I = s 1 T2727 4
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Como f é continua em Z ¢ lim (x) =2 entio lim f(g() —f(z) —tgl=1
4 x—>1g T4’ x-1 g B 4) g4_ '

Em outras palavras,

lim f(9() = £ (lm 9 () =8 |lm == 5] = 83 =1
i V2= V2
¢)lim ———;
x—>2\/§—\/3_c
i VA2 (VX = V2 V24 E Va4 Ve VA
im ——— = lim . :
P22 - Vx| VI yx VIt x Vit V2t VA
i = D24V
=2 (2 —x)(Vx2+ V2x + V4)
— lim (x —2)(V2 ++x) _sex — 2,entdo x # 2
oz (x—2)(Va2 + VZx + V&) portanto,x —2# 0
| V2 ++x
=lim —
2 Yx? 1 y2x + VA
lim V2 + lim V2
— xX—2 xX—2
lim Vx2 + lim ¥/2x + lim V4
xX—2 xX—-2 xX—>2
V242
Va+Va+ia
22 22 26
3WE 35 3
(@ 1 -
im :
xotox2+ x+1—x
r 1 i 1 \/x2+x+1+xl
im = lim .
xoroyxZ+x+1—x relVxi+x+1-—x Vxi+x+1+x
o VxZ+x+1+x
= lim
x—+o0 X2+ x +1—x?
_ Vx?2+x+1+x
_x—1>Too x+1

1 1
\[xz (1+§+ﬁ) TX se x> 4o0,entio

e (1ed) ==

/ 1 1
X 1+§+F+x

AT
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1 1

= lim 1
X—+ 00

1+§

\/hm 1+ lim l+ lim l2_|_ lim 1

xX—+ 0 xX—+00 x—+00 X xX— 400

lim 1+ lim 1
x>+ x-+00 X

VIFO0+0+1 2

1+0 1
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2.3  22Prova-24de Margode 2017

Questao 1.

a) Dada a relacio x*y? + xy = 2, determine os pontos da curva onde a reta
tangente € paralela a bissetriz dos quadrantes pares.

b) Mostre que as retas normais a curva 'y = (x? — 1)2.(x + 1)3 nos pontos
onde ela toca o eixo das abscissas sao verticais.

Questao 2.

tgx, se0<x <m/4
—cotgx, senm/4<x<m/2

a) Dada f(x) = {

determine a fungio f'(x).

b) Calcule a area do triangulo formado pelos eixos coordenados e pela
retanormal a f(x) = tgx emx = /4.

Questao 3.

Encontre a derivada da fungio f(x) = |80+
a) Encontre a derivada da funcao f(x) = 1 tg(d)

a3x + a—3x

b) Calcule a derivada de y = T a—

Questao 4.

a) Seja f(x) = sen?(2x). 3/ cos(2x),com x € [0,7]. Encontre f'(x) e determine
onde f é diferencidvel.

b) Encontre a equagio da reta tangente a curva x.e” + y.e* = 1 no ponto (0,1).
Questao 5.

a) Usando a definicao de derivada,mostre que existe uma reta tangente ao
grafico de f(x) = Vx — 1 que passa pelo ponto (1,2).Dé uma equagio para
esta reta.

b) Use dif erenciacdo implicita para mostrar que se P é um ponto do circulo

(x —a)? + (y — b)? = R? entdo a reta tangente em P é perpendicular ao raio
CP,onde a,b, R sdo constantes reais e C(a,b) é o centro do circulo.
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Questao 1.

a) Dada a relacio x*y? + xy = 2, determine os pontos da curva onde a reta
tangente é paralela a bissetriz dos quadrantes pares.

Derivando implicitamente a expressao da curva,temos:

d d d
_ 2,2 _ —_ 2
2 XY+ () = (2)
2xy* + 2x%yy' +y+xy' =0
, 2xy*+y
y= 2x%y + x
, o y@xy+1)
T ox(2xy+1)’
/ y

Y=—;

se 2xy+1) #0,

Se areta tangente a um ponto da curva é paralela a bissetriz dos quadrantes
pares entdo, neste ponto y' = —1.

! —

y' = 1=>—§=—1-‘-y=x

Substituindo na expressao da curva y = x,obtemos:

x*+x2=2
x*+x2-2=0
Seja a = x?,a > 0.Entio,
a?+a—-2=0
A=9
—-1+3

a= —a=1

* Obs.:a = —2 nado satisfaz a condicao a = 0.

Para a = 1,temos x = +1,como y = x, entdo os pontos onde a reta tangente a
curva é paralela a bissetriz dos quadrantes pares (y = —x) sdo:

A=(11)eB=(-1,-1)

b) Mostre que as retas normais a curvay = (x? — 1)2.(x + 1)3 nos pontos
onde ela toca o eixo das abscissas sdo verticais.

Pontos onde a curva toca o eixo das abscissas:A(1,0) e B(—1,0)
Mostrar que as retas normais a curva nos pontos A e B sdo verticais é o
equivalente dizer que as retas tangentes em A e B sao horizontais, uma

vez que num mesmo ponto as retas tangente e normal sao ortogonais.

y' =2(x?=1).(2x).(x + 1)% + (x?2 — 1)2.3.(x + 1)%.1
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y' =(x? =D+ 1D 4x(x+1) + 3(x2 —-1)]
y' = (x?=1)(x+ 1)%(7x?% + 4x — 3)

va=y' (=0 e yp=y'(-1)=0

Logo, as retas tangentes nos pontos onde a curva toca o eixo das abscissas
sdo horizontais e, consequentemente, as retas normais nesses pontos sao
verticais.

Questao 2.

tgx, se0<x <m/4
—cotgx, sen/4<x<m/2

a) Dada f(x) = {

determine a funcio f'(x).

Se0<x+h<mn/4, entio

fx+h) —fx)
h

fre=in

tg(x + h) —tgx

= Jm, ho
tgx + tg
T —tgx
1—tgx.
— lim gx.tgh
h—-0

h
tgh (1 +tg%x)

- hl—rf(l)(l—tgx.tgh).h
i tgh.sec’x
_hl—%h.(l—tgx.tgh)

tgh 1
= (sec?x) x lim B im—
h-0 h  h-01l—tgx.tgh

I tgh " senh 1 " senh 1 1
* _— . =
noo h n5o h cosh hoo h hod cosh

=1x1=1.

f'(x) = (sec®x) x 1%

f'(x) = sec?x

1—-tgx.0

Se m/4<x+h<m/2,entdo

fx+h) —fx)
h

f0) = lim

—cotg(x + h) + cotgx

h—0 h
_ 1 + 1
: tg(x+h) tgx
= lim
h-0 h
_1-—-tgx.tgh 1
— lim tgx +tgh " tgx

h—-0 h



. tgh(1+tg?x)
e h(tgx + tgh).tgx
- [ten sec?x
= lim :
h-o| h (tg?x +tgx.tgh)
. tgh sec?x
= lim — X lim
h-0 h  h-otg?x +tgx.tgh
sec?x

=1x

tg? x
f'(x) = cossec?x.
Logo,uma expressao para a derivada da funcao f é:

sec’x, se0<x <m/4
cossec’x, sem/4<x <m/2

o =|

b) Calcule a area do triangulo formado pelos eixos coordenados e pela
retanormal a f(x) = tgx emx = /4.

D(f)={xeR|x#mn/2+ km,k € Z};Ponto (n/4,1)
Coeficiente angular da reta normal ao grafico de f em x = 1w/ 4:

1 1 , 1
M= D T sect(mmy 08 MM = 3

Equacio da reta normal em (m/4,1):
1
y—1= —E(X—ﬂ/‘l)

Intersecdes com os eixos coordenados:

A_<On+8) B_(n+8 O)
- ) 8 e - 4 )

Area do triangulo AOB:

<n+8>x(n+8):(n+8)2u.A

S —1bh—1
A40B — o7 T2\ 8 4 64

Questao 3.

Encontre a derivada da fungio f(x) = |84
a) Encontre a derivada da funcao f(x) = 1+ tg(4x)

1—-1tg(w)

rg(u)'y =f(v) = \Jv.Pela Regra da Cadeia, temos:

Sejau =4x,v =

137
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df _df dv du
dx  dv du’dx

af _ 1

dv 2\v

dv  —4sec’(u)[1+ tg(w)] — 4sec’(w) [1 - tg(w)] 8 sec?(u)

du [1+tg(w)]? TR O

du _

=

df ., . 1 [1+tg(4x) 8sec?(4x) 4
&= T {_ 1+ tg(4x)]2}'
. sec?(4x) /1 + tg(4x)
f'(x) =-1e. [1+tg(4x)]? |1 — tg(4x)

a3x +a—3x
b) Calcule a derivada de y = m.D(y) ={xeR|x+0}

a3x + a—3x a3x

y= a3x _ a—3x X a3x
a® +1
Y= a®* —1
y = 6a®*.lna(a®* — 1) —6a** Ina (a® +1)
- (a6x _ 1)2
, 12a%*
y' = _—(aéx — 1)2.lna

Questao 4.

a) Seja f(x) = sen?(2x). i/ cos(2x),com x € [0,7]. Encontre f'(x) e determine
onde f é diferenciavel.D(f) = R

N

f'(x) = 2sen(2x) cos(2x) ./ cos(2x) + sen2(2x)% [cos(2x)] 3.[—sen(2x)].2

6sen(2x) cos?(2x) — 2sen3(2x T
f'(x) = (2x) (22) ( );D(f’)z{xe]R|x¢—+kn,comkEZ}
33/cos2(2x) 4
T
Comx € [0, 7] e sabendo que D(f") = {x ER|x# n + km,comk € Z},concluimos
/s

que f é diferenciavel em (O, g) U (Z,n).

b) Encontre a equacio da reta tangente a curva x.e” +y.e* = 1 no ponto (0,1)
Verificacio:0.e' + 1.e° = 0 + 1 = 1 (ponto pertence a curva).

Derivando implicitamente a expressao da curva,temos:
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d d d
— (xe?) + — (ve*) = — (1
Ty xe) - (ye™) = - (1)
e +xe’y' +y'e*+ye* =0
e¥ +ye*
e* + xeY

i

Coeficiente angular da reta tangente em (0,1):

!

y:

el+1e°_ e+1 et 1)
O +0el  1+0 ¢

Equacao da reta tangente:

y—1=—-(e+1).(x—0)
y=—x(e+1)+1

Questao 5.

a) Usando a definicao de derivada,mostre que existe uma reta tangente ao

grafico de f(x) = Vx — 1 que passa pelo ponto (1,2).Dé uma equagio para
esta reta.
Pela definicao de derivada,temos

f'(x) = lim

Vx+h—-1-Vx-1

flx+h)—f(x)
h

f0) = lim

h
~lim Vx+h—1-Vx—1 {Y(x+h—-1D2+3Y(x+h—-Dx—-1)+(x—1)2

h=0 h Ba+rh—102+3Yx+h-Dx—-1D+3(x—1)?
— lim x+h—-1-(x—-1)

o p[ Y h— D7+ Y@+ - DG - D + Y& - 107
= lim h

o p[YG+h= D2+ Y@+ h- D -1 + Y- 17

1

= lim

=0 (x+h -2+ Y (x+h—-Dx -1+ (x—-1)?
1) = —F/—=
3y (x—1)2
Equacio geral de uma reta que passa pelo ponto (1,2):

y—2=m(x—1)

Se essa reta é tangente ao grafico de f num ponto (x,y) tal que y = f(x), entdo
m = f'(x).Logo,
f)—2=f"(x).(x—1)

1
Yr—1-2=—(x—1
) 37 (x—1)2 =1
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3(x—1) -6y (x—1)2=(x—1)

Sendo x # 1, temos:

Logo,a reta tangente ao grafico de f(x) = ¥x — 1 no ponto de abscissa x = 28
passa pelo ponto (1,2).A equacio dessa reta é dada por:

y—2=f'(28).(x - 1)

1
yo2=——— (x—1)
33/(28—1)2

1
= (x—1)+2
y 27(x )+
Z1 83
Y= 2727

b) Use dif erenciacdo implicita para mostrar que se P é um ponto do circulo
(x — a)?+ (y — b)? = R? entdo a reta tangente em P é perpendicular ao raio
CP,onde a, b, R sdo constantes reais e C(a,b) é o centro do circulo.

Seja o ponto P(x,,y,) um ponto do circulo. Entiao (x, —a)? + (y, — b)* = R
Derivando implicitamente a expressao da curva,temos:

d d d
- — 2 - _ 2 — RZ
I X —a) o (y—b)* =——(R%)
26— a)+2(y—b).y' =0
,_ _X—a
' Xo—a ..
No ponto (x,,y,) temosy' = — _ ,coeficiente angular da reta tangente.

o

O coeficiente angular da reta que representa o segmento CP é:

Ay _Yo—b
Ax x,—a
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O produto dos coeficientes angulares é:

_xo—axyo—b__1

Yo —b xo_a_

Portanto, a reta tangente em P é perpendicular ao raio CP.
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24 22 Prova-25de Margode 2017

Questao 1.

a) Para cada ponto de uma curva, a razao entre a diferenca (abscissa menos
ordenada) e a soma de suas coordenadas é igual ao cubo da ordenada do ponto.
Mostre que ndo hareta tangente horizontal a essa curva.

b) Determine as equacgdes das retas normais ao grafico da funcao
f(x) =senx.cosx no intervalo 0 < x < m, que sio verticais.

Questao 2.

x?2+1, sex>1

a) Obtenha a fungéo f'(x) para f(x) = { 2x, sex<1

b) Mostre que sdo ortogonais as retas tangentes a f(x) = x? e g(x) = F no
X
ponto de interseccdo de seus graficos.
Questao 3.
a)Calcule a derivada de y = tg [sen Vsec(x? + 1)].
_ , 5 . 1+ 3x?
b) Determine a interseccao das retas tangentes a curva y = Ep nos pontos
x

de ordenada 1.
Questao 4.

d X . .
a) Sabendo que d—(lxl) = ﬁ,para x # 0 e usando a regra da cadeia, determine

x X
os pontos do grafico de f(x) = a*"*! x € [0,2n] onde a reta tangente é
horizontal.

b) Encontre uma fungido cibicay = ax® + bx? + c¢x + d cujo grafico tenha retas
tangentes horizontais nos pontos (0,0) e (—2,6).

Questao 5.

a) Ache uma equacgdo para a reta tangente ao grafico de 3/xy = 14x +y no
ponto (2,—32).

b) Use a defini¢do de derivada para mostrar que a reta que tangencia o grafico
da fungido f(x) = |x? — 5x + 4| no ponto de abscissa x = 3 tem mais dois
contatos com o grafico.Dé as abscissas dos pontos de contato.
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Questao 1.

a) Para cada ponto de uma curva, a razao entre a diferenca (abscissa menos
ordenada) e a soma de suas coordenadas é igual ao cubo da ordenada do ponto.
Mostre que ndo hareta tangente horizontal a essa curva.

Para cada ponto P(x,y) da curva temos:

XY _ 3 1)
x+y y
x—y=xy3+y*; x+y+0 (2)
y(1+y?) €))
X=1_—y3;y¢1€y¢0

Derivando implicitamente a expressdo da curva em relagdo a x,temos:

d d _d 5 a .,
a(x) —a(}’) = E(xy )+a(}’ )
1—y' = y3+ 3xy%y' +4y3y’
: 1-y’
Y= + 3xy? + 4y3
Se a curva C admite alguma reta tangente horizontal em um ponto P(x,,y,) € C,
entdo,y' = 0 neste ponto.Logo,

1—y3
1+ 3xy? +4y3

=0eyl=1.y=1

Porém,note que se P(x,y) pertence a curva entio satisfaz as condi¢bes impostas
anteriormente,ou seja,x +y # 0,y # 1 e y # 0 e, portanto, como ndo ha ponto
cuja ordenada vale 1,concluimos que nao existe ponto a curva cuja reta tangente
é horizontal.

* Obs.: As trés formas de reescrever a expressao da curva,apresentarao a
mesma conclusao obtida anteriormente!

b) Determine as equacgdes das retas normais ao grafico da funcao
f(x) =senx.cosx no intervalo 0 < x < m, que sio verticais.

* 0s pontos onde a reta normal é vertical, a reta tangente é horizontal.

f'(x) = cosx.cosx + senx (—senx)
f'(x) = cos?x —sen? x

Os pontos da fungio f onde a reta tangente é horizonta, temos f'(x) = 0.Logo,
f'(x) = 0= cos?x —sen’x =0
sen®x = cos?x ;cosx # 0
sen? x

cos?x
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tg?x=1=tgx=+1

m 3T

Com0 < x < m,temos portanto x = {Z,T}

A reta normal nesses pontos é vertical com equagao x = x,, onde x, é a abscissa

T 3w

do ponto.Portanto, as retas normais sao as retas verticais x = 7 e x = e

Questao 2.

x24+1, sex>1

a) Obtenha a fungdo f'(x) para f(x) = { 2x, sex<1

Pela definicao de funcao derivada, temos:

fx+h) - fx)
h

f'(x)= lim
Se x+ h > 1,temos:

[(x+h)*>+1]— (x2+ 1)

h
x>+ 2xh+h*+1-x%-1
= lim

h—-0
. 2xh+ h? N
=lim————; *se h— 0,entdo h # 0.
h—-0 h
= lim (2x + h)
h—0
= 2Xx.

f'(x)= lim

Se x+h <1,temos:

2(x+ h) — 2x
f() =lim ( )
. 2x+2h—2x
=lim————
h—-0 h
=lim —; *se h— 0,entdo h # 0.
h—>0h
= lim 2
h—0
= 2.

Uma expressado para a derivada da funcao f é:

, _(2x, sex>1
f(x)_{Z, sex<1
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b) Mostre que sdo ortogonais as retas tangentes a f(x) = x%? e g(x) = F no
x

ponto de interseccao de seus graficos.

No ponto de intersec¢io, temos f(x) = g(x).Isto é,

2 1 >0

x’=—; x
Vx

5

x2=1~x=1

Ponto P(1,1).

Coeficiente angular das retas tangentes aos graficos de f e g no ponto P:

flf(x)=2x = f'(1)=2
1
2/x3

Duas retas sdo ditas ortogonais se o produto de seus coeficientes
angulares é igual a— 1.Logo,

=g'(1) = 2

g'(x)=— 5

Fx g =2x(-2) = -1

Portanto, as retas tangentes aos graficos de f e g no ponto de intersecao
sao ortogonais.

Questao 3.

a)Calcule a derivada de y = tg [sen Jsec(x? + 1)].
Sejamu= x%+1,v =sec(u),z =vew = sen(z), entdo y = tg(w).
Pela Regra da Cadeia,temos:

dy dy dw dz dv du

dx dw dz dv du dx

Ay _ o2 1
v [sec (W)].cos(z).Zﬁ.sec(u).tg(u) .2x

dy 2x.sec? [sen,/sec(x2 + 1)] .cos~/sec(x?2+1).sec(x?+ 1).tan(x?+ 1)

dx 2+/sec(x?+ 1)
dy *. sec? [sen,/sec(x2 + 1)] .cos+/sec(x2+ 1).sec(x?+ 1).tan(x? + 1)

dx Jsec(x?+ 1)
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1+ 3x?
b) Determine a interseccdo das retas tangentes a curva y = Ep nos pontos
de ordenada 1.
1+ 3x? 5 " 5 5
y=1= 3T 12 =1=1+3x*"=34+x"=2x"=2=x"=1x=4%1

Pontos A(1,1) e B(—1,1).
Coeficiente angular das retas tangentes a curvay nos pontos A e B:

,  6x(3+x?) —2x(1+3x?)

(3 + x2)2
. 16x
Y T B
,__ 16 _16_
Ya=B+122 16
—16 16

P TGr D 160

Equacao das retas tangentes nos pontos A e B:

PontoA n:y—1=1(x-1)
"y =x

PontoB 1r:y—1=-1(x+1)
Ty = —X

Intersecgdo das retas tangentes:

X=—X
2x =0
X =
Ponto de intersecgio : P(0,0).
Questao 4.
d X ) )
a) Sabendo que d—(IxI) = ﬁ,para x # 0 e usando a regra da cadeia, determine
X X

os pontos do grafico de f(x) = a*"*,x € [0,27] onde a reta tangente é

horizontal.
’ _ . |sen x| senx .
f'(x)=a .—l I.cosx, senx # 0.
senx

Onde a reta tangente é horizontal, f'(x) = 0. 0u seja,

sen x
.———.cosx =0
|sen x|

[sen x|

* Como a®"*l >0 vxe R,coma>0ea+1ecoma restriciosenx # 0
para a funcgdo derivada, entao ...
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f'(x)=0ecosx =0

m 31
Com x € [0,2m], temos x = {5,7}

b) Encontre uma fungio cibica’y = ax® + bx* + cx + d cujo gréfico tenha retas
tangentes horizontais nos pontos (0,0) e (—2,6).

Primeira informagio: os pontos (0,0) e (—2,6) pertencem ao grafico da fungio.
Ou seja,se y = f(x),entdo f(0) =0e f(—2) =6.Logo,

f(0)=a.03+b.0°+¢c.0+d=0.-d=0.
f(=2)=a.(=2)*+b.(-2)*+c.(-2)=6

—8a+4b—-2c=6 Eq.1

Segunda informacgdo:as retas tangentes em x = 0 e x = —2 sao horizontais.
Ou seja, f'(0) = f'(=2) = 0.
f'(x) =3ax?+2bx+c
f'(0)=3a.02+2b.0+c=0-~c=0.
F'(=2) =3a(=2)%+ 2b.(=2) = 0
12a—4b=0= b =3a Eq.2

_ _ 3 9
{ 8a+4b_6—>—8a+12a=6—>4a=6.'.a=—:>b:—
b =3a 2 2

3
A fungdo ctbica em questio éy = §x3 + Exz.

Questao 5.

a) Ache uma equacgio para a reta tangente ao grafico de 3/xy = 14x +y no
ponto (2,—32).

Verificacio: V—64 = 28 — 32
—4 = —4 ;Ponto (2,—32) pertence a curva!

Derivando implicitamente a expressao da curva temos:

d 1 d d
N 3=—1(14 I
Clix (xy)2 dx( x) + Ix )
§(xy)'§- +xy)=14+y'

2
(xy) 3.(y+xy') =42+ 3y’
2
, 42—y(xy)3 423 (xy)2 -y
y = 2 =
x(xy)_g— 3 x — 33 (xY)z
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No ponto P(2,—32),temos:

,_42§/(—64)2—(—32)_42><16+32_ 704 352
- 2-33(—64)2  2-3x16 46 23’

Equacio da reta tangente no ponto (2,—32):

352
—(-32)= ——=(x -2
y—(=32) g (A= 2)
_ 352 704
Y= T3 3
_ 352 N 1440
Y= T3 T3
b) Use a defini¢do de derivada para mostrar que a reta que tangencia o grafico
da funcio f(x) = |x? — 5x + 4| no ponto de abscissa x = 3 tem mais dois
contatos com o grafico.Dé as abscissas dos pontos de contato.D(f) = R

x Ponto de abscissa x = 3: P(3,2).
2 _ < >
f(x)=|x2—5x+4|:{x Sx+4, x<loux=4

—(x2—=5x+4), 1<x<4
O coeficiente angular da reta que tangencia o grafico de f no ponto de
abscissa x = 3 é dado por:

(5 =y LB I

—(B3+h)?+5(3B+h)—4-2

= lim
h—0

h
~ —9—-6h—h*+15+5h—6
= lim
h—0 h
 —h*—h
= lim ———
h—0

_ h(h +1)
= lim ——
h—-0 h

= lim(-h—-1)

h—-0
= —1.

Equacao da reta tangente:
y—2=-1(x—-3)
y=—-x+5

As demais intersecgdes que a reta tangente em x = 3 pode ter com o grafico
de f sedaparax < 1oux> 4.Logo,

—x+5=x*-5x+4
x2—4x—-1=0
A= 20
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425
2
x1=2+\/§e x2=2—\/§

X

Onde x, e x, sdo as abscissas dos pontos de contato entre a reta tangente em
x = 3 eogrifico de f.
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25 32 Prova— 28 de Abril de 2017

Questao 1.

x%2+2

a) Sabendo que a fungio f(x) = In <ln -

) é continua em x # 1, determine

onde ela é dif erenciavel.

2
x“—1
b) Determine, caso existam, as retas tangentes ao grafico dey =log,, (2—)
x

que sdo horizontais.
Questao 2.

a) Suponha que uma bola de neve esteja se derretendo,com o raio decrescendo
a uma velocidade constante, passando de 30cm para 20cm em 45 minutos. Qual
a taxa de variagao do volume quando o raio esta com 25cm?

b) Um farol giratério completa uma volta a cada 15 segundos. O farol estd a
60 metros de P, o0 ponto mais préximo de uma praia retilinea. Determine a
razao em que umraio de luz do farol esta se movendo ao longo da praia em
um ponto Q,a 150 metros de P.

Questao 3.

. ~ 2 . 7 .
a) Para quais valores de a e b a fungido f(x) = axe? possui valor maximo
igual a 1 no ponto de abscissa 2?

cosx
b) Determine os valores de maximo e minimo absolutos de F(x) = > ¥ senx
senx

no intervalo [0,2m].
Questao 4.

a) Defina arccosx como sendo o numeroy € [0,7], tal quecosy = x e prove

d ( ) = 1
que ——(arccosx) = —

b) Use derivagdo logaritmica para determinar uma equacgao da reta tangente

x2%.4/x + 3. cos(mx)

(x34+1).ex 1

acurvay =

Questao 5.

a) Mostre que qualquer fungdo da forma y = A.senh(mx) + B.cosh(mx)
satisfaz a equacioy” = m?y e encontre y de forma que y" = 9y,y(0) = —4
ey'(0)=6.
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b) Uma capsula espacial tem o formato de um cilindro circular reto com uma
semiesfera em cada uma das bases. O cilindro possui 4 metros de altura e 2
metros de raio da base.Use aproximagao linear para estimar o aumento da
area da superficie do objeto se for aplicada uma camada isolante térmica
de 0,5cm de espessura.
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Questao 1.

2

xX°+
a) Sabendo que a fungio f(x) = In <1n -

) é continua em x # 1, determine

onde ela é dif erenciavel.

D(f)={xeR|x+ 1}

I( )_ 1 1 ZX(X—I)—l(x2+2)
[ IENEEY '(x2+2>' (x — 1)?
S P | x—1
) = 1 x—1 x?—=2x—-2
filx _ln x2+21'x2+2° (x—1)2
x—1
, x*—2x—2
f1lx) = 5 x2 42
[(x2+2)(x—1)].In r—

De posse do dominio da funcao f, e analisando a funcao derivada,concluimos
que D(f) = D(f"). Isto é,a funcio f é diferenciavel onde esta definida, ou seja,
f é diferenciavel em seu dominio, isto é,Vx € R — {1}.

2
x“—1
b) Determine, caso existam, as retas tangentes ao grafico dey = log,, (—)

2x
x2—1>0
2x
+++++(C-1D)————— M++++ *-1)

————————— O)+++++++ (2x)
————— —D++0)——-(D++++ (x*-1)/2x

que sao horizontais.

Dominio da fungdo:D(y) = {x ER

Diy)={xeR|-1<x<O0oux>1}

) 1 2x(2x) — 2(x*—=1)

Y =77 . >
(x . 1).1n 10 (2x)
X

, 2x 2x%2+2
Y T Gz 1Dn10" (2x)?

, o 2(x*+1)
y = 2x(x%?—-1).In10

) x2+1
y

- x(x%2—-1).In10

y=0x*+1=0; ZAxeR|x*+1=0

x?2—1
Logo, 0 grafico da fungdoy = log,, <T> nao possui reta tangente horizontal.
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Questao 2.

a) Suponha que uma bola de neve esteja se derretendo,com o raio decrescendo
a uma velocidade constante, passando de 30cm para 20cm em 45 minutos. Qual
a taxa de variagdo do volume quando o raio estd com 25cm?

dr 1rp—r; 20—-30 10 2

ac- At T 45 T a5 gom/min
4
V= §7‘[T3
Pela Regra da Cadeia,temos:
av B av dr
- dt dr dt ,
2 ()
ac = W) (5

Quando r = 25c¢m, a taxa de variagio do volume (dV /dt) é:

av 2
ik - (47T><252).<——)
dt r=25cm 9
dv 50000,
— = — cm® /min
dt r=25cm 9

b) Um farol giratério completa uma volta a cada 15 segundos. O farol esta a
60 metros de P, o0 ponto mais préximo de uma praia retilinea. Determine a
razao em que umraio de luz do farol esta se movendo ao longo da praia em
um ponto Q,a 150 metros de P.

Farol

60m

Praia P Q
'r o _2r
at 15 77
Pela ilustracao tiramos a relagdo entre as variaveis x e 0 dada pela expressao:
x
tgd = —
&7 =60
x = 60.tg0
Pela Regra da Cadeia,temos:
dx dx db
dt  do dt
dx

60 Zg i
— = 60.sec?§.—
dt

Quando x = 150m, temostg 6 = 5/2 e,usando a identidade trigonométrica,
obtemos:
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25 29
sec’0 =1+1tg?0 = 1+T=T
Logo,
dx — 60 29 2w
dt 415
i 58mtm/s
Questao 3.

a) Para quais valores de a e b a funcio f(x) = axeb*” possui valor maximo
igual a 1 no ponto de abscissa 2?7

f(2)=1=2ae** =1
f é uma fungao definida pelo produto de uma funcao polinomial continua e
diferenciavel em R, por uma funcao exponencial também continua e derivavel
em R.Logo, f é continua e dif erencidvel em R.

"Se f possui um maximo ou minimo local em c e f'(c) existir,entdo f'(c) =0"
(Teorema de Fermat)

Daqui concluimos que f'(2) = 0.Logo,

f'(x) = ae’*’ + ax.(2bx).eb*

f'(2) = ae*® + 8abe*

f'(2)=e**(a+8ab) =0 . (a+8ab) =0

a+8ab =0
a = 0 (ndo satisfaz a condigio!) 1
a(1+8bh)=0 = 1 ob=——
b=—- 8
8
1 1 e
2ae4'(_8) =1=2ae 2=1a= g
cosx
b) Determine os valores de maximo e minimo absolutos de F(x) = ————
2+ senx

no intervalo [0,2m].

D(F)=R

Como F é continua em R,entdo F é continua no intervalo fechado [0,2m].

Pelo Teorema do Valor Extremo,F assume um valor maximo absoluto

F(c) e um valor minimo absoluto F(d) em algum nimero ce d,com c,d € [0,2m].

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:

1.0s valores de F nos extremos do intervalo:

F(0) = cosO _ 1 _1
" 2+4sen0 2+0 2

COS 2T 1 1

F(2m) = —

2+sen2r 240 2
2.0s valores de F nos numeros critico de F em (0,2m):
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—senx (2 + senx) — cosx (cosx)
(2 +senx)?
—sen?x — cos?x — 2senx

(2 +senx)?
—1—2senx

(2+senx)?
F' (%) 1+ 2senx
X)=———=—
(2+ senx)?
"Um nimero critico de uma funcdo f é um namero c no dominio de f onde,
ou f'(c) = 0 ou ondef'(c) nao existe"

F'(x)=

F'(x)=

F'(x) =

Como F é diferenciavel em R,se F possui um nimero critico c,entdo F'(c)
existe e,portanto, F'(c) = 0.

1 7 11w
F’(x)=0(:>(1+25enx)=0:>senx=——-'-x={—,—}
2 6 6
7m V3
F(7ﬂ)_ os(§) _-% __ V3
6/ 7y L, _ 1 3
2+SGH(T) 2—7
V3

Comparando os valores obtidos ns etapas 1 e 2 concluimos que (— \/§/3) éo

valor minimo absoluto e (\/§/ 3) ¢é 0 valor maximo absoluto de F no intervalo
fechado [0,2m].

Questao 4.

a) Defina arccosx como sendo o numeroy € [0,7], tal que cosy = x e prove
d 1

que a(arccosx) = —m
d 1 1
— (arccosx) = =

dx &y (cosy)

seny = ++/1 —cos?y ;

* Como y € [0, 7] entdo,seny > 0 e,portanto,seny = ++/1 — cos?y.
Sendo cosy = x,obtemos:

seny

1 1
Jl—coszy_ V1—x2

b) Use derivacgdo logaritmica para determinar uma equagao da reta tangente
x2%.4/x + 3. cos(mx)

(x34+1).ex 1

d
o (arccosx) =

acurvay =
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D(f)={xeR|x=-3,x+—1}
x2.4/x + 3. cos(mx)
(x34+1).ex1

1
Iny =Inx?+ In(x + 3)2 + In[cos(mx)] — In(x®> + 1) — Ine*™?!
1
Iny =Inx?+ Eln(x +3) + In[cos(mx)] —In(x3+1) — (x — 1)

Iny =1In

Por diferenciagéo logaritmica, temos:

y' ! 2

Y =5 (04 Gy 1 e~ gy () -
y' 2 1 3x?
;=;+m—n.tg(nx)—m—1

, x%A/x+3.cos(mx) [2 3x°

Y ET R Dert |x 2+ 3)—n.tg(nx)—m—1l

Dado um ponto (x,,y,) do grafico da fungio,a equacgio da reta tangente a
curva é dada pela expressao:
y =Y =¥ (xp). (x — x)

2 1 e (x.) 3x2 1l.¢ )
y Yo = yO 2(x0+3) — T.18\TX, ( 3+ 1) <X Xo
2
Questao 5.

a) Mostre que qualquer fungdo da forma y = A.senh(mx) + B.cosh(mx)
satisfaz a equacdo y'' = m?y e encontre y de forma que y'' = 9y,y(0) = —4
ey'(0)=6

y' = m.A.cosh(mx) + m. B.senh(mx)
y'" = m?. A.senh(mx) + m?.B. cosh(mx)
y" = m?[A.senh(mx) + B.cosh(mx)]

y'=mly

y(0) = A.senh(0) + B.cosh(0) =0+ B =B. y(0) =—4 . B = —4,
y'(0) = m.A.cosh(0) + m.B.senh(0) =m.A+0=m.A
y'(0)=6=m.A

y'=mly=9y=m?=9.m=43

Param = 3,temos A =2 e param= —3 temos A = —2.Logo,temos duas
solugdes possiveis:

y; = 2.senh(3x) — 4.cosh(3x)
y, = —2.senh(—3x) — 4. cosh(—3x)

Entretanto, como senh(—3x) = —senh(3x) ecosh(—3x) = cosh(3x), entdo
Yy, = y,.E portanto, temos apenas uma solucao para questao

y = 2.senh(3x) — 4. cosh(3x)
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b) Uma capsula espacial tem o formato de um cilindro circular reto com uma
semiesfera em cada uma das bases. O cilindro possui 4 metros de altura e 2
metros de raio da base.Use aproximagao linear para estimar o aumento da
area da superficie do objeto se for aplicada uma camada isolante térmica
de 0,5cm de espessura.

Ap =mr*h 4 2nr? 4 2mr?
Ap =nar’h+4nr? ; h=4m.
Ar(r) = 8mr?

A (2) = 32mm?
AL (r) = 16mr = A7 (2) =32n

Por aproximagao linear,ou linearizacao de A; em 2,temos:

L(r) =A;(2)+ A7 (2).(r—2)
L(r) =32m+ 32n(r — 2)

Se a camada isolante térmica tem 0,5cm de espessura,entao r = 2,005m. Logo,
L(2,005) = 327 + 32m. (2,005 —2)

L(2,005) = 327 + 32m.0,005

L(2,005) = 32,167

Logo, 0 aumento da area da superficie do objeto foi de 0,16mm?.
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2.6 32 Prova— 29 de Abril de 2017

Questao 1.

a) Determine uma equagio para a reta tangete ao grafico de y = In|secx + tg x|,
T
comx € (—— —) no ponto em que a ordenada é zero.

2°2
b) Seja F(x) = In[f(x)].Sabendo que a retay = 3 é tangente ao grafico de
y = f(x) em x = 2, determine uma equagio para a reta tangente ao grafico
de F(x)emx = 2.

Questao 2.Dois atletas partem ao mesmo tempo,um no sentido horario e
outro no sentido anti-horario,de dois pontos diametralmente opostos de
uma pista circular,com 100 metros de raio,a uma mesma velocidade, e de
tal modo que o segmento de reta definido por suas posicdes se afasta do
centro da pista a uma velocidade de 4m/s.

a) Determine a velocidade com que os atletas se aproximam um do outro
no instante em que o segmento de reta definido por suas posi¢coes esta a
60 metros do centro da pista.

b) Se o treinador dos atletas estiver no ponto onde eles vao se encontrar,
qual a taxa de variagao do angulo sob o qual ele vé os atletas, no instante
referido no item (a)?

Questao 3.

a) Determine os valores maximos e minimos absolutos de f(x) = 2senx +
cos(2x),para |x| < .

b) Seja f(x) = x* + px + q. Ache os valores de p e q tais que f(1) = 3 seja um
valor extremo de f no intervalo [0,2]. Este valor é maximo ou minimo?

Questao 4.

sech(x)

a) Mostre que D, [arctg(e*)] = >

b) Qual o valor de a € R para o qual y = a.x* + e* tem reta tangente,em x = 1,
paralela dretay = 2x + 37

Questao 5.
a) Se x = In(sech + tg ), mostre que sec & = coshx.
b) Se o preco de uma passagem de 6nibus de Maceid para Recife for fixado

em x reais,uma empresa de transporte coletivo obtém uma receita mensal de
R(x) = 1,5x — 0,01x2 (em milhares de reais). Dé uma estimativa da variagio
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da receita mensal se o preco for aumentado de R$50,00 para R$52,00.Use
aproximacao linear.
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Questao 1.

a) Determine uma equacio para a reta tangete ao grafico dey = In|secx +tg x|,
T
comx € (—5,5) no ponto em que a ordenada é zero.

D(y) ={x E]R|x¢g+ km,com k € Z}

Ponto em questao:
y =In|secx +tgx| =0
|secx+tgx|=e° =1

|1 + senx

CoOsXx

‘1+senx2

=12

cosx
1+ 2senx +sen?x

cos?x , ,
14+ 2senx + sen“x = cos“x

1+2senx +sen’x =1—sen?x
2sen’x + 2senx =0
sen’x + senx = 0
senx (senx +1) =0
senx =0 ou senx =-—1

T T
Considerando x € (— E'E) ,0 ponto em questio é o ponto (0,0).
1

'=—— (secxtgx +sec’x
Y secx +tgx ( & )

secx (tgx + secx) T T
"= ; *(secx+tgx) #0,xe(—=,=).
Y secx +tgx ( 8%) ( 2 2)
y' =secx

y'(0) =sec0 = 1.

Equacio da reta tangente em (0,0):
y—0=1(x—-0)
y=x
b) Seja F(x) = In[f(x)].Sabendo que a reta y = 3 é tangente ao grifico de
y = f(x) em x = 2, determine uma equagio para a reta tangente ao grafico
de F(x)emx = 2.

Como aretay = 3 é tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x = 2, entao
o ponto (2,3) pertence ao grafico de f e neste ponto a reta tangente é horizontal

e, portanto, f'(2) = 0.

F(2) =In[f(2)]=In3 ; ponto (2,In 3).

R C))
PO =T
F'(2)=f (2)—9=0.

f(2 3
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Equacao da reta tangente ao grafico de F no ponto de abscissa x = 2.
y—In3 =0(x—-2)
y=In3

Questao 2.Dois atletas partem ao mesmo tempo,um no sentido horario e
outro no sentido anti-horario,de dois pontos diametralmente opostos de
uma pista circular,com 100 metros de raio,a uma mesma velocidade, e de
tal modo que o segmento de reta definido por suas posicdes se afasta do
centro da pista a uma velocidade de 4m/s.

a) Determine a velocidade com que os atletas se aproximam um do outro
no instante em que o segmento de reta definido por suas posi¢coes esta a
60 metros do centro da pista.

x
Pela ilustragdo acima, temos i 4m/s e arelagio entre as variaveis x,y e

R é dada pela expressao:
x?+ y%=100?
Derivando implicitamente a expressao em relacao ao tempo,obtemos:
d d d
— () +—(?%) =— (1002
£ O+ 2 (%) = - (100%)
262 4 292 0
ar T ar T
dy — x dx  4x

&= yaT Ty
No instante em que x = 60m, temos y = 80m.Logo,
dy ~ 4x60 dy

= o= —3
dt 80 dt m/s
Sendo S a distancia entre os dois atletas, temos que S = 2y e, portanto,
as ) dy 6m/
e “ar . °™S

Ou seja, os atletas se aproximam a taxa de 6 m/s no instante em que estiao
a 60 metros do centro da pista. O sinal negativo indica que a distancia esta
diminuindo.

b) Se o treinador dos atletas estiver no ponto onde eles vao se encontrar,
qual a taxa de variagao do angulo sob o qual ele vé os atletas, no instante
referido no item (a)?
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0
Seja 8 = ACB, como o tridngulo ABC é is6sceles, entdo ACD = DCB = >

0 segmento OC = 0D + DC = 100.Logo,DC = 100 — x.
A relacdo entre as variaveis x,y e 6 é dada pela seguinte expressao:

(3) = 150
8\2) T100—«

Derivando implicitamente a expressao em relacao ao tempo,obtemos:

%[tg (9] - % (1ooy— x)

dy d
1 2(9) d_e_ﬁ.(loo—x)—y.%(loo—x)

2 2)de (100 — x)?
dx
do 2 |G- (100—x) +y. 5
dt (9 (100 — x)2
=l
. . . X y
No instante referido no item (a),temos pri 4m/s e i —3m/s.

Comx =60m ey = 80m,obtemos:
9_ 80 _80_
2 100—60 40
secze =1+t 29
2T

0
secziz 1422 =5.

tg

Com isso ...
de _ 2[-3(100—-60) + 80 x 4
dt 5 (100 — 60)2
[ 120 + 320]
dt 5 1600
2 %200
dt 5 X 1600
dog 1
—=—rad/s

dt 20
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Questao 3.

a) Determine os valores maximos e minimos absolutos de f(x) = 2sen x +
cos(2x),para |x| < .

f é uma funcido continua no intervallo fechado [—m, ). Pelo Teorema do Valor
Extremo, f assume um valor maximo absoluto f(c) e um valor minimo absoluto
f(d) em algum nimero c e d,com c,d € [—m, 7].

Pelo Método do Intervalo Fechado:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo.

f(—m) =2sen(—m) +cos(—2m) =0+1=1

f(m) =2sen(m) + cos(2m) =0+1=1

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (—m, ).

"Um nGmero critico de uma funcdo f é um nimero c no dominio de f onde
ou f'(c) = 0 ou onde f'(c) ndo existe".

f'(x) = 2cosx — 2 sen(2x)
f'(x) = 2cosx —4senxcosx
f'(x) =2cosx (1—2senx)

Como f éuma funcdo diferencidvel em R, se f possui um nimero critico c
entdo f'(c) existee f'(c) =0

cosx =0
ou T SH}
' :0<:> S S 5T
f1) 1° { 2’6’26
senx—z
T
E)= ( )+cos( m)=—-2-—1=-3

sen (%) + cos(Z) =143 =2

(z)+cos(n)—2—1—1

(5) ) >+ (5n)_1+1_3
f6—sen COSB_ 2=3

Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2 concluimos que (—=3) é o valor

F(-
r(5)=2
r(3)=2

/\N

3
minimo absoluto e (E) é o valor maximo absoluto de f no intervalo fechado [—m, m].

b) Seja f(x) = x% + px + q. Ache os valores de p e q tais que f(1) = 3 seja um
valor extremo de f no intervalo [0,2]. Este valor é maximo ou minimo?

Se f possui um valor extremo 3 em x = 1,entdao 1 é um nimero critico de f.
Como f épolinomial e,portanto, continua e derivavel em R,se 1 é nimero

critico de f entdo, f'(1) existe e f'(1) = 0.

f)=1"+px1l+q=1+p+q=3
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ffx)=2x+p
ff)=2+p=0.-p=-2.
1+p+q=3
1+(=2)+q=3

q=4

fx)=x?2=-2x+4 e f'x)=2x—-2
Analisando a primeira derivada de f,temos:
——————— M++++++++ () =2x-2

A mudancga no sinal da derivada de f em 1 de negativa para positiva,indica
que em x = 1 temos um ponto de minimo local de f.

Outra maneira de chegar a esta conclusio é pelo Método do Intervalo Fechado,
onde f(0) =4,f(2) =4 e f(1) = 3 e comparando os valores obtidos, 3 é o valor
minimo absoluto do intervalo fechado [0,2] e minimo local da funcio f.

Questao 4.

sech(x
a) Mostre que D, [arctg(e*)] = 2( )

1 e* 1 1
X — X — — —
D, [arctg(e*)] = T+e2® T11ex 1 eX extex
et er
sech(x) 1( 2 ) B 1
2 2\e¥+e™) eXte*
sech(x

Logo, D, [arctg(e*)] = 2( ).

b) Qual o valor de a € Rpara o qual y = a.x* + e* temreta tangente,em x = 1,
paralela dretay = 2x + 37

Em resumo ... determine o valor de a tal que y'(1) = 2. Esta é a interpretagio
do enunciado.

Primeiramente vamos precisar determinar a derivada da fungdo g(x) = x*.
Ing(x) =x.Inx
Por diferenciacido logaritmica, temos:
g9 (x) _
g(x)
g (x)=gC)[Inx + 1] ~ D, [x*] = x*(Inx + 1)

y' =ax*.(Inx+1)+e*

y(D=a+e=2

Inx+1

a=2—e.
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Questao 5.
a) Se x = In(sec + tg 0) ,mostre que sec = coshx.

e*+e*

hx =
cosnx 5

eX = eln(sec 0+tg 0) — sec@ +tg9
1

e X = g~ In(secf+tg6) _
secO +tg b

1
secO +tgh (secH +tgh)*+1
2 ~ 2(sech +tgh)
sec’f + 2secHtgf +tg? 06 +1 5 5
coshx = ; tg“0+ 1 =sec”f
2(sech +1tgh)
2sec’ 6 +2secOtgb
2(sech +tg0)
2secB (sech +1tgh)
2(sech +tgh)
coshx = sec6.

(sech +tgh) +

coshx =

coshx =

coshx =

b) Se o preco de uma passagem de 6nibus de Maceié para Recife for fixado
em x reais,uma empresa de transporte coletivo obtém uma receita mensal de
R(x) = 1,5x — 0,01x? (em milhares de reais). Dé uma estimativa da variagio
da receita mensal se o preco for aumentado de R$50,00 para R$52,00.Use
aproximacao linear.

Quando x = 50,temos R(50) = 1,5 x 50 — 0,01 x 50% = 75 — 25 = 50.
R'(x)=1,5-0,02x ; R'(50)=1,5-1,0 =0,5.

A linearizagao ou aproximacao linear de R em x = 50 é dada por:
L(x) = R(50) + R'(50).(x — 50)

L(x) =50+ 0,5(x — 50)

L(52) =50+ 0,5(52—-50)

L(52)=50+1,0

L(52) = 51.

Logo,a variacdo da receita mensal se o prego for aumentado de R$50,00 para
R$52,00 é dado por L(52) — R(50) =51 — 50 = 1. Ou seja,a variagio da receita
é de 1 milhar de reais.
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2.7 43 Prova— 19 de Maiode 2017

Questao 1. Dividindo-se um arame de comprimento L em duas partes, faz-se
com uma delas uma circunferéncia e com a outra,um quadrado.Em que ponto
se deve cortar o arame para que a soma das areas geradas seja minima?

Questao 2.

a) Use o Calculo para demonstrar a Identidade Fundamental Trigonométrica:
sen’x + cos’x = 1,Vx € R.

. s x+2
b) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que,Vx > 0,Vx+ 1< >

Questao 3.

a) Calcule lim_(1+ cosx)®*;

X—5

2

b

b) Calcule lim (1 + ax)x.
x—0t

Questao 4.

sen(2x T
a) Determine f(x),sabendo que f'(x) = sec’x + # e que f(g) = /3.

b) Se f(x) = ax® + bx? + cx, determine a,b e c de modo que o grafico de f
tenha um ponto de inflexdo em (1,2) e que a inclinagio da reta tangente no
ponto de inflexao seja — 2.

x3+2x%+4
Questio 5.Dada a fungio f(x) = 2
1, sex < —2

, sex=>2—-2ex+0

i) Determine os intervalos onde ela é crescente e os intervalos onde ela é
decrescente;

ii) Descreva as concavidades;

iii) Encontre seus pontos de maximo e minimo relativos e absolutos, se
existirem;

iv) Determine suas assintotas, se existirem;

v) Aponte seus pontos de inflexao,caso existam.

DADO:f'(x) =1 — 8x73.

De posse destas informacgoes, trace o grafico de f.
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Questao 1.Dividindo-se um arame de comprimento L em duas partes, faz-se
com uma delas uma circunferéncia e com a outra,um quadrado.Em que ponto
se deve cortar o arame para que a soma das areas geradas seja minima?

T L —x

* Vamos considerar que uma parte x do fio serausada para fazer o circulo,
enquanto que a parte y = L — x serausada na confecgao do quadrado.Logo,
C=2nr=x e P=4l=L—-x
—Dessas expressoes, tiramos os valores de r e | em funcao do pedaco do fio:
X L—x

= — l:
"Ton € 4

* A area total obtida pelo circulo mais o quadrado é:

A= ACirculo + AQuadrado

A=mr?+1?

Ao x +(L—x>2

x? (L—x)?

LL=x0)”

4 16

x (L—x)

A(x) = —
() =o- 8

x(4+m) — 7l
8m

A'(x) =

—Analisando o comportamento (sinal) de A'(x),temos:

4+n> 15

8w 2

1L
———————————— ( )+++++++++ A’(x)=x( 5

447

—Da andlise acima, concluimos que em x = L /(4 + m) temos a area total
sendo minima.Logo, o arame deve ser cortado em dois pedacos, um medindo
nL/(4 + m) cm e o outro medindo 4L/(4 + ) cm.
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Questao 2

a) Use o Calculo para demonstrar a Identidade Fundamental Trigonométrica:
sen’x + cos’x = 1,Vx € R.

Considere f(x) = sen’x + cos?x,com f continua e diferenciavel em R.

f'(x)=2senx.cosx + 2.cosx.(—senx)
f'(x) = 2senx.cosx —2senx.cosx

f'(x)=0.
A consequéncia do Teorema do Valor Médio nos diz que:

"Se f'(x) = 0,para todo x em um intervalo (a,b),entdo f é constante em (a,b)."
Logo, f é constante em (—o0,0) = R. Portanto, f(x) = C onde C é uma constante.
f(0) =sen*0+cos?0=02+12=1=C

Ou seja, f(x) = 1,Vx € R.

sen’x + cos?x = 1,vx € R

x4+ 2
I

Considere f(x) =Vx+1— ,cujo dominio é D(f) ={x e R | x = —1}.

f sera dita continua onde estiver definida, isto é,em seu dominio.Logo,f é
continua em [—1,).

b) Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que,Vx > 0,Vx+ 1 <
xX+2

f(0)=\/0+1—0-|2-—2=1—1=0.
1 1
f(x)=2\/x—?—§; D(f)={xeR|x> -1}

f'(0)=0ef'(x)<0,sex>0.
Pelo dominio da fungio derivada,concluimos que f é derivavel em (—1,0).
Logo, f é uma funcao que satisfaz as seguintes hipGteses:

1. f é continua no intervalo fechado [0,x];
2. f é derivavel no intervalo aberto (0,x);

Entdo, pelo Teorema do Valor Médio,existe algum c € (0, x) tal que

o f)—f(0)
f ()= T
Note que se x > 0,entdo f'(x) < 0 e,portanto,f'(c) < 0.Entio ...
f'(c)=%< o=>@< 0+ f(x) <0,
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x+ 2
f(x)<0=>\/x+1—T< 0,se x>0

x+2
vx+1 <T,Vx>0

Questio 3

a) Calcule liI;ITl_(l + cosx)®*. Indeterminacio do tipo "1°"

x—>5

. lim_tgx.In(1+cosx)
: : gx T

lim_(1+ cosx)®* = hr7rT1_eln(1+C°S") = e*72 ;

x5 x-=

2 2

Calculando o limite do expoente,temos ...

In(1 + ) sen x 1
n cosx -
lim tgx.In(1+ cosx) = lim ——— = lim_ l+cosx 140 _ 4
ol o cotgx xoE —cossec?x 12
2 2 2
Portanto,
liI;IL_l_ tgx.In(1+cosx)
lim_(1+ cosx)®* =e*2 =el=e.
xX=5

2

b
b) Calcule lir;r)1+(1 + ax)x. Indeterminagio do tipo "1*"
x—

b.In(1+ax)
x

b
lim (1 + ax)x = lim e
x—0* x—-0F

lim

b
In(1+ax)x — exoot

)

Calculando o limite do expoente,temos ...

b.In(1 + ax) b b b
.In ax . a a
im ———— = limﬂz lim = = ab.
x—0* X x—0% 1 x-0t1l4+ax 140
Portanto,
b im b.In(1+ax)

lim (1+ ax)x = ex-o+ X = e,

x—0F
Questao 4

sen(2x)

T
Det [ ,sabend "(x) = sec? EE— =) =+V3.
a) Determine f(x),sabendo que f'(x) = sec*x + o, £ due f(g) V3

2 senx cosx
f'(x) =sec’x + —
CcoSx

f'(x) =sec?’x+ 2senx
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A antiderivada mais geral de f'(x) é dada por:

f(x) =tgx—2cosx+C

s
Como f(i) = /3, temos ...
s T
V3= tgg— 2cos§+C

1
V3 =+3-2x S+C
c=1

Portanto,

f(x)=tgx—2cosx +1
b) Se f(x) = ax® + bx? + cx, determine a, b e c de modo que o grafico de f
tenha um ponto de inflexdo em (1,2) e que a inclinagio da reta tangente no
ponto de inflexao seja — 2.
Do enunciado temos as seguintes informacoes:f(1) =2 e f'(1) = —2.
f()=a+b+c=2 (Eq.1)

f'(x) =3ax?+2bx+c
f'(1)=3a+2b+c=-2(Eq.2)

f"(x) =6ax +2b

Sea>0,temos ————— (=b/3a)+++++ f"(x)

Sea<0,temos +++++(—b/3a)————— f"(x)

Em ambos os casos,em x = —b/3a ocorre mudanga no sinal da derivada.
Ou seja, hd mudanga na diregio da concavidade de f emx = —b/3a e,

portanto, é um ponto de inflexdo.Como este ponto de inflexdo foi dado em
x = 1,temos:

b
—3—=1 = 3a+b=0(Eq.3)

a
at+tb+c=2 _
3a+2b+c=-2; {2§a++bb__ Fia=deb=-12
3a+b=0 B
a+b+c=2

4—-124+c=2+~c=10
Logo,  f(x) =4x3—12x%+ 10x.

a=4; b=-12 ; c=10
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x3+2x%+ 4
Questdo 5 Dada a fungdo f(x) ={—  ,2z  * %¢% =—2ex#0
1, sex< -2

(i) Determine os intervalos onde ela é crescente e os intervalos onde ela é
decrescente;

(ii) Descreva as concavidades;

(iii) Encontre seus pontos de maximo e minimo relativos e absolutos, se
existirem;

(iv)Determine suas assintotas, se existirem;

(v)Aponte seus pontos de inflexdo,caso existam.

DADO:f'(x)=1—8x"3.

De posse destas informagoes, trace o grafico de f.
Dominio da fungido: D(f)={x € R|x # 0}.

Intersegdes com os eixos coordenados: Nao hda intersegoes!

x342x%2+4

> >0,sex>—-2ex+0
X

Explicacao: a expressao

(i)Intervalos de crescimento e decrescimento:

, 8
f(x)=1—F= , x>—-2ex#0

-2)————— @Q++++++ (*-98)
“2)--O)+++++++++ P
2)++0)--@)++++++ f'(®

f é crescente onde f' > 0,0u seja, f é crescente em (—2,0) U (2, );
f é decrescente onde f' < 0,0u seja, f é decrescente em (0,2).

(ii) Concavidades:
24
F;

x>—-2ex+0

fll(x) —
f">0vVvx eR,x =+ 0.

f possui concavidade voltada para cima em (—2,0) U (0,).
(iii) Pontos de Maximo e Minimo Relativos e Absolutos.

Pelo Teste da Primeira Derivada (2,f(2)) é um ponto de minimo relativo.
Ponto de minimo: (2,5).

Como f é crescente em (2,0), entdo f nio possui ponto de maximo absoluto e,
como f(2) > f(x),se x < —2,entdo f ndo possui ponto de minimo absoluto.



(iv) Assintotas:

Assintotas Verticais: lim f(x) = +oo ou lim_f(x) = foo
x—=a x=a

* Obs.: Estas assintotas ocorrem nas descontinuidades da funcgao.

Analisando a descontinuidade de f em 0,temos:

4 4
T )

—_— ——

lim FGO = 1 x3+2x%+ 4 N im £ = 1 x3 4+ 2x2+4

m X)=11m —= oo e m X)= lm — =

x—-0* f x—07 x2 x—0" f x—0" x2
e e
l l
ot ot

Portanto,a reta x = 0 é assintota vertical do grafico da fungao f.

Assintotas Horizontais: lim f(x) =L ou lim f(x) =1L
X—>—00 X—00
lim f(x) = lim (1) = 1.
X——00 X——00
y =1 éassintota horizontal do grafico de f.

x3+2x*+4  3x*+4x  6x+4

lim f(x) = lim ———— = lim ———— = lim
X—00 X— 00 xZ X—00 zx X— 00 X—00

Logo,nao existe assintota horizontal ao grafico da funcao f.

Assintota Obliqua: liT [f(x) — (ax+ b)] = 0.
x—+oo

fay =T B iyt
X X

4

FO) - 42 =

lim [() ~ G+ 2)] = lim — =0,

Portanto,a retay = x + 2 é assintota obliqua ao grafico de f.

(v) Pontos de Inflexio:

+ oo

* Como ndo ha mudanga na diregao da concavidade da funcao f,entdo f

nao possui pontos de inflexao!

172

= lim (3x + 2) = oo.
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2.8 43 Prova— 20 de Maiode 2017

Questao 1. Encontre o trapézio de maior area que pode ser inscrito em um
semicirculo de raio R,com uma das bases sobre o didmetro do circulo.

Questao 2.

a) Use o Teorema de Rolle para mostrar que a funcdo f(x) = senhx nao tem
duas raizes reais.

b) Use o Teorema do Valor Médio para provar que nao existe uma funcgao
derivavel em todo o conjunto dos reais cujo grafico contém os pontos
(0,—1) e (2,4) e cujas tangentes tém inclinacio menor que 2.

Questao 3.

B
) ax + bx
a)Calcule lim ;

X—+00 2

b) Calcular lir‘{)l+ cotg(2x).arctg x ;
X—

Questao 4.

3/,.2

a) Seja f"(x) =e* + T\/x_+ 3 cos(x) —g,com f'(0)=—-1e f(0) = e>.

Determine f(x).

xX—a

2
b) Dé as abscissas dos pontos de inflexdo da curvay = e_( b ) ,sendoaeb
constantes.

1
Questdo 5. Considere a fungdo f(x) = — +——; e determine:

x? (x—2)
i)Os intervalos de crescimento e decrescimento;
ii)Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
iii)As assintotas, se existirem;

iv)0s pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem;
v)0s pontos de inflexdo,se existirem.

—4(x3—3x%2+6x—4)
x3.(x—2)3

DADOS: f'(x) = e f'"(x) =6.x"*+6.(x—2)""

OBSERVACAO: 1 é raiz do polindmio que figura como numerador em f'(x).

De posse destas informacgdes, trace o grafico de f.
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Questao 1.Encontre o trapézio de maior area que pode ser inscrito em um
semicirculo de raio R,com uma das bases sobre o didmetro do circulo.

B+ b)h TER—)
Az%; onde B = 2R. ]
b ;
*sen0=@=is-b=2Rsen0 ' It
R 2R ' ;
*cosO = —.. h=R.cosb
R
R R
2R + 2R.senB)R.cos b
400) _( )
A(0) = R?(1+ sen®).cosf , 0<o<m/2
A'(8) = R?*[cosB.cosO — senb (1 + senb)]
A'(0) = R?(cos?6 —sen?H —senfh)
A'(8) = R*(—2sen?H —senf + 1)

Seja x = senf,entao ...
A'(x) =R*(=2x%2—x+1)
t+++(-1)————— 1/2)+++++ A(x)

A andlise acima é em relagdo a x, portanto devemos converter essa informagao

para a variavel 8.Como x = sen @ ,a andlise da funcdo quadratica convertida
no ciclo trigonométrico nos da a seguinte representacao:

2
bz — T 1
— - sen(x) = -
6/\6 ( ) 2
ﬂ'/ \ﬂ
3j
2

NIk

Logo,pelo Teste da Primeira Derivada,8 = n/6 é o &ngulo que maximiza
a expressido da area e,portanto, A(1/6) é a maior valor de area que o
trapézio inscrito pode assumir.

u.A

JEE B

A(g)sz(l +seng).cosg=R 3
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Questao 2

a) Use o Teorema de Rolle para mostrar que a fungio f(x) = senhx nido tem
duas raizes reais.

Suponhamos que f possui duas raizes reais a e b,tais que f(a) = f(b),com a # b.

f é uma fungdo continua e derivavel em R e, portanto, f satisfaz as seguintes
hipoteses:

1. f é continua no intervalo fechado [a,b];
2. f é derivavel no intervalo aberto (a, b);

3.f(a) = f(D).

Entio, pelo Teorema de Rolle,existe algum c € (a,b) tal que f'(c) = 0.Contudo,
f'(x) =coshx>1,vx € R

Portanto, por contradicdo, f ndo possui duas raizes reais.

b) Use o Teorema do Valor Médio para provar que nao existe uma fungao

derivavel em todo o conjunto dos reais cujo grafico contém os pontos

(0,—1) e (2,4) e cujas tangentes tém inclinagio menor que 2.

Seja uma funcao f derivavel em R. Se f é derivavel em R,entao f é continua
em R.Logo, f é uma funcao que satisfaz as seguintes hipoteses:

1. f é continua no intervalo fechado [0,2];
2. f é derivavel no intervalo aberto (0,2);

Entio, pelo Teorema do Valor Médio,existe algum c € (0,2) tal que

oy @ -fO) 4-(-1D _5_
fllO=——F—g—=—5—=5=25

Logo, deve existir algum ponto c € (0,2) tal que f'(c) = 2,5 > 2. E, portanto,
nao existe uma funcdo conforme foi definida cujas tangentes tém inclinacao
menor que 2,uma vez que, existe pelo menos um nimero c onde f'(c) > 2.

Questao 3

1 1*
ax + bx

a)Calcule lim ; indeterminacao do tipo "1%"

xX—+00

lim x.ln

2 X—+00

EI
1 171* Iax+bxl
= = In
2
=e

i 1
lax+bx




Calculando o limite do expoente,temos:

1 1
ax + bx
1 1 In
ax + bx 2
lim x.In|——| = lim ; Usando a Regra de L'Hopital
X—+ 00 2 X—+400 l
x 1
—iz—fx%x[(—%)aﬂnm( = b¥ln b
= = X
x2
1 1
. axlna+bxInb
= lim I I
X—+ 00 = =
ax + bx
_a°1na+b°1nb
B a® + b
_ma+mb
= 1 >
= Eln(ab) = InVab.
Portanto,
11
aalc + b% * llwa.ln ;bx
lim =e Invab — \/[gp.
X—+00 2
b) Calcular lir{)l+ cotg(2x).arctgx ; "o x 0"
X—
lim, cotg(2x).arctgx = lim —®% . Usando a Regra de L'Hépital
xL%l+ cotg(2x).arctgx = anO1+ g(2x) sando a Regra de Opita
_1
— I 1+ x?
x-0" 2sec?(2x)
1
_1t02 _1
2sec?0 2
Logo,
li tg(2x) t _1
er?+ cotg(2x).arctgx = >
Questao 4

3/,.2

a) Seja f"(x) =e* + T\/x_+ 3 cos(x) —g,com f'(0)=—-1ef(0)=e?

Determine f(x).

A antiderivada mais geral de f"'é dada por:

f'(x)=e +3><5><x3+35en(x) 2x+C

177



15 s
f'(x) = ex+§x3 +3sen(x)—zx +C

1 5 T
f'(0)=e° +§x03+35en(0)—§x0+(] =-1

1+0+0-0+C=-1
C=-2

1 5 s
f'(x) =e* +§x3 + 3 sen(x) — Ex -2
A antiderivada mais geral de f'(x) é dada por

3 1 8 T
flx) = ex+§><§><x3—3cos(x)—Zx2—2x+D

3 8 T
=X + —x3 — — 2 _
f(x)=¢e*+ 4Ox 3 cos(x) 4x 2x + D

3 8 s
f(())=e°+EXO3—3cos(0)—Zx02—2><0+D:ez
1+0—-3—-0—-0+D =¢e?
D=e*+2
Portanto,
3 8 s
f(x) = e*+—x3—3cos(x)——x% —2x + (e? + 2)
40 4
xX—a

2
b) Dé as abscissas dos pontos de inflexdo da curvay = e_(T) ,sendoaeb

constantes.
x—a

2
*0bs.:D(y) =Rey= e_(T) > 0,Vx € R.

y =3 [2(559).(5)]

y' y.[—%.(x— a)]

2
y’=—ﬁ[y-(x—a)]
144 2 !
y =—ﬁ[y-(x—a)+y]

2 2
y”:—ﬁ[—ﬁy(x—a)(x—a)+y]
o2 [z(x_a)2+1]
Y =Y b

X —a\2 x—an2 1 X—a V2 b2
_2( 5 )+1=0$( 5 ) =E: 5 =i7.'.x=ai7.
bv2 b2
Xx,=a——— e x,=a+

178
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Estudo do sinal da Segunda Derivada (Estudo da Concavidade):

————————————————— (=2y/b?%)
4 )————()+++++ [—z(x—; a) + 1]
——— =)+ +++x)————— y"

Como ocorre mudanca na direcao da concavidade da fungdao y em x; e em x,,
e ambos pertencem ao dominio da fungao, entao x, e x, sao as abscissas dos

pontos de inflexdo da fungio y.
b2 b2
T

1 1
Questio 5.Considere a fungio f(x) = 2 + ——— e determine:

(x —2)2

i)Os intervalos de crescimento e decrescimento;

ii)Os intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo;
iii)As assintotas, se existirem;

iv)0s pontos de maximo e de minimo relativos e absolutos, se existirem;
v)0s pontos de inflexao,se existirem.

—4(x3—3x%2+6x—4)

DADOS:f'() = ——5 53

e f'(x)=6.x"*+6.(x—2)""

OBSERVACAO: 1 é raiz do polindmio que figura como numerador em f'(x).
De posse destas informagoes, trace o grafico de f.

Dominio da funcdo: D(f) ={x eR|x#0 e x # 2}
Imagem da funcio: Im(f)={y e R|y>0}.

Intersegdes com os eixos coordenado: Nao existem intersecdes com oS eixos
coordenados, pois f(x) > 0 para todo x € D(f) e f(0) ndo esta definido.

i) Crescimento e Decrescimento

—4(x® =3x? +6x—4) —4(x—1D(x*—2x+4)

e = x3.(x—2)3 B x3.(x—2)3

++++++++QD) === === [—4(x —1)]
+++++++ 4+ (- 2x44)
———O)+++++++++++++++ X3
———————————— 2Q)+++++ (x—2)3
+HHO) - - D+ + D) ———— - '@

f é crescente onde f' > 0,0u seja, f é crescente em (—,0) U (1,2) e
f é decrescente onde f' < 0,ou seja, f é decrescente em (0,1) U (2,0).



180

ii)Concavidade:

flix)=6.x"*+6.(x—2)"*= %+—(x_62)4

f"(x)>0,vx € D(f)
Logo, f possui concavidade voltada para cima em (—o0,0) U (0,2) U (2,0).
iii) Assintotas

Assintotas Verticais: lim_f (x) =+ ou lim f(x) =+
x—a x—a

* Obs.: Esta assintotas ocorrem nas descontinuidades da funcao.

Analisando as descontinuidade de f em 0 e em 2,temos:

4
T

x2+(x—2)2_

= 40
x2(x —2)2

{

0+
Logo,areta x = 0 é assintota vertical do grafico de f.

Iy /) =

4
T

—_—
x2+(x—2)2_

= 400
x2(x—2)2
I

im0 =

0+
Logo,areta x = 2 é assintota vertical do grafico de f.

Assintotas Horizontais: lim f(x) =L ou lim f(x) =1L
X—00 X—>—00

2 4 4
I ) = tim S =D 2 —dxdd a7t
lm f(x) = lim X2(x—2)2  xomxt— 2x3 +4x2  xo 2 4
1-£4+2%
X x
. . 4 .4
Im sz limsstlimys 0-0+0_0_
liml—limz+limi2 1-0+0 1
X—00 x—>oox x—o0 X
2 4 4
im F = im GV 2kt odx 4 a3 mastad
x_l,r_noofx _x_1>r—noo x2(x— 2)2 _x—l>rzloox4—2x3+4x2_xlr—n°° 1_g+i B
X x?

. 2 . 4 . 4
lim F—xllm F+xl_l)lzlooF=0_0+0=9
lim 1— lim 24 lim & 1-0+0 1

X——00 X——00 x—=—00 X

Logo,aretay = 0 é aunica assintota horizontal do grafico de f.
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iv) Pontos de Maximo e de Minimo Relativos e Absolutos:

—4(x*—3x?+6x—4) —4(x—-1D(x*-2x+4)
x3.(x—12)3 h x3.(x—2)3

[ =

++++++++D) - - —————— [—4(x —1)]
+4++++++ A (P -2x+4)
———O)+++++++++++++++ X3
———————————— 2Q)+++++ (x—2)°
+++0)---D++@)———-—- f'(x)

Pelo Teste da Primeira Derivada,em x = 1 temos um ponto de minimo local.
Ponto de minimo local: (1,2).

Como f(x) > 0,Vx € D(f),entdo f ndo possui ponto de minimo absoluto.
Além disso, as descontinuidades infinitas em 0 e em 2 nos faz concluir que
f ndo possui ponto de maximo absoluto.Logo, f ndo possui pontos nem de
maximo e nem de minimo absolutos.

v)Pontos de Inflexao:

* Como ndo hd mudanga na diregao da concavidade da funcao f,entdo f nao
possui pontos de inflexao!

T

@
@
IS
&1
[N
-
o
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29  Provade Reavaliacdoda AB1 — 26 de Maio de 2017
Questio 1.
a) Calcule lim[e*].

sec(4x)

b)Seja f(x) = tg(4x)

tem reta tangente horizontal.

0 < x < m. Determine os pontos nos quais y = f(x)

Questao 2.

a) Sendo y = /x + v/x,encontre y'(1).

b)Use a definicio para calcular a derivada da funcio f(x) = x~1/3,

Questao 3.

B-x3)*-16

a) Calcule 161_1r>r11 1

b) A funcio de Bessel de ordem 0,y = f(x), satisfaz a equacio diferencial
xy"" +y'"+xy = 0 para todos os valores de x e seu valorem 0 é J(0) = 1.

i) Determine J'(0)
ii) Use a dif erenciacdo implicita para encontrar J" (0).

Questao 4.

a) Indique, se existirem, os pontos do grafico de f(x) = x(x? + x + 1)e?/* onde
a reta tangente € horizontal.

b) Determine, se existirem, as assintotase horizontais e verticais da fungao

Vx?+x—x5sex=>0

X) =4 senx
f&) , sex<O0
x
Questao 5.
< . v2+ix-2 ,
a) A fungido f definida por f(x) = ——_—8 é descontinua em x = 8. Mostre

que a descontinuidade é removivel e redefina f(8) de modo a remové-la.

b) Considere a funcio f(x) = tg? x e determine uma equacio para a reta normal

T
ao grafico de f',no ponto de f'em x = 3
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Questao 1.
a) Calcule lim[e*].
x—-0
lim [e*] = lim 1 = 1.
x—0* x—0%t
*Se x = 0%, entdo e* > 1*. Logo, [e*] = 1.
lim [e*] = lim 0 = 0.
x—0 x—0
*Se x » 07, entdo e* - 17.Logo,[[e*] = 0.
Como lim [e*] # lim [e*], entdo lim[e*] ndo existe!
x—0t x—0 x—0

sec(4x)

b)Sej = )
SeIa 1) =g

tem reta tangente horizontal.

n  km
D(f)={xe]R§|x¢§+T, comkEZ}

0 < x < m. Determine os pontos nos quais y = f(x)

4sec(4x).tg?(4x) — 4sec3(4x)

fix= tg?(4x)
, -« 4sec(4x) [tg?(4x) — sec?(4x)]
f'(x)= ( )tg2(4x)
, B _4sec 4x
f'(x)= 2 (dx)
o 4sec(4x) B o B
ffx)=0= _tgz(—4x) =0 sec(4x) =0 -~ Ax € R |sec(4x) = 0.

Logo, f ndo possui pontos onde a reta tangente é horizontal.

Questao 2.

a) Sendo y = /x + v/x,encontre y'(1).

y' =;.(1 +L>
2 x+\{9_c 2\/971

y'(1):2 1+x/T<1+2‘/I>

y'(1)=i(1 +%)

2v2
(= 332
y(l)_4\/§_ g
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b)Use a definicio para calcular a derivada da funcio f(x) = x~1/3.

flx+Ax) — f(x)

fe=jm

Ax
1 1
— lim Vx+ Ax  Vx
Ax—0 Ax
. Vx — Vx + Ax
= lim
Ax=0 Ax. Vx + Ax. Yx
. Ve— Vx+Ax Va2 + 3x YV + Ax + 3/ (x + Ax)?
= im .
8x=0 | Ax. Vx + Ax. Vx Va2 + Yx Vx+ Ax + 3/ (x + Ax)?
i x —(x + Ax)
= lim
Ax=0 Ax x + Ax. Vx. (3\/x2 + Ve Vx+ Ax+ 3 (x + Ax)z)
I —Ax
= lim
Ax=0 Ax /x + Ax. Vx. (3\/x2 + Ve Vx+ Ax+ Y (x + Ax)z)

-1
= lim
Ax=0 3/x + Ax. 3\/9_6(3\/3?4- Ve Vx+Ax+ {/(x+ Ax)z)
1

VR VE (Va4 Ve + V)
1

3Vx*
1 4

= —— 3.
3x

1 _
Logo, f'(x) = —3x 3.

Questao 3.

(3—x3)4— 16
x3 -1 '

a) Calcule lim
x—-1

(B—-x3)*—-16 — lim [B—x3)—2][B—x)*+2(3—x%)?+4(3—x3)+8]

lim
x-1 x3 -1 x-1 x3—1
@ =xH[B=-x33+203B3—-x32+4(3—-x3)+8]
= lim
x-1 —(1—x3)

=lim —[(3 = x*)* +2(3 - x*)? + 4(3 — x°) + 8]
=—-[B-1)3+2(3-1%2+4(3 - 1% + 8]
=—[8+8+8+38]

= —32.

b) A fungio de Bessel de ordem 0,y = f(x), satisfaz a equagio diferencial
xy" +y' +xy = 0 para todos os valores de x e seu valorem 0 é J(0) = 1.

i) Determine J'(0)  ii) Use a diferenciagio implicita para encontrar J''(0).
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Substituindo J(0) = 1 na equacio dif erencial, obtemos:

0xy"(0)+y'(0)+0x1=0
0+y'(0)+0=0
y'(0)=J'(0) = 0.

Derivando implicitamente a expressao da curva,temos:

d d d
2 v+ () + - Gy) =0
yll_l_xylll +yll +y+xyl — 0
y"(0)+0xy"(0)+y"(0)+1+0xy'(0)=0
y"(0)+0+y"(0)+1+0=0
2y"(0) = -1
y"(0)=]"(0)=-1/2

Questao 4.

2/x

a) Indique, se existirem, os pontos do grafico de f(x) = x(x? + x + 1)e?/* onde

a reta tangente é horizontal.
D(f) ={x e R|x+# 0}

') =[x+ x+ 1D +x2x+ D]e?* +x(x?>+x + 1).<—£).ez/x.

xZ
2x3 + 2x% + 2x
e
xZ
2x3 4+ 2x% + 2x>

2/x

f'(x) = (3x% + 2x + 1)e?/* —

f'(x)= ez/x<3x2+2x+1 -

xZ
ez/x
f'(x)= = (Bx* + 2x3 + x% — 2x3 — 2x% — 2x)
2/x
f'(x)= = (3x* — x? —2x)
2/x
f'(x)= " (Bx® —x—2)

ff(x)=03x3—x—-2=0

Note que x = 1 é raiz do polindmio (3x3 — x — 2).Usando o dispositivo de
Briot — Ruf fini, obtemos:

Bx?—x—-2)=(x—-1)(Bx*+3x+2)
Logo o ponto (1,f(1)) = (1,3e?) é o ponto onde a reta tangente é horizontal.

b) Determine, se existirem, as assintotase horizontais e verticais da funcao

Vx?+x—xsex=>0
f(x) =1 senx . D(f)=R
, sex <0

X



186

Assintotas horizontais: lim f(x) =L ou lim f(x)= L.
X—00 X—>—00

li_r)rolof(x) = il_l}‘[c')lo (\/xz +x —x)
(VT x = x) (a7 F 7+ )

= lim

x—00 . VxZ+x+x
= lim ——

X004/ x 2 +§+x
= lim

xo0x /1 4+1/x +x

= lim

e J1+1/x+1
1
VIt 0+1
1

>

Aretay = 1/2 é assintota horizontal da fungio f.
senx

lim f(x) = lim ;

X——00 X——00 X

Vx € R, temos:

—1<senx <1
Se x < 0, entao ...

1 senx 1
X X X
1 senx 1
X X X

Seja g(x) =1/x e h(x) = —1/x.

Se g(x) < f(x) < h(x) paratodo x< 0e lim g(x) = lim h(x),entio pelo
xX——00 xX——00

Teorema do Confronto,
lim f(x) =0

xX——00

Aretay = 0 éassintota horizontal da funcao f.

Assintotas verticais: lim_f(x) = £o0 ou lim_f(x) = too;
x—a x—a

* Ocorrem nas descontinuidades da fungao!

Em posse do dominio de f, 0 Unico nimero possivel de descontinuidade é o0 0,
pois é onde ocorre mudanga de comportamento da fungdo.Logo,

lim, () = lim (Vx?+x —x) =02 +0-0=0.
x-07 x-07
senx
lim f(x) = lim =1
x—0 x—0 X

Logo,areta x = 0 ndo é assintota vertical da funcao f.
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Questao 5.

a) (ANULADA!) A fungio f definida por f(x) = ——§ é continua em x = 8.
X

Mostre que a descontinuidade é removivel e redefina f(8) de modo a remové — la.
* Erro de digitacao ... o enunciado era o que segue:

V2+3ix-2
"A funcio f definida por f(x) = %

a descontinuidade é removivel e redefina f(8) de modo a remové — la."

é descontinua em x = 8. Mostre que

Dizemos que a descontinuidade de f em um nimero a é removivel se lim f(x)
x—-a

existe,porém f(a)ndo esta definido,ou caso esteja, lim f(x) # f(a).
xX—a

VIr -2

x—8

e V2+x—2 2+ ¥x+2

=8| x=8 a4 ix+2

. Vx—2
= lim
8 (x—8). (V2 + Vx + 2)
lim (3\/)_6_2)
8 (Yx— 2)(VaZ + 2Vx+ 4). (V2 + Vx + 2)

1
.
= (Vo + 245+ 4). (V2 + Wx+ 2)
1

0=l

(VT + 2v8+ 4) (V2 + B+ 2)
1

:(4+4+4)(\/Z+ 2)
1

=E_

Como lim f (x) existe,porém f(8) ndo esta definido,entio a descontinuidade
x—8

em 8 é dita removivel e podemos redefinir f(8) de modo que f seja continua
em 8.

|{2+3\/§—2
f(x)=41 x—8 '

E, sex =28

sex #8
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b) Considere a funcio f(x) = tg? x e determine uma equacio para a reta normal

T
ao grafico de f',no pontode f'em x = 3

Equacio da reta normal ao grifico de f'no ponto em que x = w/3:

1 Q) D

f'(x)=2tgx.sec’x

(MY 2 0ol qec2 X = _

f (3)—2tg3.sec 3—2\/§x4—8\/§.
f"(x) = 2[sectx + 2sec®x.tg? x]

(MY = 4 2T 2T _ o4 2 _ _
f (3)—2[sec 7 +2sectztg 3]_2[2 +2%22% 3] = 2[16+ 24] = 80

Equacao da reta normal ...
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2.10 Provade Reavaliacdoda AB1 — 27 de Maio de 2017

Questao 1.
o : 4 —x? .
a) O ponto onde a abscissa é dada por lim ——— e a ordenada é dada por
x=23 —Vx2+5
3*¥-37*

lim 3y pertence a uma circunferéncia centrada na origem. Qual é a sua
X—— 00
equacao?

3

X
b) Calcule lim ———~.
x—0 =

sec (ex>
Questao 2.

a) Seja g:R —» R uma fungdo continua que satisfaz as seguintes condigoes:
g(0) = —1e g(1) = 2. Prove que existe ¢ € (0,1) tal que g(c) = c>.

b) Use a definicio de derivada para calcular a derivada de f(x) = tg x.
Questao 3.
a) Seja f(x) = sen*(3x) — cos*(3x).Mostre que f'(x) = 6.sen(6x).

b) Seja G(x) = f(f(x)).Se o coeficiente angular da reta tangente a curva
y = f(x) no ponto (2,1) é5,determine o valor de G'(2),sabendo que f'(1) = 4.

Questao 4.

a) Determine os pontos da lemniscata 2.(x?+ y?)? = 25.(x? — y?),fora do
eixo das ordenadas, onde a reta tangente a curva é horizontal.

b)Ache os dois pontos de intersec¢io da reta tangente a curva y = (2x + 1)2. cos?x
no ponto (0,1) com a elipse 2x* + y* = 1.

Questao 5.

a) Determine as abscissas dos pontos nos quais as retas tangente as curvas
4 ~
y =e* *ey=x.(x3—1) sdo paralelas.

b)Caso existam, determine as assintotas horizontais e verticais da curva
seguinte:
x?—=2x+1

fO)={x2+2x+1’
3x, sex <1.

sex=>1
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Questao 1.
) 0 ponto onde a abscissa é dada por lim — - denada é dad
a) O ponto onde a abscissa é dada por lim ——— e a ordenada é dada por
=23 —Vx2+5
3X _ 37X
lim 3y 3 pertence a uma circunferéncia centrada na origem. Qual é a sua
X——00
equacao?
. 4 — x? ’ I 4 — x? 3+\/x2+Sl
im ————=— = lim :
x-23 —\/x24+5 x2|3 —Vx24+5 3+Vx2+5

" (4—x2)(3+\/x2+5) .*Sex—>2,entéox¢2.
Pl (4 —x2) *" Logo,(4—x?%) # 0.
= lim (3+w/x2+5)

X—

= 3+V9
= 6.

o8 3G o)
xomw 3% £ 3% xootn3%(32% + 1)
37— Se x » —oo,entdo 3% - 0.
= xl_l)l}'loo 32x y1 ' Logo, lim 3%* =0.
X——00

0-1

Ponto (6,—1).
Equacdo da circunferéncia centrada na origem:

R? = x%? +y?
RZ = 62 + (~1)?
R? =37
x?+y?=37

E aquagio da circunferéncia centrada na origem que contem o ponto (6,—1).
.'X'3
—
sec (ex>
3

X 1
lim ———— = lim x>. cos (ex>;

x—0 = x—0
sec <ex)

Vx € R, comx # 0, temos:

b) Calcule lim
x—0

1
—1 < cos (ef) <1

Se x3> 0, entio..
1

—x3 < x3cos (ez) < x3
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Seja f(x) = —x3,g(x) = x3cos<e%) e h(x) = x3.

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x estd proximo de 0 pela direita e, lirgl+ fx) =
X—

lirgl+ h(x) = 0, entao lirgl+ g(x) = 0.(Teorema do Confronto)

xX—> xX—

hmx cos( )
x—-0t

) X3
x3Sx3cos< ) —x3

Seja f(x) = x3,g(x) = x3cos (e%> e h(x) = —x3

Se x3 < 0, entio..

><|,_.

—x3>x3 cos(

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x estd préoximo de 0 pela esquerda e, lir(r)l_ flx) =
X

III(I)I h(x) = 0, entao hm g(x) =0.(Teorema do Confronto)
X

1
llrgl x3 cos( = 0.
x—
Como lim g(x) = lim g(x),entdo lim g(x) existe e lim g(x) = 0. Portanto,
x—0t x—0 x—=0 x—=0

x3 1
lim ————— = lim x3 cos( )—0

1
x—0 x—0
sec <€ )

a) Seja g:R = R uma fungdo continua que satisfaz as seguintes condigcoes:
g(0) = —1e g(1) = 2. Prove que existe ¢ € (0,1) tal que g(c) = c>.

Questao 2.

Seja h(x) = g(x) — x? ,e h é uma fungio continua em R,pois h é dada pela
difernca entre fungdes continuas em R.Logo, h é continua no intervalo
fechado [0,1].

h(0) =g(0)—0>=-1—-0 = —1.

h(1)=g(1)—-12=2-1%=1.

Como h é uma funcgio continua no intervalo fechado [0,1] e 0 é um nimero
entre h(0) e h(1),pelo Teorema do Valor Intermediario, existe algum c € (0,1)
tal que h(c) = 0.De modo que h(c) = 0= g(c) — ¢? = 0. Portanto,

g(c) = ¢?,para algum c € (0,1)

b) Use a definicao de derivada para calcular a derivada de f(x) = tg x.

flx +Ax) — f(x)

fe=jm

Ax
. tglx+ Ax) —tgx
= lim
Ax—0 AXA
tg x + tg Ax
—tgx
1—tgx.tgA
= |im — 2> 82%

Ax—0 Ax



. tgAx+tgx.tglAx
= lim
Ax-0 Ax[1— tgx.tg Ax]
o tgAx(1+tg%x)
= lim
Ax—0 Ax[1— tgx.tg Ax]
tgAx .sec? x

= lim
Ax~0 Ax[1— tg x.tg Ax]
tg Ax sec?x

= li X
A¥ 20 Ax 1-—tgx.tglAx

. tgAx . senAx 1
* lim = lim . =1x1=1.
x>0 Ax x-»0 Ax cosAx
_ sec? x sec? x sec?x X
* ]lim = = = sec”x.
x-01l—tgx.tgAx 1—tgxx0 1-0
tg Ax sec?x . tghx sec?x

lim X
Ax-0| Ax 1—tgx.tgAx| =x-0 Ax x-01—tgx.tglAx

Logo, f'(x) = sec?x.
Questao 3.
a) Seja f(x) = sen*(3x) — cos*(3x).Mostre que f'(x) = 6.sen(6x).

f(x) = [sen?(3x) — cos?(3x)].[sen?(3x) + cos?(3x)]
f(x) = —[cos?(3x) —sen?(3x)] x 1

f(x) = — cos(6x)

f'(x) = —6 x (—sen(6x))

f'(x) = 6sen(6x)

b) Seja G(x) = f(f (x)).Se o coeficiente angular da reta tangente a curva
y = f(x) no ponto (2,1) é 5,determine o valor de G'(2),sabendo que f'(1) =

Do enunciado, temos f(2) =1,f'(2)=5e f'(1) = 4.Logo,

G' ()= f'(f(x).f'(x)
G'(2)=f'(f(2).f'(
G'(2)= f'(1)x5

G'(2)=4x5
G'(2) = 20.
Questao 4.

a) Determine os pontos da lemniscata 2.(x?*+ y?)? = 25.(x* — y?),fora do
eixo das ordenadas, onde a reta tangente a curva é horizontal.

Derivando implicitamente a expressao da curva,temos:

192

= lim x lim =1Xsec?x = sec?x.

4,
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d d
2 2 2y2 — 25 — 2 _ a2
T y)I =25 (% %)
4(x? +y?)(2x + 2yy') = 25(2x — 2yy")
4(x*+y)(x +yy') =25(x —yy")
y'[4y(x? + y?) + 25y] = 25x — 4x(x? + y?)
, 25x—4x(x?+y?) _
y = 25y + 4y(x2+y2) "’
y' ' =0=25x —4x(x?+y?) =0
25—4(x*+y3) =0
25
x?+ yz = T
Substituindo na expressao da curva,obtemos:

2, (24—5)2 = 25, (xz - (24_5 _ x2)>

y # 0.

4 "4 4’ 4 4 "4 4 ' 4

PontosA(ig 5>,B<ig —E>,C(—ig —) eD(—ig —E>

b)Ache os dois pontos de interseccio da reta tangente a curvay = (2x + 1)?.cos?x
no ponto (0,1) com a elipse 2x* + y? = 1.

y' =4@2x+ 1)cos?x —2(2x +1)senx.cosx

y'(0) =4(0+ 1)cos?0—2(0+1)sen0.cos0
y'(0)=4-0
y'(0) = 4.

Equacio da reta tangente a curva no ponto (0,1):

y—1=2(x-0)
y=4x+1

Intersecgdo entre a reta tangente e a elipse:

2x2+ (4x+1)?* =1
2x2+16x°+8x+1=1
18x2+8x =0
2x(9x+4)=0



194

x=0ex=—

O 9O | »

y:]_ey:—

] . 4 7
Pontos de interseccdo: A(0,1) e B (_5' —5).

Questao 5.

a) Determine as abscissas dos pontos nos quais as retas tangente as curvas
4 ~
y =e* *ey=x.(x3—1) sdo paralelas.

yi e"4_".(4x3 - 1)
y, = (x3— 1) + x(3x?)

Nos pontos onde as retas tangentes sao paralelas ...

, Vi=Y2

eX¥ ¥ (4x3—-1)=x3—1+3x3
eX =% (4x3—1) = 4x3 -1
(4x3—1).(e*"* =1) =0

|
W[

1
Nos pontos de abscissas x = {0, 473, 1} as retas tangentes a curva sao parelelas.

b)Caso existam, determine as assintotas horizontais e verticais da curva
seguinte:

x?—-2x+1 -
f)=9x2+2x+1’ sex =
3x, sex <1.

Assintotas horizontais: lim f(x) =L ou lim f(x)= L.
X—00 X—>—00

2,1
lm F(x) = 1 x?=2x+1  1=3+35 1-0+0
xl—r>rolofx_xl—r>rc§ox2+2x+1_xl—r>£101+z+i_1+0+0_
X x?
Logo,aretay =1 é assintota horizontal do grafico da funcao f.

lim f(x) = lim 3x = —oo.
X——00

X——00
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Assintotas verticais: lim_f (x) =400 ou lim_ f(x) = too;
xXx—a xXxX—a

* Ocorrem nas descontinuidades da fungao!

Em posse do dominio de f, o0 Unico nimero possivel de descontinuidade é o 1,
pois é onde ocorre mudanca de comportamento da fungao.Logo,

=0.

lim () = 1 x?=2x+1 1-2+1 0
J ) = i oy 1 1r2+1 4

lim f(x) = lim 3x =3 x1=3.
x-1 x-1

Logo,areta x = 1 ndo é assintota vertical do grafico de f.
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2.11 Provade Reavaliacdoda AB2 — 26 de Maio de 2017

Questao 1.

a) Encontre os pontos sobre a pardbola y = 1 — x?, tais que o triAngulo ABC
formado pelo eixo x e as retas tangentes nesses pontos seja equilatero.

b) Use aproximagio linear para estimar ¥99.999.
Questao 2.

. cotgx
a) Calcule lim ———.
x-0 cotg(2x)

b) Determine os pontos nos quais o grafico de y = In(x?) possui reta tangente
passando pela origem.

Questao 3.

a) Determine a funcgio y = f(x) tal que f(0) # 1,sabendo que a reta tangente
a seu grafico num ponto (x,y) tem inclinagio dada por y' = vVx + 1.

) X 1+x\ m
b) Use derivadas para mostrar que arcsen(—) = arctg< ) - —

V1+ x? 1-x/ 4

Questao 4.

3 X
a) Usando a regra de L' Hospital, ache lim (1 + —) .
X

X—00

1
b) Tome todas as informagdes necessarias e trace o grafico de f(x) = ex.

Questao 5.

a) Encontre as dimensdes do cone de volume maximo que tenha uma area
lateral igual a 1.

b) Encontre os valores maximos e minimos absolutos de f(x) = x — 2 arctgx
no intervalo [0,4].
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Questao 1.

a) Encontre os pontos sobre a pardbola y = 1 — x?, tais que o triAngulo ABC
formado pelo eixo x e as retas tangentes nesses pontos seja equilatero.

Seja A e B os pontos sobre o eixo x e C a intersegao entre as retas que
definem os lados AC e BC do triangulo. Como o triangulo é equilatero,
entdo seus angulos internos medem 60° e,portanto, a inclinacdo da reta
tangente a parabola que representa um dos lados do triangulo é 60° e a
inclinacao da outra reta é 120°.

Procuramos os pontos da parabola tais que:

y' =tg60°=v3e y' =tg120°= -3

y'=-2x
V3 V3
2
V3 1 V3 1
Pontos de t P|——,— —,—= .
ontos de tangéncia: < 72 e Q 72

As retas tangentes no pontos P e Q juntamento com o eixo x delimitam o
triangulo equilatero ABC.

b) Use aproximagcio linear para estimar 1/99.999.

Considere f(x) = x.

Sabendo que £(100.000) = £(10°) = 10e f'(x) =

105) = _
\/_ 5x 104

A aproximagio linear ou linearizagdo de f em x = 10° é dada por:
L(x) = f(10%) + f'(10%).(x — 10°)

1
L =10 —10°
(x) VR (x )
¥99.999 ~ L(10° - 1) = 10 — =10—-2x10°
( ) 5x 10*
Questao 2.
Calcule Tim cotgx
a) Calcule lim 0 cota(Zx)’
CoS X
cotgx . Senx _ . [cosx sen2x _
Pt cotg(2x)  x-0 COS2X  x-o0lcos2x  senx
sen2x

coSsx cosO 1

im — —
x-0cos2x cosO0 1
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_ sen2x sen2x x 2x sen2x x 2x
im = lim .—.—| = lim . —=1%x1x%x2=2.
x-0 senx x->0|l senx Xx 2x x-0]l 2x senx Xx
. . .. . .. senkx
* Obs.: Limite Fundamental Trigonométrico lim =1,k #0.
x—0 X
_ cotg x _ cosx sen2x . CcosXx _ sen2x
im ——— = lim . = lim X lim =1%x2=2.
x-0 cotg(2x) x-0lcos2x senx x-0 COS2X x-0 Senx

b) Determine os pontos nos quais o grafico de y = In(x?) possui reta tangente
passando pela origem.
D(y)={x e R|x#0}
Equacao geral de uma reta que passa pela origem:
y =mx
Se esta reta é tangente é tangente ao grafico de In(x?) em algum ponto
(x,Inx?%),entdo m =y’ nesse ponto.

In(x?) = (x—lz 2x> X

In(x?) =2
x? =e?
x =+te

Pontos onde a reta tangente passa pela origem : A(—e, 2) e B(e, 2).
Questao 3.

a) Determine a fungio y = f(x) tal que f(0) # 1,sabendo que a reta tangente
a seu grafico num ponto (x,y) tem inclinacio dada por y'= Vx + 1.

A expressdo mais geral para a antiderivada de y'é dada por:

2 3
Y:f(x)=§(x+ D2+ C
2
fO=Z+C*1
~C # !
o 3
2 3
f(x)=§(x+1)2+C, C+0
1
Caso fosse para determinar y = f(x) tal que f(0) = 1,entdo C = 3 e, portanto

O =3 Gt DE 43

) X 14+x T
b) Use derivadas para mostrar que arcsen(—) = arctg( ) ——.
1+ x? 1-x/ 4

1+x>

x
e xz) egx)= arctg(1 —

Sejam f e g funcdes tais que f(x) = arcsen(

onde D(f) = Re D(g) = R— {1}. Entao,
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F1) = . o
- NS
1_(\/1+x2>
5 1
) = 1 v1+x x.—zm(Zx)
, 2 _ 2 1+ x2
1+x X
1+ x?
1+x2%—x2 1
f'(x)=+1+x2 = >
(1+x2)% 1+x
1 drl+x
g'(x)= .—[ ]
14 x\2% dx11—x
1+(7=%)
() = (1—x)? 1—-x—(1+x)(-1)
I = 002+ +0? (1—x)?
(1-x)? 2 1
g'(x)= =

2(14+x2) (1 —x)2 14x2
Logo,f'(x) = g'(x) Vx € R.

"Se f'(x) = g’'(x) para todo x em um intervalo (a, b) entdo f — g é constante em
(a,b);isto é,f(x) = g(x) + C,em que C é uma constante"

No caso em questio f'(x) = g'(x) paratodo x € (—o,+x) entdo f — g é constante
em (—o0,1) U (1,4). Logo,f(x) = g(x) + C,onde C é uma constante a ser
determinada.Note, que devido ao dominio da funcao g podemos ter valores
distintos para C caso x € (—,1) ou caso x € (1, +0).

Calculando a expressido para x = 0,o0btemos o valor de C caso x € (—,1).

f0)=g(0)+C
arcsen(0 = arctgl + C
0= E+ C ~C= I
4 N 4

/i1
Logo, f(x) = g(x) ~7 e, portanto,

( X ) " (1 +x> 4 — 1
arcsen = arc —— ,Vx —00,
V14 x? S\1—x/ "4

Caso x € (1,4+),calculando o valor da identidade para x = \/§, temos:

f(V3)=g(V3)+c¢

arcsen <\/—§> = arctg(1 il \/§> +C
2 1—-+3
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4423
= arctg — +C

s
3
T
C = 37 arctg(—Z — \/§)
* Como a funcdoarctgx é uma fungdo impar, entao:
s
C= §+ arctg(Z + \/§)
tgh =2 +V3; tg20 4+ 1 =sec? ~sec’d =8+ 4V3

1 8—4v3 [2—+3 J2-43 2++/3
cosfO = = = = e senf = ——
8+ 443 16 4 2 2

Calculando a expressdosen 26 temos:

V243 V2-v3 1 T 5m
sen260 = 2senf cosf = 2. > . > —E--Zﬁ—gouZH—?
1 T
Comosenf > 5 entao 6 > g.Logo,
26_571.9_57'[
6 12
Portanto. C = +5TL’_9TL’_37T
ortanto. L =3 T T 12" 4
Entdo,para x € (1,+),temos:
3T
f(x)=g(x) +—

4

( X ) t(1+x)+3nve(1+)
= e (0]
arcsen m arctg 1—x 4 X ,

* Poderiamos obter os mesmos resultados calculando o limite da expressao
f — g quando x - 1% e quando x » 1~.Demonstrando:

i [aresen (=) ~ arctan (1) = Jim arcsen( =) - tim area(;27)
xg{l_ arcsen Nepwwi arctan . —xlgl_arcsen Newww xlgl_arcg -
(1) T T
=arcsen|—=|——=———= ——,
arcse Ne > =173 2

. x 1+x _ X _ 1+ x
llr{1+ [arcsen( ) —arctan (1 )] = lim arcsen( ) — lim arctg( )
X—

V14 x? —x/b o1 V1+x2/ o1 I-x
_ (1) ( 71')_7T+T[_3T[
—arcsen\/E S) =72t = 7

* Portanto, a identidade exposta é valida somente para x € (—,1).
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Questao 4.

3 X
a) Usando a regra de L'Hospital, ache lim (1 + ;) .

X—00
lim (1 +§)x = lim eln(“%)x = lim ex'ln(1+93_c) = e:liango[x'ln(ﬁf_‘)];
X—00 X X— 00 X— 00
3 X 3
3 In(1+= (-= 3 3
lim [x.ln(l +—)] = lim Mz lim L(lxz) = lim X = lim —=3
X—>00 xX—00 X— 00 x-o0oX + 3 x—oo 1

x x 2
Portanto,

lim (1 +;)x _ plim[em(e3)] _ s

X—00

1
b) Tome todas as informacdes necessarias e trace o grafico de f(x) = ex.
1. Dominio da funcdo: D(f) ={x € R | x # 0}.

2. Intersecdes com os eixos coordenados: f(x) > 0,Vx € D(f) e f(0) ndo esta
definido.Logo,ndo ha interse¢des com os eixos!

3. Intervalos de crescimento e decrescimento:

1

f'(x)= —%e?; f'(x) < 0,vx € D(f)

Logo, f é decrescente em (—o0,0) U (0,00).

* Consequentemente, pelo Teste da Primeira Derivada, f ndo possui pontos
de maximo ou minimo relativos.

4. Intervalos onde a concavidade é voltada para cima ou para baixo:

21 1 1 1 1
f'(x) = Fex + Fex = Fex(2x+ 1)

f"(x)>0,sex>—-1/2 comx# 0
f'(x)<0,sex<—1/2

f possui concavidade voltada para cima em (—1/2,0) U (0, )
f possui concavidade voltada para baixo em (—oo,— 1/2).

Como ocorre mudanga na direcio da concavidade em x = —1/2 e este nimero
pertence ao dominio de f,entdo f possui um ponto de inflexdo em —1/2.

11
Ponto de inflexio: (~ 5, ).
onto de inflexao 552



5. Assintotas:

5.1 Assintota vertical:
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Aretax = a éassintota vertical de f se lim_f(x) = 2o ou lim_ f(x) = too.
x—a x-a

* Pela definicao de continuidade, as assintotas verticais ocorrem nas

descontinuidades da funcao.Verificando a reta x = 0, temos:
1
lim f(x) = lim_ex = +o
xﬁ0+f( ) x—0%
1
lim f(x) = lim ex = 0.
x—0 x—0
Portanto,a reta x = 0 é assintota vertical do grafico de f.
5.2 Assintota horizontal:
Aretay = L éassintota horizontal de f se, somente se lim f(x) =L ou
X— 00
lim f(x)=L.
X—— 00
. . l lim — 0
lim f(x) = lim ex = ex>0x = =1,
X—>00 X— 00
1 Co1
lim f(x) = lim ex = eiTox = 0 = 1,
X——00 X——00

Portanto,aretay = 1 é assintota horizontal do grafico de f.

6. Esboco Grafico

Questao 5.

a) Encontre as dimensdes do cone de volume maximo que tenha uma area

lateral igual a 1.
Area Lateral do Cone: A =mnrg ; g=+r?+h?
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A =nryr?+ht=1

r r2+h2)2=1

2 _ 2
W= w2r2
, 1 —m?rt
W= 2r?
V1 —m2rs
h=—pbF— O
1
V= §T[T'2h,
1 V1—m?r
V(ir)=-nr?, ——
% nr
V(r)= gr\/ 1—m2rt
1 1
V'(r)= —[ 1-—m2rt4+r.———. (—4n2r3)]
3 2V1 — m2rt
11 —m%r* — 2m%rt
V'(r)==
3 V1 —m2rt
Vi) = 1—3m?rt 3 (1 - \/§.n.r2)(1 +\/§.Tt.r2)

3V1—m2rt 3y —nr2)(1+ nr?)

Estudo do sinal da funcao derivada de V:

1 1 1 1
_____ (_3‘1_7{5)4—+++(3‘Z_n‘5)—— ——— (1-+V3.1.r?)
t++++ttrttt bttt bttt +++ (L+V3mr?)

1 1
(ﬂfﬂ+++++++++++++++ofﬂ 3y1—m2rt

(—n_%> - — (—3_%71_%) ++++ (3_%71_%) - — (7‘[—%> V'(r)

1 1
Pelo Teste da Primeira derivada,r = 3 4w 2 é um nimero critico

associado ao ponto de maximo relativo da funcao V e,portanto,
1 1

parar =3 41 2,temos o cone de area lateral igual a 1 com a
maior capacidade.

1 V2

e ¢ TR

Dimensodes: r =

b) Encontre os valores maximos e minimos absolutos de f(x) = x — 2 arctgx
no intervalo [0,4].

f é uma funcdo continua em R pois é adif erenca entre fungdes continuas
em R.Logo, f é continua no intervalo fechado [0,4].
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"Se f é uma funcio continua no intervalo fechado [0,4],entdo f assume um
valor maximo absoluto f(c) e um valor minimo absoluto f(d) em algum
numero c e d, tal que ¢,d € [0,4]." (Teorema do Valor Extremo)
Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

f(0)=0—2arctgd=0
f(4) =4 —2arctg(4) > 0.

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,4):

2 _x2—1
1+x2 x2+4+1

=1 D(f) =R

"Um numero critico de uma funcao f é um nimero c no dominio de f onde
ou f'(c) = 0 ou onde f'(c) ndo existe."

Como f é derivavel em R,se ¢ é um nimero critico de f entdo f'(c) existe e
f'(c)=0.Logo,

f'x)=0=

x%—1 5 _
> =0.~x =1 (x=—1nio pertence ao intervalo!)

x4+1

f(1)=1-2arctg(1) =1 —g<0

Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2 concluimos que (4 — arctg4)
é o valor maximo absoluto e (1— m/2) é o valor minimo absoluto de f no
intervalo fechado [0,4].
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2.12 Provade Reavaliacdoda AB2 — 27 de Maio de 2017

Questao 1.

a) Considere a funcido f(x) = sen? x,restrita ao intervalo [0,27] e dé seus
intervalos de crescimento e decrescimento, os intervalos a concavidade é
para cima ou para baixo,os pontos de inflexao e seus extremos absolutos
e relativos.

b)Ache lim_(tgx)°°®*.

x—>7
Questao 2.
x*.Vx?
a) Encontre a derivada da fungio f(x) = (050
cosx

3
b)Uma particula tem funcdo posicio dada por s(t) = a2 t > 0,onde t é medido

em segundos e s em metros. Use dif erenciais para estimar o erro na posicao
do objeto,no instante t = 2,sabendo que o reldgio pode estar adiantado ou
atrasado em 5 milésimos de segundos.

Questao 3.

X

Vv1—x2

b) Mostra que se a # 0 e b # 0, entdo existem numeros a e 3, tais que
a.e* +b.e™ = a.cosh(x + B).

a) Mostre que arctg( ) =arcsenx,para—1<x <1.

Questao 4.

a) 0 dono de uma chicara possui 84m? de azulejos para piscina e pretende
construir uma piscina em forma de paralelepipedo retangulo,com
profundidade de 2m e volume maximo. Quais devem ser as outras dimensdes
da piscina?

b) Encontre a area maxima de um triangulo formado no primeiro quadrante
pelos eixos coordenados e uma reta tangente ao graficodey = (x +1)72.

Questao 5.

1—x?
a)Verifique se a fungdo f(x) = T3 2" € [—1,1] satisfaz as hipoteses do

Teorema de Rolle.Em caso afirmativo,determine o nimero c no aberto
(—1,1) que satisfaz a conclusio do Teorema.

b) Seja a fungio g(x) = senx.cos x.Determine a fungio y = f(x),tal que

f'(x)=gx)e f(0)=1.
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Questao 1.

a) Considere a funcido f(x) = sen? x,restrita ao intervalo [0,27] e dé seus
intervalos de crescimento e decrescimento, os intervalos a concavidade é
para cima ou para baixo,os pontos de inflexao e seus extremos absolutos
e relativos.

f'(x) = 2senx.cosx

O+++@/2)+++@m) ———-@Bn/2)———-2n) 2senx
OoO+++@/2)———m) ———-—@Bnr/2)+++2m) cosx
O+++@/2)———-(m)+++@Bn/2)———-Q2n) f'(x)

f é crescente em (0,m/2) U (m,31/2) e
f é decrescente em (w/2,m) U (3n/2,2m).

Pelo Teste da Primeira Derivada, temos:

Pontos de maximo relativo:(r/2,1),(3w/2,1)
Pontos de minimo relativo: (1,0)

0 valor maximo absoluto 1 ocorre em x = {m/2,3m/2} e 0 valor minimo absoluto
ocorreem x = {0, m, 2m}.

f"(x) = 2(cos®x — sen?x)

f"(x) = 2cos(2x)

04+ ()=~ ++ (D)D) (24w 15

f possui concavidade voltada para cima em (O n) U (Sn Sﬂ) U <7n Zn) e
P P '2) e e ) g

) . ) T 31 5tm 7m
f possui concavidade voltada para baixo em (—,—) U <—,—>
4" 4 4" 4
Os pontos de inflexdo ocorrem onde ha mudanca na direcao da concavidade.

7T3T[57T7T[}
4’4’7 4" 4)

Pontos de infl N_(nl)(Snl)(Snl) <7n1)
ontos de inflexao: 22)\73) 4,26 132)

Logo, f possui pontos de inflexdoem x = {

b)Ache lir7rT1_(tg x)°%*  Indeterminacio "oo°"
x—o=
z lim_ cotg x.In(tg x)

. . cotgx . .
lll’%l_ (tgx)cotgx — hry_ eln(tg x) — lll’%l_ ecotgx.ln(tgx) = %37

x5 x5 x5

2 2 2



sec®x
In(tg x) tg x
lim cotgx.In(tgx) = lim 8X) _ lim gz
o ot tgx ol sec?x
2 2 2
Portanto,

= lim — =

-k tgx

lim_ cotg x.In(tg x)

liITYTl_ (tg x)COB* = ex—%

X—5

2

Questao 2.

=e0=1.

x*.x?2

a) Encontre a derivada da fungio f(x) =

(cosx)3

s
D(f)={x€R|x>Oex¢E+kn,kEN}

x*.x3
fe) = (cosx)3
x*.x3
Inf(x) =1In (Cos x)?

N

In f(x) =Inx* + Inx3 —In(cosx)?

2
Inf(x) =x.Inx +§1nx— 3In(cosx)

Por diferenciacado logaritmica, temos:

f'(x) 2

=1 1+—+3¢t
o = +3x+ g x
f()—( )3 Inx+1+—+3tgx
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1ir7rT1_ cotgx = 0.

X—5

2

3
b)Uma particula tem funcio posicio dada por s(t) = a2 t > 0,onde t é medido

em segundos e s em metros.Use diferenciais para estimar o erro na posi¢ao
do objeto,no instante t = 2,sabendo que o reldgio pode estar adiantado ou

atrasado em 5 milésimos de segundos.

Por dif erenciais, temos:

As = ds
As = s'(t).dt
6 6 3
s(t)——— S(Z)__S__Z'
At =dt = iS x 10=3segundos
As = s'(2).dt

3
As = —2 X (£5x107%)

15
As = - X 1073m = +3,75mm
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Questao 3.
) Most t( ad ) 1<x<1
a) Mostre que arc = arcsenx,para — x <1.
g\/1—x2
X
Seja f(x) = arctg( ),onde D(f)={xeR|—1<x<1}eg(x)= arcsenx
V1—x2

ondeD(g) ={xeR|-1<x<1}.

fr(x): 1 ] x2V1—x2( zx)
1+ x? 1—x?
1—x?
N (42 1—x2+x2
FO=0= i
1) = —
1—x?
g'(x) = —

Se f'(x) = g'(x) para todo x em (—1,1) entdo f — g é constante em (—1,1).
Isto,é f(x) = g(x) + C,onde C é uma constante.

Sendo x = 0,onde 0 € (—1,1), temos:

f0)=g0)+C
arctg0 = arcsen0 + C
0=0=C
c=0.
Portanto,
x

arct (
. Vv1—x2

b) Mostra que se a # 0 e b # 0, entdo existem numeros a e 5, tais que
a.e* +b.e™ = a.cosh(x + B).

) =arcsenx,para—1<x<1

a.e* +b.e”* = %.(6“3 + e—x—ﬁ)

a.e* +b e"‘—g eh ex+E e B e
. . _2| . 2- .

Igualando o coeficientes dos termos exponenciais , temos:

a
a.e* =E.eﬁ.e" =a.ef =2a ()

a
b.e™* =E.e"ﬂ.e"‘ =a.e?=2b ()

Dividindo as equagoes, obtemos:



e =9=>2/3=1n(9) .-.3:1111(9):111 %

b b 2 b
2a 2a
a.ef =2a= a=—7=-—"a=2Vab
e a
b
Logo,
a
a.e®*+ b.e™ = 2+vab.cosh (x + In \/%)
Questao 4.

a) 0 dono de uma chacara possui 84m? de azulejos para piscina e pretende
construir uma piscina em forma de paralelepipedo retangulo, com
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profundidade de 2m e volume maximo. Quais devem ser as outras dimensdes

da piscina?
A; =84m? = 2bh + 2lh + bl ;com h = 2m

84 =4b + 4l + bl

_84—4b 4(21-Db)
~ (44b) (4+Db)

Volume da piscina: V = blh

V = 2bl
V(b) = 2b.%
V(b) = 8.%_:2
Vi) = 8. 210 Zb)(‘gfl)—z (21b — b?)
V'(b) = 8_1’2(4—2; 84

A= 64+ 336 =400

8 20
b=———-b=6eb,=-14
————(-149)+++++(6)———— 8(-b*—8b+84)
++++++++ D+ +H++H+++ (44 D)2
————(C1)+(D+O6)———— V(b
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Pelo Teste da Primeira Derivada, temos que para b = 6m a piscina tera o
volume maximo com area de 84m?. Logo,

_4(21-b) _ 4(21-6) 60 _
~ (44+b) 446 10

As dimensoes da piscina sdo 6m X 6m X 2m.

b) Encontre a area maxima de um triangulo formado no primeiro quadrante
pelos eixos coordenados e uma reta tangente ao grafico dey = (x + 1)72.

Dado um ponto (a,b) do graficodey = (x+ 1)">temosb = (a+ 1)7%2.A
equacao da reta tangente ao grafico neste ponto é dada por:
y—b=y'"(a).(x —a)
y' ' =-2(x+1)73
y'(@)=-2(a+1)7
1 B 2 ( )

Y@+ (@rpz

Interseccdo da reta tangente com os eixos coordenados:

Para x = 0, temos:
2a 1 3a+1

Y= (a+ 1)3+(a+ 1)2:(a+1)3

Para y = 0, temos:

_a+1 _3a+1
) X = > +a= >
Area do triangulo:
_1 3a+1 3a+1
T2 (a+1)3 2
_(3a+1)2
A@ =T 1e
A(Q) = 24(3a+ D(a+1)*—12@a+ 1)?(a+ 1)?
Y 16(a + 1)6
. 6Ba+1(a+1)-3Ba+1)?
A'la) = 4(a + 1)*
A )_3(3a+ D[2(a+ 1) — (3a+1)]
“= 4(a + 1)*
oy 3Ba+1)(1-a)
A'la) = 4(a + 1)*
————(UD+++++(D--—- 3@a+D-a)

+++++++++D+++++++ 0 4@+ D
e (/D4 (D ++(D) ———— A(a)
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Pelo Teste da Primeira Derivada,para a = 1 temos o triangulo de area
méaxima definido pela reta tangente ao graficodey = (1+ x) % e os
eixos coordenados.

A drea maxima é
_Gx1tn? 4 16 1
T 41+ 1)°  4x23 32 2%

Questao 5.

2

1—x
a)Verifique se a funcdo f(x) = T3 .2~ € [—1,1] satisfaz as hipoteses do
Teorema de Rolle.Em caso afirmativo,determine o nimero c no aberto (—1,1)

que satisfaz a conclusao do Teorema.
Dominio da fungido:D(f) = R.

Como f é continua onde esta definida, entdo f é continua em seu dominio, ou
seja, f é continua em R.Logo,f é continua no intervalo fechado [—1,1].

—2x(1+x2) —2x(1—x2)
(1+x2)2

D(f) =R

f'(x) =
f'(x) =

(1 +x2)2

Como f' esta definida em R,entdo f é diferenciavel em R.Logo, f é derivavel
no intervalo aberto (—1,1).

Portanto, a fungdo f satisfaz as hipoteses do Teorema de Rolle:

1. f é continua no intervalo fechado [—1,1];
2. f é derivavel no intervalo aberto (—1,1);

Entdo, existe um numero c € (—1,1) tal que f'(c) = 0.

4c

f,(C):O:—m:

0.c=0.

b) Seja a funcio g(x) = senx.cos x.Determine a fungio y = f(x),tal que

ffx)=gx)e f(0)=1.

sen(2x) = 2senx.cosx = 2g(x)
Logo,

1
glx) = 3 sen2x

A antiderivada mais geral para a funcgao g é:
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1
flx) = —Zc052x+ C
Como f(0) = 1, temos:

1
f0)=1 =—ZCOSO+C

_ 1 e 5
1 = +C - C=
Portanto,

f(x) = —%cos(Zx) + %
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2.13 ProvaFinal — 02 de Junho de 2017

Questao 1

Calcute Tim 20
a) acuexl_rzlzx3_8.

b)Seja g uma funcio derivavel tal que g(0) = /2 e g'(0) = 1. Determine uma
equacio da reta tangente ao grafico da funcio f(x) = e°9® no ponto onde
a abscissa é zero.

Questao 2

a) Seja f(x) = In(senx),com 0 < x < . Para quais valores de x areta tangente
af éparalelaaretay =—x + 27

x + 1)2

b) Encontre a primitiva da fungio f(x) = (2—) cuja imagemem x = 2 é
x —

igual a 4.

Questao 3

a) Um quadro de 20cm de altura esta em uma parede de tal forma que seu
bordo inferior esta a 60cm acima do nivel do olho do observador.Determine
a que distancia de um ponto diretamente abaixo do cartaz o observador deve
se colocar para maximizar o angulo entre a linha de visao do topo e da base
do cartaz.

b)Seja N uma reta tangente a \x + ﬁ = Vk.Mostre que a soma dos valores
das coordenadas das interseccdes de N com os eixos coordenados é igual a k.

Questao 4

1
_ /senB\6%
a) Calcule (lamé( ) .

b) Use aproximacdes lineares para calcular 3/0,95.
Questao 5

a) Sejam f e g duas fungdes derivaveis em R, tais que f(a) = g(a) e f(b) = g(b)
para a,b € R. Mostre que existem nimeros k e j tais que a reta tangente ao
grafico de f no ponto (k,f(k)) é paralela a reta tangente ao grafico de g no

ponto (j,g(j)).

b) Determine, se existir,uma assintota horizontal do grafico da fungao

Inx —e*
fl) =———,se x>0.
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Questao 6

a) Um tanque tem a forma de um cone circular reto invertido,com 4m de
altura e raio da base 2m. Se entra agua no tanque a razao de 0,001 m3 /min,
em qual profundidade a dgua estara subindo com uma velocidade de

1

- in?
250nm/mm.

b) Determine uma equacgio para a reta tangente ao grafico de y = cos*(x) no
ponto em que x = 0.

Questao 7
_ i » Va+k3—k
a) Defina f(0) para que a funcio definida para x # 0 por f(x) = —

k constante, seja continua em todos os reais.

b) Sabendo que |f(x) + 3| < m. (1 + senx)* para todo x € R, encontre lim_f(x).

x—o—=

2

Questao 8

a) Use o teste da segunda derivada (se possivel) para determinar os pontos de
maximo em de minimo relativos da fungdo f(x) = sen® x + cosx, no intervalo

(—m, m).

b) Use a definicido para mostrar que a derivada de f(x) = cosx é igual a
g(x) = —senx.

Questao 9
a) Prove que a equagio arctg(x) = 1 — x tem pelo menos uma raiz real.

b)Determine as equacdes das retas horizontais tangentes ao grafico de
f(x) =sec(x?—1).
T
Observacao: considere sec(—1) = 1,85,e x € (— EE)
Questao 10

1+tgx
a)Seja f(x) = arctg (1 gx) ,mostre que todas as retas tangentes ao grafico

de y = f(x) sdo paralelas.

1
b) Seja f(x) = cotgx — Ecosseczx ,comx € (0,m).Determine o valor maximo

absoluto de f.



Questao 1

x*—16
x3—-8°

a) Calcule lim
xX—2

x*—16 = (x—2)(x3+2x2+4x+8) Sex— 2, entiox +2
_— = .ok
3 X3—8  rm (x—D+2x+4) " Logo,(x—2) #0.

o x34+2x%2+4x+8
=lim
x-2 x%2+4+2x+4

lim (x3 + 2x%2 + 4x + 8)

_x-2

lim (x2 + 2x + 4)

x—2

_23+2><22+4><2+8
B 224+ 2X2+4

_8+8+8+8
4 +4+4

215
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Questao 1

b)Seja g uma fungio derivavel tal que g(0) = /2 e g’'(0) = 1. Determine uma
equacio da reta tangente ao grafico da funcio f(x) = e<*9® no ponto onde
a abscissa é zero.

T

£(0) = ecoslgO] = ecos(Z) = e® = 1. Ponto de tangencia: (0,1).
f(x) = ecosls@ {— sen[g(x)]}.9' (x)

f'(0) = ecos[i(o)]-{—Sen[g(o)]}-g'(o)
f'(0) = ecos(f).{— sen (g)} 1
f'(0)=¢ex (1)

£1(0) = —1.

Equacio da reta tangente ao grafico de f no ponto (0,1):

y—1=-1(x—-0)
y=—x+1



217

Questao 2

a) Seja f(x) = In(senx),com 0 < x < m. Para quais valores de x areta tangente
af éparalelaaretay =—x + 27

D(f)={xeR|2kn< x< 2k + 1)m, k € Z}

Se areta tangente ao grafico de f num ponto (x,f(x)) éparalela areta
y = —x + 2, entao ambas possuem o mesmo coeficiente angular.Isto é,
no ponto (x,f(x)), temos f'(x) = —1.

f'(x)=

.COSX
senx

f'(x) = cotgx
3
f'(x)=—1= cotgx =—1:x= T-I_ km k € Z.

. 3
Como x € (0,m),entdo ... x = T
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Questao 2

2

b) Encontre a primitiva da fungio f(x) = cuja imagemem x = 2 é

xZ_
igual a 4.
(x +1)? (x+1)?
flx) = e :(x+1)(x—1); D(f)=fxeR|x#+1lex+ —1]

* Se f é descontinua em x = {—1,1} entdo sua primitiva também é descontinua
emx ={-1,1}. Logo ...

£ )_x+1_1+ 2
x_x—l_ 1x—l

=14+2.——

@) —

A primitiva ou antiderivada mais geral da fungao f é dada por:

Fix)=x+2In(x—1)+C
F(2)=2+4+2In1+C=4
2+0+C=4
~C=2.

Fx)=x+2In(x—1)+2
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Questao 3

a) Um quadro de 20cm de altura esta em uma parede de tal forma que seu
bordo inferior esta a 60cm acima do nivel do olho do observador.Determine
a que distancia de um ponto diretamente abaixo do cartaz o observador deve
se colocar para maximizar o angulo entre a linha de visao do topo e da base

do cartaz.

D
p

20cm

60cm

B

) . . 60 60
Seja « = BAC,entdo ...tga = ? e,portanto, a = arctg (?>

Do triangulo ABD,temos:

80
tg(0 +a) = —
X
80
0 + a = arctg (7)
60 80
6(x) + arctg (—) = arctg (—)
X X
o =) (4
x) = arctg {— arctg | —
0" (x) 1 ( 80) 1 ( 60
N=——.|-"|-——.|—=
80 2 x2 60 2 x2>
1+(5) N 1+ 207)
0'(x) = —

x2 4+ 802 +x2 + 602
—80(x% + 3600) + 60(x?+ 6400)

0'(x) =
(x) (x% + 6400) (x% + 3600)
000 —20x2+ 1000(—8 X 36 + 6 X 64)
=TT 2 + 6400) (22 + 3600)
—20x2 + 96000
0'(x) =
(x? + 6400) (x% + 3600)
—————— (—40V3)+ ++ () + ++ (40V3) - = ———— 0" (x)

* Obs.: A distancia x é positiva! Por isso o intervalo em destaque nao é considerado
na analise do resultado.

Pelo Teste da Primeira Derivada para uma distancia x = 40v/3cm do quadro,o
observador tera o maior angulo entre a linha do topo e da base do quadro.
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Questao 3

b)Seja N uma reta tangente a /x + ﬁ = Vk.Mostre que a soma dos valores
das coordenadas das intersecgdes de N com os eixos coordenados é igual a k.

Seja N uma reta tangente a curva no ponto (x,,y,), entio /x, + /v, = Vk.

Derivando implicitamente a expressao da curva,temos:

d 1 d 1 d 1
a(’”)*a(ﬂ)—a("z)

I S
2% zﬁ'y_
y’——ﬂ
Vx

No ponto (x,,y,) temos y' = — [y, /\[%,.

Equacao da reta tangente N:

VYo

Y=Y =__-(x—xo)

vXo
Intersecgdes da reta N com os eixos coordenados:

Para x = 0, temos ...

xo\/y_o
e

Ponto (0,y, + ,/xoyo)

3’0\/95_0
%
Ponto (xo + /XY, 0)

Soma das coordenadas dos pontos de intersecgao:

Y=Yt SY =Y XY

Paray =0, temos ...

VYo

Vo =—"—=@—x0) =>x—x,=

N

S X=Xy + XoYo

S:xo+m+3’o +\/XoYo
S =xo+2,/X0¥5 + ¥

= (Zo 7))

s = ()’

S=k

Logo, a soma dos valores das coordenadas das interseccdes de N com o0s eixos
coordenados é igual a k.
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Questao 4
1

. /senB\6%
a) Calcule hm( ) .

6-0
* Indeterminacao do tipo "1*"

sen 6
1 sen 6 91_2 lim ln( 6 )
sen 6\o% ln( 0 ) [Ll (Sen 9)] gm0l 02

lim( ) = lime =lime®®"\ 0 JI=¢ :
6-0\ 0 6-0 60

Calculando o limite do expoente,obtemos ...

In (sen 9) 6 6.cosf —senb
lim 0/ = lim sen’ 6
6-0 92 6-0 20

0.cosf —senb
f0.senf
6-0 20

6.cosf — senf
6-0 260%.senb

_ cosfO —0.senf — cosO
= 050 46.sen6 + 202.cos 0

) —0.senf
1_r)1(1) 40.senB + 202%.cos0

-1

= lim

=04 42 .cos@

sen @

-1
T 442x1x1

Logo,

1 sen 9)
senf\gZ  6-o O 1
lim( 7 ) =e =e 6= {/e
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Questao 4

b) Use aproximacgdes lineares para calcular 3/0,95.

e

W =

1
Considere f(x) = i/x.Logo,temos f(1) =1,f'(x) = === f'(1) =
3Vx?
queremos calcular £(0,95).
Por aproximacao linear ou linearizagao de f em 1,temos:
L) =M+ (D.(x-1)

L(x) = 1+%(x— 1)
£(0,95) = L(0,95)

1
L(095)=1+ 5(0,95 - 1)
0,05

59

Logo,3/0,95 = 0
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Questio 5

a) Sejam f e g duas fungdes derivaveis em R, tais que f(a) = g(a) e f(b) = g(b)
para a,b € R. Mostre que existem numeros k e j tais que a reta tangente ao
grafico de f no ponto (k,f(k)) é paralela a reta tangente ao grafico de g no

ponto (g (/).

Se f e g sdo funcdes derivaveis em R,entdo f e g sdo continuas em R.Logo,
f e g satisfazem as seguintes hipoteses:

1. f e g sdo continuas no intervalo fechado [a,b];
2.f e g sdo derivaveis no intervalo aberto (a,b);

Entdo, pelo Teorema do Valor Médio,existem nimeros k,j € (a, b) tais que

_g(b) —g(a)

b)) —
FOZND gy =282

f10 ==

Como f(a) = g(a) e f(b) = g(b),entdo f'(k) = g'(j).Logo,as retas tangentes
ao gréfico de f em (k, f(k)) e ao gréfico de g em (j,g(j)) possuem o mesmo
coeficiente angular e,portanto, sao retas tangentes paralelas.
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Questio 5

b) Determine, se existir,uma assintota horizontal do grafico da fungao
Inx —e*
f) =——3—sex>0.

Aretay = L éuma assintota horizontal ao grafico da funcio f se, somente se
lim f(x) =L ou lim f(x)=L.
X——00

X—00

Como D(f) = {x € R | x> 0}, entdo s6 podemos calcular lim f(x).Logo,
X—00

. In x
_ ~ lnx—e e~ 1  [lnx
lim f(x) = lim ——— = lim = lim |——-1];
X—00 X— 00 ex X— 00 X—00 ex
1

- Inx X ]
* lim — = lim = = lim — = 0.

X— 00 ex X—00 ex X—00 xex

. Inx .
Como lim — existe, entdo ..

xX—oo @

In x
=lim——-lim1=0—-1=-1.

x—>o0o e X— 00

lim |[——1
x—ow | eX

In x ]

Portanto,a retay = —1 é assintota horizontal do grafico da funcao f.
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Questao 6.

a) Um tanque tem a forma de um cone circular reto invertido,com 4m de
altura e raio da base 2m. Se entra d4gua no tanque a razao de 0,001 m3/min,
em qual profundidade a dgua estara subindo com uma velocidade de

1

- in?
2507Tm/mm.

Pela regra da cadeia,temos:
av B av dh

dt — dh’dt
No enunciado temos a taxa de variagao do volume em relagao ao tempo e a taxa
de variagio do nivel da dgua (h) em relagido ao tempo num determinado instante.
Substituindo essas informacgdes, obtemos:

1 _av 1
1000 dh 2507
dvV T«
- _ 3
Gz /m

Por semelhanga de triangulo,temos:

2m

&) » :
s ) dm

Entao,

h? =1
~h=1m

Logo, quando o nivel da dgua estiver com 1m de profundidade a 4gua estara

1
subindo a uma velocidade de m/min.
250m
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Questao 6

b) Determine uma equacio para a reta tangente ao grafico de y = cos*(x) no
ponto em que x = 0.

Ponto de tangéncia: (0,1).

Iny =In(cosx)*
Iny = x.In(cos x)

Por diferenciacao logaritmica, temos:

I

senx
Y In(cosx) — x.
y

cosx
y' = y[In(cosx) — x.tg x]
y'(0) = y(0)[In(cos0) — 0 x 0]
y'(0)=1[In1-0]

y'(0) =0,

Equacio da reta tangente no ponto (0,1):

y—1=0(x—-0)
y=1
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Questao 7
Vx+k3—k
a) Defina f(0) para que a fungio definida para x # 0 por f(x) = —

k constante, seja continua em todos os reais.
Dominio da fungio f: D(f) ={x e R | x # 0}.

f é uma fungdo racional e, portanto, f sera dita continua onde estiver definida.
Isto é,f é continua em seu dominio.Logo,f é continua em (—,0) U (0, ).

Para que f seja continua em R, f deve ser continua em 0.Entao, pela definicao
de continuidade de uma fung¢ao num numero, devemos ter

lim /() = £(0)

Como f(0) néo esta definido, se existir lirr(l) f(x) concluimos que a descontinuidade
X—

de f em 0 é dita removivel e, portanto,podemos definir f(0) de modo que f seja
continua em 0 e,com a andlise anterior,continua em R.

Vx+k3—k

S0 =i

Vx+k3—k O+ k32 +kVx+ k3 + k2

=lim :
%0 X Vo + k32 + kVx+ k3 + k2
. x + k3 —k3
=lim -
x=0x [i/(x+ k3)2 +kVx+ k3 + kZ]
X
=lim -
x=0x [i/(x+ k3)2 +kVx+ k3 + kZ]
li !
=1m
=03 (x+ k32 + kVx + k3 + k?
1
k%4 k% +k?
1
- 3k¥

Definindo f(0) = lirr(l)f(x) = ,f sera dita continua em 0 e,pelo seu dominio,
xX—

continua em R.

3k?
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Questao 7

b) Sabendo que |f(x) + 3| < m. (1 + senx)* para todo x € R, encontre limnf(x).

xXx->—=

2

Pela inequac¢dao modular,temos

—m.(1+senx)* < f(x) +3 <m.(1+senx)*
—3—-m.(1+senx)*< f(x) <m.(1+senx)*—3

Considere g(x) = =3 —m. (1 + senx)* e h(x) = n. (1 + sen x)* — 3. Entao,

g(x) < f(x) < h(x)

TN\ 4
lim, g(x) = lim, [~3 —m.(1+senx)*] = =3 —m.(1+sen (7)) =-3-m.0*=-3.

x—>—5 x—>—5

T 4
lim h(x) = lim [-3+ 7. (1+senx)*] = -3 +m. (1 + sen <_E)) = -3+ m0*=-3.

X—o—= X——=

2 2

Se g(x) < f(x) < h(x) quando x estd préoximo de — /2 (exceto possivelmente em
—n/2)e lim_g(x) = lim_h(x) = 0,entdo, pelo Teorema do Confronto

x—>—5 x—>—5

lim_ f(x) =0.

X—>—=

2
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Questao 8

a) Use o teste da segunda derivada (se possivel) para determinar os pontos de
maximo em de minimo relativos da fungio f(x) = sen? x + cosx, no intervalo

(—m,m).
f é uma funcio continua em R e, portanto,continua no intervalo fechado [—m, m].
f'(x) =2senx.cosx — senx
f'(x)=senx(2cosx —1) D(f)=R

f é derivavel em R.

"Se f possuir um maximo ou minimo relativo em c e a derivada em c existir,entdo
f'(c)=0." (Teorema de Fermat)

senx =0
, ou T A
f(x)ZO: 1"'x={_§10;§}
COSX = —

f"(x)=cosx(2cosx—1)+senx(—2senx)
f"(x) = 2cos?x —cosx —2sen’x

f"(x) = 2(cos?x — sen? x) — cosx

f"(x) = 2cos(2x) — cosx

Pelo Teste da Segunda Derivada, se ¢ é um niimero critico de f e f''(c) > 0, entdo
(c,f(c)) é um ponto de minimo local e,se "' (c) < 0, entdo (c,f(c)) é um ponto de
maximo local.

P s )y ()-3-
f"((;T)=2cosOEnc050=2;<1—1=1.1 , .
£(5) = 2cos(F) ~cos(3) =2x () =3 = 3

f(—g) = sen? (—g) + cos (—g) = (—;) +% =Z+%= Z .Ponto (—g,%)

f(0)=sen?0+cos0=02+1=0+1
2
o (T m_(V3) ,1_3,1_5 (EE)
f(3)—sen (3)+cos(3)—<2 +2—4+2—4.P0nt0 3'1)
Pelo Teste da Segunda Derivada, temos:

T 5 T 5\ . . , .
(— 51) e (§Z> sdo pontos de minimo relativos e (0,1) é um ponto de maximo
relativo.
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Questao 8

b) Use a definicido para mostrar que a derivada de f(x) = cosx é igual a
g(x) = —senx.

flx +Ax) — f(x)

Ax
cos(x + Ax) — cosx

fe=jm

Ax—0 Ax
. cosx.cosAx —senx.senAx — cosx
= lim
Ax—0 Ax
~ cosx(cosAx — 1) —senx.senAx
= lim
Ax—0 Ax

* Suponhamos que o limite da dif erenca seja dado pela dif erenca entre os limites,
desde que estes limites existam.
cosx(cosAx — 1) —senx.senAx " cosx (cosAx —1) i sen x.senAx

lim = lim — lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

* lim

cosx (cosAx — 1) - 1 cosx (cosAx — 1) (cosAx+1)
Ax—0 Ax B A;lcr—r}o

Ax "(cosAx +1)
~ —cosx.sen? Ax
= lim
Ax—0 Ax.(cosAx + 1)

] —cosx.senAx senAx
= lim )
Ax-0l cosAx +1 Ax
cosx.sen Ax . senAx
= — lim ——— X lim
Ax-0 cosAx+1 Ax—0  Ax
= —|cosx. X
1+1
= 0.
. senx.senAx . senAx
* lim ———— =senx X lim =senx X 1 = senx.
Ax—0 Ax Ax—0

senkx

* Obs.: Limite Fundamental Trigonométrico lim =1,k #0.

x—-0
Logo,

. - cosx (cosAx—1) _ senx.senlAx
f'(x) = lim — lim ——
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

f'(x) =0—senx

f'(x) = —senx = g(x)
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Questao 9
a) Prove que a equagio arctg(x) = 1 — x tem pelo menos uma raiz real.

Considere a funcdo f: R - R,com f(x) = arctg(x) — 1 + x.Como f édefinida
pela diferenca entre fungdes continuas em R, entdo f é continua em R.

f(0) =arctg0—1+0=
f(l) =arctgl—-1+1=

0-1=-1.
T
4

Como f éuma funcao continua em R, entdo f é continua no intervalo fechado
[0,1] e 0 é um nimero entre f(0) e f(1).Entio, pelo Teorema do Valor
Intermediario, existe algum nimero c € (0,1) tal que f(c) = 0.Isto é,a funcio
f tem pelo menos uma raiz real. Ou seja,

fc)=0= arctg(c)—1+c=0
arctg(c) =1-c¢
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Questao 9

b)Determine as equacgdes das retas horizontais tangentes ao grafico de
f(x) =sec(x?—1).
T
Observacao: considere sec(—1) = 1,85,e x € (— EE)
f'(x) = 2x.sec(x? — 1) .tg(x? — 1)
Obs.:Im[sec(x? —1)] = (—o0,—1] U [1,+00).

Se areta tangente ao gréafico de f no ponto (x,f (x)) é horizontal, entdo f'(x) = 0.

2x =0
ffx)=0= ou ~x={-101}
tg(x?—=1) =0

As equacgdes das retas tangentes nos pontos de abscissa x = {—1,0,1}:
y =sec((—1)2—1) =sec(0)=1. Reta y=1

y =sec(0? — 1) =sec(—1) = 1,85. Reta y= 1,85
y =sec(1? — 1) = sec(0) = 1. Reta y=1
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Questao 10

] 1+tgx
a)Seja f(x) = arctg (1 “wx

de y = f(x) sdo paralelas.

),mostre que todas as retas tangentes ao grafico

Se todas as retas tangentes ao grafico de f sdo paralelas, entdo f'é constante
para qualquer x € D(f).0u seja,f'(x) = C,onde C é uma constante.

F100 = 1 " lseczx.(l —tgx) —(1+tgx).(— seczx)l
14 (Lttgx 2 (1-tgx)?
1—-tgx
F100 = (1—-1tgx)? o sec?x —sec?x.tgx +sec? x + sec’x .tgx
= (1-tgx)2+(1+tgx)? (1—tgx)?
, (1—tgx)? 2sec’x
fx) = > — X ;
1-2tgx+tg?2x+ 1+ 2tgx +tg?x (1 —tgx)
, 2sec’x
f(x)_2+2tg2x
f'(x)= ﬂ' Identidade trigonométrica:1 +tg? x = sec®x
C14tg2x’ 9 ' § X = '
sec?x
f (x)_seczx
ffx)=1

Logo, f'é constante para todo x € D(f) e,portanto, todas as retas tangentes ao
grafico de f sao paralelas.
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Questao 10

1
b) Seja f(x) = cotgx — Ecosseczx ,comx € (0,m).Determine o valor maximo

absoluto de f.
2senx.cosx —1

fl) =

2sen?x
Dominio da funcio f: D(f) ={x € R|x+ km, k € Z}

Como f ndo é continua no intervalo fechado [0,7] ndo podemos afirmar pelo
Teorema do Valor Extremo que f possui algum valor extremo absoluto no
intervalo aberto (0,m). No entanto,

I GO = li [Zsenx.cosx—l]
= = —O00
Pt flx Pt 2sen?x
. . 2senx.cosx—1
lim f(x)= lim [ ] = -0
xX-T X 2 sen? x

Com esses resultados, podemos concluir que f ndo possui valor minimo
absoluto no intervalo (0,1).

f'(x) = —cossec?x + cossec?x.cotgx
f'(x) = cossec’x.(cotgx — 1)

O+++++++++++++++(m cossec®x
oO+++++@/4)——————— (r) (cotgx —1)
O+++++@/H)——-——— - (m)  f'(x)

Pelo Teste da Primeira Derivada,em x = w/4 temos um ponto de maximo
relativo (ou local) de f no intervalo (0,7) e, pelo estudo de crescimento e
decrescimento de f no intervalo (0,m) temos f é crescente em (0,m/4) e f
é decrescente em (1 /4,m). Portanto,podemos concluir que f(m/4) = f(x),
vx € (0,m).Logo, f (/4) é o valor maximo absoluto de f no intervalo (0,).

F ) =eos ()~ heomect(B) =132 =1 2= 1120

Logo, 0 é o valor maximo absoluto de f no intervalo (0,).



