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Apresentacao

O objetivo principal desta resolugdo do Banco de Questdes (extraido das
avaliagdes escritas de turmas de Calculo Unificado da Universidade Federal de Alagoas
- UFAL) ¢ auxiliar no desempenho dos estudantes da disciplina Calculo 1, que durante
o processo de conhecimento comecam a inserir-se no aprendizado, mostrando-lhes uma
no¢ao de como resolver questdes das provas realizadas, visando sempre a clareza e
objetividade na obtencdo dos resultados e suas implica¢des referentes ao quesito de
modo a melhorar seu desempenho académico na disciplina.

Esse Volume 1 contém as avaliagdes aplicadas durante os semestres letivos
2015.1 e 2015.2, bem como as resolugdes das mesmas, divididos em dois capitulos (14
e 15), respectivamente aos semestres letivos citados. Os registros anteriores estao
disponiveis no site do Instituto de Matematica da UFAL, os quais consistem no Banco
de Questodes organizado pelas docentes Natalia Pinheiro e Viviane Oliveira, dividido em
sete capitulos sendo o capitulo 7 destinado as provas do semestre letivo 2011.2.

As provas dos semestres subsequentes de 2012.1 a 2014.2 ndo foram incluidas
no banco de questdes. Esse material ¢ fruto de uma iniciativa propria do autor em dar
continuidade ao trabalho das docentes Natilia e Viviane, durante o tempo em que o

mesmo foi monitor efetivo da disciplina Calculo 1.
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Capitulo 14
2015.1

1.1 12 Prova— 10 de Abril de 2015

Questao 1.

Vx—2
a) Calcule lim v .
x-8 x— 8

b) Seja f a funcio definida por f(x) = x|x — 1|. Determine a equacio da reta
tangente ao grafico de f no ponto de abscissa 3.

Questao 2.

senx

a) Determine a assintota horizontal da curvay = 2 +

b) Mostre que a curva y = V1 — x possui uma tangente vertical no ponto (1,0).

Questao 3.
vi+x—1
a) Seja f(x) = — # 0.Defina f(0) para que f seja continua em x = 0.

b) Determine se a equagdotg x = x possui solucao real.

Questao 4. Analise a continuidade da funcao

2(x+2), x<0
f(x) ={log;px?, 0<x <2
log,,4, X =2

em R.

Questido 5.0 deslocamento (em metros) de uma particula movendo-se ao longo
de uma reta é dado pela equagdo s = t> — 10t + 18,em que t é medido em
segundos.

a) Encontre a velocidade média sobre o intervalo [3,4].

b) Encontre a velocidade instantanea quando t = 4.



Questao 1.

Vx—2

a) Calcule lim
x—-8 X —

Ax-2 V-2
lim = lim —————
x-8 X — 8 x—8 (3\/3_() _(2)3
i Vx—2 Se Yx - 2 quando x - 8.
-8 (3x—2)(VxZ+23x+4) entio (Vx—2)#0
1

= lim
x=8 Vx2 + 23/x + 4
lim 1

— xX—8

3flim x2+ 2%[lim x +lim 4

Xx—8 Xx—8 x—8

_ 1

V64+ 238+ 4

1

4+ 4+4

1

12

b) Seja f a funcio definida por f(x) = x|x — 1|. Determine a equacio da reta
tangente ao grafico de f no ponto de abscissa 3.

Ponto de abscissa 3: f(3) = 3|3 —1| =3|2| = 6. Ponto (3,6).

x%—x, x=>1
&) :{—(xz—x), x<1

Coeficiente angular da reta tangente no ponto (3,6):

SR (RO R ()

- (B3+h)?*—-@B+h) -6
= lim

h—-0 h
9+ 6h+h*—3—-h—6
= lim
h-0 h
i 5h + h?
“hl R
~ h(5+h)
=lim——; h#0
h—0 h
=1lim(5+ h)
5

Equacgio da reta tangente no ponto (3,6):

y—6=5(x—3)
y=5x—-9



Questao 2.

senx

a) Determine a assintota horizontal da curvay = 2 +

Dizemos que areta y = L é uma assintota horizontal ao grafico de uma funcao
f se,somente se,lim f(x)=L ou lim f(x)=L.
X—00 X—>—00

Sabe-se que para todo namero real x, temos

—1<senx <1
Para x > 0,temos

senx

|
R
IA
IA
R

=

senx

1
Como lim —— = lim — = 0,pelo Teorema do Confronto lim =0
xX—00 X x—00 X x—oo X

Analogamente,para x < 0, temos:

senx
<

Rlr
IA
I
Rlr

X

.1 . 1 _ senx
Como lim —= lim ——= 0,pelo Teorema do Confronto lim =0
X

X—>—00 X X——00 X X—>— 00

senx

Aplicando os resultados anteriores na expressao da curvay = 2 +

= lim 2 + lim =240=2.

X— 00 X—00 X

lim y = lim (2 n senx) senx

X—00 X—00

X

sen x
=2+0=2

senx
lim y = lim (2+ )=lim 2+ lim

X—>—00 X—— 00 X X—>—00 X——00 X

senx

Logo,aretay = 2 é a assintota horizontal da curvay = 2 +

b) Mostre que a curva y = V1 — x possui uma tangente vertical no ponto (1,0).

Questao 3.
Vi+x-—1
a) Seja f(x) = — X # 0.Defina f(0) para que f seja continua em x = 0.

Para que f seja continua em 0, pela definicao de continuidade,

f(0) = lim f(x).



vi+x—1

X
y Vitx—1+vVi+tx+1
=1l1m

=0 x  NT+x+1
_ 1+x)—1
=lim

20k, (ViTx + 1)
X

=lim ; Sex—->0,entaox + 0

0 x(VIFxt 1)
1

S =i,

=lim —
=0y1+x+1
lirrz)l

x—

/lim 1+ limx+Ilim1
x—0 x—0 x—0

1
VIt 041
1

>

1
Logo,para que f seja continua em 0,definimos f(0) = >

b) Determine se a equacgdo tg x = x possui solucao real.

Considere a funcdo f(x) =tgx —x. A funcio é f édefinida pela diferenca
entre funcdes continuas em seus dominios e, portanto, f é continua em seu
dominio.Logo,

T
D(f)={x€]R|x¢E+kn, comkEZ}

w1

Considere o intervalo fechado [— T Z] .Nos extremos desse intervalo, temos:

(DD (Do
1G)=5G)-()-1-Fs ()0

T T
Como f éuma fungdo continua no intervalo fechado [_Z'Z] e 0 éum namero

/[ /i
entre f (_Z) e f(z),entéo,pelo Teorema do Valor Intermediario,existe algum
T

namero x € (— —

2 4) tal que f(x) = 0. De tal modo,

f)=0=>tgx=x

Logo, a equacaotg x = x possui solugao real.



Questao 4.Analise a continuidade da fungio

2(x+2), x<0
f(x) ={logpx?, 0<x <2
log,o4, x =2

em R.

A fungdo f é uma funcado definida por partes, estas representadas por
fungdes exponencial, logaritmica e constante,respectivamente . Essas
funcodes sao continuas em seus dominios, ou seja,para as funcgdes
exponencial e constante, estas sdo continuas em R e,em contrapartida,
a funcao logaritmica esta definida para x > 0.

Com base na andlise anterior,podemos concluir que f é continua em
(—0,0) U (0,2) U (2,0). Para concluir a andlise da continuidade de f
falta analisar a continuidade emx = 0eemx = 2.

Para que f seja continua em 0,
£(0) = lim f(x)
f(0) =1lim f(x) e
o f(0) = lim,_f(x)
x-0%
f(0) =202 =22 =4,
lim f(x) = lim 20+2 = 2008- 042 = g0042) — 2 — 4,
x—0" x—0"
Jim, f() = lim [logyx°] = —co.
Como 1iI£l+ f(x) néo existe,entdo f é descontinua em 0.
xX—
Para que seja continua em 2
f(2) = lim f ()
f(2)=limf(2) e
¥0 f(2) = lim,_f(x)
x-2%
f(2) =log,, 4
xllgl_ fx) = xligl_[l()gm x?] =logy, [xllgl_ xz] =log;02° =log,, 4

,}L%L fx) = xli_)r‘g)f[logw 4] =log,, 4.

Como f(2) = lirgl_ fx) = lir£1+ f(x),entdo f é continua em 2 e, portanto,com
xX— xX—

as informacgdes anteriores, conclui-se que f é continua em (—,0) U (0,0).



Questio 5.0 deslocamento (em metros) de uma particula movendo-se ao longo
de uma reta é dado pela equacio s = t* — 10t + 18,em que t é medido em
segundos.

a) Encontre a velocidade média sobre o intervalo [3,4].

A velocidade média (V,,) é a razdo entre a distancia percorrida pela particula
e o intervalo de tempo decorrido correspondente ao deslocamento. Neste caso,

s(4) —s(3)
=3

42-10x4+ 18— (3°-10x 3+ 18)
1

=16—-40+18—-9+ 30— 18
=-3m/s
b) Encontre a velocidade instantanea quando t = 4.

A velocidade instantanea é dada numericamente pelo valor da funcao derivada
da funcao deslocamento num determinado instante t.Logo,

Vo=l s(4+ h) —s(4)
+ =50 h

- (4+h?-10(4+h)+ 18— (—6)
m
h—0 h

16+ 8h+ h>* —40 —10h +18+ 6

=lim

h—-0 h
~ h?*—=2h

= lim
h—0

i h(h —2)

~h00 R

=l h =2

=—-2m/s.



1.2 12 Prova— 11 de Abril de 2015
Questao 1.

4 — x2

a) Calcule lim
xX—2 X —

b) Ache a solugido da equacio f(x) = f'(x),onde f(x) = x*+ 3x + 1.
Questao 2.

|x|? — |x] + 6

a) Encontre as assintotas, caso existam,de f(x) = PE el
x2—x

b) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que existe algum
numero real positivo que é igual ao dobro do seu quadrado.

1
Questio 3.Seja f(x) = x3.sen <;>,x + 0.
a) Calcule lirr%) f(x).
x—

b) Seja g(x) =1 — f(x).Defina g(0) para que a funcio g seja continua em
x = 0,onde f é a fungio do item (a).

Questao 4. Dada a funcao

cos(mx), x<1
fx) =4mx?+3x4+n, 1<x<2
mx+n, x=2

determine os valores de m e n para os quais a fungao f é continua em R.

Questdo 5.Se uma bola for empurrada ladeira abaixo,sobre um plano inclinado,

a uma velocidade inicial de 5m/s ,a distincia que ela terd rolado,apés t segundos
sera dada por s = 5t + 3t°.

a) Determine sua velocidade ap0s 2s.

b) Quao longe ela estara do ponto de partida quando sua velocidade atingir
35m/s?
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Questao 1.

V4 —x?
a) Calcule lim

x-2" x —2

)

o Va—x2 (V4 —x2 V4 —x2 _ 4 — x?

lim_ = lim . = lim_ =
x-2" x—2 x—2 X—2 +[4—x2 x—2 (x—Z)*/ﬁl-—xz

lim 2-x)2+x) . —(x—2)(x+2) Sex— 27,entdox <2,
=27 (x — 2)Vd—x2 2 (x—2)Va—x2  Logo (x—2)<0

o —(x+2)

lim ——;

X227 4 — x?

* Analisando o denominador,temos:

Se x = 27, entdo 4 — x?> - 0%.Portanto,

-4
1

1. _(x+2) d o 1. J4‘_x2£ 2 . o 7 3
———— = —00 . 1 i
B Jaar | perdeinide g S
N——

l
ot

b) Ache a solugdo da equacio f(x) = f'(x),onde f(x) = x* + 3x + 1.
* Pela definicao de derivada, temos:

ey oy fx+Ax) = f(x)
f1e) = Alalcr—r>10 Ax

i (x+Ax)>+3(x+Ax)+1—(x*+3x+1)
A;lcr—r>10 Ax

X% 4 2xAx + Ax?+3x+3Ax+1—x?—3x—-1

Ax—0 Ax
2xAx + Ax? + 3Ax

= lim
Ax—0 Ax
 Ax(2x+ 3 + Ax)
= lim
Ax—0 Ax

= lim (2x + 3 + Ax)
Ax—0

= lim 2x + lim 3+ lim Ax
Ax—0 Ax—0 Ax—0

=2x+ 3.
s f'(x) = 2x + 3.

Resolvendo a equacgdo descrita inicialmente, temos:
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flx)=f"(x)
x> +3x+1=2x+3
x’4+x-2=0

A=1+8=9
-1+3
x = > nx;=—2ex,=1
* Logo,x = —2 e x = 1 sdo solucdes da equacio f(x) = f'(x).Comprovando ...

f(=2)=(=2)2+3(-2)+1=4—-6+1=—1
f'(=2)=2(-2)+3=-4+3=-1

f(1)=1*+431+1=1+3+1=5
f/1)=21+3=2+3=5

Questao 2.
, _ |x|* — |x| + 6
a) Encontre as assintotas, caso existam,de f(x) = ———— ;
|x2 — x + 6|
i o _(x, sex=0
*Obs: |x|? = |x?| =x*; [x] _{—x, sex<O

— Analisando o dominio da funcao f,obtemos:
D(f)={x ER;x?—x+ 6 # 0}
x’—x+6=0
A=1-24=-23 ~A<0=>x’—x+6#0Vx€ER
Consequentemente, a fungio x*> — x + 6 é estritamente positiva ou negativa.
Usando o valor x = 0 como referéncia, concluimos que x2—x+6>0VxeER.

- Logo,|x*—x + 6| =x*—x+ 6,eainda,D(f) = R.

(xz—x+6

M 1, x=0
x? = |x] +6 {xz_x+6’ sex =0 , box=
&) x2—x+6 &) x2+x+6 &) —————x<0
————— sex <0 x4 —x+6
x*—x+6

1) Assintotas Horizontais:
Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal se, somente se,

lim f(x)=L ou xl_i)r_noof(x)=L

X—+00

lim f(x) = lim 1= 1;Portanto,aretay =1 é uma assintota horizontal!
X—+ 00 X—+00

1 6 1 6

. _ x24+x4+6 _ x2(1+§+?) . 1+E+F
lim f(x) = lim ————= lim T e\ = lim T ¢~

O S A 6 T (11, 6) T 1L

X x? X x?
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lim 1+ lim l+ lim 6 14040 1

2
X—>—00 x——00 X x—>—00 X

lim 1— lim %+ lim % 1-0+0 1

X——00 X——00 x—>—0w0 X

* Logo,aretay = 1éa Unica assintota horizontal ao grafico de f(x).
2) Assintotas Verticais:

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos casos
abaixo:

lim f(x) =40 ou lim f(x)= to

x-at x-a

* Pela definicdo de continuidade de uma fungdo no nimero x = a, concluimos
que as assintotas verticais ocorrem nos pontos de descontinuidade da fungao,

uma vez que, lim f(x) A.
x—a

— A funcdo f é uma funcdo sentencial composta por uma funcao constante e
uma fungdo racional. A primeira funcao é continua em R e, portanto,continua
em (0,+00) onde esta sentenga é valida.As fungdes racionais sdo continuas onde
estao definidas, ou seja, em seus dominios.Como ja foi constatado que o termo
x?—x+4+6>0,Vx € R e 0o numerador é uma funcao polinomial, entao essa
funcdo racional é continua em R e,portanto, continua em (—,0).

* Dessa forma, s6 podemos analisar a existéncia de assintota vertical em
x = 0 (Unico nimero onde ndo garantimos a continuidade)

lim f(x) = lim 1=1;
x—0* x—0* . 5
¥ 4x+6  mGF+x+6)  lim x? 4+ lim_x + lim_ 6_9=1

x2—x+6 111‘{)1_(x2—x+6) hm x?2—lim x4+ lim 6 6
X—

x—0 x—=0"
* Obs: Como o limite do denominador é diferente de zero,entdao podemos usar

a propriedade do limite do quociente!

llrn flx) = 111})1

* Como lirgl_ flx) = lin(;n+ f(x) entao lirrtl)f(x) existe e,portanto, f ndo possui
X— X— X—

assintotas verticais.

b) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que existe algum
namero real positivo que é igual ao dobro do seu quadrado.

* Devemos mostrar que existe algum x € R,com x > 0, tal que x = 2x2.

* Seja f(x) = 2x? — x,e calculamos os seguintes valores de f:
(1)_2<1)2 1_21 1 1 1 1 (1)_ 1
a)=2G) 2% 278 2~ 3 T\3)= 73

fF)=2.(1)2-1=2-1=1; F()=1
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* f € uma funcao polinomial e, portanto,continua em R.Logo, f é continua no

1 1
intervalo fechado [Z' 1] e f(Z) < 0 < f(1).Entio, existe algum ntimero
1
cE (Z 1) tal que f(c) = 0.

flc)=0>2c2—c=0-2c? =c;Logo,c é umnimero real positivo cujo
valor é igual ao dobro do seu quadrado!

1
Questio 3.5eja f(x) = x3.sen (;)x # 0.

a) Calcule lirr%) f(x);
X

*Vx €R,com x # 0, temos:

1
—-1< sen(—) <1
X

3 3 1 3
—x°<x’sen(—)<x°; parax >0

X
Seja g(x) = —x3 e h(x) = x3.Logo, g(x) < f(x) < h(x) e ainda, lir£1+g(x) =
X—

lir(r)l+ h(x) = 0, Entio, pelo Teorema do Confronto, lir(1)1+ f(x) =0.
xX— X—

- Analogamente ...

1
—-1< sen(—) <1
X
1
—x3 > x3sen <;) >x3; parax<0

Seja g(x) = —x3 e h(x) = x3.Logo, h(x) < f(x) < g(x) e ainda, lirgl_g(x) =
x—
lir(r)l_ h(x) = 0, Entio, pelo Teorema do Confronto, liI(I)l_ f(x) =0.
xX— X—
x* Como lim f(x) = lim_f(x),entdo lim f(x) existe e lim f(x) = 0.
x—0 x-0% x—-0 x—0

b) Seja g(x) =1 — f(x).Defina g(0) para que a funcio g seja continua em
x = 0,onde f é a fungio do item (a).

Definicdo: Dizemos que uma funcao f é continua no nimero a se, somente se,
f(@) = lim f (x)

* Aplicando a definicdo para a funcio gem x = 0,obtemos a igualdade

g(0) = lim g(x)
= }Cigrg)[l — f(x)]

=lim 1 — lim f(x)
x—0 x-0
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* Obs: podemos reverter o limite da dif erenca na dif erenca dos limites porque
esses limites existem!

g(0)=1-0=1.
1-f(x), x¢0_

Logo,a fungio g pode ser representada na forma g(x) = { 1 x=0

Questao 4.Dada a funcao

cos(mx), x<1
fx) ={mx?+3x+n, 1<x<2
mx+n, x=2

determine os valores de m e n para os quais a func¢ao f é continua em R.

* f é uma funcdo sentencial e serad continua somente onde as suas sentengas
forem continuas considerando os intervalos onde predominam.

A funcio trigonométrica cos(mx) éuma funcio continua em seu dominio.
Portanto, cos(mx) é uma fungdo continua em R,porém, ela predomina apenas
para x < 1.Logo, f é continua em (—oo,1).

A segunda e terceira sentengas sao fungdes polinomiais e, portanto,continuas
em R.Analisando onde essas funcgdes predominam, concluimos que f é continua
em (1,2) U (2, +)

Logo, f é continua em (—o0,1) U (1,2) U (2,+0).
Para que f seja continua em R basta determinarmos para quais valores de me
n tornam a funcado f continuaemx = 1 e em x = 2 simultaneamente.

* Pela definicdo de continuidade num ponto,temos f(a) = lim f(x);
xX—a

—Analisando a continuidade emx =1 :
Df)=m+n+3
2) liH} fQx);
xX—
lim f(x) = lim (mx?+3x+n)=m+n+3
x—1t x—1t

lim f(x) = lim cos(mx) = cosm = —1
x—1 x—1

* Para que lim f(x) exista, lim f(x) = lim f(x),logo ...
x-1 x-1 x—1

m+n+3=-1
m+n=-4 ()

—Analogamente,para x = 2 :
Df2)=2m+n
2) lim f (x);
X—
lim f(x) = lim (mx+n) =2m+n
x—27% x—2%

lir%q_f(x) = linzl_(mx2 +3x+n)=4m+n+6
X— xX—
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* Para que lim f(x) exista, lim_f(x) = lim_f(x),logo ...
x—2 x—2% x—2

2Zm+n=4m+n+6
2m = —6
m= -3

* Portanto, para m = —3,lirr; f(x) existe e lirr; fx)=—-6+nef(2)=—-6+n
xX— xX—

*Logo,f é continua em x = 2 param = —3;

— Voltando a equagio (I),obtemos n = —4 —m ~ n = —1.Para este valor den
lin} f(x) existe e lin}f(x) =—-lef(1) =-1.
x— x—

* Conclusdo:param= -3 en=—1a funcao f é continuaemx =1,x =2 e,
considerando a continuidade definida inicialmente, f é continua em (—oo,+00),
ou seja, f é continua em R.

Questao 5.5e uma bola for empurrada ladeira abaixo,sobre um plano inclinado,
a uma velocidade inicial de 5m/s ,a distincia que ela terad rolado,apds t segundos
serd dada por s = 5t + 3t2.

a) Determine sua velocidade ap6s 2s.
Do Calculo 1,a interpretagdo cinematica da derivada com relacdo ao movimento
de corpos,nos mostra que a velocidade no instante t é dada pelo valor da derivada

da funcao posicao X tempo, ou seja,

s(t+ At) — s(t)

VO =50 =

At
_ 5(t + At) + 3(t + At)? — (5t + 3t2)
_Ayllo At
_ 5t + 5At + 3t% + 6tAt + 3At? — 5t — 3t?
_Air—r}o At
_ 5At + 6tAt + 3At?
= lim
At—0 At
- At(5 + 6t + At)
= lim
At—0 At
= lim (5 + 6t + At)
At—0
v(t)=6t+5

xEmt =2s,temosv(2) =6(2)+5=12+5=17m/s

b) Quao longe ela estara do ponto de partida quando sua velocidade atingir
35m/s?
v(t) =35=26t+5=35->6t=30-1t=>5s
s(5) = 5(5) + 3(5)? = 25 + 75 = 100m.

* A bola estara a 100m do ponto de partida quando sua velocidade atingir
35m/s.
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1.3 22 Prova— 08 de Maio de 2015

Questao 1

a)Ascurvasy =x+ax+b ey = cx — x? tém uma reta tangente em comum
no ponto (1,0), Determine a,b e c.

b) Sabe-se que f(x — 1) = g(h(x* — 1)), que h(15) = 0,h'(15) = 1 e que
g'(0) = 2.Encontre f'(3).

Questao 2.

1
')

a) Mostre que se a funcio f é a inversa da funcgio g,entdo se tem g'(x) =

Sejay = g(x),e g~*(x) = f(x) ,entdo f(g(x)) = x.

b) Suponha que f e f ! sejam dif erencidveis,Mostre que a reta tangente a curva
y = f(x) no ponto (a,b) nunca é perpendicular a reta tangente a curvay = f~1(x)
no ponto (b,a).

Questao 3.

a) Determinem, caso existam, as equacdes das retas tangentes a curva x>+ 4y? = 36
que passam pelo ponto (12,3).

~ sen(x®)
b) Encontre }CI_I;T(I) m

Questao 4.

a) Se f(x) = ,determine o coeficiente angular da reta normal ao
) Se f(x) 7 + (arctgx)? f g

grafico de f no ponto de abscissa igual a 1.
b) Mostre que a curva y.tg(x + y) = 4 ndo admite reta tangente horizontal.

Questao 5.

d T
—_— 4 4 = —
a) Mostre que Ix [sen*(x) + cos*x] = cos (4x + 2).

b) Mostre que se f(x) = arcsecx, entdo f'(x) =

1
xVxZ—1
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Questao 1

(a) Ascurvasy=x+ax+b ey = cx —x? tém uma reta tangente em comum
no ponto (1,0), Determine a,b e c.

* Se ambas as curvas possuem a mesma reta tangente no ponto (1,0) implica
dizer que esse ponto pertence as curvas e que a derivada nesse ponto € igual

para ambas.Logo,

1) Condicao para que o ponto P = (1,0) pertenca as curvas:

y,=x+ax+b y, = cx — x?

O=14+a+b 0=c—-1

a+b=-1 c=1 -  y,=x-—x?
* Portanto,temos ¢ =1 e a condigio a+b = —1 (eq. 1)

2) Analisando o segundo critério: as derivadas nesse ponto sdo iguais para
as curvas dadas.

y',=1+a y',=1-2x
y,(D)=1+a y,(D=1-2=-1

Comoy' (D=y' (1) >1+a=-1a=-2.
Voltando a eq.1,o0btemosa+b=—-1->-2+b=-1-b=1

y, =x—2x+1 y, =x —x?2
y1 =—-x+1

(b) Sabe-se que f(x— 1) = g(h(x?>— 1)), que h(15) = 0,h’(15) = 1 e que
g'(0) = 2.Encontre f'(3).

* Derivando ambos os membros da igualdade pela Regra da Cadeia,obtemos:

[f(x ~ 1] = [g(h(x — 1))]
[f'(x— 1)]-—(x— 1) = [g (h(x - 1) —[h(x2 - 1)]

frae=1) =g (hGx? = D). W (x* = 1. — (x - 1)
flx—1 =g (h(x*-1).h' (x? —1) [2x]

f'x=1)=f'(3) >x—1=3:x=4.Logo,

£'3) = g'(h(4>—1)).h' (4% — 1).[2.4]
f'3)=g'(h(16—1)).n'(16—1).8
f'(3)=g'(h(15)).h'(15).8

f'(3)=g'(0).18
f'(3)=28=16
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Questao 2.

1
'(y)

(a) Mostre que se a fungdo f é ainversa da fungio g,entdo se tem g'(x) =

Sejay = g(x),e g7*(x) = f(x) ,entdo f(g(x)) = x.

flg(x) =x

d
o [f(g()]=—
fg(x).g'x) =1
1

g'(x)= ) €0)

* Como y = g(x), entdo ...

1
g' () = G O™ f'»)#0

(b)Suponha que f e f~! sejam dif erencidveis, Mostre que a reta tangente a curva
y = f(x) no ponto (a,b) nunca é perpendicular a reta tangente a curvay = f~1(x)
no ponto (b,a).

* A equagio da reta tangente a curva y = f (x) no ponto (a,b) e coeficiente angular
m = f'(a) e dada pela expressio:
y—b=f"(a).(x—a)

* Com base no item anterior,se y = f(x) e g(x) = f1(x), entao,

) _ 1
90 =50
Logo,
g'(b) = f’ia) ,com f'(a) #0

* A equacio da reta tangente a curva y = f 1 (x) no ponto (b,a) e coeficiente

1
angular m = é dada pela expresséo:
7 /'@
—a=_———(x—-b)
AT @
* Duas retas sao ditas perpendiculares se m, e m, ,coeficientes angulares
das retas obedecem a relagdo m;.m, = —1.

Neste caso,m, = f'(a) em, = .Logo,m,;.m, = 1.Portanto, a reta tangente

f()

a curva y = f(x) no ponto (a,b) nunca é perpendicular a reta tangente a curva
y = f~1(x) no ponto (b, a).

Questao 3.

(a) Determinem, caso existam, as equacdes das retas tangentes a curva x> + 4y? = 36
que passam pelo ponto (12,3).
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* A equacio de uma reta que passa pelo ponto (12,3) e possue coeficiente angular m
é dada pela expressao:

y—3=m(x —12)

Onde m = y'é a derivada da curva dada impllicitamente pela expressio
x?+ 4y? = 36.

* Derivando implicitamente, temos:
d d d
—(x?)+—(4y?) =—(36
dx(x ) dx( y?) dx( )
2x+8yy' =0
, X
Substituindo na equagao da reta:

X
—3=—""(x-12
y 4y(x )

4y% — 12y = —x* + 12x

x? +4y%=12x+ 12y
* Se essa reta tangente é tangente a curva,entao o termo em destaque representa
o ponto de tangencia.Logo,

36 =12x+ 12y
3=x+y (eq.1)

* Devemos verificar se existe algum ponto P = (x,y) pertencente a curva tal que
x +y = 3.Substituindo na expressao da curva:

x2+4(3-x)2=36
x%2+4(09—6x+x2%) =36
x%? 436 —24x + 4x? =36

5x2% —24x+ 36 =36

5x%2—24x=0
x(5x—24)=0
24

x,=0 ex,= T
* Voltando a eq.1, encontramos os ponto onde a reta tangente intersecta a curva:

9 24 9
y1:3_)A:(0)3) e y2:_§_>B:<?,—§>

* Calculando os coeficiente angulars das retas tangete nos ponto A e B,obtemos:




20

* Equacdes das retas tangentes:

t: y—3=0(x—-12) > t;:y=3
2 2
tz:y—3=§(x—12)—> tz:y=§x—5

5
sen(x
(b)Encontre }clin (1_—;)14

}cl—rg (1—ex)x4=}cl—r% (1—e*)x* x _;—r{cl)(l—ex)xf;_}cl—r}(l) x5 (1—e%) ’

sen(x®) _ sen(x®) xl_ . x.sen(x®)  [sen(x®) X

* Suponhamos que esse limite de um produto seja o produto dos limites, desde que
esses limites existam.Logo,

~ [sen(x®) sen(xs) .

lim X lim
x=0| x5 1—ex) x5 x~01 —eX

. sen(x®) . s .
(D hrr}) 5 ; sejaf = x°.Se x—> 0,entdo 8 - 0.Logo,
x—

_sen(x®)  sen(h) . . .
lim — = lim =1 (Limite fundamental trigonométrico)
x-0 X 6-0 @

x _ X e =11t o e* =177t

(2) lim—— = —lim —lim ] — [hm ] =-1

x-0]1 — eX x—0 eX — x—=0 X x->0 X

* Portanto, como os limites existem, entdo o limite do produto pode ser escrito
como o produto dos limites.Logo,

sen(x®) ~ sen(x?®) x
—— = ————Xlim——=1xX =
x-0 (l—ex)x4 xl—>0 x5 }CLI})].— =1 ( 1)
Questao 4.
a) Se f(x) = ,determine o coeficiente angular da reta normal ao
(a) Se f(x) 7 + (arctgx)? ! fiet 9
grafico de f no ponto de abscissa igual a 1.
~ , , 1
* A questdo pede,resumidamente, que determinemos my = — m

f(x) = [m + (arctgx)?] ™!
f'(x) = —1[m + (arctgx)?] 2. D, [m + (arctgx)?]

frx)=-

(2 t; .
[+ (arctgx)?]? (2arctg x) 1

fr=- [+ (arctg(l))z]z'(2 arctg(l)).m
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1 my 1
fr()=- 22-2(1)-5
e+ (3]
1 T
f'()=- =
[n+71T2 *
) i
f(l)__<16n+n2)2'1
16
, _ 64m
ff)=- (16n+7r2) ] (167r+772) ] (161 + 12)?
4. 256

* Logo,o coeficiente angular da reta normal no ponto de abscicssa x =1 é:

1 (16m+n?)?
(1) 64n

mN=_

(b) Mostre que a curva y.tg(x +y) = 4 ndo admite reta tangente horizontal.
* Em outras palavras, mostre que y' # 0 para todo ponto pertencente a curva.

Derivando implicitamente, temos:

d d
o [y.tg(x +y)] = o (4)

y.tgx+y)+y.(1+y)sec’(x+vy)=0
, y.sec?(x + y)
Y = tg(x + y) + y.sec?(x +y)

4
Se um ponto pertence a curva entio,y.tg(x +y) =4 > tg(x + y) = > ;

* Da identidade trigonométrica:
tg?(x +y) +1=sec?(x +y)

16
y_+ 1 =sec’(x+y)

+ 16
sec’(x +y) = Y >
x Com esses resultados, temos:
y%+ 16 y%+ 16
, y? _ y yz + 16
y= Y2+ 16 y2+20  y2+ 20
Sty 2 y

xy'=0>y*+16=0=>y%2=-16 ~ Ay e R;y? = —16.

* Sendo assim,ndo existe nenhum ponto da curva tal que y' = 0, ou seja, ndo
existe ponto onde a reta tangente é horizontal.
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Questao 5.

d T
4 4.7 _ -
(a) Mostre que—dx [sen*(x) + cos*x] = cos (4x + 2).

d

— [sen*(x) + cos*x] = — [sen*x] + —[cos* x]

dx dx dx
=4sen3x.cosx —4cos3x.sinx

=4senx.cosx [sen?x — cos? x]
=2sen(2x).[—cos(2x)]
—2sen(2x).cos(2x)
—sen(4x)

s
* Como sen(x) = cos (E — x) esen(x) = —sen(—x), temos:

—sen(4x) = sen(—4x) ; sen(—4x) = cos (g - (—4x)> = cos (4x + g)

Portanto,
d T
o [sen*(x) + cos*x] = cos (4x + E)
1
(b)Mostre que se f(x) = arcsecx, entdo f'(x) = Tl;
xVx?2—
* Pela derivada da funcao inversa,temos:
g(x) =secx e f(x)= g '(x) = arcsecx,entio:
1
'(x) =
4 9 )
, 1
f1) = secy.tgy
1

frlx) =

secy../sec?y — 1

Se y = f(x) = arcsecx ,entdo y = arcsecx = x = secy.Portanto,

F) = — e
X

x2—1

* Obs: essa expressdo para f'(x) é valida se, somente se,tgy > 0,0u seja,

m 3m
com0<y <E our<y <7,temostgy = +4/sec’y — 1.
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14 22 Prova— 09 de Maio de 2015

Questao 1.

a) Seja f uma fungio tal que f(3) = f'(3) = 1 e tal que g(x° — 1) = £(3. f(3x)).
Calcule g'(0).

b) Mostre que a soma das coordenadas das instersecdes com os eixos X e Y de
qualquer reta tangente a curva «/x + ﬁ =+/céigualac.

Questao 2.

a) Seja g uma funcido duas vezes derivavel e f uma fungao definida por
1 1

f(x) = x.g(x?).Sabendo-se que g(2) =2,9'(2) = 5 eg'(2)= 7 obtenha

f'(V2) e f(V2).

b) Qual é a posicio relativa da ret l Afico de f(x) = —BX
uat e a posicao relativa aa retanormal ao grajico ae X)=—,
poste ' grajt arccotgx

no ponto em que x = 1,com relagdo ao grafico da pardbola y = x>.
Questao 3.

a) Mostre que a reta tangente a curva y = x3 em qualquer ponto (a,a®)

. YV, .
intercepta a curva novamente em um ponto em que a2 & quadruplo do
X

coeficiente angular da reta tangente em (a, a®).

x[cos(senx) — 1]

b) Calcule lim >
x-0 sen<x

Questao 4.

sen x

a) Encontre uma equagao para a reta tangente a curvay = e .cose* +cos1

onde x = 0.

b) Em que ponto a reta tangente ao grafico da fungio f(x) = 23recosVX o ponto
s

de ordenada 23 intercepta o eixo das abscissas.
Questao 5.

a) Seja P: (a,b) sobre a curva xy = 1. Determine as intersec¢des da reta tangente
a curva em P com os eixos coordenados e mostre que P é equidistante dessas
intersecoes.

b) Se n for um inteiro positivo,demonstre que

P [sen™ x . cos(nx)] = nsen™ (x).cos[(n+ 1)x]
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Questao 1.

(@) Seja f uma fungdo tal que f(3) = f'(3) =1 e tal que g(x°— 1) = f(3. f(3x)).
Calcule g'(0).
g(x°—1) = f(3.1(3x))

* Derivando pela regra da cadeia ambos os membros da igualdade, temos:
— [g(x -] =— [f(3 f(3x))]
g'(x®— 1) D 1] [f (3 £(3x))].D,.[3.f (3x)]
9x%.g' (" — 1) = 3.[f(3.£(3))] . D, [F (3]
9x8.g'(x° = 1) = 3.[f'(3.f(3x))]. ' (3x).3
9x8. g’ (x°— 1) = 9.[f'(3.f(3x))]. ' (3%)
Jo 1) = [f'(3.f3x)].f'(3x)

x8

gx°-1)=9'0)=>x°-1=0=>x°=1~x=1.

BB _[F®LFB)_1x1

= = =1
18 1 1

g'(0)=

(b)Mostre que a soma das coordenadas das insterse¢des com os eixos X e Y de
qualquer reta tangente a curva \/x + ﬁ =+/céigualac.

+ Dado um ponto P(a,b) pertencente i curva, entio va+vb = ¢
O coeficiente angular m da reta tangente a essa curva é dado pela derivada da
curva no ponto (a,b). Derivando implicitamente ,temos:

d s 1 d 1 d /1
B — 2 2 2
dx (x ) dx (y ) dx (C )

1 N 1 '—0
—_— _— y —
2Vx 2.y
y'=- v
NE
Vb
* No ponto (a,b) ,y' = ——.
p y Ja
) . Vb
— Equagio da reta tangente no ponto (a,b) e coeficiente angular m = — F:
a
y =Y = mlx — x,)
Vb
—b=——(x—-a)
g va
* Intersecoes com os eixos X e Y:
Para x = 0,obtemos:
Vb avb

y—bZ—E(O—G)ﬁy—b=ﬁ—>y—b=m-'-y=@+b



Para y = 0,o0btemos:

O—b:—%(x—a)%b—\/\/ly_azx—a%\/@:x—a:-xza+\/@

* Logo,a soma (S) das coordenadas das intersecdes é dada pela expressio:

S=Vab+b+a+vab=a+2Vab+b = (Va+vb)

* Como vVa+Vb =+/c,a soma das coordenadas é S = (\/E)Z =c.

Questao 2.

(a) Seja g uma fungdo duas vezes derivavel e f uma fungio definida por
1 1

f(x) = x.g(x?).Sabendo-se que g(2) =2,9'(2) = 2 eg'(2)= 7 obtenha

f'(V2) e f(V2).

d d ,
a[f(x)] = E[X-g(x )l

()= gx?)+x.g'(x?).2x
1) =gx®)+2x2. g' (x?)

d d 2 2 ! 2
E[f (x)]=a[g(x ) +2x2%.g' (x?)]

f'(x)=2x.9'"(x?) +4x.9' (x?) + 2x2%.g"" (x?).2x
f(x) =6x.9'(x%) +4x3. g" (x?)

F'(V2) =g ((V2)) +2.(v2)".g' (v2)")
f'(V2) = g(2) +4.4'(2)
fr(V2)=2+ 4.%

fr(V2)=2+2
f'(V2)=4

f'(V2) = 6v2.9'(V2)") + 4(V2)".g" (v2)")
f'(V2) = 6v2.9'(2) + 8V2.9"(2)

fr(V2) = 6\/5.% + 8\/_%

fr(V2)=3V2+2v2

f'(V2)=5v2

25
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. o« . (g arctgx
(b) Qual é a posigio relativa da reta normal ao grafico de f(x) = ———,
arccotgx

no ponto em que x = 1,com relagdo ao grafico da pardbola y = x>.

* Primeiramente determinamos o ponto referente a abscissa x = 1.

arctg(1) B
arccotg(1)

f(1) = =1 ; ponto (1,1)

S EIEE

* Esse ponto também pertence a pardbola y = x?,pois, 1 = 12,

A inclinagio da reta normal ao grafico de f no ponto (1,1) é dada pela expressio:

_ 1
my = f’(l)
1
() = T3 x2-arccotgx — (— 1+ xz).arctgx _arctgx + arccotgx
F0= (arccotgx)? ~ (14 x2).(arccotgx)?
T T
F1(1) = arctgl +arccotgl gtz 1 4
"~ (1+412).(arccotg1)? ) (E)Z T g
yi) 4
s
Logo, o coeficiente da reta normal é my = — 7

I
Equacio da reta normal ao grafico de f no ponto (1,1) e coeficiente angular — 7

y =Y, =m(x—x,)
1= -Z(x-1)
y 4

Vamos verificar se essa reta normal possui algum ponto de interse¢io com a curva
y = x2,além do ponto (1,1).

* Logo,a reta normal intercepta a parabola y = x* em dois pontos e,portanto,

essa reta normal ao grafico de f no ponto (1,1) é secante em relagio a parabola
2

y =x°.
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Questao 3.

(a) Mostre que a reta tangente a curva y = x3 em qualquer ponto (a, a®)

dy
intercepta a curva novamente em um ponto em que —— é o quadruplo do

coeficiente angular da reta tangente em (a,a®).
12 passo: determinar a equacio da reta tangente no ponto (a, a®).
Coeficiente angular da reta tangente m = y' = 3x%;no ponto (a,a®),y’ = 3a*.

Y=Y, =m(x—x,)
y —a® =3a*(x —a)
y =3a’x —3a®+ a®
y = 3a*x — 2a®
22 passo: encontrar o segundo ponto onde essa reta intercepta a curva.
x3 = 3a*x — 2a®
x3—3a’x+2a® =0
* Como x = a é uma solucao da equagao,usando o dispositivo de Briot — Ruf fini
para abaixar o grau do polindémio, obtemos:
x3—3a’x +2a® = (x —a)(x? + ax — 2a?)
A= a* + 8a* = 9a?
—a*3a

2
X, =a x,=-—2a

X =

* Portanto, 0 segundo ponto onde a reta intercepta a curva é o ponto (—2a, —8a3).

32 passo: comparar o valor das derivadas nesses pontos.

_ Y

= = 3.(—2a)? = 3.(4a?) = 4.(3a?)
dx x=-2a

m,
Como m; = 3a* em, = 4.(3a?) ,temos:

m, 4(3a*)

4
m, 3a?

Portanto, o coeficiente angular no ponto onde a reta tangente em (a, a®) intercepta
novamente a curva é o quadruplo do coeficiente angular da reta tangente em (a,a®).

x[cos(senx) — 1] _

)

(b) Calcule lim >
x—0 sen“ x

- x[cos(senx) —1]
lim = lim

x—0 sen? x x—0

x[cos(senx) — 1] cos(senx) +1 B

sen? x "cos(senx) + 1|
x[cos?(senx) — 1] l _ —x.sen?(senx)

I
50 (sen?x)[cos(senx) + 1]

50 (sen? x)[cos(senx) + 1] ;
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—x.sen’(senx) _ X sen?(senx)

lim im |— )
x-0 (sen?x)[cos(senx) + 1] x-0| cos(senx)+ 1  sen?x

* Suponhamos que esse limite de um produto seja o produto dos limites, desde que
esses limites existam.Logo,

—x.sen?(senx) _ —Xx ~ sen?(senx)

lim im X lim
x-0 (sen?x)[cos(senx) + 1] x-»0cos(senx)+1 =x-0 sen®x

X
(1) lim hrn [cos(senx) +1]=cos0+1=1+1=2.
x-0cos(senx) +1’°

* Como o limite do denommador é diferente de zero,entao ...
—x lim(—x) 0

l' = x>0 = — = 0
00 cos(senx) + 1 lin(l)[cos(senx) +1] 2
xX—

(2) lim >
x—0 sen< x senx

*Seja 6 = senx ;Se x — 0,entao 6 — O.Logo,

sen?(senx) lim sen(sen x) sen(sen x)
— = 1]im
x—0 senx

~ sen(senx)]’ sen(@) o _ o
lim ——— 1; Limite fundamental trigonométrico!

x=0 senx

* Portanto, como os limites existem, entdo o limite do produto pode ser escrito
como o produto dos limites.Logo,

~ x[cos(senx) — 1] —X ~ sen?(senx)

lim = lim Xlim——=0x1=0.
x-0 sen? x x-»o0cos(senx) +1 x-0 sen?x

Questao 4.

sen x

(a) Encontre uma equagio para a reta tangente a curvay = e .cose® + cos1

onde x = 0.
12 passo: determinar o ponto em questao:

y =e%"0% cose® + cos1 =e%cosl1+cosl=cosl+cosl=2cosl
P(0,2cos1)

22 passo: Coeficiente angular da reta tangente no ponto P.

sen x sen x

y' = (cosx).e .cose* +e e*.(—sene”)
y'(0) = (cos0).e%"% cose® + "% e% (—sene?)
y'(0)=1.e%cos1 —e®1.senl

y'(0) =cos1—sin1l

32 passo: Equacio da reta tangente no ponto P e coeficiente angular y'(0).
Yy — Yo = mx —x,)
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y—2cos1l=(cos1l—sinl).(x—0)
y = (cos1—sinl)x +2cos1

(b)Em que ponto a reta tangente ao grafico da funcio f(x) = 237€€°SVX no ponto
quep g g ¢ p

T
de ordenada 23 intercepta o eixo das abscissas.

Vs
12 passo: encontrar o ponto da funcio f,tal que f(x) = 23;

)

T T 1 1 1
28rCCOSVY = 23— = grecosyx D VX = cos—DVx =t x == ;
3 3 2 4
22 passo: encontrar a reta tangente a funcgao f nesse ponto.
Sejau =+/x ;v = arccosu ,entioy = f(v) =27
Pela regra da cadeia,
df du dv df
dx  dx du dv
f'(x) =1u’(x)-V’(u)-f’(v)
f'(x) =——. .2%.In2
2vx V1 —u?
Zarccos\/E_ In 2
frx) =—
(2vx).V1—x
, 1 ZaI‘CCOS(%)'ln 2
R
(2.3). /1 -7
i
fﬂ(1>__ 23.In2
Tk
4
T T T
£ (1) _23.n2  223.In2  23.In4
DA V3 V3
2
1 r
* Equacdo da reta tangente no ponto (Z' 23 );
s
Zg 23.In4 ( 1)
-_ —_— . x —_——

* A intersecdo com o eixo das abscissas ocorre quando y = 0.Logo,

b3
T 23.In4 ( 1)

0-23 = —=
71'\/§ 4

Zg 2§.ln4( 1)
—23 = — Ax—=
V3 4
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V3 =1In16. (x—%)

1 3
T4 ha
\/_ 1
*=matg

s
O ponto onde a reta tangente ao grafico de f no ponto (Z' 25) intercepta o eixo

V3 1
das abscissas é o ponto P na + 7 0 ).

Questao 5.

(a) Seja P:(a,b) sobre a curva xy = 1. Determine as intersecbes da reta tangente
a curva em P com os eixos coordenados e mostre que P é equidistante dessas
intersecoes.

1
* No ponto P(a,b),y' = —

* Como o ponto P pertence a curva,entaoa.b =1;b =—
a

Equacio da reta tangente no ponto P(a,b) e coeficiente angular y' = — —;
a
Yy — Yo =m(x —x,)
1
y-b=-——k&-a
* Interseg¢des com os eixos coordenados:
Para x = 0,obtemos:

b 1( ) b ! 1+b=> b+b=2b
- = ——\— d —_ = -, = — = =
y a2 a y a y a y

Paray = 0,o0btemos:

1
0—b=—a—2(x—a)—>x—a=a2b ~cx=a*b+a=>x=alab+1) =2a

Intersecdes A(0,2b) e B(2a,0);

Devemos provar que P é o ponto médio entre A e B. Portanto,

0+2a 2b+0\ (2a 2b
P=()= (T 7) =
2 2 272

* Logo, P é equidistante das intersegoes!
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(b) Se n for um inteiro positivo, demonstre que

:—x [sen™ x . cos(nx)] = nsen™ (x).cos[(n+ 1)x]

d
T [sen™ x.cos(nx)] = n.sen™ ! x.cos x.cos(nx) + sen® x .n.[—sen(nx)]
X

=n.sen" ! x.cosx.cos(nx) — n.sen™(x).sen(nx)
=n.sen™ ! x.cosx.cos(nx) — n.sen" " 1(x).sen(x).sen(nx)
=n.sen" ! x[cosx.cos(nx) — sen(x).sen(nx)]
=n.sen™ ! x.cos(nx + x)

=n.sen™ !t x.cos[(n+ 1)x]

Portanto,

:—x [sen™ x . cos(nx)] = nsen™ *(x).cos[(n+ 1)x]
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15 32 Prova— 16 de Outubro de 2015

Questao 1

a) Use diferenciacdo logaritmica para achar y',onde y = 3\[(3x — 1)v2x+ 5.

b) Encontre k € R, de modo que a equagioarctg(senhx) + arccos(tgh x) = k,
seja verdadeira para todo x € R.

Questao 2

a) Ache o coeficiente angular da reta que passa pelos dois pontos criticos da
funcio y = sen(4x) + cos(4x),com x € (0,2m).

b) Um ponto de abscissa P se move ao longo da parabola y? = x,y = 0,de modo
que sua abscissa aumenta 4cm por segundo.A projecao de P sobre o eixo Ox é o
ponto M. Com que rapidez aumenta a area do triangulo OPM quando P esta no
ponto de abscissa 9?7

Questao 3
a) Determine a intersecdo da reta que tangencia o grafico de y = tgh(e®"*)
no ponto em que x = 0 com o eixo-x.

b) Um helicéptero da policia estd voando a 150 km/h a uma altitude constante
de 0,5km, acima de uma rodovia reta.O piloto usa um radar para determinar
que um carro em movimento esta a uma distancia de 1,5km do helicoptero, e que
essa distancia esta diminuindo a 250 km/h.Determine a velocidade do carro.

Questao 4

a) A resisténcia elétrica de um fio é proporcional ao seu comprimento e
inversamente proporcional ao quadrado de seu diametro.Suponha que a
resisténcia de um fio,de comprimento dado, é calculada a partir da medida
do diametro,com uma possibilidade de erro relativo de 0,01. Encontre o
possivel erro relativo no calculo da resisténcia.

b) Um foguete é lancado verticalmente para cima e ,apo6s t segundos ele esta
a s metros do solo,onde s(t) = 560t — 16t e o sentido positivo é o de baixo para
cima.Quanto tempo levara o foguete para atingir sua altura maxima?

Questao 5

a) Mostre que a funcio f(x) = x + In(coshx) + senhm, possui no maximo,
uma raiz real.

b) Mostre que,no intervalo (0,m),0 grafico da funcgio f(x) = log,[log:|senx|]
nao possui reta tangente horizontal.
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Questao 1

(a) Use diferenciacido logaritmica para achar y',onde y = 3\[(3x —1)V2x+5

Iny = ln[(3x— 1)V2x+ 5|1/3

1 1
Iny = 3 [ln(3x —1)+In(2x + 5)2]
1 1
Iny = 3 [ln(3x -1+ Eln(Zx + 5)]

1 1
Iny = §ln(3x -1+ gln(Zx +5)

Derivando ambos os membros, obtemos:
y 1 1 1 1

L~ _34-——2
Y 361" 6 2x+5)

Sl

Y =Y 3x=1"302x+5)

1
y’=3\/(3x—1)\/2x+5[3x_

1
1+3Qx+5J

(b) Encontre k € R, de modo que a equacio arctg(senhx) + arccos(tgh x) =k,
seja verdadeira para todo x € R.

Seja f(x) = arctg(senhx) e g(x) = —arccos(tgh x), entdo devemos encontrar k
tal que, f(x)—gx) =k.

x Se f — g é constante para todo x € (a,b) entdo f'(x) = g'(x) para todo x no
intervalo (a,b). Portanto,As fungdes f e g dif erem por uma constante, ou seja

fG) = g(x) = k.

* Analisando a funcio f,sabemos que D(arctgx) = R, porém o argumento em
questio é osenhx cujo dominio D(sinhx) = R e sua imagem Im(senhx) = R,
portanto, f esta definida para todo x € R.

* Analisando a funcio g,sabemos que D(arccosx) = [—1,1],porém o argumento
em questdo é atgh x cujo dominio é D(tghx) = R com imagem Im(tghx) = [—1,1]
Logo, g esta definida para todo x € R.

1
'(x) = ——————.coshx = .coshx = —— =sechx ;
f'Gx) 1+ senh?x coshx cosh?x coshx coshx sech X
"(x) ( ! ) h? ! h? h
9'(x) = = ———=.sech*x = ———.sech®*x = sechx ;
V1 —tgh?x Vsech? x

x* Como f'(x) = g'(x) Vx € R, entdo para determinar a constante k basta aplicar
qualquer valor de x. Usando x = 0, o0btemos:

f(0)—g(0) =k
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arctg(senh0) + arccos(tgh0) = k
arctg(0) + arccos(0) = k

0+S=k
=

k =

NI

* Obs: as andlises das fungdes f e g foram feitas para verificar se realmente
o critério de verificacido(x € R) condiz com o dominio de ambas as funcoes,
caso contrario ndo poderiamos afirmar esse valor de k para todo x € R.

Questao 2

(a)Ache o coeficiente angular da reta que passa pelos dois pontos criticos da
funcdo y = sen(4x) + cos(4x),com x € (0,2m).

* Um nuimero critico de uma funcao f é um numero c no dominio de f tal que,
f'(c) =0 ou f'(c) ndo existe.

Como y = f(x) é uma soma de fungdes continuas e diferencidveis em R,entio
f é continua e diferenciavel em R.Logo,f'(x) 3 Vx € R.

f'(x) = 4cos(4x) — 4sen(4x)
f'(x) = 4[cos(4x) — sen(4x)]
f'(x) = 0 = cos(4x) = sen(4x)

* Obs: ha uma inconsisténcia no enunciado que explicarei no final da questao!

* Lembrando que no intervalo (0,2m) os arcos cujo seno éigual ao cosseno sio

T 5w
— eT,portanto, temos:

4
4 T 4 _57'[
X—Z e X—T
m _57r
*~16 °* " 16
T T T V2 W2 T
V1 =f(R)=Sen(Z)+COS(Z)=7+\/Z =\/\/_-§ Pl(E,\/E)
57 5w 5w 2 2 57
v =f(55) =sen () eos(F) = -5 -5 =2 n(5.—)

O coeficiente angular da reta que passa pelos dois pontos criticos é dado por,

Ay —I-VZ_ 22 82
Ax Sm_m T g
16~ 16 4

* Obs: 0s pontos encontrados ndo sdo os Unicos pontos criticos de f no intervalo
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T
(0,2m), 0 argumento 4x pode assumir outros valores de arcos congruos a Z

51 )
ouT.Ou seja,

T
4x = Z + km,comk € Z,;k ={0,1,2,3,4,5,6,7}

T

* Por que isso?note que para k = 0 temos o primeiro nimero critico x = 16

I
para k =7 temos x = ET3 que também pertence ao intervalo (0,2m). Portanto,

temos 8 pontos criticos no intervalo dado.

* A questdo poderia ter sido mais objetiva ao solicitar um intervalo que

s
contivesse apenas 2 pontos criticos consecutivos, ex: (OE)

* Caso escolhéssemos os pontos comk =1 e k = 2,nosso coficiente angular m
seria igual a,

V2= (=V2) 2v2_8v2
97 5@ 0 T g
16 16 4

— Esses sdo os valores que o coeficiente angular pode assumir para dois pontos
criticos consecutivos.

(b) Um ponto de abscissa P se move ao longo da parabola y* = x,y = 0,de modo
que sua abscissa aumenta 4cm por segundo. A projecao de P sobre o eixo Ox éo
ponto M. Com que rapidez aumenta a area do triangulo OPM quando P esta no
ponto de abscissa 9?7

Ilustracao do problema!
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b.
A area do triangulo é dada por A = > ,onde b é o comprimento da base e

h é a altura do triangulo,expressando em termos de x e y,obtemos:

X.
A=Ty;masy2=x y =+/x
3
X 2
Azﬁzx_
2 2

* Do enunciado temos que a taxa com a qual a abscissa aumenta é 4cm por segundo,
ou seja,

d
d_Jlf =4cm/s

* Queremos determinar a taxa de variacao da area do triangulo OPM quando P
estiver na abscissa x = 9.Pela Regra da Cadeia,

dA _dA dx
dt  dx dt
1

dA_3x2 A

G’

— =3
» dt Vx
—| =3V9=33=9cm?/s
dt ly—9

Logo, a area do tridngulo OPM est4 aumentando a taxa de 9cm? /s quando o P
esta no ponto de abscissa 9.

Questao 3

(a) Determine a intersecio da reta que tangencia o grafico de y = tgh(e*"*)

no ponto em que x = 0 com o eixo-x.

* Primeiramente determinamos o ponto do grafico associado a abscissa x = 0.

e
y = tgh(e**"?) = tgh(e®) = tgh(1) =

1 2 2

e 1 poghn)ouf0,2),;
1_62 ) ;g ou Jez )
e

, dy , dy 5 4 4‘32
y :a: cosx.eS* sech (esenx) : dx_ . = sech (1) = 1 2 = (ez + 1)2
e+3)

Equacdo da reta tangente:
Yy — Yo =m(x —x,)
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e?—1 4e?

_ez+1=(ez+1)2(x_0)

y

* Como queremos determinar a intersecio da reta com o eixo — x facamos y = 0.
0 e? -1 3 4e?
e2+1 (e?+ 1)2x
(e?=1)(e?+1)?
4e?(e?+1)
(e?—1)(e?*+ 1)

4e?
et —1

4e?

X =—

4
e*—1
* Ponto de interse¢do com o eixo x é P = <— PR 0).
e

(b) Um helicoptero da policia estd voando a 150km/h a uma altitude constante
de 0,5km, acima de uma rodovia reta.O piloto usa um radar para determinar
que um carro em movimento esta a uma distancia de 1,5km do helicoptero, e que
essa distancia esta diminuindo a 250 km/h.Determine a velocidade do carro.

Helicoptero

carro + helicéptero
Carro

Do enunciado da questdo,temos os seguintes dados:

dXpep db .
—— =150km/h ;— = 250km/h ;altitude =y = 0,5km
dt dt lp=15km

A taxa de variacgao da distancia horizontal entre o helicéptero e o carro é dada
pela expressao:

d_x _ dxcarro + dxhel

dt  dt dt
* Obs: por convengdo,adotei a diminui¢do da distancia entre o helicoptero e o
carro sendo positiva.De tal modo, a distancia horizontal entre ambos possui
uma velocidade relativa (vcam, + vheucéptem) e como essa distancia também
dx
dt

estad diminuindo — (velocidade relativa) é positiva por essa convencio.

Pela relagao de triangulo temos,

D? =x? +y?
Quando D = 1,5km e y = 0,5km, temos x = \V2km. Por fim, derivando ambos
os membros em relagcdo ao tempo,obtemos:
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d on_d. o, 2
E(D )—a(x)'l‘dt(Y)

o e e
;ldt P T AT
x Como a altitude é constante (d_il = O) ;
abD _ dx
dr e

d
15.(250) =V2.—
dx 750 750vV2 3752

R — km/h
dt  2v2 4 2z
dxcarro dxhel _ 375\/2
dt a2
dxcarro _ 375\/2_ 150
dt 2
dx 375vZ — 300
ccicz-rro = Vogrro = \/_fkm/h ~ 115 km/h

* Obs: a ilustracao equivalente a direita foi feita em considerar que ambos,
carro e helicoptero contribuem para a diminuicao da distancia x.Logo,
pode considerar uma variagdo Unica combinando suas velocidades.

Questao 4

(a) A resisténcia elétrica de um fio é proporcional ao seu comprimento e
inversamente proporcional ao quadrado de seu diametro. Suponha que a
resisténcia de um fio,de comprimento dado, é calculada a partir da medida
do diametro, com uma possibilidade de erro relativo de 0,01.Encontre o
possivel erro relativo no calculo da resisténcia.

1
Rxl; Rx—
D2

Ou seja, podemos escrever uma expressao para R da forma:

L

D?

Onde p é uma constante de proporcionalidade, L é o comprimento do fio e
D é o diametro.

R = p.

* Como p e L sdo constantes para esse caso, temos entido R(D).
* 0 erro relativo no calculo da resisténcia é dado por:

AR dR

R R
Rt L ar=—20 D R L
— =-2p.——>dR = -2p.— =p.—
dD P D3 P-pstd € P p2
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AR dR —2p.pzdD dD

— Y — = = -2

R R L D
p'DZ

dD
* o é o erro relativo da medida do diametro do fio,ou seja,0,01.

Logo, 0 erro relativo no calculo da resisténcia 3 = —0,02 ; considerando o valor

absoluto temos um erro relativo de 0,02 no calculo da resisténcia elétrica do fio.

(b) Um foguete é lancado verticalmente para cima e ,apés t segundos ele esta
a s metros do solo,onde s(t) = 560t — 16t e o sentido positivo é o de baixo para
cima.Quanto tempo levara o foguete para atingir sua altura maxima?

* Na altura maxima a velocidade do foguete é nula, ou seja, v(t) = 0.
* Utilizando os conhecimentos do calculo 1,sabemos que a derivada da posicao
em funcao do tempo é a funcido velocidade.Logo,

(t) = ds _ 560 — 32t
T
560 35
v(t) =0=>560—-32t=0 - t=§=75= 17,55

* Portanto, o foguete atinge a altura maxima apds 17,5s.
Questao 5

(a) Mostre que a funcio f(x) = x + In(cosh x) + senhm, possui no maximo,
uma raiz real.

* Obs: 0 argumento coshx > 1,Vx € R, logo o termoIn(coshx) estd bem definido
para x € R.

* Obs,: a funcdo f é uma soma de fungdes continuas e dif erenciaveis em Re,
portanto, f é continua e dif erenciavel em R.

— Suponha que existem a e b € R tais que f(a) = f(b) = 0, entdo pelo Teorema
de Rolle,existe algum c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

) =1+—2 = 1 +tgh
x) = = X
coshx &
Como a funcdotgh x possui imagem no intervalo (—1,1) entédo, f'(x) > 0,Vx € R.
Logo, f ndo admite duas raizes reais e por contradicao, f possui,no maximo,

uma raiz real.
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(b) Mostre que,no intervalo (0,m),0 grafico da funcio f(x) = log,[logs|senx]|]
nao possui reta tangente horizontal.

* Em resumo devemos mostrar que nao existe x € D(f) e x € (0,m) tal que

f'(x)=0.

* Note que 0 < [senx| < 1 no intervalo (0,m) e, consequentemente,logs|sen x| < 0
e,por fim,log,[log:|senx|] nio existe!

* Se a propria funcao nao esta definida nesse intervalo o que dira dos pontos
onde poderiamos ter alguma reta tangente horizontal.

Obs: caso a escrita da funcio tenha sido equivocada, e f(x) fosse, na verdade,
f(x) =log;llog:|senx|| ,entdo podemos analisar melhor a situagio!

Fazendo as mesmas andlises anteriores temos f(x) definida para todo x tal

vis
que |senx| # 0 e |senx| # 1, ou seja,para x € (0,m) ,x # >

f(x) =logsllog(senx)| ; 0 <senx <1em(0,m) - |senx| = senx
log:(senx) < 0 - |log:(senx)| = —log-(senx)

f(x) =log;(—log:(senx))
1

'(x) = —[-1
1@ —log:(senx).In3 dx[ 0gs(senx)]
1 cosx
f (x)_ln3.log5(senx)'ln5.senx
') cosx l lna( g de base!)
= % o
f'(x n(sens) ; * logya =1 — (mudanga de base!
In3.——=—.In5.senx
In5
cosx
f'x)=

senx.In(senx).ln3

s
Para o intervalo (0,m) com x # 7 o denominador esta definido e, portanto,

senx.In(senx).In3 # 0. Nos resta entdo analisar a possibilidade de que o

numerador venha a ser zero para contradizer o enunciado. Porém,cosx = 0
. . 7T ~ 7 - ~
implica em x = > que ndo pertence ao dominio da funcgao f.

Conclusio, f'(x) # 0 Vx € (0,7) e com isso, f ndo possui reta tangente
horizontal nesse intervalo.
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1.6 32 Prova— 17 de Outubro de 2015
Questao 1

a) Comecando na origem,um ponto P se move ao longo daparabola y = x?,de
maneira que sua coordenada x aumenta 3cm/s.Seja Q o ponto que determina
sobre o eixo Ox areta que passa por (0,—4) e P. Descubra a velocidade de Q
quando P estd no ponto (1,1).

b) Encontre os pontos de extremos absolutos e relativos da funcao
f(x) =2 —sen? x + 3cos?x,no intervalo [—m, m].

Questao 2

1 +senhx

a) Determine, caso existam, 0s pontos nos quais a curvay = 1+ coshx
coshx

possui

reta tangente horizontal.
b) Use o Teorema do Valor Médio para provar a desigualdade seguinte:
[In(coshb) — In(cosha)| < |a—b|; a#b

Questao 3

1
a) Use a dif erenciacgio logaritmica para achar a derivada de y = (Inx)nx

b) Dé um valor aproximado paracos59°15'.
Questao 4

a) Hauma reta que tangencia o grafico da funcio f(x) = x'°8* no ponto em
que x = 1.Verifique se essa reta toca em algum ponto do grafico de
g(x) =1+ coshx.

9 1
b) Mostre que a fungio f(x) = sz — 4cosx — gcos(Zx) + cos 17 possui no

maximo um ponto critico.
Questao 5

a) A distancia de uma locomotiva a estagdo de partida é dada pela férmula
s(t) = 3t* — 44t3 + 144t2. Determine o instante depois do qual, pela primeira
vez, a locomotiva passa a se aproximar da origem.

b) Uma lampada esta acesa no topo de um poste de 30m de altura.Um objeto

é jogado da mesma altura de um ponto a 10m de distancia da lampada, de modo
9,

que sua altura num instante t,em segundos, é dada por h(t) = 30 — 7t2. Quao

rapido a sombra do objeto se move no chdo um segundo depois?
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Questao 1

(a) Comecando na origem,um ponto P se move ao longo da parabola y = x?,de
maneira que sua coordenada x aumenta 3cm/s.Seja Q o ponto que determina
sobre o eixo Ox areta que passa por (0,—4) e P. Descubra a velocidade de Q
quando P estd no ponto (1,1).

Pela ilustracdo do problema, temos por relacao de triangulo:

Xo_ _Xp
4 4+ y,
Como P é um ponto da pardbola y = x?,entdo y, = x3.Logo,
4xp
XA =
¢ 4+ x2

Pela regra da cadeia,temos:
dx, _ dx, dxp
dt dxp, dt

dx, 4(4+xp) — 4x,(2xp)
dxp (4 + x3)?

dx,  4(4+ xp) —4xp(2xp)

= .(3
dt (44 x3)? %)
Quando P esta no ponto (1,1) x, = 1. Logo,

drg _4U+1) 412D
at (4 + 12)2 '

dx 20—8 36

axq _ _36

@ - 25 B =gpem/s

* Logo,o ponto Q se move avelocidade de 55 cm/s quando P esta no ponto (1,1).
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(b) Encontre os pontos de extremos absolutos e relativos da fungio
f(x) =2 —sen? x + 3cos?x,no intervalo [—m, m].

* Como a funcdo f é uma soma de fungdes continuas e dif erenciaveis em R, entao
f é continua e diferenciavel em R.Logo, f é continua em [—m, 1] e dif erencidvel
em (—m, ).

Aplicando o Método do Intervalo Fechado na fungio f em [—m, ], temos:

1) Os valores de f nos extremos do intervalo;

f(—m) =2 —sen?(—m) + 3 cos?(—m) =2—02+3.(-1)>=5

f(m) =2 —sen*m+ 3cos?’mr=2—-0%+3.(-1)2=5

2) Os valores de f nos numeros criticos;

* Um nuimero critico de uma funcao f € um nimero c no dominio de f tal que
f'(c) =0 ou f'(c) ndo existe.

— Como f ediferencidvel em (—m, ), nos resta saber onde f'(x) = 0. Entio,

f'(x) = —2senx.cosx —6senx.cosx
f'(x) = —8sinx.cosx
senx =0 T
f'(x)=0=sinx.cosx=0= ou -’-x={——,0,—}
2 2
cosx =0

f(—g) =2 — sen? (—§)+ 3cosz(—g) =2 (-1)2+3.(0) = 1
F(0) =2 —sen®0+3cos?0=2—0>+3.(1)=5

f(3)=2-sen?(5) +3c0s(3) =2 - (1)* +3.(0) = 1

3) Comparando os valores obtidos,temos:

f(—m) = f(r) =5 é o valor maximo absoluto, enquanto que f(0) =5 é um
valor maximo local ou relativo,por ocorrer em um nimero critico.

I T
f (——) =f (—) = 1 é o valor minimo local e absoluto da fungdo no intervalo.

2 2
Questao 2
(@) Det ] - . ] 1+ senhx )
a) Determine, caso existam, 0s pontos nos quais a curva y = —————— pPOSSuli
p 1 Y 1 + coshx p

reta tangente horizontal.

* Obs: analisando o denominador da funcao temos coshx > 1,Vx € R e, portanto,
1+ coshx # 0,Vx € R. Como o numerador ndo apresenta restringao alguma,
concluimos que o dominio da funcio y = f(x) é D(f) = R.
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) dy coshx (14 coshx)— senhx (1 + senhx)
f (x) =2 =

dx (1 + coshx)?
) cosh? x — senh? x + coshx — senh x
2 = .
(1 + coshx)
) 1+ coshx — senhx
f'(x)=

(1 + coshx)?
* Como o denominador de f'esta definido para x € R, entdo, se f possui reta

tangente horizontal em x = a implica dizer que f'(a) = 0. Portanto,f'(x) = 0
resulta em ...

f'(x)=0=1+coshx —senhx =0

* Note que e ™™ > 0,Vx € R,logo ndo ha solucao para equagio acima.

Consequentemente Ax € R; f'(x) = 0,ou seja, f ndo possui reta tangente

horizontal em nenhum ponto do seu dominio.

(b) Use o Teorema do Valor Médio para provar a desigualdade seguinte:
[In(coshb) — In(cosha)| < |a—b|; a#b

Com a # b podemos dividir toda a desigualdade por |a— b| # 0.Logo,

In(coshb) — In(cosha)

<1
a—>b
In hb) —1 h
1< (coshb) —In(cosha) <1
a—b>b
] senh x
* Seja f(x) = In(coshx),entdo f'(x) = oshr = tgh x. Contudo, sabemos que

a imagem da funcdotghx é Im(tghx) = (—1,1).Logo,

-1<f'x) <1
* Como coshx > 1,Vx € R, f(x) = In(coshx) esta definido para todos os reais.
Logo, f é continua no intervalo fechado [a,b] e dif erenciavel no intervalo (a,b).
Entdo,pelo Teorema do Valor Médio,existe algum x € (a, b) tal que:

£1(x) = f(b) — f(a) _ In(coshb) — In(cosh a)

—a
-1<f'x) <1
In(coshb) —In(cosha)
1< <1

b—a
In(coshb) — In(cosha)
—(a—b)




1 hb) —1 h
1> n(coshb) —In(cosha)

> -1
a—>b
* E essa desigualdade remete a expressao,

In(coshb) — In(cosha)
<1
a—>b
|In(coshb) —In(cosha)| < |a — b|

Questao 3

1
(a) Use a diferenciacio logaritmica para achar a derivada de y = (In x)Inx

* Aplicando o logaritmo natural em ambos os membros da igualdade,temos:

1

Iny = In(In x)Inx

1
Iny =—_.In(Inx)

Inx’

* Por dif erenciacdo logaritmica, derivando em relacao a x,obtemos:

1
y' Z 1 1 1
— - .In(1 _— =
y (Inx)2 n(nx)+lnx Inx x
y' 1
Z = |-———— . —
y x(Inx)? n(in x) + x.(In x)?

V' =Y

(nx)? [1—In(Inx)]
y' = (lnx)ﬁ.

*(n )2 [1—In(lnx)]

(b) Dé um valor aproximado paracos 59°15’.

Seja f(x) = cosx,conhecemos o valor docos60° e queremos estimar o valor
do cos 59°15’ . Entao,

s 3 7 3m

1°=60" = ——rad;logo,45' = —.—— = ——rad <K 1rad
180 4 180 720

Comrelacao a diferenciais, para pequenas variacdes de x,temos

Ay = dy

flx+Ax) = f(x) = f'(x).dx
3
* Nesse caso x = —rad,Ax = dx = —Fnorad ef'(x) = —senx parax T

=—=rad.
7@

(G-735) £ §) = =sen3)-(~355)
o5 735) = 055) = =50 G) (- 735)

720

45
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~ 1 V3 3
cos(59°15 )—§~ _7(_ﬁ)
1 3 m 1 3w
cos(59°15") = = £__:_+L
2 2 240 2 480

Questao 4

(a) Hauma reta que tangencia o grafico da funcio f(x) = x'°8:* no ponto em
que x = 1.Verifique se essa reta toca em algum ponto do grafico de

g(x) =1+ coshx.

f(1) =181 =1°=1 ;ponto de tangencia (1,1).

In f(x) = In x'08 %
Inf(x) =logyx.Inx

ZoN
0 = x.1n3.lnx+ 10g3x.;

1 1
f'(x)=f(x) [x.ln3'lnx +;.log3x]
F1(D) = f(1) [%.ln 14 %.log3 1]

'@ =1[0+0] =0.

Equacio da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto (1,1);
y—1=0(x—-1)
y=1

Verificando se aretay = 1 intercepta o grafico de g(x) = 1+ coshx, temos:

gx) =1
1+ coshx=1
coshx =0

* Note quecoshx > 1,Vx € R, logo ndo ha solugdo para a equagdo acima e,
consequentemente, a reta que tangencia f(x) no ponto (1,1) ndo toca o grafico
de g(x).

. 9 1 .
(b) Mostre que a fungdo f(x) = sz — 4 cosx — gcos(Zx) + cos 17 possui no

maximo um ponto critico.

Obs: a funcgdo f é uma soma de funcgdes continuas e diferencidveis em R .Logo,
f também é continua e dif erenciavel em R.

* Um nuimero critico de uma funcao f € um nimero c no dominio de f tal que
f'(c) =0 ou f'(c) ndo existe.Por essa definicdo, analisando a funcio f temos
apenas a possibilidade de f'(x) = 0.

* Suponha que f possui dois pontos criticos em a e b tal que f'(a) = f'(b) = 0.
Entdo, pelo Teorema de Rolle existe algum x € (a,b); f" (x) = 0.
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9 1
f'(x)= 7X +4senx + Zsen(Zx)

9 1
f”(x) = §+ 4 cosx +§COS(2x)
9 + 8cosx + cos(2x)

f!l(x)z 2
., 2cos?’x +8cosx+ 8
f") = 5

f"(x) = cos?x + 4cosx + 8

* Facamos f'" (x) = 0, obtemos:
cos’x+4cosx+8=0
A=16—-32=-16 (A<0)

Logo,ndo ha solugio para f"'(x) = 0 e,por contradicido,como f nido pode ter 2
nameros criticos, f possui no maximo 1 numero critico associado a um ponto
critico.

Questao 5

(a) A distancia de uma locomotiva a estagio de partida é dada pela formula
s(t) = 3t* — 44t + 144t%. Determine o instante depois do qual, pela primeira
vez,a locomotiva passa a se aproximar da origem.

* Depois de t = 0,queremos determinar quando s'(t) = 0,pois, isso implica dizer
que a locomotiva estara voltando a estacao.

s()=0,t#0
12t3 —132t% +288t =0
12t(t> =11t +24) =0
A= (—11)? — 4(1)(24)
A=121-96
A= 25

11+5

2

t= ~t;=8s e t,=3s
* Logo,a locomotiva passa a se aproximar da origem em t = 3s,depois de
passar pela primeira vez pela estacgao.

(b) Uma lampada esta acesa no topo de um poste de 30m de altura.Um objeto
é jogado da mesma altura de um ponto a 10m de distancia da lampada, de modo

)

t2. Qua
> Quao

que sua altura num instante t, em segundos, é dada por h(t) =30 —

rapido a sombra do objeto se move no chdo um segundo depois?
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Ilustracao do problema:

Poste

ogeto =10

30m

Chéao

10m

* A velocidade com a qual a sombra se move no chao é numericamente igual a
variac¢do da distancia x indicada na figura.

Por semelhanga de triangulo,temos:

30 10 +x

h X
10h + xh = 30x
x(h—30) =—10h

B 10h
X = Th =30
Pela Regra da Cadeia,
dx _ dx dh
dt  dh’dt
dx _ 10(h—30) — 10h.(1) _ 300
dh (h—30)2 ~ (h—30)2
dh
E = —9,8t
Reunindo as expressodes e substituindo na Regra da Cadeia, temos:
dx _ 300 98¢
dt (h—-30)%""
Quando t = 1s,temos h = h(1) =30 —4,9.Logo,
dx _ 300 9.8
ac - (=492
dx 600
—=———m/s
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1.7 43 Prova— 13 de Novembro de 2015

Questao 1.

a) Uma fungio f étal que f'(x) = x3>—1eareta2x+y+1 =0 étangente ao
seu grafico. Encontre f(2).

e* -2, x<0
b) Determine as assintotas do grafico de f(x) =<{x3>—x
2 x>0
Questao 2.
Dada a funcio f(x),determine:
2x*+x—-1 1 ., 2
f(x)—ﬁ, f(x)——m ; f (X)—m

a) As assintotas horizontais, verticais e obliquas, se existirem.

b) Os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente, e os pontos de
maximo e minimo relativos, caso existam.

¢) Os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima e onde é concavo
para baixo.

Por fim,esboce o grafico de f(x).

Questao 3.

a) Os vértices de um losango sdo os pontos A= (0,1) ,B = (2x,1),C = (x,0) e
1

D= (x,f(x)),onde f(x) = ex,com x > 0. Determine os vértices do losango de
forma que sua area seja minima.

x+1
b) Determine os pontos de inflexdo da curva f(x) = .

Vx

Questao 4.Calcule os seguintes limites:

@) lim [t. In <1 + %)]

1
>

b) ylgg+[005(2y)]

Questéo 5.

Um observador permanece em um ponto P,distante uma unidade de uma pista.
Dois corredores iniciam no ponto S da figura e correm ao longo da pista.Um
corredor corre trés vezes mais rapido que o outro.Encontre o valor maximo do
angulo 6 de visdo do observador entre os corredores.[Dica: Maximize tg 6] .
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Questao 1

a) Uma fungio f étal que f'(x) = x> —1eareta2x+y+1 =0 étangente ao
seu grafico. Encontre f(2).

Se areta2x+y+1= 0 étangente ao grafico de f,entdo existe algum x no
dominio de f tal que f'(x) é igual ao coeficiente angular da reta tangente.

fl(x)=x3—1; y=-2x—1 (coeficiente angular = —2)
ffx)=2=x3-1=-2 =2x3=-1 . x=-1

Logo,areta2x+y+1 =0 ¢étangente ao grafico de f no ponto de abscissa
x = —1. Para x = —1,obtemos pela equacao da reta y = 1. Portanto,o ponto

P = (—1,1) pertence ao grafico da fungio f.

A antiderivada mais geral de f'(x) = x* — 1 é dada por-:
1
f(x) =Zx4 —x+C
Como P = (—1,1) pertence a fungio, temos:

1= y11cic=-1
=2 “C=—7

1 1
Logo, f(x) = ZX4 —x-
1 1 16 1 7 7
D=-()-2--=—-2-"=2= 2) =1,
FQ =@t -2-g=F-2-7=0; fD=1
e* -2, x<0
b) Determine as assintotas do grafico de f(x) =<{x>—x R
_, X
x%—4

Analisando as sentencas que formam a fungio f,temos (e* — 2),uma funcio

continua em R e,portanto, continua em (—,0).
x3—x 3 , ) X

,uma fungio racional continua parax € R;x* — 4 # 0,
x2—4

Contudo, temos <

ouseja,x # 2. Obs: x = —2 ndo pertence ao dominio dessa sentenga!

* Obs: x“jghf(X) =0; xli_)r(r)l_f(x) =-1 e f(0)=-1

— Assintotas Verticais:

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical ao grafico de f se ocorrer
um dos seguintes casos:

lim f(x) =410 ou lim_f(x)=too
xXx—>a x—a
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Pela definicao de assintota vertical, devemos procurar onde a funcgao f €
descontinua.

— Note que x = 0 ndo é uma assintota vertical, embora f seja descontinua em
x=0,lim f(x) =0 e lim f(x)=—1.
x-0% x>0

6
1

lim fC0) = lim X = %
anzl‘fx _xlgl‘xz—4_x1~rr21‘(x—2)(x+2)_
l l
0~ 4

* Obs:se x - 27,entdo x < 2 e,portanto,x — 2 < 0.
Logo,areta x = 2 é uma assintota vertical ao grafico de f.
— Assintotas Horizontais:

Dizemos que aretay = L é uma assintota horizontal ao grafico de f se
ocorrer um dos seguintes casos:

lim f(x) =L ou xl_i}rp()()f(x)zL

xX—+ 00

lim f(x) = lim (e¥—2)= lim e*— lim 2=0—-2=-2
X——00 xX——00

X——00 X——co

Logo,aretay = —2 é uma assintota horizontal ao grafico de f.

m fG) = I x3—x . x3—x Un . 3x2—-1 . 6x N
im f(x)= lim = lim —= lim ————= lim — = +oo.

X+ 00 x40 X2 —4 x5+ x2—4 x->+0  2X xX—>+00

— Assintota Obliqua:

Dizemos que aretay = ax + b é uma assintota obliqua ao grafico de f se,
somente se,

lir}rrl [f(x) —(ax+ b)]=0

X— 100

Portanto,a reta y = x é uma assintota obliqua ao grafico de f.

* Caso f admita uma assintota obliqua para a primera sentenca devemos ter
- f)
a = lim

xX—>—-00 X

# 0. Calculando, temos:

f e*—=2wm
lim —— = lim —=lim e* =0
X——00 X X——00 X X—>—00

Logo,y = x é aUnica assintota obliqua ao grafico de f.




53

Questao 2
Dada a funcio f(x),determine:

2x*+x-1 = 1 s 2
f)=—3z—7—; f(x)——m i f (x)—m

Antes de responder os itens ...D(f) = R —{—1,1};

Intersecdes com os eixos:

f0)=1; f(x)=0=>2x2+x—1=0:>2(x+1)<x—%>=0-'-x=

1
Pontos de intersecio A= (0,1) e B = (E, O) ;0bs:x = —1 ¢ D(f).
a) As assintotas horizontais, verticais e obliquas, se existirem.
— Assintotas Verticais:

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical ao grafico de f se ocorrer
um dos seguintes casos:

lim f(x)= 400 ou lim_ f(x) =+t

x—a* x—a
Pela definicdo de assintota vertical, devemos procurar onde a fungao f é
descontinua.

2
T

im FGe) = i 2x2+x—1_1_ 2x2+x—-1 .,
xl—gl"'fx _xl—gl*' x%2—1 _xLT+(x—1)(x+1)_ “
{ 7
ot 2
2
1
lim () = 1 2x2+x—1_1_ 2x*+x—-1
xl»r{l_fx _xlgl_ x2_1 _an;‘(x—l)(x+1)_
1 7

0~ 2
Portanto,a reta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico da funcao f.

1
fim F) = 2x2+x—1_1_ Z(X+1)(x—7)_ _2x—-1_ -3 3
erillfx _xl)r& x2—1 _xilzll (x—1D(x+1) _an—11 x—1

27

* Obs:se x - —1 entdo x # —1 e,portanto,x + 1 # 0.

(x)Logo,a reta x = —1 nio é assintota vertical ao grafico de f.
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— Assintotas Horizontais:

Dizemos que a retay = L é uma assintota horizontal ao grafico de f se
ocorrer um dos seguintes casos:

lim f(x) =L ou xl_i)rp(ﬁf(x)zL

X—+ o
1 1 1 1
, o 2x%4x—-1 x2(2+§—;) 2ty
lim f(x) = lim ————— = lim = lim —=——=—
X—+ oo X—+oo X —1 X—+0o 2( _l X—+00 _i
x<(1 > 1 >
X X
1 1
2+%—%z 240-0 2
lim =—=2
X—+ 00 1_i 1-0 1
xZ
1 1 1 1
_ o 2x%*4+x-1 x2(2+§—p) 2ty
lim f(x)= lim ————— = lim = lim
X——00 X——00 X —1 X——00 2( _i X——00 _i
x<(1 > 1 B
x x

Logo,aretay =2 é uma assintota horizontal ao grafico de f.
— Assintota Obliqua:
Dizemos que areta y = ax + b é uma assintota obliqua ao grafico de f se,

somente se,
lirp [f(x)—(ax+Db)]=0
x—+oo

X
* Caso f admita uma assintota obliqua devemos ter a = lirp g # 0.
xX—+ oo
Calculando,temos:

2,1 1 2,1 1

x 2x%+x—1 itz 3 xTx2 % O
lim }Q:lim ——— = lim (x = X)zlimx - X - _ =
x->too X x-t0  x3—x x—t oo 3 1 ) x—+oo 1 1
X 1-— -7 1-— -
X b

Portanto, f nao possui assintota obliqua.

b) Os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente, e os pontos de
maximo e minimo relativos, caso existam.



frex) =

1
———5 <0,vxe R;x # 1.

(x —

D
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Portanto, f é sempre decrescente em (—o0,—1) U (—1,1) U (1,+o0)
* Como ndo ha mudanca de comportamento da funcio (sempre decresce) ,
nao existem pontos de maximo e minimo relativos.

c¢) Os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima e onde é concavo

para baixo.
2

f”(x)=m
————————— M++++++++++ (-1
————————— M++++++++++ "0 = 2/(x—-1)°

Com a analise acima, concluimos que:

f possui C.V.C em (1,4x) e * C.V.C (Concavidade Voltada para Cima)
f possui C.V.B em (—o0,—1) U (—1,1); *C.V.B (Concavidade Voltada para Baixo)

Embora haja mudanca na diregdo da concavidade em x = 1,note que
x =1 ¢ D(f) e, portanto,ndo existem pontos de inflexido no grafico de f.

Questao 3

a) Os vértices de um losango sio os pontos A = (0,1) ,B = (2x,1),C = (x,0) e
1

D= (x,f(x)),onde f(x) = ex,com x > 0. Determine os vértices do losango de
forma que sua area seja minima.

Sobre um losango sabemos que suas diagonais sao perpendiculares.
Observando os vértices A, B, C e D,notamos que A e B estao sobre a mesma
retay = 1,e que C e D estdo sobre um Unica reta vertical com equacao x = a.



56

Logo, as diagonais do losango sido os segmentos AB e CD .

* Obs: B é o ponto simétrico de A em relacio ao segmento CD.

D Xxd
2

Area do Losango: A =

Como desconhecemos a priori quem sao as diagonais maior e menor,apenas
considere a area como a metade do produto dos tamanhos das diagonais.

d,=d(A B) =2x
1
d,=d(C,D) = ex

1
d, xd, 2xXex 1

Alx) =

Encontrar o valor que de x que minimiza a area do losango é encontra o
namero critico associado ao ponto de minimo relativo da funcio A(x).Logo,

1 1y 1 1 1
A'(x) =ex +x. (——2>ex = ex (1 — —)
x

X
vw=(5)

x—1_

Ax)=0= =0~x=1

Analisando o comportamento (sinal) de A'(x),temos:

1
++++++++++++++++ e

0O)-———D+++++++++ x-1
O++++++++++++++ x
0)———-D+++++++++ AKX

Com a andlise acima concluimos que x = 1 é um namero critico associado ao
ponto de minimo local ou relativo da funcio A(x) e, portanto,parax =1a
area do losango determinado pelos vértices A,B,C e D é minima.

A=(01;8=(21);C=(10) eD=(1e); Ay, =e¢

x
b) Determine os pontos de inflexido da curva f(x) = —— ; D(f) = R3.

Jx +
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x+1
V- 2yx _x—-1_x-1

f’(x) = x ZX\/)_C_ Zx%

3 1 3 1
2x2— (x—1)3x2 _ —x2+3x2 _ x(3—-x)
4x3 T 4x3 4x3

[ =
Analisando a concavidade da fungao f,temos:

O+++++++++++++  Vx

O++++++B)—————- (3—x)
O+++++++++++++  4x°
O@O++++++@)—————— ")

Com a andlise acima observamos a mudanca na direcao da concavidade em
x = 3 que pertence ao dominio da funcao f e,portanto,em x = 3 temos um
ponto de inflexao.

3+1 4 43 43
f@)=——=—=—; P.I =<3,—>
v3 V3 3 3

Questao 4.Calcule os seguintes limites:

: 3\1 .. o :
a) glm [t. In <1 + ?)] ; indeterminacdo do tipo "o X 0"

In (1 + %) 0
lim ; Com essa manipulagao algébrica, temos a indeterminagao "—"
Jm 1 ; puta¢ 9 ) ¢ 0

t
Aplicando a Regra de L' Hospital, temos:
_1_ (_ i)
3 3"\ t? 3

In(1+=+ 1++ — a7 32 6t
limu=lim( t) =limM=lim—=im
t—oo 1 t oo 1 tooo 1 toot? + 3t t-o 2t + 3

t t? t?
6
= lim = = 3.
t—oo 2

1
b) lirglJr[cos(Zy)]J’2 ; indeterminacio do tipo "1°"
y—)

1

1 kY : v
lim_[cos(2y)]7% = lim_ eMleos@ P — g5 e,
y-0* y-0* '

— Calculando o limite do expoente, temos:
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L 1 In[cos(2y)] 0
i yz = i JR— — hi - Y. . xomn_n
J}Lrgl+ In[cos(2y)] J}Lrgl+yzln[cos(2y)] J}Lr(r)l+ )2 ; indeterminacio 5
Aplicando a Regra de L' Hospital, temos:
—2sen(2y)
In[cos(2 tg(2
m —[ (2y)] = li cos(2y) = lim __g( 2 = lim, —2 sec?(2y) = —2.
y—-0t y2 y-0t 2}/ y—0t y y—0t
Logo,
1 lim ln[cos(Zy)]y_2 1
i - - — P 4 = —
ylLr})”nJr[cos(Zy)]y = ey-ot =e 2= e
Questao 5.

Um observador permanece em um ponto P,distante uma unidade de uma pista.
Dois corredores iniciam no ponto S da figura e correm ao longo da pista. Um
corredor corre trés vezes mais rapido que o outro.Encontre o valor maximo do
angulo 6 de visdo do observador entre os corredores.[Dica: Maximize tg 6] .

O corredor mais rapido percorre o triplo da distancia que o outro corredor,
ou seja, se este ultimo percorre x,0 mais rapido percorre 3x no mesmo
intervalo de tempo. Portanto,y + x = 3x = y = 2x.;0bs:x > 0

x x+y tga+tgb
tga=-=x ; tgla+0)=——=x+y=3x;tg(a+0) =—"—"-——;
ga=7=x gla+6) T =Xty =3x gla +6) - wa. o
xteb 3x = x+tg0 =3x —3x%tg0 = tg0 (1 +3x2%) =2

= 3x X = 3X — 3X X = 4ZX.
1—x.tg0 8 5 &
tod = X . Seja f(x) = 2x
80 =13y SYT =130
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Lembremos a funcio tangente é impar e que f(x) = —f(—x), ou seja, f também
é uma funcao impar.

2(1+3x?)—2x(6x) 2(1—3x?)

O =—a33m2  ~ G+30°
©++++() F'@)
— === X
V3
1 .. .
Logo,em x = \[_§ temos um ponto de maximo local ou relativo.
) 1
Contudo, observe que f(0) =0 e f é crescente em (0,\/—§> e, portanto,
1 1 1
— ] > f(0) e,consequentemente, (—) > f(x),vx =0.Logo,emx = —
rm)>7 q ()= r g =

temos um valor maximo absoluto da funcao f.

(i)= 2(1/¥3) _2(1/¥3) _ 1
V3 143(1/v3) 2 V3

1 1
te =— = 6 = arct <_>:
N 2\V3

s
0= 3 é o0 valor maximo do angulo de visao do observador entre os corredores.

T
6
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1.8 43 Prova— 14 de Novembro de 2015

Questao 1

a) Sabe-se que o grafico de uma fungio f passa pelo ponto (0,1) e que
f"(x)=3x%ef'(—1) = 0. Determine a equacio da reta tangente ao grafico
de f no ponto em que x = 2.

x2+x+1
b) Determine as assintotas do grafico f(x) = w—1 '~ <1
tghx, x=1
Questao 2
Dada a funcido f(x) = In(x? — 4x + 3) . Determine:
. 2(x—2) . —2(x?—4x+5)
=y =G e v 3y

a) As assintotas horizontais, verticais e obliquas, se existirem.

b) Os intervalos onde f € crescente e onde f € decrescente, e os pontos de
maximo e minimo relativos, caso existam.

c¢) Os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima e onde é concavo
para baixo.

Por fim,esboce o grafico de f(x).

Questao 3

a) Considere as pardbolas y, = —x* + 4 e y, = x* — 4. Determine o raio da
circunferéncia centrada na origem e tangente as curvas dadas.

(x—b)?

b) A funcio gaussiana tema forma f(x) =a.e~ 8 ,onde ae b sdo constantes
positivas. Determine os valores de a e b,de modo que f tenha maximo local em

(2,3).

Questao 4
. /s
a) xll,r% [(x —-1)tg (E x)]
1
b) lim (e* + x)x.
X— 00

Questao 5

A resisténcia de uma viga retangular é o produto da largura pelo quadrado da
altura de sua secao transversal.Determine as dimensdes da viga mais resistente
que podemos cortar de um cilindro de madeira de raio r.
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Questao 1
a) Sabe-se que o grafico de uma funcio f passa pelo ponto (0,1) e que
f"(x)=3x%ef'(—1) = 0. Determine a equacio da reta tangente ao grafico

de f noponto em que x = 2.

A antiderivada mais geral de f'"(x) é dada por f'(x) = x3 + C.
Sabemos que f'(-1)=0 =2 (-1)3+C=0=-1+C=0-C=1.

f'(x) = x3+1;aantiderivada mais geral de f'(x) é f(x) dada por:

1
fx) = ZX4 + x + K ; como o grafico de f passa pelo ponto (0,1) = f(0) = 1.

1
f(O)=K~K=1.; f(x)=Zx4+x+ 1
Equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto em que x = 2.
y—f(2)=f(2)x-2)

1 16
f(z):Z(2)4+2+1:T+3:4+3:7
fl2)=2+1=8+1=9

y—7=9(x-2)

y=9x—-11
x24+x+1
b) Determine as assintotas do grafico f(x) = w—1 '~ <1
tghx, x=1

x—1
fungdo racional e,portanto, continua onde esta definida, ou seja,Vx € R;x # 1,
e como esta sentenca € valida para x < 1 entido f é continua em (—,1).

, . x> +x+1
Analisando as sentengas que formam a fungao f,temos | ————— |, uma

A segunda sentenca € a fungdo hiperbolica tgh x continua em R e, por ser valida
em x = 1,temos que f é continua em (1,+0).

* 0 Unico nimero x no dominio de f que ndo garantimos a continuidade é para
x =1
— Assintotas Verticais:

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical ao grafico de f se ocorrer
um dos seguintes casos:



lim f(x) =210 ou lim_f(x) =21
xX—=a x—a

Pela definicdo de assintota vertical, devemos procurar onde a fungao f é
descontinua. Neste caso,vamos verificar se a reta x = 1 é uma assintota
vertical, uma vez que,x = 1 é o Unico nimero do dominio de f em que nada
temos a respeito da continuidade.

3
T

—_—
lim, f(0) = lim tghx=tgh1 ; lim f(x) = lim "t 1
im f(x) = lim x = ; im f(x) = lm —— = —
x—1% f x—-1% 8 8 x—>1_f x—1" x—1
N——
i
o
Obs:se x » 17,entdo x < 1 e,portanto,x —1 < 0
Como a condicdo lim f(x) = —oo ,areta x = 1 é uma assintota vertical ao
x—1

grafico de f.
— Assintotas Horizontais:

Dizemos que aretay = L é uma assintota horizontal ao grafico de f se
ocorrer um dos seguintes casos:

lim f(x) =L ou xl_i}rp()()f(x)zL

xX—+ 00

. . . ex_e—x . er_lLIH . zex
lim f(x) = lim tghx = lim ———= lim ————= lim =1.
X—+00 X—+00 x-+0eX +e X  xot+0e* +1 x—+0 2%

Logo,aretay =1 é uma assintota horizontal ao grafico da fungao f.

, o x*+x+ 1w 2x+1 _
lim f(x) = lim —1—>= lim = lim (2x+ 1) = —oo.
X—— 00 xX——00

X — X—>—00 X——00

— Assintota Obliqua:

Dizemos que aretay = ax + b é uma assintota obliqua ao grafico de f se,
somente se,

Jim [f(x) = (ax+b)] =0

A primeira sentenca de f(x) pode ser reescrita como:

x2+x+1_( o4
x—1 x 1
x“+x+1 3
lim [f(x) —(x+2)] = lim [———= (x+2)| = lim = 0.
X—— 00 X— —00 X — 1 X—>—0 X —

Logo,aretay = x + 2 é uma assintota obliqua ao grafico de f.

62
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Caso a funcao f admita uma assintota obliqua para x > 1, devemos ter

- f)
a = lim —— # 0. Calculando, temos:
X—>+00 X
1
f—l‘-\
. f() . tghx
lim —— = lim =0
X—+00 X X—+ 0o X

(o)
T
Portanto,aretay = x + 2 é a Unica assintota obliqua ao grafico da fungao f.
Questao 2
Dada a fungio f(x) = In(x? — 4x + 3) . Determine:

2(x—=2) ,,()_—2(x2—4x+5)
x2—4x+ 3"’ fr) = (x2—4x +3)2

[ =

— Antes de responder os itens ..D(f) =x ER;x* —4x+ 3 >0;
x> —4x+3>0 =>x <loux>3.

Portanto,D(f) = x € R;x <1 oux > 3.

Intersecdes com os eixos:

f(0)=In3; f(x)=0=In(x*—4x+3)=0=>x*—4x+3 =1

4+ 242
x2—4x+2=0 = xz_T\/_:-x1=2+\/§ex2=2—\/§;

Pontos de interse¢ido com os eixos: A = (0,In3);B = (2 + \/E,O) eC = (2 — \/E,O).
a) As assintotas horizontais e verticais, se existirem.

— Assintotas Verticais:

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical ao grafico de f se ocorrer

um dos seguintes casos:
lim f(x)= 400 ou lim_ f(x) =+t
x—a* x—a

Como f é continua onde esta definida, ou seja,em (—0,1) U (3, +) devemos

verificar se asretas x = 1 e x = 3 sdo assintotas ao grafico de f.Uma vez que

f ndo esta definida em (1,3),entdo s6 podemos calcular lir?_ fx) e lirglJr f(x).
X— P g

lim f(x) = lim In(x?—4x+ 3) = —
0+
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Portanto,a reta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f.

Jip, £ = Jim, In G2 = 4+ 3) = —eo
ot

Portanto, a reta x = 3 é uma assintota vertical ao grafico de f.
— Assintotas Horizontais:

Dizemos que areta y = L é uma assintota horizontal ao grafico de f se
ocorrer um dos seguintes casos:

lim f(x)=L ou lim f(x)=L
X—+ 00 X——o00
lim f(x)= lim In(x?—4x+3) =
X—+ 0o X—+00 —i_/
lim f(x)= lim In(x*—4x+3) = ®
X—>—00 X—>—00 —
1

[ee]

Portanto,ndo ha assintotas horizontais ao grafico da funcao f.

b)Os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente e os pontos de
maximo e minimo relativos, caso existam.

2(x —2)

f’(x):x2—4x+3

Elaborando o estudo de sinal da primeira derivada, temos:

—————————— Q)++++++++++  2(x—2)
+++++ ) -—-—-——- ———= B)+++++ x*—4x+3
————— D-—-———=———=B)+++++ f'(0)

Obs: o intervalo em destaque (1,3) ndo é levado em consideracio para o estudo
da funcao f emrazao do dominio de f.

Com a andlise acima, temos:
f é crescente em (3,4 ) e f é decrescente em (—,1)
* Pela andlise acima, concluimos que f ndo possui nimeros criticos associados

a valores de maximo ou minimo relativo,poisx =1 e x = 3 embora f'(1) e f'(3)
nao existam, eles ndo pertencem ao dominio da funcgao.
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¢) Os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima e onde é concavo
para baixo,bem como os pontos de inflexao,caso existam.

., —2(x?—4x+5)
00 = (x2—4x+ 3)?
Analisando o sinal de "' (x),temos:
—————————————————— —2(x*—4x+5)
++++ D ++++++@)++++ 4+ (x2—4x +3)?
R ©) JRR @)

Com a analise acima, concluimos que f é sempre concava para baixo em
(—0,1) U (3,+).

* Como ndo ha mudanga na direcao da concavidade da funcao f,entdo nao
ha pontos de inflexao.

Questao 3

a) Considere as pardbolas y, = —x* + 4 e y, = x* — 4. Determine o raio da
circunferéncia centrada na origem e tangente as curvas dadas.

Equacio de uma circunferéncia centrada na origem: x* + y* = r?

Usando o fato de que y, ey, sdo fungdes pares, ou seja,y,(x) = y,(—x) e
y,(x) = y,(—x),basta idenficarmos qual o ponto onde a reta tangente a
uma dessas parabolas é tangente em relacgdo a circunferéncia.

Podemos fazer isso tranquilamente aproveitando o fato de que essas
parabolas sio simétricas em relagdo ao eixo x (y, = —y,)
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Equagio da reta tangente a um ponto (x,,y,) da pardbolay = —x?* + 4:

Y = Yo = —2x0(x — X)
y — (x5 +4) = —2xx + 2x§
y = —2xx +x&

Mas o ponto (x,,y,) pertence a circunferéncia e, portanto, xi + y; = r?
E areta descrita pory = —2x,x + x& é tangente a circunferéncia em (x,,Y,).

Derivando implicitamente a equagao da circunferéncia, temos:

d d d
Lo L vy = L2
— (D) + () =)
2x+2yy' =0
X

y =—--
y

A reta tangente a parabola no ponto (x,,y,) deve ser a mesma reta tangente a
circunferéncia em (x,,y,). Portanto,y’ = —2x, em (x,¥,)-

, x X YN 1
y:——:——:—x y = —
y Yo ° ° 2

Pela expressdo da parabola,temos x% = 4 — y,, substituindo na expressio da
circunferéncia, obtemos:

4—y0+y§—7”2

PR
22T

, 15 V15

r-=-—3:r =—
4 2

(x-b)?
b) A funcio gaussiana tem a forma f(x) = a.e” 8 ,onde a e b sdo constantes
positivas. Determine os valores de a e b,de modo que f tenha maximo local em

(2,3).

* Pela informacio do enunciado, temos f(2) =3 e,como f é uma funcgio continua
e diferenciavel em R, se f admite um valor maximo localemx =2 e f'(2)
existe,entdo f'(2) = 0 (afirmacio pelo Teorema de Fermat).

(2-b)?
f(2Q)=3=3=ae 8 (1)

(x—b) _G=b)?
8 .

f'(x) = —a. 2 .e ;
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2—b) _(2-b)? 2—b a=0
f’(2)=0=>—a(T).e_ 8 =0 —¥=O=> ou
bh=2

* Note que a = 0 torna f(x) = 0.Logo,b = 2 é asolucio do sistema acima.
Voltando a expressio (1),temos:

Logo,f(x) =3.e" 8 satisfazendo as condigdes acima f(2) =3 e f'(2) = 0.

Para confirmar que em x = 2 temos de fato um valor maximo local,observe
o estudo do sinal de f'(x) para os valores de a e b determinados.

(x—2)2

F@ =TG- 5

3
++++++++++Q) === === —Zu—m

_(x-2)?
+++++++++++ e 8
++++++++++2) - ———————— f'(x)

Com essa andlise concluimos que f é crescente em (—,2) e f é decrescente
em (2,+») e, portanto,x = 2 é um nimero critico associado ao ponto de
maximo local.

Questao 4

1- 1 n .7 d L] ~ d - IIO n
Q) Jlim, [(x —-1)tg (E x)] ; indeterminagdo do tipo "0 X oo

. 7-[ - 1 I3 . ~ . n 0 n
xll)r% [(x - 1tg (Ex)] = lim ————; indeterminacao do tipo 0

Aplicando a Regra de L' Hospital ...

lim+L= lim, - ! N = lim — 2 - =—E.
=17 cotg (jx) X1 — 7 cossec? (jx) =17 71, cossec? (fx) T

1
b) lim (e* + x)* ; indeterminagido do tipo "o°"
X— 00

1
L 1 . Ll
lim (e* + x)x = lim eln(e’+x)x — e,%‘l)%o[ln(e +2)% ;

X—00 X—00

Calculando o limite do expoente,temos:
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. X l . ln (ex + x) . . ~ . ”OO "
lim |In(e* + x)x [ = lim — indeterminacio do tipo =

X—00 X—00
Aplicando a Regra de L'Hospital, obtemos:

In(e* +x) e* _ e* o ex
— = lim = lim = lim — = 1.
X—00 X x—0 eX + x x—wo eX +1 x—0 eX

Logo,

1
lim [ln (¥ +x)x
X—00

1 1
- - = X
lim (e* + x)x = lim em(e"+0)* =el=e.

X—00 X—00

=e

1
lim (e* + x)x = e.

X—00

Questao 5
A resisténcia de uma viga retangular é o produto da largura pelo quadrado da
altura de sua secao transversal.Determine as dimensdes da viga mais resistente

que podemos cortar de um cilindro de madeira de raior.

A resisténcia da viga é R = | X h?

Da ilustracdo temos a seguinte relacao,
2r)?=h*+1>?= h?> =4r* - |? ¢

Voltando a expressao da resisténcia, temos:

R=14r>=-1>) =R =4tr?*-13

R'(l) = 4r? — 31

Analisando o sinal da derivada da resisténcia em relagao a largura da viga,
temos:

(0)++++++<\2/—g> ______ (412 — 31?)
(0)++++++<\2/—;> _______ R'(D)

* Obs: para a andlise da funcdo R(l) consideramos apenas | € (0,2r) por
estarmos trabalhando com dimensdes.

Com a analise da derivada,concluimos que a resisténcia da viga cresce até

2r
| =— e decresce em seguida. Caracterizando,portanto, um numero critico da

V3
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2r
funcdo R(1) associado ao valor maximo da func¢ido.Logo,paral = — temos a

V3

viga mais resistente que pode ser extraida do cilindro de madeira de raior.

As dimensoes da viga mais resistente sao:
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19 Prova de Reavaliagcdoda AB1 — 27 de Novembro de 2015

Questao 1.

a) Onde a funcao

X8 + 2% # —2
—_, X , X —_
—Jx?—4
f(x) 3 =2
4, x= -2

é continua?

b) Em que ponto a reta normal A curva x* + 2xy — 3y? = 0 em (1,1) cruza a
curva novamente?

Questao 2

a) Verifique se a funcio f(x) = |x? — n| é derivavel em x = \/m, usando o
conceito de derivada lateral.

1

2_ =

S

6x3 —5x2+ x
o gréfico de g(x) = x* nos pontos A e B. Determine a area do tridngulo formado
pelos pontos A, B e C = (4,0).

b) As assintotas verticais do grafico da funcio f(x) = intersectam

Questao 3

1
a) Calcule, caso exista, lim [ln(—x) cos? ( )]
x->—-1" In(—x)

b) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que a equagao
1 1
[x] + 5= sen [(x — E) n]

13
admite uma solucao no intervalo ( )

2’4
Questao 4
2
L x“senx ,
a) Encontre a reta tangente ao grafico de y = ———— no ponto de abscissa
e
X = T.

b) Em quais pontos o grafico da fun¢io f(x) = x> — 2x*+x — 1 tem reta
tangente horizontal? Existem pontos onde a reta tangente tem inclinagao
igual a -1?
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Questao 5

a) Se g é uma fungio duas vezes dif erenciavel e f(x) = x.g(x*+ 1),
encontre f'' (1) sabendo-se que g'(2) = g''(2) = 1.

4x + 5
b) Determine as assintotas horizontais do grafico da funcio f(x) = ———.
V2x2+1
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Questao 1.

a) Onde a funcao

x°—8 + 2,0 # —2
—_, X , X —_
—_Jx?—4
f(x) 3 =2
4, x= -2

é continua?

* Obs: a primeira sentenca da funcio f(x) pode ser reescrita na forma ...
(x—2)(x*+ 2x +4)
(x—2)(x+2)

,como a sentenca é valida para x # 2,entdo (x —2) # 0.

Logo, a fungio f(x) pode ser reescrita na forma:

x2+2x+4
—+2 , X#F2ex+ -2
— X
f(x) 3 =2
4, x=-2

f é uma fungdo sentencial formada por fungdes constantes e racionais e,
portanto, f é continua onde esta definida.Logo, f é continua em (—o,—2) U
(—=2,2) U (2, +).Precisamos verificar se f é continua emx = -2 e x = 2,

os Unicos valores aos quais ndo podemos garantir a continuidade da funcao

f ).

* Dizemos que uma funcio f é continua no nimero x = a se, somente se,
f(a) = lim f(x).Para isso, f(a) e lim f(x) devem existir.
x—a x—a

Se x = 2,entdo x # 2.5e x - —2,entao x # —2.Logo,para ambos os limites

x>+ 2x+4
calculados a seguir,lim f(x) e lim f(x),temos f(x) = ———
x—2 x——2 x + 2
Em x = =2, temos f(—2) = 4.
4
1
. x4+ 2x+ 4 . X2+ 2x+4
lim f(x)= lim — = lim —— =+
x—-—2% x——2* x+ 2 x->-2%  x+42
7
0+

* Com isso, ja podemos concluir que lim2 f(x) A e,portanto, f (x) ndo é continua
x——

emx = —2.
Em x = 2,temos f(2) = 3.

2+ 2x+4 limx?+2x+4) limx? +lim 2x + lim 4
lim f(x) = lim =222 —X22  x22 @0 x92
x-2 x>2 X+ 2 llrr;(x +2) lim x + lim 2
x—

X2 xX—2




73

4+4+4 12

2+2 3

x* Como f(2) = lin% f(x) entdo f(x) é continua em x = 2.
X

Com essas informacdes conclui — se que f(x) é continua em (—o0,—2) U
(=2,4),0u ainda, f é continua em R — {—2}.

b) Em que ponto a reta normal a curva x* + 2xy — 3y? = 0 em (1,1) cruza a
curva novamente?

Primeiro verificamos se o ponto (1,1) pertence a curva dada:
(D*+2(1)(M)-3(1)*=1+2-3=3-3=0; (1,1) pertence a curva.

Derivando a expressao da curva implicitamente, obtemos:

d d d d
2 el - 2y —
0 g B g ) = ©
y
2 —(2x). 2x)——-3.—(y) =0
x40y + (20— 3.2 (%)
2x+2y+2x.y' —6y.y' =0
x+y+xy =3y.y' =0
y'(x=3y)=—(x+y)
x+y

!

y=

x — 3y
O coeficiente angular da reta normal em (1,1) é dado por:

1 2 1
mN=— S = = —_— = —
y 1 1 2
(1,1 1=3

Equacio da reta normal a curva no ponto (1,1):

y—1=-1(x-1)
y=—x+2

Substituindo a equagao da reta normal na expressao da curva,temos:

x2+2x(=x+2)—3(—x+2)2=0
x?—2x>+4x —3x%2+12x—12 =0
—4x%+4+16x—12=0
x2—4x+3=0
(x=3)x—-1D=0
sx=3oux=1

* Obs:para x = 1 temos o ponto (1,1) que ja foi mencionado no problema,logo
x = 3 é aabscissa do ponto onde a reta normal em (1,1) cruza a curva novamente.

y=—-x+2
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y=-3+2

y=-1
Ponto A = (3,—1) é o ponto onde a reta normal em (1,1) cruza a curva
novamente.

Questao 2

a) Verifique se a funcio f(x) = |x? — n| é derivavel em x = \/m, usando o
conceito de derivada lateral.

Pela definicao de derivada em um ponto x = a, temos:

fla+h)—f(a)

f'(a) = }lm}) . ; facamos h = x — a, entdo

£(a) = limf(x)_f(a)
xsa X —a
x*—m, x<—moux=+m

* Obs: f(x) = |x? —n| ={—(x2—n) R<x<yi’

xSe x > \/m ,entdo x > T = x # \/me,portanto, f(x) = (x? —m)

fx) — f(\/_) x2—m—0 o x*-m

lim ——— = lim =

im
T X=AVT amt XV aevm X — T

lim (x—\/ﬁ)(x+\/ﬁ) lim (x+\/_)— hm x + hm \/7?—\/_+\/_—2\/_
PN, x—\/E x>V P P

fi(Vm) =

x*Se x > \/m ,entdo x < m = x #\/me,portanto, f(x) = —(x? —m)

f!(vm) = lim fO-fm _ . —G*-m-0_  —GI-m _

x-vT x—AT x-vm x—Am x\T X —Am

~(x=Vm)(x+vm) _

lim lim_—(x+vr)=— lim_x— lim_vm=
xnm x —m XV x>V x—VT
T\ = 2V

Como f| (V) e f!(\/m) existem, porém,sio dif erentes, dizemos que f nio é
derivavel ou dif erencidvel em x = /.

1

2_ =

X709

6x3 —5x2 +

o grafico de g(x) = x* nos pontos A e B. Determine a area do tridngulo formado

pelos pontos A, B e C = (4,0).

b) As assintotas verticais do grafico da funcio f(x) = intersectam
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(e
ox(- (-

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da funcao f se
ocorrer um dos seguintes casos:

f&) = ; D(f)={xER;x¢0,x¢lex¢l}

2 3

lim+f(x) =10 ou lim_ f(x) =t
Xx—a x—a
Logo,pela definicdo de continuidade de uma funcao em um niimero x = aq,
devemos procurar as assintotas verticais onde a funcio f(x) é descontinua.
Como f éuma fungdo polinomial racional e,portanto, continua onde esta
definida, devemos verificar se asretas x = 0,x = 1/2 e x = 1/3 sio assintotas
verticais,uma vez que, f € descontinua nesses nimeros.

-1/9
T
IR P Y M
o 3 2
l
o 1 T
-1/3 -1/2

* Portanto, a reta x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

5/36
)
—_——
, 1
X9
lim f(x) = lim = 400
x—>l+ f( ) x—>l+ 6x (X - 1) X — l)
2 2 5 3 2
; l l
1/6 ot

1
* Portanto,areta x = 5 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

1 1 1
*Se x — 3 entao x *+ 3 = (x - §) # 0.Logo,podemos reescrever f(x) na forma:

lim x + lim =
X+ = x i NS RS VU S
lim f(x) = lim 3 = lim 3 __'7 3 _3 3_3 _ 5
1 1 16x?2—3x lim6x% —lim3x 2 1
73 ¥36x (X — 7) HE ok xok 371 —3

3 3
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1

* Portanto,a reta x = 3 nao é assintota vertical ao grafico de f(x).

1
Logo,o0s pontos A e B definidos pela interse¢do dasretasx =0e x = 5 como

gréfico da funcio g(x) = x* sio:

4= 0.00) =00 ¢ = (3.9(3))= (5 75

O triangulo formado pelos pontos A, B e C tem base no eixo x dada pela distancia
entre Ae C [d(A,C) = 4] e altura igual a ordenada do ponto B [h=1/16].Logo,
a area do triangulo AABC é:

1
S_b.h_4><ﬁ_1 4
2 T2 Tg®

Questao 3

a) Calcule, caso exista, lim, [ln(—x) cos” <ln(—x))]'

Vx € R, comx < 0, temos:

0< cosz( ! ) <1
In(—x)

xSe x > —1%, entdo In(—x) - 0~ e,portanto,In(—x) < 0.Logo,

0 > In(—x) cosz< ) > In(—x)

1
In(—x)

Seja g(x) =0,f(x) =In(—x) cosz( ) e h(x) = In(—x).Com isso,

1
In(—x)
h(x) < f(x) < g(x)

xkznl+ g(x) - xEI;I}+ 0=0

lim hA(x)= lim In(—x) =0
x——1t x——-1%

Se h(x) < f(x) < g(x) quando x estd proximo de — 1 (exceto possivelmente em
-1e lim1+ gx) = lim1+ h(x) = 0.Entao, pelo Teorema do Confronto, liml+f(x) =0
x—— x—— x——

Portanto,

1
i —_ 2 =
xgr_nfr In(—x) cos (ln(—x)) 0
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b) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que a equagao
1 1
[x] + 5= sen [(x — E) n]

13
admite uma solucao no intervalo (E'Z)

1 1
Seja f(x) = [x] + 5~ sen [(x — E) n] .Devemos provar que f(x) admite uma

13
2 reat o incervato (1, 2),
raiz real no intervalo 2’

r@)=[l+z-senlG-2)] =0z -sen@ =3 1 1(3) >

(@) =Bl 3-senlG-r =0 vz @) =157 1)<

* Obs,: lembremos que a fungao [x] é continua em x € (R — Z) e,portanto, a
13
fungio [x] é continua no intervalo fechado [E'Z :

1 1
* Obs,: a fungao sen [(x — E) n] assim como a fungao constante > sdo continuas

1
em R e,portanto,continuas no intervalo fechado [E'Z]

13 1
Logo, f é continua no intervalo fechado [E’Z] e 0 é um nimero entre f(§> e

3 1 3 13
f (Z)' onde f (E) >0>f (Z) .Entdo, existe algum nimero x € (E'Z) tal que

13
f(x) = 0. Portanto, f admite raiz real no intervalo <§'Z> tal que

[x] +%= sen[(x—%)rr].

Questao 4
. x%senx ,
a) Encontre a reta tangente ao grafico dey = no ponto de abscissa
X =Tm.
[i(x2 senx)]ex — (x?.senx) i(e")
dy — oy dx T ' “dx
dx (e*)2
. [2x.senx +x?cosx]e* — x%.senx.e*
y' = ;e #0,Vx € R.

(e¥)?
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. 2x.senx + x*(cosx — senx)

y = o
2
m?.senm
*Em x =m temos y= = 0. Ponto (m,0)
e
dy _, _2msenm+m?(cosm—senn)  m?
dxl,_, Yn = em Cem

Equacio da reta tangente em (m, 0):

b) Em quais pontos o grafico da fungio f(x) = x> — 2x?+x — 1 tem reta
tangente horizontal? Existem pontos onde a reta tangente tem inclinagao
igual a -1?

Dizemos que uma reta tangente é horizontal quando a inclinacdo da reta
é zero emrelagio ao eixo x,ou seja, quando m = f'(x) = 0.

fl(x) =3x*—4x+1

f'l(x)=0=>3x2—4x+1=0

A=16-12=4
442
x=T.'-x1=1 ex2=§

Logo, os pontos onde a reta tangente ao grafico de f(x) é horizontal sio:
1 1 1 23
A=(LfMD)=0-D eB= <§'f(§)) =(5-2)
Existem pontos onde a reta tangete tem inclinagio m = f'(x) = —1?
flx)=-1=3x>—-4x+1=-1
3x*—4x+2=0

A=16—24 = -8 (A< 0 = nao existe solucio em x € R)

* Portanto,ndo existe reta tangente ao grafico de f(x) com inclinacio igual
a—1.

Questao 5

a) Se g é uma funcio duas vezes diferenciavel e f(x) = x. g(x? + 1),
encontre f'' (1) sabendo-se que g'(2) = g"'(2) = 1.
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F0) = gt + 1) + 2 [ + 1]

* Pela Regra da Cadeia,

d 2 12 i 2 (2
E[g(x +1D]=g +1).dx(x +1)=g"(x*+1).2x

fl(x)=gx*+ 1)+ 2x%g (x> +1)

d .,
T [g'(x* +1)]

d 2
-a[g (x*+ 1)]

f”(x)— [g(x + D]+ 4x. g’ (x? + 1) + 2x2.

f'(x)= 2x-g (x2+ 1) +4xg' (x? + 1) + 2x?

Pela Regra da Cadeia,

;—x[g’(xz +1)]=g"(x*+ 1) (x +1)=2x.g"(x*+ 1)
f'(x)=6x.g'(x*+ 1) +4x3.g" (x* + 1)

f"(1)=6.9'(2) +4.9g"(2)

F (D) =61+ 4.1

Fr(D=6+4=10

4x+ 5

V2xZ+ 1

Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal do grafico de f(x) se ou

b) Determine as assintotas horizontais do grafico da funcio f(x) =

lim f(x)=L ou xl_i)rzloof(x) =1L

X—+00
4x+5
lim FGO = li 4x+5 |x| _1 .
x—1>11100f x) = x—1>I-|I-loow/2x2 + 1 - x—1>r-|l:loo 1/2:)‘-2 + 1 x—>+oo 1/2x2 x—1>r-|r-loo 2 !
T J i
* Obs,:se x > 4+, entdo |x| = x ,e ainda, |x| = /x2.
5 : .5
. 4‘+§ _ xETm4+xll>erx _4+0_i_ \/'_
lim = —\/2 O_ﬁ_z 2.
X—+ 0o
\/2+i2 Jlim 2+limi2 *
X X400 x> +00

Portanto,aretay = 2V/2 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

et 4x+5 4x 45 5
X
hm f(x)= lim = li x| = lim

= hm —_— hm _—x _ v
xomo2xZ 4 1 %m0 2x2h 1 xte ZaR £ 1 xot 1
| x| Vx?
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* Obs,:se x > —o0,entdo |x| = —x , e ainda, |x| =/ x2.
5 ., 5
; _4‘_}_ x1—1>r£1004 xl—1>r—noox __4_0__4'_
lim = =7 O——z——Z\/Z.
X—>—00
\/2+xi2 \/lim 2+ lim - Veto v
xX——00 X——00

Portanto,a reta y = —2\2 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
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1.10 Provade Reavaliagdoda AB1 — 28 de Novembro de 2015
Questao 1.

x?—16

——— para ser continua
x2—-3x—4 p

a) Defina g(4) de maneira que estenda g(x) =

emx = 4.

b) Determine os dois pontos em que a curvax? + xy + y?> = 7 cruza o eixo x e
mostre que as tangentes a curva nesses pontos sao paralelas. Qual é o coeficiente
angular comum dessas tangentes?

Questao 2.

X —-X

—e
———— e a seguir
+ e

a) Determine as assintotas do gréafico da fungdo f(x) = —

obtenha os pontos de contato delas com o grafico da funcio g(x) = arcsenx.

1)COS(3i_x) .

b) Calcule,caso exista, lim_|[(3 —x) (—
x—-3* 2

Questao 3.

a) Ache a derivada de f(x) = cos(marecosr),

cotgx — 1
b) Obtenha a equacao da reta tangente a curva y = oer - no ponto em que
T cossecx
X =—
2
Questao 4.

. In x . -
a) Seja f(x) = (T) (x — 2)e*.Calcule a area do tridangulo delimitado pelos

eixos coordenados e a reta tangente ao grafico de y = f(x) no ponto de abscissa
x=1.

b) Considere f(x) = x™,n inteiro positivo.Use a definicio de derivada para
provar que f'(x) = nx™ 1.

Questao 5.

a) Sejag(x)=f .Sendo f’<\§) = V2, calcule g'(2).

x2+4

b) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que o grafico da
funcido f(x) = —x? intercepta a circunferéncia de raio 1 e centrada na origem
num ponto do 32 quadrante.
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Questao 1

x?—-16

D 4)d tend =
a) Defina g(4) de maneira que estenda g(x) R y—

para ser continua

emx = 4.

Dizemos que g(x) é continua em x = 4 se, somente se, g(4) = linz g(x).
X—

Contudo, g(4) e lirr}} g(x) devem existir.
x—

lim £ = I x?—16 (=D +4)
xl—rgfx _xl—rng—Sx—éL x—>4(x—4)(x+1)

Obs:se x = 4,entao x + 4 e,portanto,x —4 # 0.

=+ x+4 Mmxtlimd 444 8

lim im -

x—>4(x A)(x+1) xo4x+1 lm}Lx+llrr‘1Ll 441 5
X— X—

8
Portanto, para que g(x) seja continua em x = 4, g(4) = 3

b) Determine os dois pontos em que a curvax? + xy + y*> = 7 cruza o eixo x e
mostre que as tangentes a curva nesses pontos sao paralelas. Qual é o coeficiente
angular comum dessas tangentes?

Os pontos onde a curva cruza o eixo x possui ordenada igual a zero (y = 0).
Logo,

x?2+x.0+0%=7= x? =V7 ex,= 7.

Pontos A = (\/7,0) eB = (—\/7,0).

Derivando a expressao da curva implicitamente em relacdo a x,temos:

d d d d
— (xz) + (xy) + (yz) =— (7)

2x + s + dy+2 iy * 0
R T
2x+y+xy' +2yy' =0

y'(x+2y)=-Q2x+y)

,  2x+y

y= x+2y
dy| , _ 2J7+0 _ ., 2(=7)+o0
dxl, 4 V7 + 2.0 ' dxlg e (_ﬁ)+2_0

* Duas retas sdo ditas paralelas quando possuem a mesma inclinagao, ou seja,
mesmo coeficiente angular.Como y, = y, entdo as retas tangentes em A e B
sdo paralelas e o coeficiente angular em comum é m = —2.
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Questao 2

X _ ,—X
—— e a seguir
e*+e™*

obtenha os pontos de contato delas com o grafico da funcio g(x) = arcsenx.

a) Determine as assintotas do grafico da fungdo f(x) =

Dominio da fungio f(x) : como e* >0,Vx E Ree ™ > 0,Vx € R,entdo f esta
definida nos reais e,portanto, D(f) = R.

* Como f é continua em R entdo f nao possui assintotas verticais,pois estas
assintotas ocorrem nos pontos de descontinuidade de uma funcgao.

Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal se ou lim f(x) =L ou

X—+ 0
lim f(x)=L.
X——00
e* —e™ e (1- %x 1- 1}5
lim £ = lim ———= lim — &%= lim —¢— =
X—+00 x->+0eX + e X+ oy 1+ x—>+001+

lim 1-— lim% 1-0 1

x—+ 00 X—+ 00 _1+O:I:1;gex—)+oo,7—)()_
. . e

lim 1+ lim —¢

xX—+ 0 x—+o00 €

Portanto,a reta y = 1 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

_ o e¥—e* e (e -1) e —1
lim f(x) = lim ———= lim ———= = lim ———=
X——00 x=—weX + e xo-we X(eX+1) x-o-weX 41
lim e**— lm 1 g_1 _q

X——00 X—>—00 2x
= =—=-1;sex > —x,e”* -0
lim e+ lim 1 041 1
X—— 00 X—>— 00
Portanto,a reta y = —1 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x)

* A intersecdo entre as assintotas com o grafico de g(x) = arcsenx sio:

y=1=g(x) = 1= arcsenx ~x =senl
y=—-1=g(x) = —1=arcsenx ~ x =sen(—1) = —sen(1)

Pontos de contato : A= (sen(1),1) e B=(—sen(1),—1)

1)C°S(3i—x) .

b) Calcule,caso exista, lim_|[(3 —x) (—
x—3t 2

Vx € R, com x # 3, temos:

1
—ISCOS( )Sl
3—x
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1 -1 1 COS(;—X) 1 1
G =G =0
L 2 2 2
* Obs: como 0 < > < 1 a funcao exponencial é decrescente e,portanto, o sentido

da desigualdade inverte.

Se x » 3%, entdo x > 3 e,portanto,3 — x < 0.Logo,
1
1)cos(m)

2(3—x)£(3—x)(§ S%(B—x)

Seja f(x) = 2(3 — x),9(x) = (3 —x) (%) e h) = %(3 — x), entdo
f(x) < g(x) < h(x).

Jim, f(x) = lim, 2(3 —x) = 0

Jim, h3) = i 33— =

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x estd proximo de 3 por valores maiores que 3
(exceto possivelmente em 3) e 1ir§1+ fx) = lin31+ h(x) = 0 entdo,pelo Teorema
X— X—

do Confronto, lin31+g(x) = 0. Portanto,
X—

)

-0 <

Questao 3
a) Ache a derivada de f(x) = cos(marccoB*),

Seja u = arccotgx ,v =n" e f(v) = cos(v) .Pela Regra da Cadeia, temos:

af T )_du dv df
dx _fl X = dx du dv
f'(x)= [— n xz] .(r*.Inm).(—senv)
, JrArCCOt8X 11y 1. Sen(narccotgx)
£1(x) = o
+ x
cotgx —1
b) Obtenha a equacao da reta tangente a curva y = cofsﬁ no ponto em que
s

X = E
d_y L (— cossec?x).cossecx — (— cossecx . cotgx)(cotgx — 1)
dx y cossec? x
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— cossecx (cossec? x — cotg?x + cotg x)

I — ; t 2 + 1 = 2
y p— cotg®x cossec?x
1+ cotgx
y' = _—( 8x) = —(senx + cosx)
cossecx
Em x =E,y’ = —(senz—l—cosz) =—(14+0)=-1.
2 2 2

T

s cotgz—1 0-1 -1

Quandoxzi,yz = = 1
cossec

Equacio da reta tangente em x = w/2:

y—1=—1(x—§)
2+m

2

y=—x+
Questao 4

In x
a) Seja f(x) = (T) (x — 2)e*.Calcule a area do tridangulo delimitado pelos

eixos coordenados e a reta tangente ao grafico de y = f(x) no ponto de abscissa
x=1.

Ponto do grafico de f(x) com abscissa x = 1:

f() = (lnT1> (1 —-2)e! =0 ;ponto (1,0)

£ =D, [1“7’“] (x—2)e* + (I“Tx).px[(x —2)e]

1) = Exx—znx (x—2)e* + (1“7’“) [e* + (x —2)e”]

OEE _xlznx (x — 2)e* +lnTxe"(x— 1
f,(l): 1—-In1 (1—2)€1+1nT181(1_1)
fr()=-e

Equacio da reta tangente em P = (1,0):
y—0=—-e(x—-1)
Intersecdes com os eixos coordenados: (0,e) e (1,0)

Area do triangulo delimitado pela reta e os eixos coordenados:

1.e_e

A==2=CSua
2 2¢
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b) Considere f(x) = x™,n inteiro positivo.Use a defini¢io de derivada para
provar que f'(x) =nx™ 1.

Pela definicao de derivada,temos

f(x+Ax) - f(x)

f'(x) = i
, o (x+Ax)" -
f () = Alplcr—r}O Ax
N (n—1)
n(n—
(x + Ax)" = Z (Z) xRAxR = x™ + nx™ T Ax + Tx"‘zmc2 + -+
k=0
nxAx™ 1 + Ax™.
) x4 Ay + R 2 n(n— — ) x"2Ax% 4 -+ nxAx™ 4+ Ax™ — x™
f'(x) = lim
Ax— Ax
_ x"VIAx + ———= nn—1) 5 1) X"2AX? 4 -+ nxAx™ 1 + Ax™
_AIJICTO Ax
Ax [nx" e ( — 1) X" 2Ax + -+ nxAx™? + Axn"l]
= A,
nn—1
= Alim0 [nx""1 + %x"‘zAx + -+ nxAx"? + Ax”‘ll
X—

* Se Ax = 0 entdo todos os termos com Ax também tendem a zero.Logo,
f'(x) =nx™?

Questao 5

a) Sejag(x)=f .Sendo f’<\§> = V2, calcule g'(2).

~
—_

x2+4

1 1
g )= x2+4 Dz x%24+4
@=f| =0, |2+
g@)=f x2+4-x_(x+) ]
@=1 |y |[502+ 9770
g x%2+ 4 '

1 1 3
g@=r| []|-3® 2(4)]
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1

1]__ 1 _
48l ayz 8

g' @)= f’(?)

b) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que o grafico da
funcio f(x) = —x? intercepta a circunferéncia de raio 1 e centrada na origem
num ponto do 3° quadrante.

.[—2.%] =2, [—

Equacdo da circunferéncia de raio 1 centrada na origem:

x?+yt=1

Seja[g(x)]*=1—x?,com g(x) < 0,entdo g(x) = —\/1 — x2 representa a
semicircunferéncia compreendida no 32 e 42 quadrante.

Devemos mostrar que f(x) = g(x) para algum ponto (x,y) no 32 quadrante,
ouseja,x < 0ey<0.Como g(x) <0 entdo a segunda condigdo ja é satisfeita

(y<0). Sejah(x)=f(x) —g(x) = —x*+1—x2.

h(=1) = —(-1)?+J1-(-1)2=-14+v0=—-1; h(-1)<0
h(0) = —(0)24++/1-02=0+vV1=1; h(0)>0

h é uma fungio continua no intervalo fechado [—1,0] e 0 é um nimero entre
h(—1) e h(0),onde h(—1) < 0 < h(0).Entio, existe algum x € (—1,0) tal que
h(x) = 0. Portanto, h(x) =0 = f(x) = g(x) para algum x € (—1,0) onde x < 0.
E comoy = g(x) = f(x) < 0,entdo o ponto de interse¢io pertence ao 3°
quadrante.

* Obs: essa questao também pode ser resolvida utilizando a expressao obtida
pela substituicio de f(x) na equacio da circunferénica (x* +x* = 1) e fazer
0 mesmo procedimento, mostrando que x < 0 ey <O.
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1.11 Provade Reavaliagdoda AB2 — 27 de Novembro de 2015

Questao 1.

a) Mostre que a equacgdo 2x — 1 = senx tem exatamente uma raiz real.

b) Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da funcio f(x) =
2 cosx — cos(2x),x € [0,2m].

Questao 2.

a) Um triangulo retangulo tem um cateto com lado de 5m e angulo agudo
oposto com 45°,com um possivel erro de + 2°. Use dif erenciais para estimar o
erro no calculo do outro cateto.

b) Uma particula,inicialmente em repouso,da uma volta completa num circulo,
respeitando a funcio de posicio s(t) = 2 — cos[In(t + 1)]. Determine em que
instante, ap6s o inicio do movimento, a particula volta ao repouso.Qual o
deslocamento neste intervalo de tempo?

Questao 3.

a) Um avido voa horizontalmente a uma altitude de 2km,a 800 km/h, e passa
diretamente sobre uma estacgdo de radar. Determine a taxa segundo a qual a
distancia entre o aviao e a estacao aumenta, quando ele esta a 3km da estacao.

b) Determine os pontos criticos, 0 dominio e os valores extremos (absolutos e

relativos) da funcio f(x) = xy/4 — x2.
Questao 4.

a) Pedrinho esta construindo uma pipa com 3 palitos de tamanhos 2r cm,
cruzando-se seus pontos médios,como na figura,onde o palito vertical é um
eixo de simetria para o hexagono resultante.Qual o angulo 8 que maximiza a
area da pipa?
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b) Os pontos (—1,3) e (0,2) estido no grafico da funcio f para a qual

f"(x) =2—4x.Verifique se o grafico de f intercepta o grafico da funcio
3x? — 2x3

gx) =——F

Questao 5.

a) Verifique se existe funcdo derivavel na qual f'(x) < 5,f(2)=—-1e
f(4) = 10, quando restrita ao intervalo (2,4).

b) A figura mostra o setor de um circulo com dngulo central 6.Seja A(6) a
area do segmento entre a corda PR e o arco PR.Seja B(0) a drea do tridngulo

POQR.E tre li A(6)
QR.Encontre GLrBIJfB(G)'

BO)
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Questao 1
a) Mostre que a equacgdo 2x — 1 = senx tem exatamente uma raiz real.

Seja f(x) = 2x — 1 —senx.Devemos mostrar que f(x) possui exatamente
uma raiz real.

F(0)=2.(00—1—-sen0=0-1-0=—1; f(0)=-1<0
f(m)=2n—1-senn=2n—-1-0=2n—-1; f(m))=2r—-1>0

Como f é uma composicao de fungdes continuas em R e,portanto, f é continua no
em R.Logo, f é continua no intervalo fechado [0,7] e 0 é um nimero entre f(0) e
f(m),onde f(0) <0 < f(m), entdo pelo Teorema do Valor Intermediario,existe
algum nimero x € (0, 1) tal que f(x) = 0.Com isso, concluimos que f possui

uma raiz real em (0,1).

Suponha que f possua duas raizes reais ae b tais que f(a) = f(b) = 0.Como f
é uma funcio continua no intervalo fechado [a,b] e dif erencidvel no intervalo
aberto (a,b),e f(a) = f(b) pelo Teorema de Rolle existe algum c € (a,b) tal que
f'(c)=0.

f'(x) =2—cosx;

—1<—-cosx<1

2—1<2-cosx<2+1
1<f'(x)<3

x Logo,f'(x) > 0,Vx € R e,portanto, f nio possui duas raizes reais e, por
contradigdo, f possui no maximo 1 raiz real. Como ja comprovamos a
existéncia dessa raiz pelo Teorema do Valor Intermediario, entao f possui
exatamente uma raiz real.

b) Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da funcio f(x) =
2 cosx — cos(2x),x € [0,2m].

f'(x) = —2senx + 2 sen(2x)
f'(x) = —2senx +4senx.cosx
f'(x)=2senx (2cosx — 1)

(__F____'j_ < 2sen(x) T “'“m‘_ 2eos{z) — 1
/ N / AN
/ + + \\. [~ — | + \
| TN —
N R A I R
\ / | -/
N | S AN | /
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Com essa andlise acima chegamos ao seguinte comportamento de f'(x):

I 5
(0)++++(§) —————— (n)++++++<?>————(2n) f'(x)
, , 5t
f é crescente onde f'(x) > 0,portanto, f é crescente em ( ,=) U (n, ?)
I I
f é decrescente onde f'(x) < 0,portanto, f é decrescente em (g,n) U ( 3 )

Questao 2

a) Um triangulo retangulo tem um cateto com lado de 5m e angulo agudo
oposto com 45°,com um possivel erro de + 2°. Use dif erenciais para estimar o
erro no calculo do outro cateto.

5 n
tg 0 2 ;x=>5cotgf ; AG =df =42 180 rad = _90 rad

Como df < 1rad,entdo Ax = dx.Logo,

Ax =~ dx
Ax ~ x'(0).d0O
Ax ~ —5.cossec?6.do

Ax ~ —5. cossec? (%) : (i l)

Ax ~ —5.(2). (2 l) - igm

90

I
Logo, 0 erro no calculo do comprimento do outro cateto é+ gm.

b) Uma particula,inicialmente em repouso,da uma volta completa num circulo,
respeitando a funcio de posicio s(t) = 2 — cos[In(t + 1)]. Determine em que
instante, ap6s o inicio do movimento, a particula volta ao repouso. Qual o
deslocamento neste intervalo de tempo?

Inicialmente (t = 0) temos s(0) = 2 — cos[In(1)]=2—-cos0=2—-1=1.

sen[In(t+ 1)]
t+1

s'(t) =v(t) =

0 momento em que a particula volta ao repouso refere — se ao tempo t > 0,
tal que s'(t) = v(t) = 0.

v(t) =0= sen[ln(t+ 1)]=0

In(t+ 1) =0 = t = 0 (referente ao inicio do movimento)
In(t+1)=n=t=e"—-1.
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* Portanto,t = e™ — 1 é o instante, apds o inicio do movimento, que a particula
volta ao repouso.

O deslocamento nesse intervalo de tempo é dado por As = s(e™ — 1) — s(0).
s(e™—1) =2 —cos[In(e™)] =2 —-cost =2 —(—-1) = 3.

Logo, o deslocamento da particula foi As =3 —1 = 2.

Questao 3

a) Um avido voa horizontalmente a uma altitude de 2km,a 800 km/h, e passa

diretamente sobre uma estacao de radar. Determine a taxa segundo a qual a
distancia entre o aviao e a estacao aumenta, quando ele esta a 3km da estacao.

2 _ conkm/h

Awiida

2hem

Radar Solo

Pela ilustracdo acima, tiramos a seguinte relacao:

D? = 2% + x2
D? = 4 4 x*

Quando D = 3km temos ...
x2=D2—4=9—4=5.x =V5km

Derivando a expressao inicial em relacao ao tempo,obtemos:

d d d

— 2y — (2

pr (D?) dt(4)+dt(x )
aD dx

0.2 — 04202
a T

dx aD
Onde I é velocidade do avido,ou seja,800km/h e I a velocidade com a qual

varia a distancia entre o aviao e a estagdo de radar.Logo,para D = 3kme
X = \/gkm, temos:
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dD
2'(3)'E =2.4/5.800
dD _ 800V5

= km/h
dt 3 /
* Portanto, a distincia entre o avido e a estacio estd aumentando a taxa de

800v5
3

km/h quando o avido esta a 3km de distancia da estagio.

b) Determine os pontos criticos, 0 dominio e os valores extremos (absolutos e

relativos) da funcdo f(x) = x/4 — x2.
Primeiramente devemos definir o dominio da funcio f(x).

D(f)={x ER;4—x2>0} = D(f) ={x €R; =2 < x <2}

Como f éuma funcgio continua no intervalo fechado [—2,2] e dif erencidvel no
intervalo aberto (—2,2) podemos utilizar o Método do Intervalo Fechado para

determinar os valores extremos (absolutos e relativos) de f(x) no intervalo
fechado [—2,2].

Obs,: f é uma fungdo impar,ou seja, f(x) = —f (—x)
1.0s valores de f nas extremidades do intervalo.

f(=2) =—2y4—-(-2)?=-2V4-4=-2V0=0.
f(2)= 2/4—-(2)2=2V4—4=2V0=0.

2.0s valores de f nos nimeros criticos.

* Um nUimero critico de uma funcao f é um nimero c no dominio de f onde
ou f'(c) =0 ou f'(c) nio existe.

Como f é derivavel em (—2,2) os nimeros criticos ocorrem onde f'(x) = 0.
ff)=0=2-x2=0=>x2=2:x=+V2

f(V2)=V2|4-V2 =VZNE-2=V2VZ=2

Usando o fato de que f é uma funcgao impar:f(—\/f) = —f(\/f) = —2.
3.Comparando os valores obtidos nas etapas 1 e 2,concluimos que

* f(\/z) = 2 é o valor maximo absoluto e local da funcido f no intervalo [—2,2];
* f(—\/f) é o valor minimo absoluto e local da funcido f no intervalo [—2,2];
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Questao 4

a) Pedrinho esta construindo uma pipa com 3 palitos de tamanhos 2r cm,
cruzando-se seus pontos médios,como na figura,onde o palito vertical é um
eixo de simetria para o hexagono resultante.Qual o angulo 8 que maximiza a
area da pipa?

Como o palito vertical é um eixo de simetria podemos
nos ater apenas a metade do hexagono resultante.
Como os palitos estao unidos pelo seu ponto médio,
entao todos os triangulos observados no hexagono
sdo isosceles com lados iguais medindo r cm.

Dado 2 lados do triangulo e o angulo adjacente entre eles,
a area desse triangulo é dada pela expressao:

1
A=§a.b.sena’ /

* O triangulo central possui abertura 8,com 0 < 6 < m enquanto que os outros
por simetria, possui abertura de (m/2— 6/2) cada um.Logo,

1, 1, ™ 0 1, 0
A1=Er sen 0 eA2=A3=Er sen(z—§>=§r cos>

* Portanto, a area total do hexagono resultante (pipa) é dada pela expressio:
0
Ap(0) =r?sen@ + 2r*cosf = r? (sene + 2 cosz)
0 0
A (0) =712 (cosH—sen§> i cosf = 1—25en2§

0 0
A%(0) = r? (—2 sen? o —sens - 1)

2
. « - P 6
Analisando a funcao quadratica em incognita sen E,temos:
A=1+8=9
6 1+3 0 1 6 1
_—— = —_ = - —_— -
sen- 2 sen- e seny =
0 0
D+++++++++1/2) - ————— (D (—Zsenzz—senz+ 1)

Analisando o circulo trigonométrico para a fungdo A';(0),temos:
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0
Pelo teste da primeira derivada, para 5<% temos um ponto critico

I
associado ao valor maximo local da fungdo da area da pipa.Logo, 8 = 3 é

o valor do angulo 6 que maximiza a area da pipa que Pedrinho esta
construindo.

b) Os pontos (—1,3) e (0,2) estdo no grafico da fungio f para a qual
f"(x) =2—4x.Verifique se o grafico de f intercepta o grafico da funcio
3x?—2x3
9t =——
2
fl)=2x—2x*+C, ; f(x)=x? —§x3 +Cix+ C,

Como os pontos (0,2) e (—1,3) pertencem ao grafico de f,entdo f(0) =2 e
f(—=1) = 3. Substituindo na expressao de f(x),obtemos:

f@) =C, = C=2

2 2
f-D=145-C+2=3:C =3

2 2 2
f(x)=x2—§x3+§x+2 ; g(x)=x2—§x3
Intersecio entre f(x) e g(x):

f(x) =gx)
2 2 2
x? —§x3 +§x+ 2 =x? —§x3
2 +2=0
g3¥ T
x=-3

Intersecio: (—3,g(—3));
2
g(=3)=(-3)*- 5(—3)3 =9+ 18 =27. Intersecio P = (—3,27);
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Questao 5

a) Verifique se existe funcdo derivavel na qual f'(x) < 5,f(2)=—-1e
f(4) = 10, quando restrita ao intervalo (2,4).

Se f é continua no intervalo fechado [2,4] e derivivel em (2,4),pelo Teorema
do Valor Médio,existe algum x € (2,4) tal que

oy S@-f@) 10-(-1) 11 _
ff) == —=—F5—=5=55

* Portanto,ndo pode existir uma fungio derivavel na qual f'(x) <5 com essas
condigdes, uma vez que,pelo Teorema do Valor Médio deve existir, pelo menos,
algum x € (2,4) tal que f'(x) =5,5.

b) A figura mostra o setor de um circulo com dngulo central 6.Seja A(0) a
area do segmento entre a corda PR e o arco PR.Seja B(6) a area do tridngulo

POR.E tre li A(6)
QR. Encontre eg‘{)hB(Q)'

B(0)

2

1 1 r
A(9) = 591”2 - Erz senf = 7(9 —sené) 2

1 1
B(9) = Eb X h= E(r— r.cos0) X (r.senf) = %(1 —cos0)send
A6) 0 —sené 0

6?11_{51+ @ = 911_1:{)1+ (1—cos 8)sen 0 ; indeterminacgao do tipo 0

Aplicando a Regra de L' Hospital, temos:

I 6 —senf y 1 —cosf@ I 1 —cosf@
im = lim = lim ;
6-0* (1 —cos@)senf 6-0*sen?d —cos?0 + cosf® 6-0*—2cos?0 + cosO + 1
I 1 —cosf@ I sen 6 I sen 6
im = lim = lim =
6-0* —2cos20 +cosf+1 o6-0t4senfcosf —senf 6-0tsenf (4cosh —1)
1 lim, 1 1 1

lim = 60" = =
6-0t4cosf — 1 lim 4cos@—lim1 4-—1 3
6-0" 90"
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1.12 Provade Reavaliagdoda AB2 — 28 de Novembro de 2015
Questao 1

a) Uma particula se desloca em linha reta,de acordo com a fungao de posicao
2
() = In [M]
5
i. Determine em que momento a particula volta a posicao inicial.
ii. Determine em que intervalos de tempo a particula se move para tras ou para
frente e em que ocasido ela estara em instantaneo repouso.

b) A curva y = senh[senh(e*) — e*] possui reta tangente horizontal? Caso
possua, dé sua equacio.

Questao 2

a) Uma piscina com borda quadrada de 10m de lado possui um fundo inclinado
com profundidade 1m numa lateral, crescendo até 2m na lateral oposta.Se a
piscina esta sendo enchida a velocidade de 0,4 m3 /min, determine a taxa de
variacao da altura no nivel da 4gua, no instante em que ele é de 0,5m na
extremidade mais profunda.

senx, se0<x<m/2

b) Seja f(x) = .Mostre que f(0) = f ().

2

——x+2, n/2<x<m
i

Existe c € (0,m), tal que f'(c) = 0?

Questao 3

1
a) Encontre as abscissas dos pontos da curvay = —2 cosx — 2 sen(2x),com

0 < x < 2m, onde a concavidade é minima e onde a concavidade é maxima.

b) Considere a funcio f que satisfaz as seguintes condicoes: f'' (x) < 0,
f'(0)=2e f(0) =1.Mostre que f(x) <2x+ 1,em [—1,1].

Questao 4

a) Determine os pontos criticos, o0 dominio e o valores extremos (absolutos e
locais) para a fungio f(x) = x'/3 + x*/3,

x s
b) Calcule lim — .
x—y Lcotg x 2.cosx

Questao 5

8
a) Sabemos que f'(x) =1 — L3 edue f(2) = 5. Determine as assintotas

horizontais,verticais e obliquas de f,caso existam.



X
b) Esboce o gréfico da funcio f(x) = Y depois de determinar

4

- Os intervalos de crescimento e decrescimento;

- Os pontos de maximos e minimos locais;

- As assintotas, caso existam;

- Os intervalos onde a concavidade é para cima ou para baixo;
- Os pontos de inflexao.

98
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Questao 1

a) Uma particula se desloca em linha reta,de acordo com a fungao de posi¢do

s(t) =1n [%}

i. Determine em que momento a particula volta a posicao inicial.
(0—-2)2+1 4+1
==l =n|

5 5
Queremos determinar quando s(t) = 0 parat # 0.Logo,

(t—2)2+1
S

A posicao inicial da particula é s(0) = In l ] =Ilnl=0

t—2)2+1
=0:(—)=e°=1:(t—2)2+1=5

s(t)=0=1n c

(t—2)2=4-(t—-2)=42-t=00ut=4.
Portanto,em t = 4 a particula volta a posicao inicial.

ii. Determine em que intervalos de tempo a particula se move para tras ou para
frente e em que ocasido ela estara em instantaneo repouso.

5 L ooz 2=

v(®) =s'(0=—u s (t—2)2+1

Analisando o comportamento (sinal) da fungio velocidade, temos:
0)——————~- @D+++++++++ v

Portanto, onde v(t) < 0 a particula se move para tras, ou seja,emt € (0,2).
Logo,v(t) > 0 significa dizer que a particula se move para frente em

t € (2,+).E excepcionalmente emt = 2 a particula encontra — se em
instantaneo repouso (v(t) = 0).

b) A curva y = senh[senh(e*) — e*] possui reta tangente horizontal? Caso
possua, dé sua equacgao.

y' = [e*.cosh(e*) — e*].cosh[senh(e*) — e*]
y' = e*[cosh(e*) — 1] cosh[senh(e*) — e*]

Devemos verificar se existe x € R tal que y' = 0.Logo,
e*=0
y'=0= cosh(e*)—1=0
cosh[senh(e*) —e*] = 0

)

* Obs;:e* > 0,Vx € R. Portanto, a primeira equagdo ndo tem solugao.

* Obs,: cosh(e*) > 1,Vx € R.Logo, cosh(e*) —1 > 0,Vx € R.Portanto, a
segunda equagao nao tem solucao.

* Obs,: cosh[senh(e*) — e*] > 1,Vx € R. Portanto,a terceira equagio ndo tem
solugao.
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Com essas analises, ndo existe x € R tal que y' = 0 e, portanto,o grafico de
y = senh[senh(e*) — e*] nio possui reta tangente horizontal.

Questao 2

a) Uma piscina com borda quadrada de 10m de lado possui um fundo inclinado
com profundidade 1m numa lateral, crescendo até 2m na lateral oposta.Se a
piscina esta sendo enchida a velocidade de 0,4 m3 /min, determine a taxa de
variacdo da altura no nivel da agua, no instante em que ele é de 0,5m na
extremidade mais profunda.

10m

10m

1m

Im

1
V = A ansversar X Comprimento = Eh' b.10 = 5hb

Pelo triangulo ilustrado na figura a direita, temos:

1O—b‘b—10h=V—50h2
=y b= =

Pela regra da cadeia,

dv _dvV dh
dt  dh dt
dh
0,4 = 100h.—
dt
dh 1
dt  250h

Quando a agua esta com 0,5m de profundidade, temos:

dh 1 ) .
- = —m/min = 0,008 m/min
dtlp=osm 125

A taxa de variacgio da altura no nivel da dgua é de 0,008m/min quando ela esta
0,5m de profundidade na extremidade mais profunda.
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senx, se0<x<m/2

b) Seja f(x) = .Mostre que f(0) = f ().

2
—Ex+2, n/2<x<m
Existe c € (0,m),tal que f'(c) = 0?
2
f(0) =sen0=0 ; f(n)z—;n+2=—2+2=0.; f(0)=f(m) = 0.

Se f é uma funcio continua no intervalo fechado [0,7] e dif erenciavel em (0,m),
e f(0) = f(m),pelo Teorema de Rolle deve existir algum c € (0,7) tal que

f'(c)=0.

cosx, se0<x<m/2

f'(x)=

2
——, senm/2<x<m
s

*0bs: f'(x) =0= cosx =0 - x = = Entretanto fi (E>——Eef’(z)—0
' - ST T Y\ g\ T

Como as derivadas laterais existem, mas sao dif erentes, entdo f nao é
derivavel em x = /2.

Portanto, nio existe ¢ € (0,m) tal que f'(c) = 0 e isso ndo contradiz o Teorema
de Rolle,uma vez que, f ndo é derivavel em (0,m).

Questao 3

1
a) Encontre as abscissas dos pontos da curvay = —2 cosx — 1 sen(2x),com

0 < x < 2m, onde a concavidade é minima e onde a concavidade é maxima.

Devemos encontrar os valores de x tal que f"' (x) seja maximo ou minimo,
ou seja, faremos o estudo de f'"'(x) para encontrar os nimeros criticos
associados aos valores maximos e minimos locais da concavidade.

y =f(x) =—2cosx —%sen(Zx)
f'(x) = 2senx —%cos(zx)
f"(x) = 2cosx + sen(2x)

f""(x) = —2senx + 2 cos(2x) ; cos(2x) =1 —2sen?x ;
f""(x) = —4sen®’x — 2senx + 2

A=4+32 =36

2+6 1
senx = ——g- - senx; = —1 ou senx, = 3

3T 1 T 5
*senx1=—1.'-x1=7 ;*senx2=5.‘.x2=g e x2=?
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Analisando a funcio f'"(x) pelo circulo trigonométrico abaixo, temos:

(NI

(@) = —dsen’r — 2sena + 2

Com a analise acima, concluimos que

f"(x) é crescente em (0,7/6) U (57/6,2m) e
f"(x) é decrescente em (1/6,51/6)

3
Com isso temos que x = > é apenas um namero critico,ndo esta associado a

nenhum valor extremo de f' (x). Entretanto, pelo teste da primeira derivada de

T 5t
f"(x) temos em x = 3 um valor maximo local e em x = e um valor minimo
local.
T . . St . ,
Portanto,em x = 3 a concavidade é maxima e em x = e a concavidade é

minima.

b) Considere a funcido f que satisfaz as seguintes condigdes: f'' (x) < 0,
f'(0)=2e f(0) =1.Mostre que f(x) < 2x+ 1,em [—1,1].

Seja h(x) = f(x) — 2x — 1. Devemos mostrar que h(x) <0 em [—1,1]

h(-1)=f(-1)+1eh(1)=f(1)-3.
h'(x) =f"(x)—2
h'(x)=f"(x)<0

Como h''(x) < 0 em (—1,1) entdo,h'(x) é decrescente em (—1,1).Logo,
h'(0)=f'(0)—2=2—-2=0.E como h'(x) édecrescente entdo,para x> 0,
h'(x) <0eparax <0,h'(x) >0.Comisso,podemos concluir que h(x) é
crescente em (—1,0) e decrescente em (0,1),em que x = 0 é um nimero
critico associado a um valor maximo local, pelo teste da primeira derivada.

h(0)= f(0)—20—-1=1-0—1=0.
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Como h(0) = 0 é o valor maximo local e absoluto de h(x),pois, pela anilise
de h'(x) temos h(—1) < h(0) e h(0) > h(1),consequentemente, para todo o
intervalo fechado [—1,1],h(x) < h(0) = h(x) < 0. Portanto,

f(x)<2x+1 em[-1,1]
Questao 4

a) Determine os pontos criticos, o0 dominio e o valores extremos (absolutos e
locais) para a fungio f(x) = x>+ x*3. D(f) =R

Um nuimero critico de uma funcao f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ou f'(c) nio existe.

1 4 14+ 4x
3?{/3?-'_53\/;:33—\/3? D(f,) Z{X eER;x # 0}

fx) =

1
f’(x)=0=>1+4x=0:>x=—z ef'(x) Aparax= 0.

Como x = ~2 e x = 0 pertencem ao dominio de f,ambos sdo nimeros criticos
da fungio f(x).
Pontos criticos: (0,0) 1 31

ontos criticos: (0,0) e 7771 7

Analisando o crescimento e decrescimento da fungio f(x),temos:

______ (_%)+++(0)++++++++ f'(x)

4 4

absoluto de f e em x = 0 temos um ponto critico que nem é de maximo nem de
minimo local.

1 331
Pelo teste da primeira derivada, f (— —) = ——\/; é um valor minimo local e

x T
b) Calcule lim - ] ; Indeterminacao do tipo "oo — 0"
xqg cotgx 2.cosx
] X T . [2x.cosx — mcotgx] . e .. .0
lim [ — ] = lim ] ; indeterminacao tipo "=
x_)g cotgx 2cosx x_,g 2 cosx.cotgx 0

* COSX = cotgx.senx

[2x. cosx — mcotg x] [Zx. cotgxsenx —m cotgx] I 2x.senx — n]
= lim |————| ;

= lim
x_% 2cosx

x—»n
2

lim
T

Xy 2 cosx.cotgx 2 cosx.cotgx
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Aplicando a Regra de L' Hospital, temos:

lim

x—>T[
2

2x.senx — T . [2senx + 2x.cosx
STt |

=lim|[—1+ x.cotg x| =
Xy —2.senx ”[ gx]

x—>5

2 CcoSXx

lim —1 + lim x.cotgx = -1+ 0 = —1.
s s

x5 x5

2 2
) X s
Portanto, lim [ — ] =—1.
x_% cotgx 2cosx
Questio 5

8
a) Sabemos que f'(x) =1 — L3 edue f(2) = 5. Determine as assintotas

horizontais,verticais e obliquas de f,caso existam.
4
f(X)=x+p+C f(2)=5=2414C~C=2

x342x%+4
xZ

f(x)=x+%+2= ; D(f)={x € R;x # 0}

Assintotas Verticais:

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos seguintes
casos:

lim f(x) =40 ou lim_f(x) =t

x-a* x-a

Pela definicdo de continuidade de uma func¢ao no nimero x = a,devemos
procurar essa assintota onde a fungao f é descontinua. Logo,verifcamos se
areta x =0 é uma assintota.

4
1

—_—
x3+2x2+4

x—>0+f( ) x—0* x2 +
S
l
0+

Portanto,a reta x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

Assintotas Horizontais:

Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal se ou lim f(x) =L ou
X—+ 00

Jim f (x) =L.

4
. o x3+2x%+4 _ xz(x+2+p) . 4
lim f(x) = lim ———— = lim = lim (x+2 +;)=+oo

X—+ 0o X—+00 xZ
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4
x34+2x*+4 xz(x+2+p) . 4
hm f(x) = lim ———— = lim = lim <x+2+;)=—oo

X——00 xZ X—>—00 xZ X——00

Portanto,ndo ha assintotas horizontal ao grafico de f(x).
Assintotas Obliquas:

Dizemos que areta y = ax + b é uma assintota obliqua ao grafico da funcao
f(x) se, somente se, lim [f(x) —(ax+b)] =0

f(X)—(x+2)+— f(x)—(x+2)—

xl_i)rfw[f(x) —(x+2)] = lim i =0

X—+oo x2
Portanto,a retay = x + 2 é uma assintota obliqua ao grafico de f(x).
Assintotas do grafico da fungdo f(x):asretasx =0ey=x + 2.

X
b) Esboce o grafico da funcio f(x) = - depois de determinar

—O0s intervalos de crescimento e decrescimento;

—0s pontos de maximos e minimos locais;

—As assintotas, caso existam;

—Os intervalos onde a concavidade é para cima ou para baixo;
—O0s pontos de inflexao.

D) ={xeR;x#+ —2ex+ 2};
2) Interseg¢des com os eixos coordenados: (0,0)

—x2—4 x%+ 4 ., _2x(x2+ 12)
Grap eeap W=

3) Intervalos de crescimento e decrescimento;

f'(x) =

—————————————————— (—x2— 4)
t+++ (=D +++++@)+++++ (x2—4)?
=== (2)-==-=- 2)-—-—--- f'

Com a analise acima, concluimos que f é sempre decrescente em seu dominio.
4) Os pontos de maximos e minimos locais;

Os pontos de maximos e minimos locais ocorrem nos nimeros criticos de uma
funcao.



106

Um nuimero de uma fungao f é um nimero c no dominio de f onde ou

f'(e)=0ouf'(c) 2

Analisando f'(x) temos que a derivada nio existe em x = —2 e em x = 2, mas
esses nimeros ndo pertencem ao dominio da funcao.Portanto,ndo ha pontos
de maximos e minimos locais em f(x).

5)Assintotas:

* Verticais:

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos seguintes

casos:
lim f(x) =4c0 ou lim f(x) =t
x—at x—-a

Como esssas assintotas ocorrem em pontos de descontinuidade da funcio,
vamos verificar se as retas x = —2 e x = 2 sdo assintotas.

R}-

- - x .
xl—gnﬁf(X) B xl—}I—nZJ’x2 —4 XEI—];Jr (x—2)(x+2) o

i i
-4 ot
-2
1
-
lim f(x)= lim_ —> lim ad
1m = —_— —_ —
x>—2" x->-2"x2—4 x->-2"(x—2)(x+2)
i i
-4 0~
Portanto, a reta x = —2 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
2
1
n
lim f(x) = lim —— = lim * +oo
m = —_— —
x—2+ x-2tx2—4  x-2t (x—2)(x+2)
{ {
ot 4
2
1
-
lim f(x) = lim —— = lim ad
m = _— = = —
x=2" x-2"x%2—4 x-2(x—2)(x+2)
i {
(U 4

Portanto, a reta x = 2 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
* Horizontal:

Dizemos que a retay = L é uma assintota horizontal se ou lim f(x) =L
X—+ 0

ou lim f(x)=1
X—+00
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2(1 1 .1
xl_i)Toof(X)=xl—i>r"r-l°0X2x—4=xl—i>Too;¢)4=xl_i)Tw X4 — - xl_l)l:{loox 5
#(1-z) TTi-gm Jmi-m g
— O —
=1-0 "
*(3) ! lim 1
xlir_n f(x)leﬁiryoo > 4:xlirfloo - 7 :xl—i)r—noo X _ . x—>+oo' .
1-7) TTTi-g lmoi-im
j— O —
=10 "

Portanto,a reta y = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
6) Concavidade e Pontos de Inflexao:

., 2x(x%+12)
fx) = Z_4)3
——————— O ++++++++ (2x)
++++++++++ 0 (024 12)
+++(-2)————— @)+++++ (x*—4)°
-——(C=2)++0)—--2)++++ ")

Com a analise acima, concluimos que

f possui C.V.C em (—2,0) U (2,+) ;C.V.C — Concavidade Voltada para Cima
f possui C.V.B em (—o0,—2) U (0,2) ;C.V.B — Concavidade Voltada para Baixo

* Em x = 0 ocorre mudanca na direcio da concavidade e, portanto,(0,0) é um
ponto de inflexdo da funcdo f. Emboraem x = —2 e x = 2 ocorre mudanga na
direcdo da concavidade, estes nio pertencem ao dominio de f.Logo,(0,0) é

o Unico ponto de inflexdo de f.

7) Esbogo grafico:

PI
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1.13 ProvaFinal — 03 de Dezembro de 2015

Questao 1

lx — 5]
a) Verifique se o existe lim :
x-5 X —5

b) Seja f definida em R e tal que,para todo x, |f(x) — 3| < 2|x — 1. Calcule
lim f(x).

x—-1

Questao 2

a) Mostre que a equagio x* = wcosx tem,pelo menos uma raiz real.
. I
b) Seja c € (O, E).Prove que tgc > c.

Questao 3

a) Um triangulo isésceles tem lados iguais a 3,2;3,2 e 2.Estime sua area,
usando aproximacdes lineares.

b) A fungéo f(x) = [x — 1|(log; x) é derivavel em x = 1? Em caso afirmativo,
determine f'(1).

Questao 4

a) Sendo f(x) = log, 2, encontre uma equagdo para a reta normal a curva
y = f(x) no ponto de ordenada 1.

b) Encontre a derivada da funcio f(x) = x*.
Questao 5
a) Encontre os valores maximos e minimos absolutos da fungao

f(x) =senx.In(senx) — senx,
T
no intervalo [g,z].Nota: Tome In 2 = 0,69.

b) Determine uma equagio para a reta normal a curvax3y3®—2xy=6x +y + 1,
no ponto em que x = 0.

Questao 6

a) Sendo f(x) = In[cos(arcsecx)], determine f'(2).
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b) Uma fungio f tem segunda derivada f'" (x) = 6(x — 1). Encontre a fungio
f,sabendo-se que seu grafico passa pelo ponto (2,1) e que nesse ponto ele é
tangente aretay = 3x — 5.

Questao 7

a) Um dos vértices de um retangulo,que tem por abscissa o nimeroln 2, esta
situado sobre o grafico da funcio f(x) = 5tgh x e é simétrico dos outros trés
em relacao aos eixos coordenados ou em relacao a origem. Determine a area
deste retangulo.

1
(cosx)x?, x+ 0

b) Seja f uma fungido definida por f(x) = 1 .Mostre que f é
—, x=0.
Ve

continua em x = 0.

. o . 4x*+8
Questio 8. Eshoce o grafico da fungio f(x) = Yy tendo
, 8(x2+x—2) ., 72
fW=-—" e frW=-

(—2x—1)2 (2x+1)3

apontando:

(a) As assintotas horizontais, verticais e obliquas, se existirem.

(b) Os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente e os pontos de
maximo e minimo relativos, caso existam.

(¢) Os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima e onde é concavo
para baixo,bem como os pontos de inflexao,caso existam.

Questao 9.Um pedago de arame com comprimento |l serd dobrado para formar
um circulo,um quadrado ou ambos (dividindo-se o arame em dois pedagos).
Determine como dividir o arame para que a area total contornada seja
maxima ou seja minima.

Questdo 10.Uma esfera esta inscrita num cubo cuja diagonal cresce a taxa de.
3mm/s.Com que velocidade estara crescendo o volume da esfera,no instante

. 4
em que a aresta medir V3mm?
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Questao 1

. |x—5] x=5 x25
(a)Verifique se o existe lcl_rg _ 5 *|x — 5] _{—(x—S), x<5

|x — 5| ~ x—5 _
=] =lim1l=1

i
x5t x —5 x5t x—5 x-57

* Obs:se x > 5%, entdo x > 5.Logo,|x —5|=x—5

. |lx=5 —(x-5) . x—5 .
lim = lim —— = — lim_ = —lim 1=-1.
x->5" x —5 x->5 x—05 x-5"x —5 x—-5
* Obs:se x > 57, entdo x < 5.Logo, |x — 5| = —(x — 5)
. . . . . |x—5]
Como os limites laterais existe, mas sao dif erentes, dizemos que hrré P
X— —_

nao existe.
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Questao 1

(b) Seja f definida em R e tal que, para todo x,|f (x) — 3| < 2|x — 1|. Calcule
lim1 f(x).
xX—

Pela desigualdade modular, temos:

—2lx—1| < f(x) =3 <2|x —1]
—2lx—1]+3=<f(x) <2|x—1|+3

Se x = 1,temos que x — 1 = 0 e,portanto,|x — 1| =x— 1.Logo,

—2x-1)+3<f(x)<2(x—1)+3
—2x+5<f(x) <2x+1

Se —2x+ 5 < f(x) < 2x+ 1 quando x estd préximo de 1 pela direita de 1
(exceto possivelmente em 1) e 1irr11+(—2x +5) = lir{l+(2x + 1) = 3, entdo pelo
xX— xX—

Teorema do Confronto,
lim f(x)=3.
x—1t

Se x < 1,temos que x —1 < 0 e,portanto |x — 1| = —(x — 1).Logo,

2c—1)+3=2f(x) =2-2(x—1)+3
2x+1=>f(x)=>—-2x+5
—2x+5<f(x)<2x+1

Se —2x+ 5 < f(x) < 2x+ 1 quando x estd préximo de 1 pela esquerda de 1
(exceto possivelmente em 1) e lir{l_(—Zx +5)= lirr11_(2x + 1) = 3,entdo pelo
xX— xX—

Teorema do Confronto,temos
linln_ f(x) =3
X—

Como os limites laterais existem e sao iguais, isto &, 1im+ f(x)= lim f(x),
x—1 x-1

entdo lim f(x) existe e lim f(x) = 3.
x—1 x—1
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Questao 2
(a) Mostre que a equacgio x* = w cosx tem,pelo menos uma raiz real.

Seja f(x) = x* —m cosx.Devemos mostrar que f possui pelo menos uma raiz
real. Sabendo — se que f(0) = —m e f(m) =n?+ m, temos f(0) <0 e f(m) > 0.

Como a fungao f é constituida por fungdes polinomial e trigonométrica,ambas
continuas em R,entdo f é continua em R.Logo, f é continua no intervalo fechado
[0,7] e 0 é um nimero entre f(0) e f(m), entdo existe algum x € (0,7) tal que
f(x) =0.(Teorema do Valor Intermediario)

Como f(x) = 0 para algum x € (0,7), entio ...
f(x)=0=x?—mcosx =0 -~ x? =mcosx ,para algum x € (0,7).

Com isso mostramos que a equacgao dada possui pelo menos uma raiz real.
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Questao 2

s
(b) Sejace (0, E).Prove que tgc > c.

T
Seja f(c) =tgc —c. Queremos provar que f(c) > 0,Vc € (O'E)'
f'(c) =sec?c—1.

Como sec?c > 1,Vc € (O,g),entéo f'(c)>0em (O,g).

T
Como f'(c) >0em (O'E) ,pelo Teste da Primeira Derivada, f é crescente no

/i /i1
intervalo (O'E) e, portanto, f(c) > f(0),Vc € (O'E)'

Logo,
fle) > f(0)
tgc—c>tg0—-0
tgc—c>0

tgec > ¢ ,Vc E(O,g)
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Questao 3

(a)Um triangulo isésceles tem lados iguais a 3,2; 3,2 e 2.Estime sua area,
usando aproximacgoes lineares.

3’2 T i ‘j

Do triangulo adireita da imagem, temos:

212 4 p2
h?=x%?-1
h=+x2-1

A area do triangulo isésceles com lados iguais medindo C:

_bxh_2xVx2—1
2 2

Alx) =x%?—-1

Para x = 3, temos A(3) = V8 = 2V2 w.A.

x 3 32
ot YT

Por aproximacgao linear ou lineariza¢ao em x = 3, temos:

A'(x) =

L(x)=A()+A'(3).(x—3)

L(x) = 2\/§+¥(x -3)

Para x = 3,2 ,temos:

L(32) =2V2 + %2(3,2 -3)

L(32) =2V2 + iz(o 2)

L(32)=2V2+—= 3\/_ 120
3\/_ 43\/_

L(32)=2V2 + 0

u.A

4342

A
20 ©

Logo, a area estimada para o triangulo is6sceles acima é
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Questao 3

(b) A fungdo f(x) = |x — 1|(log; x) é derivavel em x = 1? Em caso afirmativo,
determine f'(1).

Dominio da funcdo f: D(f) = {x € R;x >0}

(x—1logyx, x>1

o) = {—(x—1)10g3x, 0<x<1

Como f é continua onde esta definida, entdo f é continua em (0,+o0).

Se x > 1, entdo:

d x—1

f'(x)= a[(x— 1)log; x] = log, x +m

Se 0 < x < 1,entao:

d (x—-1)

f'0) = —[=(x=Dlogyx] = —logy x -

x.In 3

Logo,uma expressao para derivada da funcao f é:

x—
1 + — >1
f’(x) — 0g3x x.ln3 X
1 (x-1 0<x<1
083X x.In3 "’ x

Analisando a diferenciabilidade em x = 1,temos:

, 1-1
f+(1)=10g31+m=0+0=0.

(1) = —logsl - =—0-0=0
J-(1) =~ logy In3 o

Como f é continua em x = 1 e as derivadas laterais existem e sdo iguais, isto é,
(1) = fI(1),entdo dizemos que f édiferenciavelemx =1e f'(1) = 0.
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Questao 4

(a) Sendo f(x) = log, 2, encontre uma equagio para a reta normal a curva
y = f(x) no ponto de ordenada 1.

fx)=1=1log,2=1=2=x'x=2. Ponto P(2,1)
In 2
f(x)=log,2 = e (Mudanca de Base)

In 2 , In 2 1 1 1
—2 ; f (2) = — > = — = — > = — .
x(In x) 2(In2) 2In2 In2 In 4

fre=-

O coeficiente angular da reta normalemx =2 ém, = In 4.

1 —
f'(2)
Equacio da reta normal ao grafico de f(x) noponto P(2,1):
y—1=In4(x—-2)

y=x.In4—-2.In4+1
y=x.In4—-In16+1
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Questao 4

(b) Encontre a derivada da funcio f(x) = x"*.

Dominio da fungio f: D(f) = {x € R;x > 0}

In f(x) = Inx*
In f(x) =(Inx).Inx
In f(x) = (Inx)?

Por dif erenciacao logaritmica, temos:

) 1
10 = 2.1nx.;

f'(x) = f(x) [Z.IHxé]

f'(x)=x"*[2.Inx.x]

f'(x) = 2x"*"1 Inx
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Questio 5

(a) Encontre os valores maximos e minimos absolutos da funcio

f(x) =senx.In(senx) —senx

] T T
no intervalo [g,g].Nota: Tome In2 = 0,69

D(f) ={x € R;senx > 0}
D(f)={x eR;2kn < x < 2k + 1)m, comk € 7}

Como f é uma composicdo de funcao trigonométrica e logaritmica, sendo as
trigonométricas definidas em R e a funcio compostaIn(senx) definida apenas
para o logaritmando maior do que.Portanto, a continuidade da funcao f é
definida pelo seu dominio.Logo,para k = 0, temos que f é continua em (0,7) e,

T T
portanto, f é continua no intervalo fechado [E'E]
Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:

1) Os valores de f nos extremos do intervalo:

f (g) = sen (g) [ln (seng) — 1] = %[ln% — 1] = % [-In2-1] = —1'2£ = —0,845.

F(2) = sen E) i (sn) 1] = i1 1= -1

T T
2) Os valores de f nos nameros criticos de f em (EE)
"Um numero critico de uma funcado f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe"

o B cosxy mom
f'(x) = cosx[In(senx) — 1] + Senx[senx] ; senx # 0,Vx € (6'2)'

f'(x) = cosx[In(senx) — 1] + cos x
f'(x) = cosx.In(senx)

T

Como f édiferenciavel em (g,z) se f possui algum nimero critico c nesse

intervalo, entdo f'(c) existe e f'(c) = 0.Logo,

cosx =0 cosx =0
=

/s
f'(x)=0= [ ou ou ~x= > (ndo pertence ao intervalo!)
In(senx) =0 senx =1
~ . d e - n n
Logo, f ndo possui nimeros criticos em (gz)

Comparando os valores obtidos,—1 é o valor minimo absoluto e— 0,845 é o
valor maximo absoluto de f no intervalo fechado [n/6,1/2].
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Questio 5

(b)Determine uma equagio para a reta normal a curva x3y3 —2xy = 6x+y + 1,
no ponto em que x = 0.

Ponto em questio: P(0,—1)

Derivando a expressao da curva implicitamente, obtemos:
d d d d d
— 3 —2.— =6.— — — (1
7 () 7 () =6.-— () +—— () + (1)
3y’ ly+xy'l-2(y+xy)=6+y"+0
y'[3x(xy)? — 2x — 1] = 6 + 2y — 3y(xy)?

, _6+2y—3y(xy)?
Y= 3x(xy)?—2x—1

No ponto P(0,—1),temos y' = —4.Logo, o coeficiente angular da reta normal

em P(0,—1) ém, = 7

Equacao da reta normal a curva em P:

y=(-D=7(x-0)

F1=1

dy—x+4=0
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Questao 6
(a) Sendo f(x) = In[cos(arcsecx)], determine f'(2)

D(f) ={x e R;x > 1}

* darcsecx = arccos (-)
X

10 =2

1
f(x) = ln;
f(x) =—Inx

1
frx) = T

1
fr@=-3

* Caso fossemos derivar pelaregra da cadeia, teriamos:

1
f (X) = m [— sen(arcsecx)].ﬁ
. _tg(arcsecx)
R

0 = arcsecx = sec = x; tg?h =sec’0—-1=tg?0 =x2—11tg0 =x2—1

x2—1 1 1
f(x)=——=—;; f(2)=—§.

xVx2—1
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Questao 6

(b)Uma funcio f tem segunda derivada f'' (x) = 6(x — 1).Encontre a funcio
f,sabendo — se que seu grafico passa pelo ponto (2,1) e que nesse ponto ele é
tangente aretay = 3x — 5.

A antiderivada mais geral para f'' (x) é:

fl(x)=3(x—1)2+C

Pelo enunciado temos que a inclinagdo da reta tangente ao grafico de f no
ponto (2,1) é3.Logo,f'(2) = 3.

f(2)=32-1)%+C=3
3(1)’+C=3
C=0
') =3(x-1)7
A antiderivada mais geral para f'(x) é:
f)=Gx-1*+K
Como o gréfico de f passa pelo ponto (2,1) entdo f(2) = 1.
fF2Q)=2-12+K=1
1?+K=1
K=0

Portanto, f(x) = (x —1)3 =x3—-3x?+3x — 1
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Questao 7

(a) f(x) =5tghx ;0 ponto de abscissa x = In2 juntamente com os pontos
simétricos a ele em relacao aos eixos coordenados e a origem, formam os
4 vértices de um retangulo. Determinar a area do retangulo.

lnz_e—lnz 2 —

1
5 3

F(In2) = 5tgh(In2) = 5.5 =5, %=5.§=3.
2

'elnz _|_e—ln2 2

Ponto A(In2,3)

Ponto simétrico em relacdo ao eixo x: B(In2,—3)
Ponto simétrico em relacdo a origem: C(—In2,-3)
Ponto simétrico em relacdo ao eixo y: D(—In 2, 3)
Area do reténgulo ABCD:

Ajpep =bX1=(2xIn2)x(2%x3)=12In2 u.A

(—In(2), 3) D A(In(2), 3)

0

(-In(2), =3) C B(In(2), —3)
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Questao 7
1

(cosx)x?, x#0
(b) Seja f uma funcio definida por f(x) = 1 .Mostre que f é

continua em x = 0.

Mostrar que uma funcao é continua em um niimero x = a é mostrar que
f(a) = lim £ (x)
xX—-a

Para tanto, f (a) deve existir e lim f(x) deve existir.
x—=>a

Para a funcdo f(x) acima,temos que f(0) = —.
e

1
lin”(n) f(x); sex— 0,entdo x # 0 e,portanto, f (x) = (cos x)*Z.
xX—

1 iz In(cosx) . In(cosx)
im —————=

lim f(x) = lim(cosx)** = lim e™(€s)*" = lime~ 27 = ey 22
x—0 x—0

x—0 x-0 ’

Calculando o limite do expoente,temos:
In(cosx) '

0
22 ; Indeterminacao do tipo 6

x—0

* Aplicando a Regra de L' Hospital, obtemos:

: 2
| In(cos x) i —tgx i —sec?x }}E}) sec” x sec? 0 1
im———==1lim = lim =— =— =——
x—0 x2 x—-0 X x—0 2 lim 2 2 2

x—0

Portanto,

1 . In(cosx) 1 1 1
lim f(x) = lim(cosx)x = ex20 x2  =e 2z = —=—
x—0 x—0 o3 \/E

Como f(0) = 1irr}) f(x) entido f é continua em x = 0.
X—
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Questao 8

. _ x%+ 8
Esboce o gréfico da fungdo f(x) = ————, tendo

2x—1
8(x%2+x—2) 72

f'@) =51 f10) =~ 3

Dominio da funcdo f: D(f) ={x e R;x # —1/2}
Intersecdes com os eixos coordenados: A(0,—4)

(a) Assintotas Verticais, Horizontais e Obliquas:

* Verticais = areta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos seguintes

casos : lim f(x) =400 ou lim_ f(x) =t
x-at x-a

Pela definicdo de continuidade de uma funcao em um nimero x = a,as
assintotas verticais ocorrem nos pontos de descontinuidade da fungao.

Verificamos se a reta x = —1 é uma assintota vertical.
12 12
1 1
—_—— ——
lim fGO = i 4x%2+ 8 lim £ (o) " 4x%2+ 8 N
im f(x)= lim ———= -0 e im_f(x)= lim_——= 4o
1+ 1+ —2x —1 PN ok —2x —1
xX==7 X2=y —— 2 2 —
! I
0~ ot
Logo,areta x = —1/2 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

* Horizontais - a reta y = L é uma assintota horizontal se lim f(x) =L ou
X—+00
lim f(x)=L.
X—>— 00

. G = I 4x%+ 8 . 8x . A
= —_— _— —_ = —00
x—1>r-}:loof X x—1>I-|I-loo —2x—1 x—1>IPoo -2 x—1>11100 X
_ . 4x*+8 . 8x _
lim f(x) = lim ———= lim — = lim —4x =+
xX—— 00 x—o—00 —2x — 1 X—>—00 — xX——00

Logo,ndo ha assintotas horizontais ao grafico de f(x).

* Obliquas — aretay = ax + b é uma assintota obliqua se, somente se,

lirP [f(x)— (ax+Db)]=0.
X—1T 00
()_4x2+8_ x4+ 1+
J == —2x—1

f(x)—(—2x+1)=ﬁ

i 176 - 2w+ D1 = i,

lim [f(x)—(-2x+1)]=0

xX—+oo

Logo,aretay = —2x + 1 é uma assintota obliqua ao grafico de f(x).
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Questao 8

(b) Intervalos de crescimento e decrescimento e pontos extremos relativos:

oy 8(x*+x-2)
f(x)——m
—————— 2)++++++++++(1)—————-— —-8(x*+x-2)
+++++++++++CE1/2D)+ A+ (F2x— 12
—————— D)+++C1/D)+++ D) ————— f'(x)

Pelo Teste da Primeira Derivada, concluimos que
f é crescente em (—2,—1) U (—1,1) e f é decrescente em (—o0,—2) U (1,4 ).

Em x = —2 temos um ponto de minimo local (ou relativo) e em x = 1 temos um
ponto de maximo local (ou relativo). Pontos B(—2,8) e C(1,—4)

(¢) Concavidade e Pontos de Inflexio:

72
frx) = N TRE
tH At H(-1/2) - - - f(x)

Pelo estudo do sinal da segunda derivada de f, concluimos que

o grafico de f possui concavidade voltada para cima em (—o0,—1/2) e 0 grafico
de f possui concavidade voltada para baixo em (—1/2,+).

Embora ocorra mudanca na direcio da concavidade em x = —1/2,0 mesmo nio
pertence ao dominio da funcio f e,portanto,nao é ponto de inflexdo.Logo,nao

ha pontos de inflexdo no grafico de f(x).

Esbogo Grafico:

y=—2a+1 "
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Questao 9

Um pedacgo de arame com comprimento | serd dobrado para formar um
circulo, um quadrado ou ambos (dividindo-se o arame em dois pedacos).
Determine como dividir o arame para que a area total contornada seja
maxima ou seja minima.

Y

\ | |

| N | . |
De todo o comprimento | uma parte x sera utilizada para formar o circulo
e a parte (I — x) para formar o quadrado. Portanto,

X
PCiTCulOZx:Zm:x-'.T‘zﬁ
1
Pquadradozl_x :4}’=l—x-'-y=2(l—x)
2 x\2 x? , 1 )
Acirculo=T[T' :T[(E) :E; Aquadrado:y :1_6(l_x)
xz

1
Avotar = Acircuto Aquadrado = E + E(l - x)z ; 0<x <

Como a expressao da area total é uma fungdo polinomial e,portato, continua
no intervalo fechado [0,1],para encontrar os valores extremos absolutos de

A(x) utilizamos o Método do Intervalo Fechado.

1) Valores de A nos extremos do intervalo:

lZ
A(0) = I (todo o arame utilizado para formar o quadrado)

2
Al = ye (todo o arame utilizado para formar o circulo)
i)

2) Valores de A nos nimeros criticos de A em (0,1):

"Um numero critico de uma funcao f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe".

A,()_x (l—x)_4x—n(l—x)_x(4+7r)—7rl
Yo" T8 T 8w sn
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Questao 9

Como A é uma funcgao polinomial continua e diferencidvel em R,se A admite
algum nimero critico c entdo A'(c) existe e A'(c¢) = 0.

Se A tiver um maximo ou minimo local em c e se A'(¢) existir,entdo A’ (c) = 0
(Teorema de Fermat)

Tl
AxX)=0=>x4+n)—nl=0x=
4+ l
T
Pelo Teste da Primeira Derivada, concluimos que o numero critico 2 esta
associado a um ponto de minimo local.
l \?
A( ml )_(m) L (z ml )2_ m? o Gnr [n+1]
4+m)  4m 16 4+n)  4(4+m? 16(4+m?2 (4+m?2la
ml 12
()=
4+1) 44+ )
2 2
Comparando os valores obtidos,m é o valor minimo absoluto e e

é 0 valor maximo absoluto do intervalo [0,1].

* Para obtermos a area contornada sendo a maxima possivel devemos utilizar
todo o arame na confecgao do circulo.

* Para obtermos a area contornada sendo a minima possivel devemos utilizar

ml 41
de comprimento do arame para confeccionar o circulo e
4+m 4+m

formar o quadrado.

para
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Questao 10

Uma esfera esta inscrita num cubo cuja diagonal cresce ataxa de 3mm/s.
Com que velocidade estara crescendo o volume da esfera,no instante em que

. 4
a aresta medir ¥3mm?

Quando r = Y3/2mm, temos:

av _4\/§ \/§_3n 3
del s =\ ) TS

0 volume da esfera estara crescendo a taxa de 3m/2 mm3 /s quando o raio dela

for %/2 mm com o raio crescendo a taxa de - mm/s.
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Capitulo15
2015.2

2.1 12 Prova— 12 de Fevereirode 2016

Questao 1.Calcule:

) i vd—x—1
a) lim ———;
x=>34/7 —x — 2

2
b) lirgl+ \/)7[1 + sen? (g)],
xX—

Questao 2.
) o < 1
a) Encontre as assintotas do grafico da funcio f(x) = >
—x
b) liglr_(Zcosx. tgx);
x—>7
Questao 3.
x*—16 )
a) Determine o valor de k a fim de que a fungio f(x) =3 2 —x '~ =
k% +12k,x =2

seja continua em R.

b) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que a equagaocosx = x
possui uma solugdo em R.

Questao 4.

2x — 4
VxZ -1

a) Encontre as assintotas horizontais do grafico de f(x) =

b)Determine uma equagio para areta tangente a curva y = 2+/x no ponto (1,2).
Questao 5.

a) Estude a continuidade da funcio f(x) = [sen x], se x € [0,7].

T
b) Analise os limites laterais da funcdo f(x) = tgx — |tg x|, em torno de x = >
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Questao 1.Calcule:

) lim =X T L determinacio tipo "

a) 1M —  —; lnaeterminac¢ao tipo —

X237 —x — 2 ’ P

y Vi —x— . Vi—-x—1Vi-x+1V7—-x+2 i B-x0)(7—x+2)
m-—-- 1m

x=3[7 — x — 3|7 —x—2 VA—x+1 V7T —x+2 x—>3(3—x)(\/ —x+1)

* Se x » 3 entdo x # 3.Logo,(3 —x) # 0.

i B= 07— x+2) i V7—x+2 Im(7-x+2) limy7—x+lim2
=>3(B-x)(Vd—x+1) *3J4—x+1 lm;(\/m+1) llmm+¥_rg1
V7—-3+2 V4+2 2+2 4
VE—-3+1 yi+1 1+1 2

2
b) lim \/97[1 + sen? (—)];
x-07 X
Pela desigualdade trigonométrica,temos:
2r
0 < sen? (—) <1
X
2r
1< 1+sen2(—) <2
X

x*Se x > 0%, x > 0 e, consequentemente,\/x > 0.Logo,
\/_<\/_[1+sen < >]<2\/_
2
Seja f(x) =+x,g(x) = \/9_6[1 + sen (g)] e h(x) = 24/x. Entdo, f(x) < g(x) < h(x).
« lim f(x) = lim x = V0 = 0;
x—0 x—0
* lirg+ h(x) = lir(r)l+ 2/x =20 = 0;

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x estd proximo de 0 pela direita, exceto possivelmente
em0,e lirgl+ flx) = lirgl+ h(x) = 0 entdo, pelo Teorema do Confronto, lir;r)l+ g(x) =0.
X— xX— xX—

2n
lim g(x) = lim \/J_C[l + sen? <—>] =0
x—0" x—0% X

Questao 2.
1

4 —x2

a) Encontre as assintotas do grafico da funcio f(x) =

* Primeiramente definimos o dominio da funcao f.

D(f)=fxeR;4—x2>0}; 4—x*>0=>-2<x<2
D(f)={xeR; -2<x<2}

Assintotas Verticais:
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Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos seguintes
casos,

lim, f(x) =420 ou lim f(x) =10

xX—a x—-a
Pela definicdo de continuidade de uma funcao,as assintotas verticais ocorrem
nos pontos de descontinuidade da funcao.Analisando o dominio da funcgao f
verificamos se as retas x = —2 e x = 2 sdo assintotas verticais. Para isso s6
podemos calcular (devido ao D(f)) xEmZJr fx) e xlgrr;_ f(x).

*Se x - —2%, entdo 4 —x? - 0*. Portanto,

1 1
lim f(x)= lim ——= lim = 40
x->=2* xo=2 4 — x2 xo=2" [(2—x)(2 +x)
o
Logo,areta x = —2 é uma assintota vertical do grafico de f(x).
xSe x = 27, entdo 4 — x? = 0%. Portanto,
1
+ oo

lim f(x) = lim ——= lim_ =
x—2 x—2 4 — xZ x—2 \/(2 — X) (2 + X)
{

0+
Logo,areta x = 2 é uma assintota vertical do grafico de f(x).

Assintotas Horizontais:

Dizemos que areta y = L é uma assintota horizontal se,
lim f(x)=L ou Ilim f(x)=1
X—+00 X——00

Como a funcio f estd definida para x € (—2,2),ou seja, ndo existe Im(f) para
x>2oux< —2.Logo,lim f(x)3A.Portanto,ndo ha assintotas horizontais no
X— 00

grafico de f(x).

b) lig-}_(zcosx.tgx) ;

X—=—

2
Pela desigualdade trigonométrica,temos:

—1<cosx<1
2—1 < 2cosx < 21

* Obs: 0 sentido da desigualdade permanece inaltaredo porque a base exponencial
é maior do que 1.

S ZCOSX S 2

N =
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3
Se x - > entaotgx > 0.Logo,

1
Etgx < 200X tgx < 2tgx

1
Seja f(x) = Etgx,g(x) = 2% tgx e h(x) = 2tgx.Se f(x) < g(x) < h(x) quando

s
x esta préximo de - pela esquerda e liglt_f(x) = +ooe lim_ h(x) = +o0 entdo

x—>7 X—’T
liglr_g(x) = lirgl}T_(Zcosx.tgx) = 400,
x—>7 x—>7
Questao 3.
x*—16 )
a) Determine o valor de k a fim de que a fungio f(x) =3 2—x '~ *
k? +12k,x =2

seja continua em R.

Reescrevendo a primeira sentenga da fungao f ...

x* =16  (x*—-4)(x*+4) (x-2)(x+2)(x*+4)
2—-x  —(x=-2) —(x—2)

Como essa sentenga é valida Vx # 2,entdo (x —2) # 0.Logo,

—(x+2)(x?+4),x # 2

f(x):{ K2+ 12k, x = 2

A funcdo polinomial é continua em R,porém, esta funcao é valida apenas para
x # 2. Portanto, f é continua em (—,2) U (2,+).Devemos verificar a
a continuidade de f em x = 2 para que f seja continua em R.

Dizemos que uma fungdo f é continua no nimero a se,somente se, lim f(x) = f(a).
xX—a

Para isso, f(a) e lim f (x) devem existir. Analisando em x = 2, temos:
x—a

f(2) = k* + 12k
lim f(x) = lim[—Cx +2)(x? + 4] = [lim —(x +2)| x [lim (x2+ )| = (~4)(8) = ~32

Logo,para que f seja continua em x = 2, devemos ter lirr; f(x) = f(2).
X—

—-32=k*+ 12k
k*+12k+32=0
A= 144 —-128 =16

—12+4
sz >k=—4ek=-8
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Logo,para k = —4 ou k = —8, f € continua em x = 2 e, consequentemente, f é
continua em (—oo,+),0u seja,f é continua em R parak = —4 ou k = —8.

b) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que a equagaocosx = x
possui uma solugdo em R.

Seja f(x) = cosx — x.A fungio assim definida é um composi¢do de uma funcio
trigonométrica continua em R e uma fungao polinomial continua em R.Portanto,
f é continua em R.Ainda temos que f(0) =1e f(nr) = —(1+m).

Como f é uma fungdo continua em R e, portanto,continua no intervalo fechado
[0,7] e 0 é um nimero entre f(0) e f(m), existe algum x € (0,7) tal que f(x) = 0.
f(x) =0=>cosx —x =0~ cosx = x,para algum x € (0,7),com x € R.

Questao 4.

x—4
VxZ -1

a) Encontre as assintotas horizontais do grafico de f(x) =

D(f)={xeR;x<—-1oux>1}
Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal se,

lim f(x)=L ou xl_i}rp()()f(x) =1L

X—+o00
I () = 2x—4_1_ 2x— 4 _ i 2x— 4 _
Am fo) = lim = lim == Jim =
x(1-32) N

* Se x » +00,entdo |x| = x.Logo,

2x — 4 _ 2x — 4 2—

lim 2— lim 4 2-0

x>+ x>+ X

p— p—vl :2
—+ 00 —+00 —+ 00 —
i | x| 1—% g x/l—i2 g \/1—% \/lim 1—1imi2 Vi-0
X X X xX— 400 x—+00 X

Portanto,a reta y = 2 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

lim f(x) = li 2x — 4 I 2x — 4 y 2x— 4
im X)=I1Ilm —= Im —— = lIm ——;
ST D) T i
x?2 x 2
* Se x » —o0,entdo |x| = —x.Logo,
4 . . 4
2x 4 2x —4 2y _Lam, A Iy _-2+40

x_)_oolxl 1—% Ty /l—iz x_)_oo\/l—i2 \/lim 1— lim iz V1-0
X X X X—— 00 x——o00 X

Portanto,a reta y = —2 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

= -2
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b)Determine uma equagio para areta tangente a curva y = 2+/x no ponto (1,2)

Verifica — se que o ponto P = (1,2) pertence a curva y = 2y/x.Logo,o coeficiente
angular m da reta tangente a curva no ponto de abscissa x = 1 é dado por:

e f@-f@ o 2yx-2  2(x-1) o [2(x-1)[{x+1)]
m=lim———=lim—— =lim ——— =lim =
-1 x—=1 -1 x—1 -1 x—1 x=1 (x—l)(\/a_c+1)

_ 2(x— 1) _ 2 2 2
lim = lim = =_
i(x—1D(Hx+1) *»1yx+1 J1+1 2

Equacio da reta tangente no ponto (1,2) e coeficiente angular m = 1:
y—2=1(x-1)
y=x+1
Questao 5.

a) Estude a continuidade da funcio f(x) = [sen x], se x € [0,7].

* Para x € [0, 7], temos 0 < senx < 1.Logo,

0, sex+
x € [0,m]

f(x) = [senx] =

1, sex=

TSNS

/i
Como f é uma fungdo constante em x € [0,7] tal que x + > entao f é continua

T T T
em (O'E) U (E,n) .Analisando a continuidade em x = E,temos 1in711 f(x)=0e

xX—=5

2

7T . n ~ ~ 7 7 n 7
f (—) =1.Como lim f(x) # f (—),entao f ndo é continua em — e, portanto, f é
2 Xz 2 2

T s
continua em (O'E) U (E,n).

s
b) Analise os limites laterais da funcdo f(x) = tgx — |tg x|, em torno de x = >

* Para x € (0,;),tgx >0eparaxe€ (g,n),tgx <0

yis
x Se x — > ,entio x < > ,tgx > 0 e,consequentemente, [tg x| = tgx.Logo,

lim f(x)= lim [tgx —tgx] = lim_0=0.

x5 X xX-=

2 2 2

T+ T
*Se x o 7 ,entao x > E,tgx < 0 e, consequentemente, [tgx| = —tgx.Logo,

lirTrTl+f(x) = 1ir7111+[tgx +tgx] = 1ir7rrl+ 2tgx = —oo.

x5 X xX-=

2 2 2
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Questao 1.Calcule:

a) lim x3.2_sen(%) :

x—0
b) i x2—x—2
im | ————
x--1 x+1
Questao 2.
, . .- ) x*+1
a) Calcule as assintotas verticais dos graficos da funcio f(x) = PR

b) Na Teoria da Relatividade, a massa de uma particula com velocidade v é
mO

J1—v2/c?
onde m, é amassa da particula em repouso e c,a velociade da luz. O que
acontece sev - ¢~ ?

m =

Questao 3.

a) Determine o maior intervalo (ou reunido de intervalos) em que a fungio

x+5 x<-3
fx) =19 — x2, —3 < x <3 é continua.
3—x, x>3

b) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que a funcao
flx) = x3 —9x2 + 20x — 5 possui, pelo menos,duas raizes reais.

Questao 4.
, B ) Vx2+1
a) Calcule os pontos de intersec¢do das assintotas da curvay = ETTE
x —

b) Determine as equacgdes de todas as retas com coeficiente angular -1

1

que sejam tangentes a curva 'y = Pt
x —

Questao 5.

a) Determine lim ([x]? + [x2]),nos casosemque a= 2 ea = 1,5.
x—a

Vx—1
b) Calcule lim vx :
x>1yx—1

135
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Questao 1.Calcule:

a) lim x3.2_sen(%);
x—-0

1
1 1 sen(—)
lim x3.2_sen(§) = lim x3.<—> ) ;
x—0 x—0 2

Pela desigualdade trigonométrica,temos:

1
1< sen(—) <1
X

é decrescente. Logo, o sinal

1)sen(%)

1
Como 0 < 5 < 1,a funcdo exponencial (E

OCIEG)

Reescrevendo a desigualdade,

da desigualdade inverte.

Z<
> <
* Obs: Sex - 0%,x3 >0esex = 07,x3 < 0.Entio,

<2

1 <1)Sen(%)

12 caso: x3 < 0. A desigualdade inverte novamente de sentido.

L ()

Ex3 > x > 2x3

1 Sel’l(x) 1
2 3 < 3 (_) < _ 3
x* <27 |5 < 5x
1 sen E) 1
Seja f(x) =2x3,g(x) = x3 (E) e h(x) = Ex3.Entéo,se fx) < g(x) <h(x)
quando x esta proximo de 0 pela esquerda e, lil‘([)‘l_ fx) = lir‘{)l_ h(x) = 0, entdo
X— X—

lir(r)l_ g(x) = 0.(Teorema do Confronto)
xX—

2° caso: x3 > 0. A desigualdade permanece a mesma.

1
1x3 < x3 (1)Sen(X)

< 2x3
2 2 x

1 1 sen(—
Seja f(x) = §x3,g(x) = x3 <§> Y e h(x) = 2x3.Entio, se f(x) < g(x) < h(x)
quando x esta proximo de 0 pela direita e, lir{)l+ fx) = lir;r)1+ h(x) = 0, entio

xX—> X—>

lir(r)l+ g(x) = 0.(Teorema do Confronto)
xX—

Como lim g(x) = lim g(x),entdo lim g(x) existe e lim g(x) = 0. Portanto,
x—0t x—0 x—0 x—0

1 sen(%)
lim x3. (E) =0

x—0
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x?2—x—2
b) lim1 T+ 1 ‘ ; (No final do arquivo tem a resolucido mais detalhada)
x——
x2—x—2 B (x+1D(x—-2) . lx+ 1. 1x— 2|
-1 x4+1 | x--1 x+1 T x4 '

*Se x > —1,entdo x # —1 e,portanto,x +1 #0 = |x + 1| # 0. Logo,

lx + 1] |x — 2]

im = lim|x —2| =|-1-2|=1]-3| = 3.
x——1 |x + 1| x——1
Questao 2
} o o < x®+1
a) Calcule as assintotas verticais dos graficos da fungio f(x) = T — 253
x3+1
f(X) :m; D(f) ={x ER;X¢0€x¢3}OUD(f) = R—{OB}

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da funcao f se
ocorrer um dos seguintes casos:

lim f(x) =40 ou lim f(x)= too
xX—a XxX—a

Pela definicdo de continuidade de uma funcao,as assintotas verticais ocorrem
nos pontos de descontinuidade da fungio.Logo,calculamos lim f(x) e lim f (x).
x—0 xX—3

1 1

T T
—_—— —_———
x3+1 . x3+1

R o Rl T T P Rl
l l _1—/
ot 3 o*

x Logo,a reta x = 0 é uma assintota vertical do grafico da funcio f(x).

1 1

T T
—_—— —_——
x3+1 x3+1

R T i

\ l 1
18 0~ 0~

* Logo,a reta x = 3 é uma assintota vertical do grafico da funcio f(x).

b) Na Teoria da Relatividade, a massa de uma particula com velocidade v é

m,

J1—v2/c?
onde m, é amassa da particula em repouso e c,a velociade da luz. O que
acontece sev - ¢~ ?

m =
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. . mo
lim m = lim

v-oC voCcT /1_-‘]2/62 ’

v? v? v?
* Obs: se v —» ¢, entao — - 1‘.Logo,—2 < 1e,portanto,| 1 — — | 0t.
c c c
. mO . mo
lim ————= lim ————=+»
v-C /1_v2/cz v-C /1_v2/C2
[ ——
i
O+

Conclusao: Quando v = ¢~ a massa da particula se expande infinitamente.
Questao 3

a) Determine o maior intervalo (ou reunido de intervalos) em que a funcio
x+5 x<-3

f(x) = V9 — x?, —3 < x <3 é continua.

3—x, x>3
f é uma funcdo sentencial, composta por funcao polinomial e funcao raiz,

cada uma dessas fungdes com suas particularidades.Logo, f é continua
onde cada sentenga for continua, respeitando o intervalo onde estdo definidas.

As funcoes polinomiais (x+ 5) e (3 — x) sdo continuas em R.Porém, como estas

fungdes sido validas, respectivamente, para x € (—oo,—3) e x € (3,+»),entido f
é continua em (—o0,—3) U (3, +0).

A fungd raiz 9 — x? é continua onde esta definida, ou seja, em seu dominio.Logo,
essa fungio esta definida para (9 —x?) = 0 = —3 < x < 3.Como esta sentenga
é valida para x € [—3,3],entdo f é continua em (—3,3).

Verificando a continuidade de f em x = —3 e em x = 3,onde a funcio f(x)
muda de comportamento, temos:

Dizemos que uma fungdo f é continua num nimero a se,somente se,
lim f(x) = f(a)
x—-a

Em x = —3, temos:

f(=3)=9-(-32=V9-9=V0=
Jim_f(x)= lim_(x+5)=3+5=8

XEEr§+f(x)=xE£n3+\/9—x2=\/9—(= 3)2=4/9-9=+/0=0.

0.

*Como lim_ f(x) # lim_f(x) entio lim f(x) A.
x—-3% x—--3 x—>-3

Logo, f ndo é continua em x = —3.
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Em x = 3,temos:

f3)=4/9-(3)2=v9-9=+v0=0.
Jim, FG) = Jim (3 -0 =3 -3 =0

xligl_f(x)=)}Lr§1_J9—x2=J9—(3)2=\/9—9 =0 =0.

*Como lim_f(x) = lim f(x) entdo lim f(x) = 0. f(3) = lim f(x).
x—3 x—3 x—3 x—3
Logo, f écontinua em x = 3.

Reunindo os resultados, podemos concluir que f é continua em (—o,—3) U (—3,+0).
Essa é a maior reunido de intervalos onde f é continua.

b) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que a funcao
fx) = x3 —9x2 + 20x — 5 possui, pelo menos, duas raizes reais.

Calculando os valores de f para x = {0,1,4} temos:

F(0)=0%—9x0%2+20X0—5=—5; £(0)= -5
F(1)=1-9x124+420x1-5=7 ; F(1) =7
F(4)=4°—9x42+20x4—5=64— 144480 —5=—5; f(4)=—5

f é uma funcao polinomial e, portanto, continua em R. Logo, f é continua nos
intervalos fechados [0,1] e [1,4] e 0 é um nimero entre f(0) e f(1),assim como,
entre f(1) e f(4),entdo existe algum c € (0,1) e algum d € (1,4) tais que f(c) =0
e f(d) =0.Logo,f possui,pelo menos, duas raizes reaisced.

Questao 4
_ B ) Vx2+1
a) Calcule os pontos de intersecgdo das assintotas da curvay = 3 5
x —

D(f) ={x e R;x # 2/3}
Assintota Vertical:

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical ao grafico da funcao f se
ocorrer um dos seguintes casos:

lim f(x) =40 ou lim f(x) =+
x—a x—a

Pela definicdo de continuidade de uma funcao,as assintotas verticais ocorrem
nos pontos de descontinuidade da funcao.Logo,calculamos lir21}3f(x).
X—

Vi)
T

Vx2+1
li = li = 400
xir2+f (x) xlgg 3y — 2
0+

* Obs:se x > 2/3"%,entdo x >2/3.Logo,3x —2 > 0.

3
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Logo,areta x = 2/3 é uma assintota vertical do grafico de f(x).
Assintota Horizontal:

Dizemos que areta y = L é uma assintota horizontal se ocorrer um dos

seguintes casos:
lim f(x)=L ou lim f(x)=1L
X——00

X—+00

1 1
1/x2+ . x2(1+p) . |x| 1-{—?
A= s T T T T
x Obs: se x > +,entio |x| = x.
x| /1+ /1+— /1+i2 lim 1+i2
. X x—+ 00
lim ——— = lim ——— = lim 5= 5< =
X—+00 3x - X—+00 3x — T xooo 3_% lim (3 _ _)
xX—+ oo

\[llm 1+hmi Y
xX— 400 x—>+oox2 1+0_\/_T_1
3-0 3 3

. .2
lim 3— lim =
X—+ 0 X—+00

Logo,aretay=1/3 é uma assintota horizontal do gréafico de f(x).

1 1
NS ivg) RIS
hm f(x) = lim ——— = lim Y— == lim ———————;
xo-0 3X — 2 xo-w  3x— 2 -0 3x — 2
* Obs: se x » +o0,entio |x| = —x.
[x| ’1+ —x’1+ ’1+ lim /1+
S 3x—-2 3x -2 Am — -
x—)—oo — oo — :
lim 1+ lim & Ao
x—l>rzloo x—l>lzloox2_ 1+0_£__1
lim -3+ lim 2 -3+0 -3 3
X—— 00 xX—>—00
Logo,aretay = —1/3 é uma assintota horizontal do grafico de f(x).
] . i . 21 2 1
Pontos de interseccdo das assintotas de f(x) sdo: A = (5,5) eB = <§ - §)

b) Determine as equacgdes de todas as retas com coeficiente angular -1

1

que sejam tangentes a curvay = ——1
x —
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1

Precisamos determinar, primeiramente, os pontos da curva y = 1 onde a

reta tangente possui coeficiente angular m = —1.

O coeficiente angular de uma reta tangente a uma curva é dado pelo valor da
funcao derivada naquele ponto.Logo,

1 1
x4+ Ax) — y(x N B x—1—(x+Ax—-1
y’=limy( ) y()=limx+Ax 1 x=-1_ 4y ( ) _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax -0 Ax(x+ Ax —1)(x— 1)
x—1—-x—Ax+1 —Ax -1

I _ _

xS0 Ax(x+Ax—1)(x—1) ey Ax(x+Ax—1)(x—1) Av S0 (x+Ax—1D(x—-1)
— 1

-0z " Y T T -

*Onde y' = —1?

1
—m=—1 =>(x—1)2=1-'-x=Oex=2.

Pontos da curva onde a reta tangente possui inclinacio — 1: A = (0,—1) e B = (2,1).
Equacao das retas tangentes nos pontos A e B:

y;— (=1) =—-1(x—-0) y,—1=-1(x—-2)
y;=—x—1 y, =—x+3

Questio 5

a) Determine lim ([x]? + [x2]),nos casos em que a= 2 ea = 1,5.
x—->a

1irr%([[x]]2 + [x%]); Como x = 2 € Z vamos analisar os limites laterais!

X—

lim ([x]? + [x%]) = lim [x]? + lim [x?] ;

x—-2* x-2+ x—2t

* Obs: se x - 2%, entdo [x] = 2,x% - 4" e ,portanto,[x?] = 4.Logo,

lim, ([x]? + [x%]) = lim [x]? + lim [x?] =224+4=4+4 =8.

x—-27F x-2% x—27

lim ([x]? + [x2]) = lim [x]? + lim [x?] ;

x—2 x—2 x—2t

* Obs:se x > 27, entdo [x] = 1,x% - 4~ e ,portanto,[x?] = 3.Logo,

lim ([x]? + [x%]) = lim [x]? + lim [x?] =124+3=1+3 =4.
xX—-2 xX-2 xX—-2

Como xli_)r£1+([[x]]2 + [x2]) # xli_)nzl_([[x]]z + [x2]) entdo }Ci_rg([[x]]2 + [x2]) A.
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lim ([x]? + [x%]) = lim [x]? + lim [x?] ;
x—1,5 x—1,5 x—1,5
* Obs: se x - 1,5,entdo [x] = 1,x% - 2,25 e, portanto, [x?] = 2.Logo,

lim ([x]? + [x%]) = lim [x]? + lim [x?*] =12 +2=1+ 2= 3.
x—-1,5 x—1,5 x—1,5

Vx—1
b) Calcule lim v ;
xol4/x—1

; Yx—1 ; Yx—1 Vx+1 Vx24+3x+1 y (x —DWx+1)
m = 1um =

. . = 11m ;
olyx—1 =1[yx—1Va+1 VaZ+ Yx+1] =1 - 1)Ax2+ Yx+1)

* Obs:se x > 1,entdo x # 1.Logo, (x — 1) # 0.

o @-DEx+) L VRl lim v +lim 1
lim . . = lim - 3 = 3 3 =
=1 (x—1D)(Vx2+Vx+1) 1 Vx2+Yx+1 lirri\/ﬁ+lin}\/9_c+lirri1
X— X— X—
Vi+1l 141 2
Y124+ ¥1+1 1+1+41 3

DETALHAMENTO DA QUESTAO 1ITEM b

x+1

x--1

xz—x—Z‘

Ha 3 formas de resolver esse limite cuja funcao é modular.A primeira delas é
analisando |x? —x — 2| e |x + 1| separadamente e, obrigatoriamente, calcular
os limites laterais em x = —1; A segunda, simplificar a expressao racional e,
ainda assim, calcular os limites laterais, uma vez que:

1 > —1 x+1
|x+1|={er y X2 |

—(x+1), x< —1/PoTeM temos |- 1| =lLx# -1

A terceira forma foi apresentanda no inicio da resolugdo considerando o fator
|x + 1| ndo nulo,pois |x + 1| - 0,logo |x+ 1| # 0.

19)
x2—x—2 i |x2 — x — 2|
—| = lim ———;
x--1| x+1 x->-1  |x+1|
5 x?—x-2, x<-loux>?2
* x4 —x —2| = 5 :
—(x*—x-2), -1<x<?2

x+1, x=>-1

*|x+1|={—(x+1), x<-1
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x*Se x » —1%,entdo x > —1.Logo,|x* —x = 2| =—(x?—x—2) e |x+ 1| = (x + 1).

o x2—x=2] —(x?2=—x-2) —(x+1D(x-2) _

lim ————— = lim = lim = lim —(x—2)
x->—-1t x4+ 1| x——1* x+1 x—-1* (x+1) x——1*
=—(-1-2)=—-(-3) =3.
x*Se x > —17,entdo x < —1.Logo,|x* —x = 2| = (x*—x—2) e |x+ 1| = —(x + 1).

|x? —x — 2] x2—x-2 o (x+Dx=-2) _

im ——— = lim ———— = lim = lim —(x—2)
x->-1t x4+ 1| xo-1r —(x+1)  xo-1r —(x+1) x—-1*
=—(-1-2)=—-(-3) =3.

o xr=x=-2 o |xt=x-2 o |xr=x—2
Como lim |[—| =1l entao lim |—— | =3
x—>—1* x+1 x—>—1 b x--1 x+1

2

20) 1 x?—x—2| |x+1||x—2|_
o x +1 | i lx+1]

x+1, x=-1
*|x+1|_{—(x+1),x<—1’
XxX—2, x=2
>l<|x—2|={

—(x —2), x<2’
x*Se x > —1%,entdo x > —1.Logo,|x + 1| =(x + D e|x— 2| = —(x —2);
lx + 1f|x—2| x+D[-x-2)] = —+DKx-2)
x—Enl+ lx + 1] B x—}r—nﬁ (x+1) B x—ir—nﬁ (x+1) B
lim —(x—-2)=-(-1-2)=-(-3)=3.
x—>—1
*Se x > —17,entdo x < —1.Logo,|x + 1| = —(x+ 1) e |[x— 2| = —(x — 2);
e+ 1]x = 2 . [+ D[ (x = 2)] o (x+D(x-2)
lim —— = lim = lim =
x--1"  |x +1] x—>—1" —(x+1) x--1"  —(x+1)
liml_ —-(x-2)=—(-1-2)=—-(-3) =3.
xX—-—
o |xr—x=-2 x> —x -2 o |xr=x—2
Como lim |————— = lim_ entao lim |———— =3
x—>-1% x+1 x-—1 x+1 x—>—1 x+1
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2.3  22Prova-11de Marcode 2016

Questao 1

sen(2x),x <0 6

a Para uais valores da constante m a fun 510 X) = {
) q fungdo f(x) mx, x>0

derivavel?

b) Onde a reta normal a elipse x*> — xy + y% = 3,n0 ponto (—1,1) intercepta a
elipse uma segunda vez?

Questao 2

a) y(t) satisfaz a equagio y? + ky = 0,onde k é constante. Mostre que toda
reta tangente ao grafico é uma reta horizontal.

7 Il ~ _xz
b) A reta normal ao grafico da fungio f(x) = x¢ ,no pontoemque x =1
intercepta o eixo das abscissas.Dé a equagdo da reta paralela ao eixo das
ordenadas e que passa por essa intersecgao.

Questao 3

a) Se f(x) = 2 cosx + cos?x,encontre os pontos sobre o grafico de f nos quais
a reta tangente é horizontal.

b) Sendo f(x) = arccos(sec(Inx)) determine onde f é derivavel.

Questao 4

2\5
a) Calcule lim (1 + 3—) ;

X— 00 X

In x
b) Determine uma equacio para a reta normal ao grafico da funcio f(x) =3 x,
no ponto onde a reta tangente é horizontal.

Questao 5

a) Use derivacgdo logaritmica para calcular a derivada da funcao
2% (cotgx)3v/x

flx) = -

(x3—1)

arcsec(2 + h) — arcsec(2)
: .

b) Calcule lim
h-0
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Questao 1

sen(2x),x <0 s

a Para uais valores da constante m a fun 5[0 X) = {
) q funcido f(x) mx, x>0

derivavel?

A priori, f é uma funcao sentencial formada por funcao trigonométrica
composta com polinomial e também formada por uma funcao polinomial
linear, como essas funcgdes sdo continuas e dif erencidveis em R,entao f

é continua e diferenciavel em (—,0) U (0,+0).

Para que f seja derivavel em x = 0, primeiro verificamos se f é continua em
x = 0.Logo,

f(0) =sen(2 x 0) =sen(0) = 0.

lim f(x) = lim mx =m lim x =m x 0 = 0.
x—0t x—0t x—0

lim f(x) = lim_sen(2x) = sen(0) =0

x-0 x—0

lin(l)f(x) =0,e ainda,lin(l) f(x) = f(0).Logo, f é continua em x = 0.
x— x—

, . fx)—=71(0) ~ sen(2x)—0 ~ sen(2x) 2 2sen(2x)
f1(0) = lim ————— = lim ———— = lim_ == lim ————;
x—0 x—0 x-0 x—0 x-0 X 2  x-0 2x
~ 2sen(2x) _ ~ sen(2x)
im ———— = lim 2 X lim =2X1=2.
x—0 2x x—0 x—0 X
. . .. sen(kx)
* Obs: Limite fundamental trigonométrico hng) " =
xX— X
vos o f)=fO)  fx)-fO)  mx—-0 mx
=TT T T 0 M Do TR T

Para que f seja derivavel em x = 0, f/(0) = f/(0).Portanto,m = 2.
Com isso, concluimos que param = 2 f é diferenciavel em todos os reais.

b) Onde a reta normal 2 elipse x*> — xy + y% = 3,n0 ponto (—1,1) intercepta a
elipse uma segunda vez? Ponto P = (—1,1) pertence a curva!

Derivando implicitamente a expressao da elipse, temos:

d d d d
_ 2y _ 2y — 3
X))+ ) =—(3)
2x—y—xy'+2yy' =0
y'Q2y—x)=—-2x—-y)
,  2x—y
A
, (=2) -1 (=3) , .
No ponto (—1,1),y(_1_1) = —3 —D =— 3 = 1.Esse é o coeficiente angular
m, da reta tangente em P.Como as retas tangente e normal sdo perpendiculares
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entao m,;.m, = —1. Logo,o coeficiente angular da reta normal é m = —1.

Equacao da reta normal:
y—1=-1(x+1)
y=-X
Substituindo a equacgado da reta na expressao da elipse, obtemos:

x2—x(—x)+ (—x)?=3
x?+x?2+x2=3

3x%2 =3
x?=1
x =+1

Pontos de interseccio: P = (—1,1) e A= (1,-1).

Logo, a reta normal em (—1,1) intercepta a elipse uma segunda vez no ponto
A=(1,-1).

Questao 2

a) y(t) satisfaz a equacdo y? + ky = 0,onde k é constante. Mostre que toda
reta tangente ao grafico é uma reta horizontal.

Mostrar que toda reta tangente ao grafico da funcgio y(t) é uma reta
horizontal, é provar que y'(t) = 0 para todo t € D(y) (dominio da funcio y).

Derivando implicitamente a expressao dada acima, temos:
d d d
— () +—(ky) =—(0
)+ Uy) =—(0)

2y().y' () + k.y'(®) =0

y' (O2y(0) + k] =0

k
y'(O)=0ouy(t)=-7
k
Se y(t) = — > onde k é uma constante, entido y'(t) = 0,confirmando a primeira
solugdo acima. Portanto,y’'(t) = 0,Vt € D(y).Com isso, concluimos que toda
reta tangente ao grafico de y(t) é uma reta horizontal.

—x2
b) A reta normal ao grafico da fungio f(x) = x¢ ,no pontoemque x =1
intercepta o eixo das abscissas.Dé a equacgdo da reta paralela ao eixo das
ordenadas e que passa por essa intersec¢io. f(1)=1~P =(1,1)

fG) =x" ]
Inf(x) =1In x¢
Inf(x)= e Inx
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Por dif erenciacao logaritmica, obtemos:

f’(x)_ . _x2 _le
f(x)_( 2x)e™* .Inx+ e 2 2
f'(x)=f(x) [—Zx.e_xz.lnx+ex l

') =7rQ) [—Z.e"l.ln 1+ eT‘ll

1
f'() = A (coeficiente angular da reta tangente m, em x = 1)
Coeficiente angular da reta normalm, = —— = —e.
my

Equacdo da reta normal:
y—1=—-e(x-1)
y=—ex+e+1

Intersecgdo com o eixo das abscissas (y = 0):
0=—-ex+e+1

e+1 e+1
x = ;ponto( ,0)
e e

e+1
P

Reta paralela ao eixo das ordenadas que passa por esse ponto éareta x =

Questao 3

a) Se f(x) = 2 cosx + cos?x, encontre os pontos sobre o grafico de f nos quais
a reta tangente é horizontal.

A reta tangente é horizontal onde f'(x) = 0. Portanto,

f'(x) = —2senx —2senx cosx

f'(x) = —2senx (1+ cosx)
senx =0

ffx)=0= ou s Xy =km ex,=m+ 2knm,comk€Z.
cosx =—1

Observe que x, € x,.Logo, a solugdo geral é x, = km,com k € Z.

f(x,;) = =1 = Pontos (km,—1) comk = 2n+1,n € Z (k é impar)

f(x;) = 3 = Pontos (km,3) comk =2n,n € Z (k é par)

Esses sdo os pontos do grafico de f(x) onde a reta tangente é horizontal.

b) Sendo f(x) = arccos(sec(In x)) determine onde f é derivavel.

Primeiramente analisamos o dominio da fungao f e observe com atengao!!!
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19)In x esta definido parax > 0;
29) [secx| = 1,ou seja,secx =1 ou secx < —1,para todo x € R.
39)D(arccosx) = {x e R;—1 <x <1}

Compondo as 3 informagodes acima, observe que primeiramente o dominio de
f érestrito a funcdoln x,ou seja,x > 0. Porém,a fungiosecx possui imagem
Im(secx) = (—o0,—1] U [1,4 ) e,portanto, a funcio arccos(sec(In x)) sé possui
valor definido para x € R tal quesec(Inx) = +1.

Essa andlise permite concluir que f ndo é dif erencidvel para qualquer x € R.
* Obs: A funcdo f é representada por pontos dispersos, ou seja, nao possui
qualquer continuidade em algum intervalo aberto.Logo,ndo ha necessidade

em derivar a funcao f uma vez que f é descontinua em todos os reais.

Para deixar mais clara essa explicagao ...

1 1
f'(x) = —\/1 v .sec(Inx).tg(In x).;

Lembremos quesec’(Inx) = 1,desde que esteja definida, ou seja,para x > 0.
E com isso,observe que a derivada f'(x) ndo existe! Portanto, f nio é derivavel
para qualquer x € D(f).

Questao 4

ax

2\5
a) Calcule lim (1 + —) ;
3x

X— 00

* Facamos a substituicdo x = §n.Se X = o0, entdo n — . Ajustando o limite ...
8 8

2\F 115" 1\"]i 1\"]i
lim <1+—> = lim (1+—) = lim [<1+—> l :llim <1+—> l =
X—>00 3x n—-oo n n—oo n n—-oo n
8
1\*|5 8
[lim (1 +—> l = e15,
n—-oo n

n
* Obs: Limite fundamental exponencial lim <1 + E) =e.

n—-+oo
In x

b) Determine uma equacio para a reta normal ao grafico da funcio f(x) =37 x,
no ponto onde a reta tangente é horizontal. D(f) = {x € R; x > 0}

Derivando a funcdo composta pela Regra da Cadeia, temos:
In x Inx

f(x) =37 .In3. —[

In x ;x—lnx 1
f'(x)=3x .In3. X
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, 1—Inx Inx
f'(x)= = .3 x .In3

Onde a reta tangente ao grafico de f(x) é horizontal (f'(x) = 0) a reta normal
é vertical, cuja equagdo é x = x,,0nde f'(x,) = 0.

ff(x)=0=1-Inx=0~x=e
Equacdo da reta normal é a reta vertical x = e.
Questao 5

a) Use derivagdo logaritmica para calcular a derivada da funcao

_ 2%(cotgx)*Vx
flx) = CEEENE
Inf(x) =In sz E)ccogtfxl);\/f

1
In f(x) =In2* +In(cotg x)® + Inx2 — In(x3 — 1)°
1
In f(x) = x.1In 2 + 3.In(cotgx) +§lnx —5.In(x3-1)

Por derivagao logaritmica,obtemos:

f'(x) cossec’x 1 3x?
=lh2-3— "4 -5
f(x) cotgx 2x x3—1
3 1 15x2
! = 1 2——+__
e f(x)ln senx.cosx 2x x3—1l
2*(cotgx)3/x 3 1 15x?2
F(x) = (cotg)’Nx [l 3 1
(x3—-1)5 senx.cosx 2x x3-—1

arcsec(2 + h) — arcsec(2)
- :

b) Calcule lim
h-0

Esse limite é,em outras palavras, f'(2) onde f(x) = arcsecx.

Sejay =secx, facamos a troca entre as variaveis. Entao,

x=secy , y€ [O'g) v [n’?’?”>

Derivando implicitamente, sendo y = f(x),temos:

d d

dx (x) = aSGC(Y)
1 =secy.tgy.y’

, 1
Y  secy.tgy
1
y'= ; secy=x

secy. sec?y —1

;tgy > 0 no intervalo definido
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L 1
y_x x2—1
= /() = - [aresecx]
y' =f"(x =i arcsecx .
A S S &
f@=3 2-1 23 6
Logo,
- arcsec(2+h)—arcseC(2):limf(2+h)—f(2):f,(2):‘/_§

h—0 h h=0 h 6
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24  22Prova-12de Marcgode 2016
Questao 1

a) Use a definicdo de derivada para mostrar que a curvay = /x apresenta
reta tangente na origem.

s 3
b) Tome y = arcsecx,com 0< y < 2 ounr <y < > e estabele¢ca uma foérmula

leular &
para calcular dx.

Questao 2

(In2)7V/3

12 ,determine o valor de k,

a) Dada a fungio f(x) = log,[arcsen(x?)].
de modo que f’(?) = 2k,

x,—-1<x<0

T é diferenciavel em x = 0?
tgx,OSxSZ f

b) A fungido f(x) = {

Questao 3

a) Use derivacgdo logaritmica para determinar o coeficiente angular da reta
normal ao grafico de f(x) = (senx)™*,no ponto em que x = 1.

b) Suponha que f sejauma funcao injetiva, derivavel e que sua fungdo inversa
3

f1,seja também derivavel.Se f(2)=10e f'(2) = g,encontre [f~1]'(10).

Questao 4

a) Encontre equagdes para as duas retas que passam pela origem e sio
tangentes a curva x* —4x + y* +3 = 0.

. 10\*
b) Calcule lim (1 +7) .

X—+o00
Questao 5

a) Hauma reta que tangencia o grafico de f(x) = 21°8%.In3,no ponto de
abscissa x = 1.Tal reta intercepta o eixo-y num ponto cuja ordenada é

a
dada por In (E) .Determine essa ordenada.

b)Sendo f(x) = xexe,calcule f'(x).
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Questao 1

a) Use a definicdo de derivada para mostrar que a curva y = /x apresenta
reta tangente na origem.

y=f(x)=+vx; D(f)={x e Rjx =0}

Como a fungao f esta definida para x = 0, temos as seguintes consideragdes:

1) f(0)=0 e lim, f() =0
2)f(0) = xli_)rgl+ f(x) =0.Logo, f é continua a direita de zero!
FO-fO) _ VI 1

lim — = lim — = +o0.

f+ (0) = ler(r)l-;. x — 0 x>0t x x_>0+\/)?

A derivada de uma funcao no ponto x = a é o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de f(x) em x = a. Matematicamente, esse coeficiente
angular m = f'(a) = tga,onde a é o dngulo formado entre a reta e a direcio
positiva do eixo das abscissas.

T

Logo,m = f/(0) - +oo,entdo tga - o e, portanto,a = 90° ou —.

Como a funcio f é continua a direita de zero e lirgl+|f’(x)| = o0, entio f
X—

admite reta tangente vertical em x = 0 e essa reta é dada pela equagao x = 0.

s 3
b) Tome y = arcsecx,com 0 <y < > oumr <y < > e estabele¢ca uma foérmula

lcular &
para calcuilar dx.

Yy = arcsecx < secy = x

Derivando implicitamente a expressdao em relagdo a x,temos:

d

d
a[secy] = dx (x)

t dy—l
secy.tgy.—-=
dy 1
dx secy.tgy

s 3
*Como0<y< > oun <y < - 12 e 32 quadrante,respectivamente,logo

tgy > 0.
tg?2y+ 1=sec’y >tgy=+/sec?y—1

dy 1

dx _secy sec’y —1

*Secy = x e, portanto,
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dx  xvVx2-—-1

Questao 2
In2 3
a) Dada a fungio f(x) =log,[arcsen(x?)] .%—,determine o valor de k,
2
de modo que f’(%_) = 2k,
In 2 3
* Seja u = x%v =arcsenu e f(v) = % log, v.Pela Regra da Cadeia,
.~ df df dv du
fe) _v@c T dv du’dx
, (In2)mv3 1 1
f'(x) = D . ) .(2x)
v.In2 1 — 42
/3 1 1
)= (2x)

12 "arcsen(x?2) /1 — x4

, (V2 _n\/§ 1 1
f <7>_ - —.(V2)

x,—-1<x<0
b) A fungido f(x) = tgx 0<x<® é diferenciavel em x = 0?
T T4

* Primeiro verificamos se f é continua em x = 0 pois, s6 entao poderemos
analisar a diferenciabilidade de f em x = 0.

1) f(0) esta definido; f(0) =0
2) i f00 =g x =0; Jig, f0) = Jip, tax =180 =0.
lim f(x) existe; lim f(x) = 0.
x—0 x—0
3) f(0) = lin}) f(x) e, portanto, f é continua em x = 0.
xX—

Analisando a dif erenciabilidade de f em x = 0, temos:

f)=fO) . x
m-———=

f10)= 1l lim — = lim 1=1.
0 ( )S_ %(0) 0 %C X e senx 1 sen x 1
x —
f.(0) = lim f—: lim BX_ lim [ ) ] = lim x lim
-0t x—0 x—>0t X x>0t x cosx x->0t X x—0% cos x
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1
cosO

=1x = 1.

Logo,como f é continua em x = 0 e as derivadas laterais existem e sdo iguais,
f1(0) = £/(0) ,entdo f é diferenciavelemx =0e f'(0) = 1.

Questao 3

a) Use derivacao logaritmica para determinar o coeficiente angular da reta
normal ao grafico de f(x) = (senx)™*,no ponto em que x = 1.

In f(x) = In(senx)"*
In f(x) =Inx.In(senx)
Por derivacao logaritmica,temos:

"(x 1 cosx
I )= —In(senx) +Inx.

f(x)  x senx
f'(x)=fx) E In(senx) + Inx . cotg x]

f'(x) = (senx)n* E In(senx) + In x. cotg x]

f'(1) = (sen1)n? Eln(sen 1)+ In1.cotg 1] ;In1=0 e(sen1)’=1
f'(1) =In(sen1)

Portanto, o coeficiente angular da reta normalemx =1émy = f (1) .Logo,
1
my=———-=.
N In(sen1)

b) Suponha que f sejauma funcao injetiva, derivavel e que sua fungdo inversa

3
f1, seja também derivavel.Se f(2)=10e f'(2) = g,encontre [f~1]'(10).

Se f admite funcao inversa,entao f‘l(f(x)) = x. Pelo teorema da derivada da
funcao inversa, temos:

) =011010) < f(x) = 10.Logo para x = 2,temos f(2) = 10.
Consequentemente, obtemos ..

1 (F(2) =
[f~'1'(0) =

f (2)

)

Y

UJI u1uUl W

[f~11'10) =



155

Questao 4

a) Encontre equagdes para as duas retas que passam pela origem e sio
tangentes a curva x* —4x + y* + 3 = 0.

Precisamos determinar os pontos onde essa reta tangencia a curva dada acima.

Equacio da reta que passa pela origem (0,0):
y—0=m(x—0)
y =mx
Onde m é o coeficiente angular da reta e é dado pelo valor da derivada no ponto
em que essa reta tangencia a curva.Logo,derivando implicitamente a expressao
da curva,obtemos:

d d d d d
_ 2y _ 2 _ —_
2 )~ () + - () + - (3) = - (0)
2x—4+2y.y'+0=0
2—x

y

y:

— Substituindo m = y'na equacio da reta ...

(2-x)
Yy = X
y
y? = 2x—x?
y% +x?% = 2x

4x —3 = 2x
2x =
3
5
9 3 3
2 =2y —x2=3 ——=—sy=+—.
yomermx 227V E
3 V3 3 V3
P ja:A=(=,——)eB=[=,—
ontos de tangencia <2, 2>e <2,2>
Pela equacao da reta que passa pela origem, temos m = %.Nos pontos A eB,
. 1 V3 1 V3
emosmy=——=—— eMmg=—== —.
V3 3 P V3 3

Equacdo das retas tangentes:
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. 10\*
b) Calcule lim (1 +—) .
X—+00 X
* Seja x = 10n.Se x - +00,entdao n —» +o0.Ajustando o limite, temos:

10n 10n

_ 100 10 _ 1 _ 1\"]"
lim (1+—> = lim <1+—> = lim (1+—> = lim (1 +—> ;
X—+ 00 X n-+oo 10n n-+o n n-+oo n

N 1\"
lim l(1 +—) l =l lim (1+—) l = 10,
n—-+oo n n—-+oo n

1 n
* Obs: Limite Fundamental Exponencial lir}_l (1 + —) =e
n-+oo n

Questao 5

a) Hauma reta que tangencia o grafico de f(x) = 2'°8:%.In3,no ponto de
abscissa x = 1.Tal reta intercepta o eixo-y num ponto cuja ordenada é

a
dada por In (E) .Determine essa ordenada.
f(1) =281 n3=2%In3=In3. PontoP = (1,In3)

1
/ — zlog x
f'&x) ’ x.In 3

.In2.In 3

In 2
f(x) = 2101%’3’6.7 ; f'()=In2
Equacio da reta tangente em P = (1,1n 3):

y—In3=In2(x—-1)
y=In3+x.In2—-1n2

Em x = 0 (intersegdo com o eixo y),temosy =In3 —1In2 = In (E)
b)Sendo f(x) = xexe,calcule f'(x).

Inf(x) =1In (x)exe

Inf(x) = e* Inx

Pela diferenciacao logaritmica, encontramos a seguinte expressao:

];’((:)) =e* (ex®1V).Inx +e* %
€ e—1 1
f'(x)=f(x).e [ex lnx+x]

r e~ x¢ e—1 1 . ' o1 x¢ x€+1. e re—1
f'(x)=x¢ e* [ex®".Inx+—|,ouainda, f'(x) = x e +e X Inx
x
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25  32Prova-08de Abril de 2016

Questao 1

a) Um tridngulo é definido pelos vértices V,(0,0),V,(50,0) e V,(0,30). O vértice V,
se move para a esquerda a uma taxa de 2m/h e o vértice V; se move para cima a

uma taxa de 3m/h.

i.Determine a que taxa a area cresce ap6s 5h.
ii. Em que momento a area para de crescer?

b) Um incéndio em um campo aberto se alastra em forma de circulo.O raio do
circulo aumenta a razdo de 1m/min.Determine a taxa a qual a area incendiada
esta aumentando, quand o raio é de 20 metros.

Questao 2.

a) Use diferenciais para estimar a quantidade de tinta necessaria para aplicar
uma camada de tinta de 0,01cm a uma semi-esfera com diametro de 100 metros.

b) Use aproximacao linear para estimar /99,8.
Questao 3.

senh x

a) Calcule lim

)
X— 400 ex

b) Encontre uma equagdo para a reta tangente ao grafico de y = e* sech x,no
ponto onde x = 0.

Questao 4.

a) Determine os nimeros criticos da funcdo f(x) = 2 cosx — 2sen 2x que estio
no intervalo [0,27m] e, em seguida, determine os valores de maximo e minimo
absolutos da fungao nesse intervalo.

b) Se f(x) = i/ (x— 1)2 + 2, ache os valores maximo e minimo absolutos de f no
intervalo [0,9].

Questao 5.

x—1
a) Demonstre a identidade arcsen( 1
X

T
)— 2 arctgy/x = —5

b) Use o Teorema de Rolle para mostrar que a fungio f(x) = senh? x + cosh?x
nao possui mais que duas raizes reais.
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Questao 1
a) Um tridngulo é definido pelos vértices V;(0,0),V,(50,0) e V,(0,30). O vértice V,
se move para a esquerda a uma taxa de 2m/h e o vértice V; se move para cima a

uma taxa de 3m/h.

% =3m/h

v2(50,0)

(0,0m1®

b db
dt

= —=2m/h

i.Determine a que taxa a area cresce ap6s 5h.

1
AZEth
dA _ 1pdb h_l_bdh]
dt  2ldt’ "dt
dA—l[ 2h + 3b]

dt 2

* Ap6s S5h,b =50—-2x5=40m e h=30+3 Xx5=45m.Logo,

dA

dt |[b=60m
h=45m

1 1 1
=E[_2X45+40X3] =E[_90+ 120]=§[30] =15m?/h

* A 4rea do tridngulo cresce a taxa de 15m? /h ap6s 5h.

ii. Em que momento a area para de crescer?

dA
A area para de crescer quando T 0. Pela expressao inicial, obtemos:

db dh

dac T " Tae
—2h=-3b
3
h=2b
2

h(t) =30+ 3t; b(t) =50—2t
3
30+3t=5(50—2t)
30+3t=75—3t
6t = 45
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45 15
t = 3 = > = 7,5h ou 7h30min

b) Um incéndio em um campo aberto se alastra em forma de circulo.O raio do
circulo aumenta a razio de 1 m/min.Determine a taxa a qual a drea incendiada
esta aumentando, quand o raio é de 20 metros.

d
- Im/min

dt

A =nr?
dA _dA dr
dt  dr dt
dA o1
ac
dA _
» ac
— = 40mm? /min
dt r=20m

x A 4rea incendiada esta aumentando a taxa de 40mm? /min quando o raio é de
20 metros.

Questao 2.

a) Use dif erenciais para estimar a quantidade de tinta necessaria para aplicar
uma camada de tinta de 0,01cm a uma semi — esfera com diametro de 100 metros.

2
V =—nr3
dV_4 5
dr n‘r

dV = 2mr2dr = 2(50m)2. (10~4m) = 2. (0,25) = gm3

s
Para pequenas variagdes temos AV = dV.Logo, serao necessarios Em3 de tinta

para aplicar uma camada de 0,01cm a uma semi — esfera com diametro de 100m

b) Use aproximacio linear para estimar /99,8.

A aproximacio linear ou linearizacdo de f(x) =+/x ema = 100 é dada pela
expressao:
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L(x) = f(a) + f'(@)(x—a)

1

1
24/100 20

L(x) =v100+ f'(100)(x — 100)
1
L(x) =10+ %(x —100)

Onde f'(x) = %}_C.Entéo f'(a) = f'(100) =

Queremos estimar pela linearizacao,o valor de /99,8,0u seja,

1 0,2
L(99,8) = 10 +%(99,8 —100) = 0= 10-0,01 =9,99

Logo,+/99,8 = L(99,8) = 9,99.
Questao 3.

senh x

a) Calcule lim

)
X— 400 ex

eX —e™* 1 1
~ senhx T e e?* —1 _ (1 __BZx)
lim = lim —=—= lim = lim = lim ———%;
x—+o00 e~¥ X—+ 00 ex x—4+00 2% x>+ Qe?X X—+00 e2x(2)
1
y o 2% (1 ——er) 1 y (1 ) 1 171 1 (1-0] = 1
x—1>I-Poo er(Z) - 2 x—l>Too e2x x—1>r-|1:loo x—l>rlloo e2x N 2 N 2

b) Encontre uma equagio para a reta tangente ao grafico de y = e* sech x,no
ponto onde x = 0.

Quando x = 0,temos o ponto P = (0,1) no grafico de y = e* sechx.

d
% = e* sechx + e*(—sechx.tgh x)
d d
—y=exsechx(1—tghx); & =e%sech0(1 —tgh0) =1

dx dxl,—o
Equacio da reta tangente em P(0,1):

y—1=1(x—-0)
y=x+1

Questao 4.
a) Determine os nimeros criticos da funcdo f(x) = 2 cosx — 2sen 2x que estio

no intervalo [0,27m] e, em seguida, determine os valores de maximo e minimo
absolutos da funcao nesse intervalo.
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A fungdo f é uma composicao de funcgoes trigonométricas continuas e derivaveis
em R e,portanto, f é continua em R.Logo, f é continua no intervalo fechado
[0,21]. Podemos entdo utilizar o método do intervalo fechado para determinar
os valores extremos absolutos da funcao f neste intervalo incluindo os nimeros
criticos da fungao.

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:
1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

f(0) =2cos0—2sen0=2—-0=2
f(2m) =2cos2m—2sendn =2—-0=2

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,2m):

"Um ntmero critico de uma funcio f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe"

Como a funcao f em questao é diferencidvel em R,se f possui algum niimero
critico c em (0,2m) entdo f'(c) existee f'(c) = 0.

f'(x) = —2senx — 4 cos2x
f'(x)=—2senx —4(1 — 2sen? x)
f'(x) = —2(—4sen’x +senx + 2)

f'(x)=0= —4sen’x +senx+2=0

—1++33 1F+33

-8 8
1+\/§> (1—@)

senx =

X = arcsin< e x = arcsin

* Obs: considerando o intervalo (0,27) a fungdo seno admite 2 arcos com a mesma
imagem, ou seja, ha 4 nimeros criticos no intervalo (0,2m). Sdo eles:

1+\/33> _ <1+\/33>
E— X, =T —arcsin{ ———

X, = arcsin
8 8

X3 = T — arcsin e x, = 2m + arcsin

(=) (=)

* Obs2: Lembre — se do conjunto imagem da funcaoarcsinx para interpretar
como apareceram m e 21w na composicao das respostas!

30 — 233 30— 2v33

CosSXx, = —8 ; COSX, = _—8
30 +2v33 30 +2v33
COSX3=——8 ;Cosx4:—8
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f(x) =2cosx —4senxcosx
f(x) =2cosx (1—2senx)

f(x1)=3()+m<1_1+4m>= 30162\@(3—@) “fx) <0
o) = 30—42@(1_1+4\/§>=_\/30162\/§(3_@)  FGe) > 0
o) = 3022\/ﬁ<1_1—4@)2_\/30162\/§(3+m) ) <0
flx) = WG - —4@) -2 Iszm@ +V33) *f(x,) >0

Pelos valores obtidos acima, podemos concluir que f(x;) < f(x,) < 0.E,com
f(0) = f(2m) = 2, concluimos que f(x;) é o valor minimo absoluto de f no
intervalo fechado [0,2m].

Dos valores positivos, temos f(x,) e f(x,),onde f(x,) > f(x,).Resta saber se
f(x,) >2.Logo,

V30+ 2
W(3+\/§); 8<(3+V33)<9; 6< [30+2V33 <7

Logo,

48 < [30+2v33 (3+V33) <63

<\/30+2\/§(3+\/§)<§
16 16

Portanto, f(x,) > 2 e,por isso, f(x,) é o valor maximo absoluto de f no intervalo
fechado [0,2m].

b) Se f(x) = { (x— 1)2 + 2, ache os valores maximo e minimo absolutos de f no
intervalo [0,9].

A fungao f é uma composicao das fungdes racional e constante, continuas no
intervalo fechado [0,9] e, portanto, f é continua no intervalo fechado [0,9].Logo,
podemos utilizar o Método do Intervalo Fechado para determinar os valores
extremos absolutos de f.

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo.
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fO)=V14+2=3
f(9)=V64+2=6
2.0s valores de f nos nimeros criticos de f no intervalo (0,9).

"Um nimero critico de uma funcido f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) nao existe".

2 1 2
f(x)=§(x—1) 3—33—rm

Note que f'(x) = 0 ndo possui solugdo para x € R. Entretanto, f'(x)A para x =1
e,como 1 € (0,9) entdo 1é um nimero critico de f.

f()=3V0+2=2

Comparando os resultados obtidos, concluimos que f(9) = 6 é o valor maximo
absoluto e f(1) = 2 é o valor minimo absoluto de f no intervalo fechado [0,9].

Questao 5.

x—1

T
+1) — 2 arctgy/x = —5

a) Demonstre a identidade arcsen(

Seja f(x) = (x
e]a X ) = arcsen o

1)— 2arctg/x ,D(f) = {x € R;x > 0}

1 d x—1 1 d
’ — — - 2. T
F 1 (E1y o
x+1
L x+1 2 _o2 1
f(x)_\/(x+1)2—(x—1)2[(x+1)2] 1+x 2vx
,()_x+1 2 _ 1
f)= Vax (x+1D?*  x(x+1)
f'(x)= - :

GGAD A

Teorema:Se f'(x) = 0 para todo x em um intervalo (a,b), entdo f é constante em
(a,b).0u seja, f(x) = C em (a,b),onde C é uma constante.

Nesse caso, temos que f'(x) = 0 para todo x no intervalo (0,4+),entdo f é
constante em (0,+).Calculando o valor de f para x = 0, por exemplo, obtemos
o valor C,tal que:

T /i
f(0)=arcsen(—1)—2arctg0=—§—0=—E=C
Portanto, f(x) = —— = (x_l)Zt\/_—n
ortanto, f(x) = 5 arcsen (- —— arctgVx = —
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b) Use o Teorema de Rolle para mostrar que a fungdo f(x) = senh? x + cosh?x
nao possui mais que duas raizes reais.

Em outras palavras, "Mostre que f(x) possui no maximo 2 raizes reais"

* Suponhamos que f possui 3 raizes reais, a, b e c tais que f(a) = f(b) = f(c) = 0;
Coma#b,a+#ceb+c.

Como f éuma funcio continua e diferenciavel em R e f(a) = f(b) e f(b) = f(c),
entdo existe algumd € (a,b) ee € (b,c) tal que f'(d)=0e f'(e) = 0,com d # e.

Ou seja,f’(x),por essa hipotese, possui 2 raizes reais.

f'(x) = 2senhx.coshx + 2coshx.senhx
f'(x) = 4senhx coshx ;*coshx>1,Vvx€eR

f'(x)=0<senhx =0.x=0.

Logo, f'(x) s6 possui 1 raiz real (x = 0) e,por contradigio, f possui no maximo 2
raizes reais.
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2.6 32 Prova— 09 de Abril de 2016

Questao 1

a) Um triangulo isésceles tem os lados iguais,com 15cm cada um.Se o angulo
entre 0 entre eles varia 2° por minuto, determine a taxa de variagdo da area
do triangulo, quando 6 = 30°.

b) Um velocista corre em uma pista circular de raio 100 metros,a uma
velocidade angular constante de 1° por segundo.Seu amigo esta em pé a uma
distancia de 200m do centro da pista. Qudo rapido esta variando a distancia
entre os amigos, quando 6 = 90°?

Questao 2

a) O raio de um cilindro circular reto de altura igual a 2 metros, mede 50cm,
com um erro de medida, de no madximo,1cm. Encontre o erro maximo que este
desvio pode causar no volume do cilindro.

b) Estime o valor desenh(0,1) + cosh(0,1).

Questao 3

a) Mostre que cosh(x +y) = coshx.coshy + senhx.senhy.

b) Encontre a equacio da reta normal ao grafico de y = "3 no ponto
onde x = 0.

Questao 4

a) Sea> 0eb > 0,ache o valor maximo absoluto de f(x) = x*(1 —x)?,com
x € [0,1].

cosx
b) Encontre os valores maximos e minimos absolutos da funcio f(x) = > T seny
senx

no intervalo [0,27].
Questao 5
a) Suponha que uma funcao f seja duas vezes dif erenciavel em R e que tenha

trés raizes reais distintas. Mostre que f''tem pelo menos uma raiz real. Em
seguida,comprove que este fato ocorre,dando um exemplo.

b) Most ( X )_ t(1+x> T
oSstre quearcsen m —arcg 1—x 4.
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Questao 1

a) Um triangulo isésceles tem os lados iguais,com 15cm cada um.Se o angulo
entre 0 entre eles varia 2° por minuto, determine a taxa de variagao da area
do triangulo, quando 6 = 30°.

15¢em

15em

* Area de um tridngulo dado dois lados e o angulo adjacente entre eles:

A= Yabsend sondea=b=15 D _ e rmin =" rad/mi
= Za. .Sen ,onde a = = cm e dt = min —90Ta min

225
A= TsenH
Pela Regra da Cadeia,temos:
dA _ dA de
dt do dt
dA _ 225 T
dc 2 %Y 90
d 5 9
- cos
dA 51 7 57 V3 5m/3 ,
- =—.0S—=—.— = m® /min

Logo,a area do triangulo isésceles, em questao,esta crescendo a taxa de

513
8

m?/min quando 6 = 30°.

b) Um velocista corre em uma pista circular de raio 100 metros,a uma
velocidade angular constante de 1° por segundo.Seu amigo esta em pé a uma
distancia de 200m do centro da pista. Quao rapido esta variando a distancia
entre os amigos, quando 6 = 90°?

200m.
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Pela Lei dos Cossenos,temos:

D? =100% +200% —2 x 100 x 200 X cos 6
D? = 50000 — 40000 cos 6

d d d
—_— 2 = — —_—
7 (D?) o (50000) o (40000cos6)

dD dég
2.D.— =40000senf8.—
dt dt
dD _ 20000sen @ do
dt D "dt

T
Quando 6 = 90° ou Erad,obtemos D =+/50000 = 100v5m. Sabendo que a

locidad I mda %2 = 10/s = ™ rad/s ent
veiLociaaade angu ar,ou atnaa, dt = S = 1807'(1 S ,entao ...

T
dD _ZOOOOSeni T 10r  2mV/5

dt |p=100vEm — 1005 180 - 95 "9

6=90°

m/s

215

Logo, a distancia entre os amigos esta aumentado a taxa de m/s quando

6 =90°.
Questao 2

a) O raio de um cilindro circular reto de altura igual a 2 metros, mede 50cm,
com um erro de medida, de no madximo,1cm. Encontre o erro maximo que este
desvio pode causar no volume do cilindro.

Comparando o erro de medida com a medida do raio inicial do cilindro, concluimos
que 1cm < 50cm, ou seja, a variagao do raio foi muito pequena comparada as
dimensdes do cilindro.Logo, para pequenas variagdes teremos AV = dV.

V =nr?h = 2mr?
dV = 4nr.dr

AV = 4 50 1 T
- 7T‘100'107(%_50m
AV = dV =—m?3

50

0 erro maximo que o desvio de 1cm pode causar no volume do cilindro em questao
é de m/50m3.

b) Estime o valor desenh(0,1) + cosh(0,1).
Seja f(x) =senhx + coshx; f(0)=1e f'(x)=f(x) = f'(0) = f(0) = 1.
Por aproximacao linear ou linearizagao da fungao f em x = 0, temos:

L(x) - f(0) = f'(0)(x— 0)
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L(x) = f(0) + f(0)(x— 0)
Lix)=x+1
Usando o fato de que a estimativa por aproximacao linear é valida para pequenas
variagdes em torno de x = 0 (neste caso), entdo podemos dizer que
f(0,1) ~L(0,1) =11
Logo,senh(0,1) + cosh(0,1) = 1,1.

Questao 3

a) Mostre que cosh(x +y) = coshx.coshy + senhx.senhy.

eX+e™ 1, 1 e +1
coshx = — = E(e + ;) = P
e*—e™* 1/ 1 e —1
senhx =— =E(e _§>= 2e*
62x+2y +1
cosh(x+y) =2€T

* Provando a identidade acima desenvolvendo o segundo membro:

1 (®+1D(e?+1) 1 (¥ +e* +e? +1)
4 exeY 4 eXe¥
1 (e =1D(e®—-1) 1 (et —e2X — 2 4+1)

coshx.coshy =

senhx.senhy=4. =

e*ey 4 exeY
1 2(62x+2y + 1) er+2y +1
coshx.coshy + senhx.senhy = —. = = cosh(x +
y y 4 exey 2e*e¥ ( y)
* Provando a igualdade desenvolvendo o primeiro membro:
e**e? +1
cosh(x +y) = 7
B 2e%*e? 42
T 4eXeY
2e%%e? 42 + e —e? 4 o2V — o2
B 4e*ey
B (e®e? +e?* + e + 1)+ (e e —e?* —e? +1)
B 4eXeY
(e*®* +1)(e®+1) N (e®* —1)(e® - 1)
B 4eXeY 4eXeYy

e +1 ezy+1+e2x—1 e? —1
2e* 2eY 2e* 2eY

= coshx.coshy +senhx.senhy

* Obs: esse segundo método foi mostrado apenas por razdes didaticas.
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b) Encontre a equacio da reta normal ao grafico de y = "3 no ponto
onde x = 0.

d
=Y~ 3senh(3x). ecosh )
dx

dy

= 3senh(0).esh(® = ¢
dx x=0

Logo,areta tangente em x = 0 é uma reta horizontal e,portanto, a reta normal
ao grafico dey = e<*"3¥) no ponto (0,e) é uma reta vertical de equacio x = 0.

Questao 4

a) Sea> 0eb > 0,ache o valor maximo absoluto de f(x) = x*(1 —x)?,com
x€[01]. *D(f)=R

f é uma fungdo polinomial e, portanto, continua e diferencidvel em R.Logo,
f é continua no intervalo fechado [0,1].Podemos entio utilizar o Método do
Intervalo Fechado para determinar os valores extremos absolutos de f no
intervalo fechado [0,1].

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:

1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

f(0)=0ef(1)=0.

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,1):

"Um nimero critico de uma funcdo f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) = 0 ouonde f'(c) ndo existe"

Como f éuma funcao diferencidvel em R, se f possui algum nimero critico cem
(0,1) entio f'(c) existe e f'(c) = 0.

f() = ax(1 - x)? — bx®(1 — x)**
f')=0eax* 1 (1-x)"=bx*(1-x)""

ax® x M (1—=x)> =bx*(1—-x)’(1—x)"1

2 (a+ b) - >0eb>0 2 e
—_—— = = o = . _— .
-1 > xa a:x=——— jcoma e , > ,
a a \@ a \b
= 1—
f(a+b) (a+b) ( a+b)
( a ) . at ' a%h’®
f a+b’/ (a+b)* (a+b)? (a+b)ath
a®hb®
Comparando os valores obtidos,concluimos que ———— é o valor maximo
(a+ b)a+b

absoluto de f no intervalo fechado [0,1].
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CoSXx
b) Encontre os valores maximos e minimos absolutos da funcio f(x) = >t senx
no intervalo [0,2m]. *D(f) =R
£ = —senx (2 +senx) —cosx.cosx B —(2senx + sen? x + cos?x)
= (2 + sen x)? B (2 + senx)?
—(2senx+ 1)
"(x) = ; D(f)=R
[ (2 + senx)? (F9

f é uma fungao racional continua e diferencidvel em R.Logo, f é continua no
intervalo fechado [0,2m]. Podemos entdo utilizar o Método do Intervalo Fechado
para determinar os valores extremos de f no intervalo fechado [0,2m].

Pelo Método do Intervalo Fechado,temos:
1.0s valores de f nos extremos do intervalo:

(0) = cosO _1_ (2m) = COS 2T _1
f _2+sen0_2'f n_2+sen2n_2'

2.0s valores de f nos nimeros criticos de f em (0,2m):

"Um numero critico de uma funcdo f é um namer c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe".

Como f éuma funcio diferencidvel em R, entdo diferencidvel em (0,2m),se f
possui algum nimero critico c em (0,2m) entido f'(c) existe e f'(c) = 0.

, —(2senx+ 1)
f1e0 = (2 +senx)?
1 7t 11n
f'(x)=0& 2senx+1=0=senx =—E.'.x= {?'T}

f<7ﬂ)_ COS(%T) _—\/7§_ V3

6 _2+sen(7?n)_2—%__?
f(llﬂ)z cos (75") _ \/75 _V3
6 2+sen(%) 2—% 3

Comparando os valores obtidos,concluimos que 3 é o valor maximo absoluto

V3
e— 3 é o valor minimo absoluto de f no intervalo fechado [0,27].
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Questao 5

a) Suponha que uma funcao f seja duas vezes diferenciavel em R e que tenha
trés raizes reais distintas. Mostre que f''tem pelo menos uma raiz real. Em
seguida,comprove que este fato ocorre,dando um exemplo.

Se f éuma funcao duas vezes dif erenciavel em R e possui 3 raizes reais distintas
Xq,%, € X3, tais que f(x;) = f(x,) = f(x3) =0.Como f édiferenciavel em R,entio
f é continua em R.

Suponhamos que x; < x, < x;.Como f é continua e dif erenciavel R,entdo f é
continua nos intervalos fechados [x,,x,] e [x,,x;] e diferencidvel nos intervalos
abertos (x;,x,) e (x,,x3),e ainda, f (x;) = f(x,) e f(x,) = f(x3).Entdo, pelo
Teorema de Rolle,existe algum x, € (x;,x,) e xs € (x,,x3) tais que f'(x,) =0e

f'(xs) = 0.

Como f é duas vezes diferenciavel em R,entdo f'é continua e diferencidvel em R.
Logo, f'é continua no intervalo fechado [x,,xs] e continua no intervalo aberto (x,,x).
E como f'(x,) = f'(x5),pelo Teorema de Rolle, existe algum x, € (x,,x5) tal que
f"(xg) = 0.0useja, f"(x) tem pelo menos uma raiz real.

Exemplo:Seja f(x) = (x— 1)(x+ D(x+2)=x3—-2x>—x+ 2.
fl(x)=3x*—4x—1
f'(x)=6x—4

Note que f é duas vezes diferencidvel em R uma vez que D(f') = Re D(f") = R.
Aplicando o Teorema de Rolle entre duas raizes consecutivas de f,provamos que
existe x, € (—1,1) e x € (1,2) tais que f'(x,) = 0e f'(x;) = 0.

_4EN28 o 4-27 4+ 2VT

fl(x)=0=>3x2—4x—1=0; «x c e Xs c

Ainda considerando que f é duas vezes dif erencidvel, mostramos que existe
algum x4 € (x,,x5) tal que f" (xz) = 0.Logo,

4
f'(xg)=0=6x—4=0:x=

4-277 4 4+ 247

Onde,
nae 6 6 6

. Comprovando que f''tem pelo menos 1 raiz.

b) Most < X >_ t(1+x) T
ostre que arcsen Nerw = arctg 1~ T

1+x>

X
Sejam f e g funcdes tais que f(x) = arcsen (—) e g(x) = arct (
jam fegf que f i) 69 g\ %

onde D(f) = Re D(g) = R — {1}. Entéo,
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F1) = . o
- NS
1_(\/1+x2>
5 1
) = 1 v1+x x.—zm(Zx)
, 2 _ 2 1+ x2
1+x X
1+ x?
1+x2%—x2 1
f'(x)=+1+x2 = >
(1+x2)% 1+x
1 drl+x
g'(x)= .—[ ]
14 x\2% dx11—x
1+(7=%)
() = (1—x)? 1—-x—(1+x)(-1)
I = 002+ +0? (1—x)?
(1-x)? 2 1
g'(x)= =

2(14+x2) (1 —x)2 14x2
Logo,f'(x) = g'(x) Vx € R.

"Se f'(x) = g’'(x) para todo x em um intervalo (a, b) entdo f — g é constante em
(a,b);isto é,f(x) = g(x) + C,em que C é uma constante"

No caso em questio f'(x) = g'(x) paratodo x € (—o,+x) entdo f — g é constante
em (—o0,1) U (1,4). Logo,f(x) = g(x) + C,onde C é uma constante a ser
determinada. Note, que devido ao dominio da funcao g podemos ter valores
distintos para C caso x € (—,1) ou caso x € (1, +0).

Calculando a expressido para x = 0,o0btemos o valor de C caso x € (—,1).

f0)=g(0)+C
arcsen(0 = arctgl + C
0= E+ C ~C= I
4 N 4

/i1
Logo, f(x) = g(x) ~7 e, portanto,

( X ) " (1 +x> 4 — 1
arcsen = arc —— ,Vx —00,
V14 x? S\1—x/ "4

Caso x € (1,4+),calculando o valor da identidade para x = \/§, temos:

f(V3)=g(V3)+c¢

arcsen <\/—§> = arctg(1 il \/§> +C
2 1—-+3
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<4 + 2\/_>
= arctg =

s
3
T
C = 37 arctg(—Z — \/§)
* Como a funcdoarctgx é uma fungdo impar, entao:
s
C= §+ arctg(Z + \/§)
tgh =2 +V3; tg20 4+ 1 =sec? ~sec’d =8+ 4V3

1 8—4v3 [2—+3 J2-43 2++/3
cosfO = = = = e senf = ——
8+ 443 16 4 2 2

Calculando a expressdosen 26 temos:

V2+V3 V2-v3 1 T
sen260 = 2senf cosf = 2. > . > =5 20 =2 G

1 T
Comosenf > 5 entao 6 > g.Logo,

29_5n.9_5n
T 6 12

Portant C_7T+57T_97T_37T
ortanto, L =T T 12 T 4

Entdo,para x € (1,+),temos:

3
FG)= g+

( X ) t <1+x)+3n Vx € (1,+00)
arcsen =arcg —_— X o0
V14 x? 1 4

* Poderiamos obter os mesmos resultados calculando o limite da expressao
f —g quando x > 1* e quando x - 1~.Demonstrando:

r — ar = r - r
xl)l’{l_ arcsen + arctan ~ er{l_a csen m xl)l’{l arctg 1—x
_ ( ) T TI.'
= arcsen 2 2

m
4- 4'

lim [arcsen
x—-1t

) an (75| = do. aresen( ) - o v ()
arctan 1—»x —xLI'Ill_'_ arcsen m xl»nll arctg 1—x

< ) T TL' 3m
= arcsen =—
2 4

* Portanto a ldentldade exposta é valida somente para x € (—,1).
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2.7 43 Prova— 06 de Maiode 2016

Questao 1.

a) Encontre a funcao em cujo grafico a reta tangente possua coeficiente
angular dado pela expressdo x® — 2x~? + 2,em cada valor de x, e de sorte que
o citado grafico passa pelo ponto (1,3).

2 + x?
1+ x2

b) Sabe-se que f'(x) = eque f(1) = g.Encontre f(x).

Questao 2.

a) Uma lata cilindrica deve conter 27 litros de liquido. O custo do material
usado parao fundo e a tampa da lata é de 3 centavos por centimetro quadrado
e o custo do material usado para a lateral lata é de 2 centavos por centimetro
quadrado. Quais os valores do raio e da altura do cilindro para que o custo da
matéria prima utilizada na lata seja o menor possivel?

b) Um triangulo isésceles tem um dos seus vértices na origem e sua base é
paralela ao eixo-x, estando os vértices da base acima do eixo e sobre a curva
y = 27 — x2.Determine a maior area que o tridAngulo pode assumir.

Questao 3.

Z(ecose +%_ 1) _%
a) Calcule lim
T+ In[sen(—36)]

Gﬁ?

1 X
b) Use a Regra de L' Hospital para calcular lim (1 + ;) .

X— 0o

Questao 4.

a) Para quais valores dos nimeros a e b a funcio f(x) = axeb* tem valor
maximo f(2) = 1?

b) Sendo dado este grafico da funcao f, .
esboce um grafico possivel para a fungao \‘\ \ /
derivada de f, justificando sua construgio | o ;
e apontando seus pontos de inflexao, \ /
justificando sua resposta com argumentos \ \ /
matematicos e nao apenas apontando no \ / /
grafico. \ /




175

5 ‘ 3 x?—=2x+5 o ,
Questio 5. Considere a funcio f(x) = 1 e suas primeiras derivadas:
,()_x2—2x—3 ") = 8
f(x = 1) e f'(x TRt

Determine, entio,

(i) Seus pontos de maximos e minimos relativos, se existirem;

(ii) Seus intervalos de crescimento e decrescimento;

(iii) Suas assintotas, se existirem;

(iv) Seus pontos de inflexio,se existirem;

(v) Os intervalos onde a concavidade é para cima e onde é para baixo.
(vi) Onde ficam os pontos de inflex3o.
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Questao 1

a) Encontre a funcao em cujo grafico a reta tangente possua coeficiente
angular dado pela expressdo x® — 2x~? + 2,em cada valor de x, e de sorte que
o citado grafico passa pelo ponto (1,3).

Pelo enunciado da questao, temos as seguintes inf ormacgdes:
fllx)=x3—-2x"2+2 e f(1)=3

A antiderivada mais geral de f'(x) é:
1
flx) = er’ +2x 1 4+2x+C
Utilizado a condicdo (1) = 3,temos:

1
3=,+2+2+C

c=3 ! 4
B 4

5
C=--
4

1 5
Portanto, f(x) = sz +2x7 1+ 2x — T

2

2+x
b) Sabe-se que f'(x) =

(1) = > Encontre f(x)
1_I_xzequef =3 ncontre f(x).

f,(x):1+1+x2

A antiderivada mais geral de f'(x) é:

f(x) =x+arctgx +C

T
Utilizando a condicio f(1) = > temos:

T
E=1+arctg1+C

T
Portanto, f(x) = x + arctgx + i 1
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Questao 2

a) Uma lata cilindrica deve conter 27 litros de liquido. O custo do material
usado parao fundo e a tampa da lata é de 3 centavos por centimetro quadrado
e o custo do material usado para a lateral lata é de 2 centavos por centimetro
quadrado. Quais os valores do raio e da altura do cilindro para que o custo da
matéria prima utilizada na lata seja o menor possivel?

Dados da questdo:V = 271 = 27.000cm® ;P, = 0,03 R$/cm? e P, = 0,02 R$/cm?
27.000 =nr’h  (Eq.1)
C(T‘, h) = Pl X (Afundo + Atampa) + P2 X Alateral
C(r,h) = 0,03(nr? + nr?) + 0,02(2nrh)
C(r,h) = 0,06tr? 4+ 0,04nrh

Onde C(r,h) é o custo total que depende do raio r e da altura h.

27.000
Tr2

Pela Equagio 1,tiramos h em fungio do r,sendo h(r) =

Substituindo na expressao do custo total, temos:

27000
C(r) = 0,06mr? + 0,04nr. >

T
27.000

C(r) = 0,06mr? + 0,04.

0,063 + 0,04 x 27000
C(r)= " ; D(O)={reR;r> 0}

* 0 dominio da funcdo C(r) definida acima leva em consideracio que r é uma
variavel com unidade de comprimento!

Para encontrar os valores de r que maximizam ou minimizam a funcao C,
procuramos os numeros criticos dessa funcao.

"Um nimero critico de uma funcido f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) = 0 ou onde f'(c) ndo existe"

0,187r* — 0,06mr® — 0,04 x 27.000
r2
0,127r® — 0,04 x 27.000

T2

C'(r)=

c'(r) =
C'(r) ndo existe parar = 0,porém,0 ¢ D(C).Logo,r = 0 ndo é nimero critico!
C'(r)=0=0,12nr® — 0,04 x 27.000 =0

_ 0,04 x27.000 _27.000 _9.000
N 0,121 3t ow

T'3
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5(9 10,
~r =10 [—ecm = —3/9m%cm
T s
Analisando o sinal de C'(r),temos:
10, L. )
(1) (— \/97T2) +++++++ C'(r); Teste da Primeira Derivada
T

10,
Com esse estudo, concluimos que r = —3/9m2cm é um nimero critico que
s

esta associado a um ponto de minimo local e, considerando o intervalo acima
esse valor é o minimo absoluto da fungdo do custo total. Logo,para este valor
de r o custo sera o menor possivel.

27.000 27.000 2.700 300,

100 = . =— = \V9miem
ﬂ.—zs‘/817'[4 100v/81n 3V3m

T

3
Parar = —3/9m? temos h =
T

b) Um triangulo isésceles tem um dos seus vértices na origem e sua base é
paralela ao eixo-x, estando os vértices da base acima do eixo e sobre a curva
y = 27 — x2.Determine a maior area que o tridAngulo pode assumir.

h=y

3v 7 0 X“G

2x.
A =Ty=x.y=x(27—x2)= 27x — x3
A(x)=27x —x3 ; D(A) ={x ER; 0 <x < 3V3]}

A'(x)=27—-3x%>=3(9—-x2)

Analisando o comportamento da funcdo A(x) pela derivada,temos:
O++++3)———-—-— (3\/§) A'(x) ; Teste da Primeira Derivada

Com isso,note que x = 3 é um ntmero critico de A(x) associado a um ponto de
maximo local e, considerando o intervalo (0,3@), esse ponto,além de maximo local,

é 0 maximo absoluto de A(x).
Logo,A(3) =81 — 27 =54 u.A é a maior area que o tridngulo pode assumir.
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Questao 3

2] 6 /3
2o 4§-1)-5
In[sen(—30)]

; Indeterminacao do tipo 0

a) Calcule lim
9—>£+
2

* Utilizando a Regra de L' Hopital, obtemos:

Z(e‘me +g— 1)—%L,H 2(—sen0ec°s‘9 +%) 2(—5en9€°°59 +%)
li = i = li ;
eingl’f In[sen(—36)] eir% _ 3 cos(=36) 0:rr£1+ —3cotg(—36)
2 2 sen(—36) 2
Tt T 3

* Obs: Se 6 - > ,entao 6 > 5 e,portanto,—30 < -

3n
* Obs,: cotg(—360) = — cotg(36).Se — 36 — — entio cotg(360) —» 0.

-1
1

2(—senGeC°se +%) 2(—senHeC059 +%)
lim = lim = 400
9_)? —3 cotg(—36) gﬁ? 3 cotg(30)

l

0

1 X
b) Use a Regra de L' Hospital para calcular lim (1 + ;) .

X— o

lim (1 +1)x = lim eln(“%)x = lim ex'l“(”%) = e%l”éox'l“(“%).

)
X—00 X— Co X— Co

Calculando o limite do expoente,temos:

1
1 In{1+=
lim x.ln (1 +—) = lim (—x)

0
; I . ~ d . n . n
Jm X om 1 ndetermmag:ao o tipo 0

X
Utilizando a Regra de L' Hopital,obtemos:

1 (_i)
1 1\ x?2 1
In 1+= 1+-= - xz 2x
lim ( X) = lim ( x) = lim _x?Hx_ lim = lim ;
xX—00 1 x— 00 _l X—00 _i xo0x24+x x-o02x +1
x2 x2
2x

lim =lim-=-=1m 1=
x»02x+1 x502 x>0

Portanto,
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Questao 4

a) Para quais valores dos nimeros a e b a fungdo f(x) = axe? tem valor
maximo f(2) = 1?

Como f éuma funcao definida pelo produto de funcbes continuas e dif erenciaveis
em R, entdo f é continua e diferencidvel em R.Logo,se f tem valor mdximo 1 em

x = 2,entdo 2 é um nimero critico de f e,como f édiferencidvel em R, f'(2) existe
e f'(2) =0.(Teorema de Fermat)

F'(x) = aeb* (1 + 2bx?)
1
f'2)=0=ae**(1+8b)=0=1+8bh= 0.°.b:_§.

Como f(2) = 1, temos:

b) Sendo dado este grafico da funcao f,
esboce um grafico possivel para a funcao
derivada de f, justificando sua construgao
e apontando seus pontos de inflexdo,
justificando sua resposta com ar gumentos
matematicos e ndo apenas apontando no
grafico.

Analisando o comportamento da funcao f pelo grafico,temos as seguintes
informacgoes:

(i)Intervalos de crescimento e decrescimento:

f é crescente em (a,c) U (e,n)
f é decrescente em (b,a) U (c,e)

(ii) Concavidade:
f possui concavidade voltada para cima em (b,d) U (g,n)
f possui concavidade voltada para baixo em (d, g)

Onde d € (a,c) eg € (c,e)

Com essas informagdes, podemos representar intuitivamente as derivadas
primeira e segunda da funcao f,de tal modo que:

(b)___(a)+++++(6') —————— (e)++++(n) fl
B ++++++d————- @O++++++++ @ f”
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Com isso, os pontos (d, f(d)) e (g,f (g)) sdo pontos de inflexdo,visto que ocorre
a mudanga na direcao da concavidade da funcgdo f emx=deemx = g.

Como f" nos da a informacao dos intervalos de crescimento e decrescimento de
f', entdo,concluimos que:

f' écrescente em (b,d) U (g,n) e decrescente em (d, g).

Onde x = d é um numero critico de f'associado a um ponto de maximo local e
X = g é umnamero critico de f'associado a um ponto de minimo local.

Esbogando uma representacio intuitiva do grafico de f',temos:

x?=2x+5
Questio 5.Considere a funcio f(x) = —_1 e suas primeiras derivadas:
,()_xz—Zx—B ") = 8
&= —pr W

Determine, entao,

(i) Seus pontos de maximos e minimos relativos, se existirem;

(ii) Seus intervalos de crescimento e decrescimento;

(iii) Suas assintotas, se existirem;

(iv) Seus pontos de inflexio,se existirem;

(v) Os intervalos onde a concavidade é para cima e onde é para baixo.
(vi) Onde ficam os pontos de inflex3o.

* Dominio da funcio f: D(f) ={x e R;x # 1}
* Intersecdo com os eixos coordenados: A = (0,—5)

(i) Seus pontos de maximos e minimos relativos, se existirem;

Se f possui pontos de maximos ou minimos relativos, estes ocorrem nos
numeros criticos de f.

"Um nGmero critico de uma funcdo f é um nimero c no dominio de f onde
ou f'(c) = 0 ou onde f'(c) ndo existe".
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Como f'(x) ndo existeemx = 1 e 1¢ D(f) entdo,1 ndo é numero critico de f.

X, +x,=2

! — 2 _ _ — .
ff(x)=0=x?—-2x—-3 0’{x1.x2=—3

“x,=3ex,=-1

{3,-1}eD(f) ef'3)=f'(—=1) =0.Logo, 3 e — 1 sdo numeros criticos de f.

Pelo Teste da Segunda Derivada, temos:

8 . .
f"(@3) = 3= 1;f"(3) >0.Logo,f(3) é um valor minimo local.
(3) 3 T2X345 9645 8 s
JR) == == % Pontod=0,
8 , L.
f'(-1) = i —1; f"(-1) < 0.Logo, f(—1) é um valor de maximo local.
-1)2-2(-1)+5 1+2+5 8
f(—1)=( ) St)) = =—=—4, PontoB=(—-1,—4)

-1-1 -2 -2
(ii) Seus intervalos de crescimento e decrescimento;

Estudando o sinal da primeira derivada, temos:

+++++(-1)———————— @+++++++ x*-2x-3
——————————— D+++++++++++  x-1
————— ED++++O) - ++++++ ')

Dizemos que f é crescente onde f' > 0 e decrescente onde f' < 0.Logo,

f é crescente em (—1,1) U (3, +) e
f é decrescente em (—) U (1,3)

(iii) Suas assintotas, se existirem;
* Vertical: dizemos que a reta x = a € uma assintota vertical se lim,_f (x) =t
xX—a
ou lim_ f(x) = too.
x—a
Pela definicdo de continuidade de uma funcao em um ponto x = a,conclui — se

que as assintotas verticais ocorrem nos pontos de descontinuidade da funcao.
Logo,verificamos se areta x = 1 é a assintota vertical de f.

4 4
1 1
I () = i x2—2x+5 N i @) = i x?2—2x+5
= _— [0'e) = —_— = =00
Jim, 169 = Jim, ¢ Jimf0 = lim
1 1
o+t 0~

Portanto,a reta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico da fungao f.
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* Horizontal: Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal se
lim f(x) =Lou lim f(x)=L.
X—— 00

xX—+ 00

_ . x?—=2x+5 o 2x =2 _

lim f(x) = lim ————— = lim = lim (2x—2) =+
X—+ 00 X—+o00 X — 1 X—>4o00 1 X—+ oo

_ . x%?—=2x+5 o 2x -2 _

lim f(x) = lim ———— = lim = lim (2x—2) = -
X—>—00 X—>—00 X — 1 X—>—00 1 X—>—o00

Logo, a fungdo f ndo possui assintota horizontal.

* Obliqua: Dizemos que a reta 'y = ax + b é uma assintota obliqua se,
somente se, lirf [f(x)— (ax+b)] =0
xX— oo

x*—2x+5 4
f(x)=T=(X—i)+m
f(x)—(X—1)=m
lim [f()~ (e =D = lim =0

Logo,aretay =x —1 é a assintota obliqua do grafico da funcao f.
(iv) Seus pontos de inflexio,se existirem;

Os pontos de inflexdo ocorrem nos nimeros do dominio de f onde ocorre a
mudanca na dire¢ao da concavidade. Analisando a segunda derivada de f,temos:

n —_ 8
) = (x —1)3
——————— M++++++ ")

Notamos que em x = 1 ocorre a mudanga na diregao de concavidade. Entretanto,
1 ¢ D(f) e,portanto,ndo ha pontos de inflexio na fungio f.

(v) Os intervalos onde a concavidade é para cima e onde é para baixo.
Baseado na analise da segunda derivada feita no item anterior,temos:

Onde f'" > 0, f possui concavidade voltada para cima e onde f"' < 0, f possui
concavidade voltada para baixo.Com isso ...

f possui C.V.C (Concavidade Voltada para Cima) em (1,+x) e
f possui C.V.B (Concavidade Voltada para Baixo) em (—oo,1).
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Esbogo Grafico:
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2.8 42 Prova— 07 de Maiode 2016
Questao 1

a) Encontre o ponto sobre a curva y = \/x que estad mais préximo do ponto
(3,0).

b) Determine as dimensdes do retangulo de maior area que pode ser inscrito
no triangulo retangulo de lados 3,4 e 5.

Questao 2.Calcule:

a) lim x®"*;
x—0t

Questao 3

1
a) Dado que o grafico de f passa pelo ponto (E' 1) e que a inclinacao de sua

reta tangente em (x,f (x)) é ,encontre a funcio f.

4
Vv1—x2

b) Os graficos de f(x) e g(x) tém a mesma reta tangente no ponto (1,1).
Sabendo que g(x) = x3 e f"(x) = x + x?, determine f(x).

Questao 4

a) Ache os numeros criticos da funcio f(x) = 4sen®x + 3v2cos?x,no
intervalo (—m, ).

b) O que o Teste da 22 Derivada nos diz sobre o comportamento da funcao
f(x) = x*(x — 1)3,n0s seus pontos criticos?

. o . —2x%+x+2
Questio 5.Esboce o grafico da fungio f(x) = o1 tendo
, —4x%—4x—3 ., 8
fO=—Grn ¢ 'Oy

apontando:

(a) As assintotas horizontais, verticais e obliquas, se existirem.

(b) Os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente,bem como os pontos
de maximo e minimo relativos,caso existam.

(¢) Os intervalos onde o grafico de f é cobncavo para cima e onde é cdncavo para
baixo,bem como os pontos de inflexao,caso existam.
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Questao 1

a) Encontre o ponto sobre a curva y = \/x que estad mais proximo do ponto
(3,0).

P (a,y)

d( P, A)

Ilustragao do problema!

A distancia entre os pontos P(x,y) e A(3,0) sabendo — se que P é um ponto
da curva y = /x ,entdo P(x, \/)_c), é dada por:

d(P,A) = d =J(x— 3)2 + (Yx —0)*
d(x) =Jx2—6x+9+x

d(x) =+/x%2—-5x+9 D(d)={x € R;x > 0}

d)=—2"2  p@)={xeR;x> 0}
X) = = {x ix >
2Vx%2—-5x+9

Como d é dif erenciavel Vx € D(d),se d(x) possui algum valor maximo ou minimo
local em c,entido d'(c) existe e d'(c¢) = 0. (Teorema de Fermat)

5
d’(x):0=>2x—5=0.'.x=§

Fazendo o estudo do sinal de d' (x),temos:
0)—————-— G/2))+++++++  d'(x)

Com isso, concluimos que 5/2 é um nimero critico associado a um ponto de
minimo local, que representa o ponto cuja distincia em relagio ao ponto (3,0)

5 +v10
é a menor.0 ponto em questio é (5/2,\/ 5/2) ou <§'T>
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b) Determine as dimensdes do retangulo de maior area que pode ser inscrito
no triangulo retangulo de lados 3,4 e 5.

1

Ilustracao do problemal!
A area do retangulo inscrito no triangulo é dada pela expressao:
Alx,y) =xy ; 0<x<4 e 0<y<3

Por semelhanga de triangulos, temos:

3 3

i A iS
A(x) = x%(4—x) D(A) ={x eR;0< x <4}
A(x) =%(4x—x2)

A(x) = %(4 —2x)

Como a funcio A(x) é diferencidvel em (0,4) se A possui valor maximo ou minimo
local em algum c € (0,4) entdo A'(c) existe e A'(c) = 0.

Ax)=0=>4—-2x=0~x=2; 2€(04)
Analisando o sinal de A'(x), temos:
O+++++++Q2)———————— 4) AX)

Logo, 2 é um nimero critico associado a um ponto de maximo local e absoluto,
uma vez que consideramos o intervalo (0,4) como referéncia e 2 representa

o valor de x para o qual a area do retangulo inscrito no triangulo retangulo de
dimensoes 3,4 e 5 é amaior possivel. Dimensoes do retiangulo:2 x (3/2)
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Obs: Pelo Método do Intervalo Fechado também chegariamos a mesma conclusao,
porém,note que para x = 0 ou x = 4 ndo existe retangulo,apenas um segmento
de reta e,por esta razio,x € (0,4).

Questao 2.Calcule:

a) lim x3"*;
x-0% ]
lim x5¢"* = lim elnxsenx = lim esenxInx — exliréﬂ. senx.Inx
x-0% x-0% x—07 ’
Calculando o limite do expoente,temos:
1 2
) . Inx wvH X . sen®x L/H
lim senx.lnx = lim —— = lim = lim — =
x-0* x-0* cossecx  x-0* —cossecx.cotgx x-0%* x.COSX
" —2senx cosx ,}E{)L(—Z Senxcosx)  _2sen0cos0 0 0
im = = = = —= 0.
x>0t cosx —x.senx  lim, (cosx —x.senx) cos0—0.sen0 1
x—0
Portanto,
lim sen x.In x
lim_ x5e"* = g x-o* =e=1
x—0%
_ 1 1
b) lim ——;
x-1"\x — 1 lnx
, 1 1—x
1 1 Inx—x+1rH —-—1
i ——)=lim ————= lim —=—— = lim X ;
-1t \x —1 Inx x-1* (x —1)Inx x—>1+1nx+x—1 x-1* x.Inx + (x — 1)
X X
1—x .
| z | 1-x 0 -1 -1
lim = lim = lim ——= lim —— =
o1t x.Inx+ (x—1) ttxdnx+x—1 x->1tlnx+1+1 x>1tlnx+2
| X
im —1 _ _
x—>n11+ 1 1

lim(nx+2) Ini+2 0+2 2
x—1

Questio 3

1
a) Dado que o grafico de f passa pelo ponto (5 1) e que a inclinac¢ido de sua

reta tangente em (x,f (x)) é ,encontre a fungio f.

4
V1 —x2

4 inda, f'(x) = 4 —
——— ,ouainda, f'(x) = 4. ——
V1—x? 1—x?

Dessa forma,a antiderivada mais geral de f'(x) é dada por:

Do enunciado temos que f'(x) =

f(x) = 4arcsenx + C
1 1
Como o ponto (E' 1) pertence ao grafico da funcao f, entdo f(§> = 1.
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f(5) = 4arcsen () + c = 1
-] = rcsen|— =
2 arcse 2

2 Zic=1

6

c=1 2T

B 3

Portanto,

2n
f(x) = 4arcsenx +1 -5

b) Os graficos de f(x) e g(x) tém a mesma reta tangente no ponto (1,1).
Sabendo que g(x) = x3 e f"(x) = x + x?, determine f(x).

Do enunciado temos as seguintes informagdes, f (1) = 1 e,uma vez que
f e g possuem a mesma reta tangente no ponto (1,1) entdo f'(1) = g'(1).
*0bs: g'(x) =3x%e g’ (1) = 3.

A antiderivada mais geral de f"(x) é dada por:

1 1
f'(x) =§x2+§x3+C1

Utilizando a condigio f'(1) = g'(1) = 3, obtemos:

3—1+1+C
2 3 1

1 1 13
! — 2 43 -
f'(x) 2x +3x +6

A aniderivada mais geral de f'(x) é dada por:

1 1 13
flx)= ng +Ex4 o xt G

Utilizando a condigio f(1) = 1, obtemos:

1—1+ ! +13+C
6 12 6 2
S 29 17
z2 12 12

Portanto,

1 1 13 17
R BT SV el
f) =gx’+pxt+r—13
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Questao 4

a) Ache os numeros criticos da fungio f(x) = 4sen®x + 3vV2cos?x,no
intervalo (—m, ).

"Um nimero critico de uma funcdo f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe"

f'(x) =12cos xsen? x — 6¥2cosxsenx D(f')=R
f'(x) = 6 cosx senx (2sen x — \/E)
f'(x) = 3sen2x (2senx — V2)

Como f édiferenciavel em R,se f possui algum nimero critico ¢ entdo f'(c)
existe e f'(c) = 0.

sen2x =0
, ou
ffx)=0= JZ
senx = —
2
. . . . . m 3m
A solugdo desse sistema considerando o intervalo (—m,m) é x = {O'Z'T}'

* Obs: Embora x = —m e x = 1 satisfazem a equacdo sen2x = 0, estamos

considerando o intervalo aberto (—m, ) e, portanto, estes valores nio
sdo numeros criticos nessa situagao!

b) O que o Teste da 22 Derivada nos diz sobre o comportamento da funcao
f(x) = x*(x — 1)3,n0s seus pontos criticos?

"Um nimero critico de uma funcdo f é um namero c no dominio de f onde ou
f'(c) = 0 ou onde f'(c) ndo existe"

f'(x) =4x3(x—1)° + 3x*(x— 1)?
f’(X) = x3(x— 1)2[4(x— ]_) + 3X]
fl(x)=x3(x—1)*(7x — 4)

Como f édiferenciavel em R,entdo os nimeros criticos ocorrem onde f'(x) = 0.

4
Numeros criticos: 0,; el.

f'(x)=12x%*(x— 1)+ 12x3(x — 1) + 12x3(x — 1) + 6x*(x — 1)
f'(x)=12x%(x— 1)3+ 24x3(x — 1)? + 6x*(x — 1)
f(x)=6x%(x—1)[2(x —1)? + 4x(x — 1) + x?]

f'"(x) = 6x%(x— 1)[7x* — 8x + 2]

Notamos que f""(0) = 0 e f"'(1) = 0, portanto, o Teste da 22 Derivada é
inconclusivo nesse caso,em outras palavras,esses pontos podem ser de
maximo ou minimo local ou nenhum dos dois casos.
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p o lad ”(4)—6<16>< 3)[7<16) 32+2]_96 48+96 6 >0
or outro lado, f7{7 )= 679 7)) "7 “ 4917297397 7
Logo,pelo Teste da 22 Derivada, f (;) é um valor minimo local de f.

Com relacao aos nimeros criticos 0 e 1 precisamos do Teste da Primeira Derivada
para tirarmos as devidas conclusdes.Logo,

f'(x)=x3(x—1)?(7x — 4)

———— O ++++++++++ 4 X

++++++++++++++++O+++H+++ (x—1)2
————————— 4/D++++++++++++ (Tx—4)
++++0)---@/D+++++D++++++ f'(x)

Pelo Teste da 12 Derivada, concluimos que f(0) é um valor maximo local e
f(1) ndo é um valor extremo relativo da funcio.

3 . B —2x%+x+2
Questio 5.Esboce o grafico da funcio f(x) = ot 1 tendo
) —4x? —4x -3 ., 8
== ¢ 'Y @ry

apontando:

(a) As assintotas horizontais, verticais e obliquas, se existirem.

(b) Os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente,bem como os pontos
de maximo e minimo relativos,caso existam.

(¢) Os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima e onde é concavo para
baixo,bem como os pontos de inflexao,caso existam.

Primeiramente, definamos o dominio da funcao f:

D(f) ={x€ R;xi—%}

Intersecdes com os eixos coordenados:
f(0) =2; Ponto A=1(0,2)

f(x)=0= —2x>+x+2=0;A=17

Pontos B = (— 0
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(a) Assintotas:

* Vertical: dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se llm f(x) = to0

x—>a
ou lim f(x)= too.
x—>a

Pela definicao de continuidade de uma funcao em um ponto x = a,conclui — se
que as assintotas verticais ocorrem nos pontos de descontinuidade da funcao.

Logo,verificamos se areta x = —1/2 é a assintota vertical de f.
1 1
T 0
—_—— —_—
lim (o) " —2x%2+x+2 N i f() i —2x’>+x+2
im f(x)= lim —————=+4w ¢ 1m x)= lim ———— = -
1+ 1+ 2x+ 1 1+ 2x +1
x—>—§ x—>—5 h«—/l x—>—5 xX— _E h,—/l
ot 0~
Logo,areta x = —1/2 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

* Horizontal: Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal se
lim f(x) =L ou llm flx) =

X—+ 00
—2x%+x+2 o —4x+1 . 1
Jim f(x) = Jim ————= lim ——= lim (—Zx-l——):—oo
-+ 2x+1 x>+ 2 x>+ 00 2
1 G = 1 —2x2+x+2_1_ —4x+1_l_ ( ) +1>_+
m fe) = i 1 A, = =t

Logo,ndo ha assintotas horizontais ao grafico de f(x).
* Obliqua: Dizemos que a reta 'y = ax + b é uma assintota obliqua se,
somente se, 1irJ£1 [f(x)—(ax+b)] =0

X— 100

—2x%+x+2

fO=—r e

) = (x4 1) = 5

llm [f(X)_( x+1)]_x1—l>r-lr-loozx+1

Logo,aretay = —x + 1 é wma assintota obliqua ao grafico de f(x).
(b) Crescimento e Decrescimento; pontos extremos relativos.

—4x% —4x -3
(2x + 1)2

fe) =

———————————————————— (—4x?—4x — 3)
ettt A+ /D F A+ 2x+1)?
—————————— -1/2)—-==———- [f'(x)
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Pelo Teste da Primeira Derivada, concluimos que f é sempre decrescente, sendo
o intervalo de decrescimento dado por (—o,—1/2)U (—1/2,+x)

E por essa andlise, f ndo possui pontos de maximo ou minimo locais(ou relativos)
porque f ndo possui nameros criticos.

(¢) Concavidade e Pontos de Inflexio:

8
le -
[ (2x + 1)3
t++++++++++++ A+ 8

————————— (—1/2)+++++++++ (2x+1)°
————————— (—1/2)+++++++++ f"(0)

Pela andlise da segunda derivada, temos:

Onde f'" > 0, f possui concavidade voltada para cima e onde f"' < 0, f possui
concavidade voltada para baixo. Logo,

f possui C.V.C (Concavidade Voltada para Cima) em (—1/2,+w) e
f possui C.V.B (Concavidade Voltada para Baixo) em (—oo,— 1/2).

A mudanga na diregio da concavidade ocorre em x = —1/2 ,porém,— 1/2 nio
pertence ao dominio da funcao f e,portanto,nao é ponto de inflexao da funcao.

Com isso, f ndo possui pontos de inflexao.

Esbogo Grafico:
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29  Provade Reavaliacdoda AB1 — 20 de Maio de 2016

Questao 1
a) Seja
1
7—(16)x £0
= 1 X
f@ =111 qex
7, x=0.

Determine se existe um numero c € (2,4),tal que f(c) = 1.

b) Determine as assintotas horizontais e verticais do grafico da funcao

(x) = V2x*+9
1=ty
Questao 2
n
a) Calcule lim x. e®x,
X—

1
b) Assuma que h(x) = [f(x)]3,onde f é uma funcido diferencidvel.Se f(0) = )

8
ef'(0)= 3 determine uma equacao da reta tangente ao grafico de hem x = 0.

Questao 3
. x
a) Areta tangente a curvay = In(x? + e) — arctg (E) emx =0 forma comos

eixos coordenados um triangulo.Qual é a area desse triangulo?

b) Determine o conjunto de pontos em f é continua:

Vvx, x>1
fx)=1 2(x®-x) <1
x2—4x+ 3’ x '

Questao 4
a) Verifique se a funcgao

(x —1)3, x>0
f(x)=

1 2
Ex +3x—1, x<0

é derivavel em x = 0.

. . ~ n
b) Determine a derivada da funcio f(x) = x2.e®2) emx = — A
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Questao 5

a) Mostre que a funcio f(x) = |x3 + 1| possui um ponto onde a derivada é
zero eum ponto onde a derivada ndo existe.

b) Considere a curva (x* + y? + 4)? — 16x? = 36. Calcule uma equacio para a

reta tangente a essa curva no ponto P(Z,\/i).
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Questao 1
a) Seja
1
7—(16)x £0
=7 1 X
F® =114 ey
7, x=0.

Determine se existe um nimero c € (2,4),tal que f(c) = 1.

f é uma fungdo sentencial definida por uma composicao das fungdes racional,
polinomial e exponencial na primeira sentenga, e por uma fungao constante.
Logo, a continuidade da funcao f é expressa pela continuidade das fungdes
que a compde. Portanto, a primeira sentenga, dada por [7 —162/*]/[1 + 161/%]
tem como dominio, enquanto fungio,D = {x € R; x # 0} e,por estar definida
como sentenca de f(x) para x # 0,entdo f é continua em (—0,0) U (0, + ).

Calculando f(2) e f(4) obtemos, respectivamente:

7—«%_7—4 3 7—Vm_7—2_5

=5 ¢ MW= m T2

f@)=1+fﬁ 1+4 5

Como f é continua em (—,0) U (0,4 ),entdo f é continua no intervalo fechado
[2,4].

Se f é continua no intervalo fechado [2,4] e 1 é um nimero entre f(2) e f(4),
entio existe algum c € (2,4) tal que f(c) = 1.(Teorema do Valor Intermediario)

Informacao a parte,podiamos determinar o valor de c da seguinte forma:
1

fo=1= 1208 (e =1+(16)f = 6 = 2(16)¢
1+ (16)c

In3 . _ln16
ni6 ¢~ n3

1 1
(16)c =3 == =log; 16 onde2<log;16 <4

b) Determine as assintotas horizontais e verticais do grafico da fungao
£ V2x*+9

X) =——.
—2x%2+1

Dominio da funcdo f: D(f) ={x ER; —2x*>+ 1 # 0e2x*+9 >0}
Das condicbes temos,

1 V2
—2x24+1#0=>2x?#1 o x++—=+—
V2 2
2x*4+9 >0;:como x*> 0,Vx € R,entdo 2x*+9 >9,vVx € R.

Logo,D(f) = {xE]R;x qt\/?i exi—\/?i}.

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos seguintes
casos:
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lim+f(x) = too ou lim_f(x) = £
x—a x—-a

Pela definicdo de continuidade concluimos que as assintotas verticais
ocorrem nos pontos de descontinuidade da fungdo.Logo,verificamos se as

V2 v2o .
retas x = — e x = —— sdo assintotas verticais.
J19/2
S
lim, £G0) = lim, o 0
im f(x)= lim ————=—o0
Nl vzt —2x?+ 1
x5 X5 hl—’
o
V2 , . .
Logo,aretax = > é uma assintota vertical do grafico de f(x).
J1972
T
V2x*+9
lim f(X') = 11m+2—2+1
xﬁ—g xﬁg _l—/
0+
V2 . . .
Logo,aretax = — > é uma assintota vertical do grafico de f(x).

Dizemos que areta y = L é uma assintota horizontal se ocorrer um dos
seguintes casos:
lim f(x)=L ou lim f(x) =L
X——00

X—+00

9 9

e xt(2+13) CENER S
lim f(x) = lim = lim Y~ X/ — N X,
X—+00 X—+00 —2X —2x2+1 +1 x-+0 —2x%2+1 X2+ .2 (_2 _l_i)

* Obs: x%? > 0,Vx € R. Portanto,|x?| = x2.

|x2| /2+ ’ F

lim ———— = lim —————= lim ;
X—+ 00 2( ) x—+00 2 x x>+ xl_igloo(—2+%)

. 9
\/“F_ Jm 2t
2+

: 9 9
S _\[JLTJUE‘IW VZF0_ 2

lim (—2+i2) lim —2+ lim iz —2+0 2
xX—+ 0o X xX—+ 00 x—>+00 X
. . 2 .
*Obs: lim f(x) = lim f(x)= — 5, PoTque para x o0, [x?| = x?,ndo
X—— 00 X—+00

havendo qualquer alteragdo no calculo do limite acima.
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V2
Logo,aretay = — > é a Unica assintota horizontal do grafico de f(x).

Questao 2
senz
a) Calcule lim x.e™ "x.
x—0
Pela desigualdade trigonométrica,temos:

-1< sen(g) <1

6
el <e®"& <et
1 T
Sce@ <o
e
* Para x > 0, temos:

X < x. esen(g) <x.e

X T p - :
Se —<«x. esen(x) < xe quando x esta proximo a 0 pela direta de 0 (exceto
e
possivelmente em 0) e
x
lim — = lim_ xe =0
x-0t e x—0t

s
entio lim xesen(?) = 0. (Teorema do Confronto)
x—0

* Para x < 0, temos:

T X

Se xe < x. esen(x) < — quando x esta préximo a 0 pela esquerda de 0 (exceto
e
possivelmente em 0) e

X
lim xe = lim — =0
x—0 x—0 e

s
entio lir(r)l_ xesen(?) = 0. (Teorema do Confronto)
X

Como lim xesen(g) = lim xesen(%),entéo lim xesen@) existe e lim xesen(g) =0.
x—07 x—0 x—0 x—0

1
b) Assuma que h(x) = [f(x)]3,onde f é uma funcido diferencidvel.Se f(0) = )

8
ef'(0)= 3’ determine uma equacao da reta tangente ao grafico de hem x = 0.

3
h(0) = [F(0)]? = (—%) _ —%. Ponto p(o,—%).
Pela Regra da Cadeia,

R (x) = 3[f()].f'(x)
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O coeficiente angular da reta tangente ao grafico de hem x = 0¢éh'(0).Logo,
1\* (8 18
= h'(0) = 3[f(0)]%f'(0 =3(——) .(—)=3.—.—=2.
m =K =3[FO1f(0=3(-3) .(5) =373

Equacao da reta tangente ao grafico de h em x = 0,no ponto P (O, —g):

1
Y S -0
(D)o
Lo,
L1
=2x — —
y 8

Questao 3

X
a) Areta tangente a curvay = In(x? + e) — arctg (E) emx =0 forma com os

eixos coordenados um triangulo.Qual é a area desse triangulo?

X
y = f(x) =In(x?+e) —arctg (E) ;f(0)=Ine —arctg0d =1— 0= 1.Ponto P(0,1)

'(x) = 2x 1 (1) ,(0)_0 1 (1)_0 1 1
= w\z) = 150(3) = -7
1+(3)

Equacio da reta tangente a curva y = f (x) no ponto P(0,1):

Intersecdes com os eixos coordenados: P(0,1) e A(2,0).

A area do triangulo delimitado pela reta e os eixos coordenados é:
1
Apjop = 3 (2).(1)=1u.A

b) Determine o conjunto de pontos em f é continua:

Vvx, x>1
fxX)=14 2(x3®—x) <1
x2—4x+3'x '

f é uma fungao sentencial formada por uma funcdo raiz e uma funcgao racional
polinomial e, portanto, sera continua onde essas funcoes forem continuas
considerando o intervalo de validade de cada uma delas de acordo com f(x).
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A fungdo g(x) = Vx esta definida para x > 0 e, como esta funcio é valida para
x = 1em f(x),entdo f é continua em (1,+0).

2(x3 —x)
x?—4x+ 3
x%—4x+ 3 # 0 e,portanto,x # 1 e x # 3.Como esta funcio é valida para x < 1
em f(x),entdo f é continua em (—o,1).Contudo, podemos reescrever esta
funcio racional, uma vez que x # 1 e x < 1 para esta sentenca.

A fungio racional polinomial h(x) = esta definida para a condicdo

2(x3—x) 2x(x?*=1) 2x(x—D(x+1) 2x(x+1)

X2—4x+3 (x—Dx-3) x—-Dx-3)  x-3
Vx, x>1
Logo, flx) =<2x(x+1)
-3 <!

Verificando a continuidade de f em x = 1, temos:

1) f(1) deve existir ; 2) }Cl_rg f(x) deve existir e 3) }Cigllf(x) = f(1)
f()=V1=1.

Jim, £G) = Jim, 5 = Jim > =31 =1,

2x(x+1)  JIm[2xGx+ DI 2(141) 4
x—3 lim (x - 3) T (1-3) -2

S =
Como ler’{l_ fx) # xli_)rr11+f(x) dizemos que Ll_r)ri f(x) A e,portanto, f ndo é continua
emx = 1.

Portanto, f é continua em (—,1) U (1,+),0u ainda,R — {1}.

Questao 4.

a) Verifique se a funcao

(x —1)3, x>0
x)=1+11
f) §x2+3x—1,xS0
é derivavel em x = 0.

Primeiramente, devemos verificar se f é continua em x = 0.Logo,

fm)=%W+30—1=0+0—1=—1¢f®)=—1
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lim f(x) = lim (x — 1)° = [1im+(x - 1)]3 =[-1]3= —-1.
x—0 x-0 x—0

. (1 1 . . 1
lim f(x) = lim (—xz + 3x — 1) =—1lim x?+3limx—lim 1=-02+30-1=—1.
x—0 x-0" \2 2 2

x—0 x—0 x—0

Como lirgl_ flx) = lir{)1+f(x) dizemos que liH(l) f(x) 3 e lin(l) f(x) = —1.F ainda,
xX— xX— X— xX—

f(0) = lirr(1) f(x) e,portanto, f é continua em x = 0.
x—

Analisando a diferenciavbilidade em x = 0, temos:

f(x)—f(O)_l. (x-1°-(-1) = (x—=1)°+1
——— = lim = lim ——;

fL(0) = lim

)

x-0%t x—0 x—0% x—0 x-0% X
oo (x—1)3*+1 . x®-3x*+3x—-14+1 x3>-—3x%*+3x
lim ————— = lim = lim ;
x—0* X x—0% X x—0% X
o x3-3x%*+3x 5 . . .
lim = lim (x*—3x+3)= lim x*— lim 3x+ lim 3=0—0+ 3 = 3.
x—-0% X x—0t x—0t x—0t x—0t
F(x) —£(0) ler43x—1- (-1) 12 43x
f'(0) = lim ———— = lim 2 = lim_z—;
x—0 -0 x—0 x—0 x—0 X

§x2+3x 1 1 1
lim =—— = lim (Ex+3)=§1im_x+ 1im_3=50+3=0+3=3.

x-0" X x-0" x—0 x—-0

Como f é continuaem x =0 (f(O) = lirr}) f(x)) e a derivadas laterais em 0
xX—

sdo iguais (f; (0) = f/(0)),entdo f ¢ dif erencidvel ou derivavel em x = 0.

T

b) Determine a derivada da funcio f(x) = x2.e®%) emx = — c

s
Dominio de f: D(f) = {xe R; x # iz+kn,comke Z};

In f(x) = Inx2. 820
In f(x) = Inx? + In '&(-20
In f(x) =Inx?+ tg(—2x)

Por diferenciacdo logaritmica, obtemos:

[ _ 2—)26— 2sec?(—2x)

flx)  x
f'(x)=2f(x) E— secz(—Zx)] ;

6
(- Pl )

A A S (9] I R
f =2 e °\3 -
(52 o2
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2
F-5)=Len 61
6 18 s (1)
4
N 1l 6 reV3 meV®
F(-5)=1°" = 1g L4m+ o] (2 +3]
Questao 5

a) Mostre que a fun¢io f(x) = |x* + 1| possui um ponto onde a derivada é
zero eum ponto onde a derivada nao existe.

Analisando a fungio modular |x3 + 1|, temos:

x3+1, x>-1
6 = {—(x3 +1), x< -1
Seja x + Ax > —1, entao:

fx+Ax)—f(x) (x+Ax)3+1—-(x3+1)
f'(x)= l = lim =
Ax Ax—0 Ax
X +3x2Ax+3xAx +Ax3+1—-x3—-1  3x2%Ax+3xAx?+ Ax3
lim = lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Ax(3x? +3xAx + Ax?)

lim = lim (3x2 + 3xAx + Ax?) = 3x2.
Ax—0 Ax Ax—0

Seja x + Ax < —1, entao:

f(x +Ax) — f(x) im —[(c+Ax)® + 1] - [-(x3+ 1)] _

f'(x)= =
x—0 Ax Ax—0 Ax
" —[x +3x?Ax+ 3xAx* + Ax® + 1]+ x° +1 " —(3x?Ax + 3xAx? + Ax®)
A:lcrllo , sz B AJICIEO Ax B
Ax(—3x* —3xAx — Ax
lim ( ) _ = lim (—3x2% — 3xAx — Ax?) = —3x2.
Ax—0 Ax Ax—0

Uma expressdo para f'(x) pode ser dada por:

f/(x) — {_3.9(2, x> -1

3x?%, x< -1

f'(x)=0=3x2=0.x =0.Porém,x = 0 ndo pertence a esta sentenca!
flx)=0= -3x>=0-x=0 e0€ (—o0,—1).

Logo,f'(x) =0emx = 0.

Como f é continua em R e diferencidvel em (—o0,—1) U (—1,4+),nos resta
saber se f é diferenciavel em x = —1. Portanto,

fi-1D=3(-1)%?=3 e fI(-1)=-3(-1)%=-

Como f é continua em x = —1 e as derivadas laterais existem, porém, sdo
diferentes, entdo f ndo é derivavel em x = —1.
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b) Considere a curva (x* + y? + 4)? — 16x? = 36. Calcule uma equacio para a
reta tangente a essa curva no ponto P(2,V2).

Verificar se o ponto P pertence a curva da implicitamente pela expressao

(x?2+y%+4)>—16x*> =36
2
(22 + (V2) +4) —16x2* =36
(4+2+4)>-16x4=36

(10)*— 64 =36
100 — 64 = 36
36 = 36

Logo, P pertence a curva.Derivando implicitamente a expressdo,obtemos:

d d d
_ 2 2 42_1 — 2 -
Iz X HyE T - 16, (x%) dx(SS) )
— (x2) = —
d d ddx(x) “ d
202+ 92 +4) |— (22 +— (¥?) + — (@) |- 16.— (x?) = —
(x*+y*+ )dx(x)‘l‘dx(}’)‘l‘dx() 6dx(x) dx(36)
2(x*+y*+4)(2x+2y.y')—32x =0
4yy' (x?+ y2 4+ 4) =32x — 4x(x*> +y* + 4)
, —Ax(x®+y?—4) x(x*+y?—4)
y = 4y(x2+y2+4) y(x2+y2+4)

d
2(x?% + y? +4).a(x2+y2+4)—16. (36)

No ponto P, temos:

y = 2(4+2-4) 4 42 W2

TV2(4+2+4) 10z 20 5

Equacdo da reta tangente a curva no ponto P(Z,\/E):

y—\/_=—\§(x—2)

y=—§x+¥+\/§
V2 7V2

y=——=x+—

5 5
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2.10 Provade Reavaliacdoda AB1 — 21 de Maio de 2016

Questao 1

X _ 2-Xx

3% + 3%

1
intercepta o grafico de g(x) = 3 + senx em dois pontos, no intervalo [0,2m].

a) Uma das assintotas da fungio f(x) = (a que fica abaixo do eixo x)

Estes dois pontos, juntamente com a origem do sistema cartesiano determinam
um triangulo.Qual é sua area?

b) Dada a fungdoy = (a + e)*,sabemos que a = liril_([[wz]] —4) e também que
w—

. 2sen(3w —6)
y = lim .Descubra o valor de x.
w-2 sen(2w — 4)

Questao 2

a) O coeficiente angular da reta normal a curva 2xy + m.seny = 2w em um

X
ponto (x,,v,) é — . Encontre x, e y,, sabendo que y, pertence ao intervalo (0,).
0

b) Se f(x) = x°°%*. (senx)**!, encontre f' (g)

Questao 3

100

(x —m)1° sen(

0, x=m
Justifique sua resposta.

XFT , P
)’ é continua em R?

a) A fungio f(x) = {

b) Determine a derivada da fungdo f(x) = In \/(sz + 2).Vé6x —7.

Questao 4
a) Mostre que a equagio x.2* = 1 tem solugao real.

b) Determine a abscissa de cada um dos pontos do grafico de f(x) = 4*x*
onde a reta tangente é horizontal.

Questao 5
a) Analise a diferenciabilidade da fungdo f(x) = |x* — 9| em x = 3.

b) Determine uma equacgao para a reta tangente ao grafico de

f(x) = [tgx]*"8* ,em x = %.
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Questao 1

X _ 2-Xx

3% + 3%

intercepta o graficode g(x) = —3 + senx em dois pontos, no intervalo [0,2m].

a) Uma das assintotas da fungio f(x) = (a que fica abaixo do eixo x)

Estes dois pontos, juntamente com a origem do sistema cartesiano determinam
um tridngulo.Qual é sua area? = D(f) = R

Assintota que fica abaixo do eixo x é uma assintota horizontal.Logo,

y= lim f(x)=1L; L <0 éa assintota em questio.

x—t
1
_ 3% _3x 3= _1 32’“(1—@)
lim f(x) = lim ———= lim = lim —————~==
xX—+ 0 x—>+0 3X¥ 4 37X X—+00 32x +1 X—=400 5oy 1
32 (1+ 537)
1 . . 1
. 1_3Tx xl—1>r-|r-‘loo]-_xl—l}’-ll-’loo?)W 1_0 ’ .
lim = T = 170° 1" 1. Assintota Horizontal y = 1.
xX—+co B :
Itg lim 1+ lm o
X _ a—x 3x_3lx 3%(32x_1)
lim f(x) = lim Franpe lim = lim &=—=
xX—— 00 X——00 + xX——00 3x 4 3—x x—)—oo3_x (32x + 1)
32x -1 lim 32x — lim 1 0—1 -1
lim === e = — = —1.Assintota Horizontal y = —1.
x5-032% +1  lim 3%*+ lim 1 0+1 1
X——00 X——00
* A assintota que intercepta o grafico de g(x) é a assintota horizontal y = —1.
1 1 7T 11m
—l=—-+senx >senx = —- "X, =—eX,= ——
2 2 6 6

7 117
Os pontos A <?, —1),B <T' —1) e 0(0,0) delimitam um tridngulo AAOB tal

que:

1 11t 7n i w
AAAOB=§|_ |< _) e

b) Dada a funcdoy = (a + e)*,sabemos que a = liril_([[wz]] —4) e também que
W -

_ 2sen(3w — 6) D b lor d
y = lim senzw—4) escubra o valor de x.

*Se w - 47, entdo w < 4 e,portanto,w? < 16.Dessa forma, [w?] = 15.

a= lim_([w?]—-4) = lim_[w?] — lim_4 = 15— 4 = 11.
w—4 w—4 w4
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2sen(3w —6)  2sen(3(w—2))
-2 sen(2w — 4) ~ oy sen(2(w—2)) ’

y—li

Seja @ =w — 2.5e w > 2,entdo 6 — 0.Ajustando o limite, temos:

. 2sen(3(w-— 2)) - 2sen(30) _ [2sen(36) 360 26
y = lim im—————=\lm|—.—.—| =
w-2 sen(2(w—2))  6-0 sen(20)  6-0| sen(26) 3626
5 i sen(30) 20 36| o i sen(39)x1_ 20 « lim 30
600|730 senzo) 20| “ |60 30 e 0sen(20) 62020
~ sen(kx) o ) .
* Obs: 11rr(1) = 1 (Limite Fundamental Trigonométrico)
X—>
25 [1im "G 20 i 3O —2><[1><1><3]—3- =3
600 30 omosen(20)  69020| 2| =2 Y=

y=(a+e);coma=11ey= 3,temos:

In3
3=(11 Yoo = ———
(11+e)" - x In(11 + e)

Questao 2

a) O coeficiente angular da reta normal a curva 2xy + m.seny = 2w em um

x
ponto (x,,v,) é — . Encontre x, e y,, sabendo que y, pertence ao intervalo (0,).
0

Derivando a expressao da curva implicitamente, obtemos:

d d d
P (2xy) + na (seny) = P (2m)

2(y+xy')+mcosy.y' =0
y'(2x +mcosy) = —2y

y' = S —
2x +mcosy
O coeficiente angular da reta normal émy = ——.Logo,
y
2x +mcosy
my =——~"—
N Zy

.. ) . . X0
No ponto (x,,y,) o coeficiente angular da reta normal dito no enunciado é —.
Yo

Xo _ 2x,+ mcosy,

Yo 2Yo

2x, = 2x, + mcosy,
mcosy, =0

s
cosy, = 0 =y, =€ (0,m).
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Com o valor de y,, voltamos a expressao da curva:

2x,Y, + mseny, =2m

2x E+ T[senzz 21
2 2
Xom+ T =21

Xom =1 & x, = 1.

I
O ponto em questao é (1,5).

b) Se f(x) = x°5*. (senx)**!, encontre f' (g)

D(f) ={x e R;2kn < x <m(2k + 1),com k € N}

In f(x) = In[x°S*, (senx)**!]
In f(x) =Inx°5* + In(senx)**?
In f(x) =cosx.lnx + (x + 1) In(senx)

Por diferenciacao logaritmica, obtemos:

"(x cosx
I )— —senx.lnx +T+ln(senx) + (x + 1) cotgx

flx)
f'(x) = f(x) [—senx.lnx +Coxﬂ +In(senx) + (x + 1) cotgx]

cosx
f'(x) = x°* (senx)**? [— senx.lnx + — +In(senx) + (x + 1) cotgx]

T
f' (g) = (g)cosg. (seng)§+1 — seng.lng + COESE + In (sen g) + (g + 1) cotgg
f’(g) = go.(1)¥ —1.ln§+%+ln1 +(ﬂ;2).0

f’(g)z—lngzln;

Questao 3

100
X — n)' XFET ¢ continua em R?

(x —m)?1° sen(

0, x=m
Justifique sua resposta.

a) A fungio f(x) = {

f é uma fungdo sentencial e, portanto,sera continua onde as funcdes que a
compde sdo continuas, considerando os intervalos de validade da cada uma
de acordo com a funcao f.

* (x — m)1° é wma funcido polinomial e, portanto,continua em R.
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100
X—T
Logo, esta fungio é continua onde seu ar gumento estiver definido, ou seja,para
X # .

Como (x — m)1° é continua em R, e entdo, (x — m) é continua em qualquer intervalo
100

* sen ( ) € uma composicao de funcao trigonométrica e racional polinomial.

definido em R.Logo, 0 produto das duas funcgdes (x — m)°. sen( ) é continua

em (—oo, ) U (11, +0).
Analisando a continuidade de f em x = m, temos:

1) f(m) =0
2) 915151; fx) = )lciglr(x — )19 sen (xlgon);

Pela desigualdade trigonométrica,temos:

100
—1Ssen( )Sl

X—T
Como (x—m)® > 0,Vx € R, temos:

100
—(x—n)los(x—rt)m.sen(x )S(x—n 10
-1

100

Se —(x—m0 < (x— n)lo.sen(

(exceto possivelmente em ) e lim —(x — m)'° = lim (x — m)° = 0, entdo
X—T X—T

) < (x — m)*° quando x esta proximo a

( 100

lim(x — m)'°. sen ) =0 (Teorema do Confronto)

X—T

3) Como lim f(x) = f(m), entdo f é continua em x = 1 e, juntamente com o
X—oTT

intervalo de continuidade determinado anteriormente, concluimos que f é
continua em R.

b) Determine a derivada da fungio f(x) =In J(3x2 +2).Vé6x —17.

D(f)={xeR;x >7/6}

flx) = %ln[(3x2 +2)V6x— 7]
f(x) =%[ln(3x2 +2)+InvVéx—7|

flx) = % [ln(3x2 +2)+ %1n(6x - 7)]

oy 6,1
F'O=3l523217

=
6x —7
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o L6, 3
F =352 e =7
() = 3x N 3
F =3 o - 1a

Questao 4
a) Mostre que a equacao x.2* = 1 tem solugao real.

Seja f(x) = x.2*. f é uma fungio formada pelo produto de duas funcgdes
continuas em R e,portanto, f é continua em R. Sabemos que f(0) =0e f(1) = 2.
Como f é continua em R,entdo f é continua no intervalo fechado [0,1] e 1 éum
numero entre f(0) e f(1). Entédo existe algum ¢ € (0,1) tal que f(c) = 1.
(Teorema do Valor Intermediario)

Onde f(c) =1 é asolugio da equacio x.2* = 1.Com isso, mostramos que
a equagio possui solucdo real no intervalo para algum x € (0,1).

b) Determine a abscissa de cada um dos pontos do grafico de f(x) = 4*x*
onde a reta tangente € horizontal.

Em outras palavras, determinar os valores dex tal que f'(x) = 0.

fl(x) =4"In4x*+ 4%+ x3
f'(x) = 4*x3[x.In4 + 4]
f'(X)=0=x3>=0 ou xInd4+4=0

4

Portanto,x =0 e x = — ma sdo as abscissas onde a reta tangente ao grafico
de f(x) é horizontal.

Questao 5

a) Analise a diferenciabilidade da funcdo f(x) = |x* — 9| em x = 3.

x?2—9, x<-3 ou x=>3
—(x%2-9), -3<x<3

£ = v =91 = {
Primeiramente verificamos se [ é continua em x = 3.
f(3) =13>-9] =19 -9] =0] = 0.
lim £(x);
x—
i = i 2 _ = i 2 _ = 2 _ = — =
2S00 = i G =9) = Jig ot g9 =329 =9-9=0
lim f(x) = lim (—x?*+9) = lim —x?+ lim 9=-32+9 =-9+9 = 0.
x—3 x—3 x—3

- x—3
s lim f(x) = 0.
x—3

Como lin;f(x) = f(3),entdo f é continua em x = 3.
x—
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Analisando a dif erenciabilidade de f em x = 3, temos:

e i [O@ G0 x93+ )
fi _xggl* x—3 _xg?Jr x—3 _xl»r?+x—3_x—>3+ (x—13) ’
im E =D 4 3) = lim o+ lim 3=3+3=6
xlglJr (x— 3) - anBl+ X N xlg}rx er131+ N o
x)—f(3 —(x?=9)—-0 —x%+9
2x—>39 x—3 ( 326)_)(3 N 3)x—3 x-3" x —3
—-x°+ —(x—=3)x
lim_ = lim_ = lim (—x —3) = lim (—x) — lim 3 = —6.
x—3 X —3 x—3 (x—3) x—3 x—3 x—3

Como as derivadas laterais existem, mas sao dif erentes, entao f nao é derivavel
emx = 3.

b) Determine uma equagao para a reta tangente ao grafico de

f(x) = [tgx]*8* ,em x =

SE

1 3
D(f)={x E]R;an<x<n(§+ 2k> oun(2k+1)<x<n<5+ Zk),kEZ}

Ponto de abscissa x = T, P (E 1)
4 \g )

In f(x) = arctgx.In(tg x)

Por dif erenciacao logaritmica, obtemos:

£100) 1 sec? x
FGo 1+ ~z-In(tgx) +arctgx. tg x
2
£ = () Il -|-1x2 In(tgx) + arctgx. S:xxl
. - 1 - T secz%
fr _ :f — —Zln tg—) +arctg({—).
(4) (4) 1+(%) ( 4) (4) tg%
o [ v (2
rG)=1 1+ﬂ_2'1“(1)+arCtg(Z)'T
4

f' (g) =2 arctg%

Equacio da reta tangente ao grafico de f(x) em x =

y—1= Zarctg(g).(x—g)

y = 2x.arctg (%) —garctg (z +1
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2.11 Provade Reavaliacdoda AB2 — 20 de Maio de 2016
Questao 1

a) Um triangulo retangulo isésceles tem catetos com medidas V2em.
Determine,usando diferenciais, a variacdo em sua area,se um de seus
angulos agudos aumenta 1°.

b) Determine, sem o uso de fungdes trigonométricas inversas, as abscissas
dos pontos nos quais a equagio 4 cosh?x = 7senh x + 1 é satisfeita.

Questao 2

a) Encontre os valores maximos e minimos absolutos da fungao
f(x) =In(x?+ 2x + 4) no intervalo [—4,3].

b) Prove que para qualquer valor de m,a funcio f(x) = x> — 3x + m nio
pode ter duas raizes reais no intervalo [0,1].

Questao 3

1 1
— — 2arctg| =
a) Calcule lim x? (X)

X—>+0oo 1

X

b) Ache, analiticamente, os pontos de inflexdo do grafico da funcao
f(x) = tgx,no intervalo (—2m, 21). Ache também as equagdes das retas
tangentes ao grafico de f nos pontos de inflexao.

Questao 4

a) 0 raio de um cilindro circular reto esta crescendo a 4cm/s,mas sua
area total permanece constante e medindo 600w cm?. A que taxa a altura
varia quando o raio tem 10cm?

b) Um cilindro circular reto é gerado pela rotacao de um retangulo de
perimetro P,em torno de um de seus lados. Que dimensoes deve ter o
retangulo para gerar o cilindro de volume maximo?

Questao 5

a) 0 volume de 4gua num tanque é V m3,quando a profundidade é h metros.

dv
Se a taxa de variagao do volume em relacao a altura for T w[4h? + 12h + 9],

ache o volume de dgua no tanque quando a profundidade for de 3m.
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—6x

b) Se f(x) = Wef”(x)=m-

2x
———,entdo f'(x) =
Vx?+1
Com base nisto, determine os extremos relativos de f,as assintotas do grafico,
os intervalos onde a funcao cresce e onde ela decresce, 0s pontos de inflexao e

os intervalos onde a concavidade ¢é voltada para cima ou para baixo.Depois
destas andlises, faga o grafico de f.
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Questao 1

a) Um triangulo retangulo isésceles tem catetos com medidas V2em.
Determine,usando diferenciais, a varia¢do em sua area,se um de seus
angulos agudos aumenta 1°.

2 2
A hipotenusa desse triangulo é a = \/(\/f) +(V2) =Va=2cm.
Dado dois lados de um triangulo e o angulo adjacente entre eles, a area deste
triangulo é expressa por

1
A =§ab.sen0

A(6) = %(2)(ﬁ)sen0

A(6) =V2sen6
Para pequenas variagdes no angulo 0, temos:
AA = dA

VA
AA ~ A'(6)d6 _\/Ecose.ﬁ

Onde 6 = 45° = g.Entéo
NV T

= —cm?

AA = V2.—.
V2 2 180 180

b) Determine, sem o uso de funcgdes trigonométricas inversas, as abscissas
dos pontos nos quais a equagio 4 cosh?x = 7senh x + 1 é satisfeita.

* [dentidade trigonométrica hiperboélica: cosh?x — senh?x =1

4(1+ senh?x) = 7senhx + 1
4senh?x — 7senhx +3 =0

7+J(=72-4HB) 7+V49-48 71 7+1

hx =
SemE 2(4) 8 8 8
3
senhx, =1 e senhx, = 1
Calculo de x;: Calculo de x,:
e*1 —e™ e*z—e™¥2 3
R - - _=
2 2 4
e¥1—e™*1 =2 e¥2 — g2 :E
e?1 —1=2eM 2e%2 — 2 = 3e*2
(e¥1)2 =2(e*1))—1=0 2(e*2)2 —3(e*2)—2=0
y2—2y,—1=0 ;y,=e*1>0 2y5—3y,—2=0;y,=e*2>0
_2+V8 2%2V2 _3+V25 345
N="H =7 Y2 =7 =74
y1 =1 +v2. Y2 =

y; =e*tnxy;=Iny, =1n(1 +\/§) e y,=e*2.x,=lny,=1In2

As abscissas dos pontos que satisfaz a equagdo sao x; = ln(l + \/E) ex,=1In2.
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Questao 2

a) Encontre os valores maximos e minimos absolutos da funcao
f(x) =In(x?+ 2x + 4) no intervalo [—4,3].

D(f) = {x € R;x%+2x +4 > 0}
A=2?2 -4(1)(4)=4—-16 = —12.

Logo, 0 logaritmando é uma fungdo ou estritamente positiva ou estritamente
negativa. Observando o termo indepentente + 4,concluimos que x>+ 2x+4>0,
Vx € R. Como f é continua onde esta definida, entao f é continua em R. Portanto,
f é continua no intervalo fechado [—4,3] e podemos utilizar o Método do Intervalo
Fechado para determinar os valores maximos e minimos absolutos do intervalo.

1) Valores de f nos extremos do intervalo:
f(=4) —In((-4)*+ 2(-4)+4) =In(16 — 8+ 4) =In 12
f3)=InB*+2(3)+4)=In(9+6+4)=In19

2) Valores de f nos nimeros criticos em (—4,3).

"Um nimero critico de uma funcdo f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe"

2(x+1) . D(f)=R

f(x):x2+2x+4'

Como f édiferenciavel em R,se f admite algum nimero critico c,entio f'(c)
existe e f'(c) = 0.

2(x+ 1
f’(x):():;»ﬁ=0:>2(x+1)=0--x=—1, _16(_4!3)
X X

Logo,—1 é um nimero critico no intervalo (—4,3).
f(-D)=In((-1D)?*+2(-1)+4)=In(1—-2+4)=In3

Comparando os valores obtidos,concluimos que In19 é o valor maximo
absoluto eln 3 é o valor minimo absoluto de f no intervalo fechado [—4,3].

b) Prove que para qualquer valor de m,a fungio f(x) = x* — 3x + m nio
pode ter duas raizes reais no intervalo [0,1].

Suponhamos que f possui duas raizesreaisaeb,taisque0<a<b<1le
f(a) = f(b) =0.Como f é uma fungido polinomial e, portanto,continua no
intervalo fechado [a, b],diferenciavel em (a,b) e f(a) = f(b),pelo Teorema
de Rolle,existe algum c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

f'(x)=3x*>-3; f'f(x) =0=3x*-3=0=>x?=1.x=+1.
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Como x = —1 e x = 1 ndo pertence ao intervalo (a,b),uma vez que,(a,b) c [0,1],
por contradicio, f ndo pode ter duas raizes reais no intervalo [0,1].

Questao 3

iz — 2 arctg (%)

0
a) Calcule lim . Indeterminacao do tipo 6

X—>+0o0 l
¥ 2 2 1
1 T x3 N\ (_F)
L -zare(8) oy NE .
lim == lim = lim | =- =
X—+ 00 l X— 400 _i xXx—+o0o \ X 1+i
x x? x?
2 2 2 lim 2 2
lim —— lim = lim —— X2+ 1=0——=0—2=—2.
xokeX xoteq g o Xt X i 14 lim — 1+0
X xX—+00 x—>+o0o X

b) Ache, analiticamente, os pontos de inflexdo do grafico da funcao
f(x) =tgx,no intervalo (—2m, 2m). Ache também as equacgdes das retas
tangentes ao grafico de f nos pontos de inflexao.

Considerado o intervalo (—2m, 2m) a funcio f(x) = tgx esta definida para

i{ 31 7'[7'[37'[}
x 2’7 2'272)

f'(x) = sec?x
f"(x) =2sec’xtgx ; sec’x >1

Analisando o sinal de f" (x),temos:

T 3
0+ ++ (E)___ (n)+++<7>———(2n)
Como f éuma fungio impar,isto é,f(—x) = —f(x),analogamente ao estudo
anterior,temos:
3t /4
(<20 4+ + (-5 ) === (- +++(-3) === (©

Os pontos em destaque ndo sdo pontos de inflexdo embora haja mudanca na
direcao da concavidade da fungdo, estes nimeros nao pertencem ao dominio

de f.Por outro lado,ocorre a mudanga na direcdo da concavidade nos nameros
x = {—m, 0,1} que pertencem ao dominio de f e ao intervalo (—2m,2m).Logo,
temos pontos de inflexdoem—m,0 e m.

f(—n) =tg(-m) =0 PI, =(-1,0) f'(—n) =sec’(—n)=(-1)*=1
F(0) =tg0 =0 PI,=(00)  f'(0)=sec?0=1%>=1
f(m) =tgm=0 Pl, = (1, 0) f'(@) =sec’n=(-1)* =1

Equacao das retas tangentes nos pontos de inflexao PI,, PI, e Pl;:

y=-0=f'(-mkx+m); y—-0=f(0)x—-0) ; y—0=f'(mx—m)
y=x+m y=x y=x-—-m
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Questao 4

a) O raio de um cilindro circular reto esta crescendo a 4cm/s,mas sua
area total permanece constante e medindo 600w cm?. A que taxa a altura
varia quando o raio tem 10cm?

300
Ap=2nr(r+h) =600m ~. r(r+h) = 300 = h=—=-r

Pela Regra da Cadeia,temos:

dh _dh dr
dt  dr dt
dh _ ( 300 1) 4
dt r2 '
dh _ ( 300 1)4 — _16cm/
dtly—soem  \ 100 Cohane

Portanto, a altura esta decrescendo a taxa de 16¢cm/s.
b) Um cilindro circular reto é gerado pela rotacao de um retangulo de

perimetro P,em torno de um de seus lados. Que dimensdes deve ter o
retangulo para gerar o cilindro de volume maximo?

P
P=20b+1) =1l=5~b

Girando em torno do lado de medida |, temos:

V(b1) = mb?.1

V (b) = mb2. (g _ b)
or-n(f )
V'(b) = n(Pb — 3b?)

Analisando o sinal de V'(b),temos:

————— (0)++++(§)————— V' (b)

Pelo Teste da Primeira Derivada, b = 3 é um namero critico associado a um
P
ponto de maximo local e absoluto de V(b),uma vez que,V(b) <V (§> para

b > 0.Logo,para as dimensoes b = 3 el = 3 teremos o cilindro de volume

maximo.
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Questao 5

a) 0 volume de 4gua num tanque é V m3,quando a profundidade é h metros.

dv
Se a taxa de variagao do volume em relagao a altura for o [4h? + 12h + 9],

ache o volume de 4gua no tanque quando a profundidade for de 3m.

av

2
i =V'(h) = w[4h* + 12h + 9]

A antiderivada ou primitiva mais geral de V'(h) é:
4
V(h) = n[§h3 + 6h* +9h] +C

Se a profundidade da coluna de 4gua no tanque é 0,entdo nao ha volume de
dgua no tanque, ou seja,V(0) = 0. Portanto,C = 0.Logo,

4
V(h) =n [§h3 + 6h? + 9h]

Quando a profundidadefor de 3m,teremos:

4
Vi3)=m §33 +6(3)% + 9(3)] =m[36+ 54+ 27] = 1177 m® de agua.

b . 2x N _ —6x

)Sef0I= e Grr e T =Gy
Com base nisto, determine os extremos relativos de f,as assintotas do grafico,
os intervalos onde a funcdo cresce e onde ela decresce, 0s pontos de inflexdo e
os intervalos onde a concavidade ¢é voltada para cima ou para baixo.Depois
destas andlises, faga o grafico de f.

,entdo f'(x) =

1) Dominio da fungio f:D(f) = R
2) Intersegbes com os eixos coordenados: 0(0,0).
3) Assintotas:

* Nao ha assintotas verticais em f porque a funcgdo f é continua em R e,portanto,
Va € R, lim f(x) = f(a).E pela definicdo de assintota vertical (lirn flx) = iOO)
x-a x=a

estas ocorrem em pontos de descontinuidade ,porém, f é continua em R.

Dizemos que areta y = L é uma assintota horizontal se ocorrer um dos casos
a seguir:
lim f(x) =L ou lim f(x) =L

x—+o00 xX——o00

lim f(x) = lim ——— = lim = hm _;

X—+ 00 xX—>+00 4/ x—>+00
x4 / 1+ 1+%

Obs: se x » +o0,entdo |x| = x.
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_ 2x _ 2x _ 2 Jim 2
lim ————== lim ———== lim = =
X—+ 00 X— 400 X—>+00
x| 1+i2 x/1+i2 /1+i2 lim 1+i2
X X X x—+ 00 X
lim 2
x_l)r-‘l:loo = 2 = E =
1
\/lim 1+limi2 VI+0
X—>+00 X—+ 00
Portanto,a reta y = 2 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
1 £00) I I 2x I 2x
im f(x)= lim = lim ————= lim ———;
Jin ey = (1+5) T+
x? x?
* Obs: se x - —o0,entdo |x| = —x.
2x 2x lim -2
lim ————= lim ———= lim X2 =
X——00 1 xX——00 1 X——00
x| [1+—= —x/l-i——2 /1+—2 lim /1+—
X X xX——00
lim -2
x—1>IPoo — —2 _ __2 -9
1
\/lim 1+limi2 Vi+0
X——00 X——00
Portanto,a reta'y = —2 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

* Obliqua: Dizemos que a reta y = ax + b é uma assintota obliqua do grafico
de uma fungio f se,somente se, lirf [f(x) — (ax + b)] = 0.
X—>1T 00

Onde a = lim [ ;a#0 e b= lim [f(x)— ax];
xX—>too X x—+oo
lim @— lim L—O
x>+ X X——00 ,/xZ + 1
T
+ 00

Portanto, f ndo possui assintota obliqua.

3) Crescimento, decrescimento e pontos extremos relativos:

f'x) = > 0,Vx €R.

(?+1)%°

x* Como f'(x) > 0,Vx € D(f), entdo f é sempre crescente.
* Na auséncia de nimeros criticos de f,sendo f continua e dif erencidvel em R,
entdo f ndo possui pontos extremos relativos.

4) Concavidade e pontos de inflexao:

6x

f"x) = —m
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Estudo da concavidade da funcao f pelo sinal de f'" (x):

++++++++(

0)

Pelo estudo do sinal da segunda derivada de f,concluimos que:

f possui concavidade voltada para cima em (—,0) e
f possui concavidade voltada para baixo em (0,+)

E como ocorre mudannca na direcgdo da

concavidade em x = 0 e 0 € D(f) entio,

0 ponto (O,f(O)) é um ponto de inflexdo de f. Ponto 0(0,0)

Esbocgo Grafico:
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2.12 Provade Reavaliacdoda AB2 — 21 de Maio de 2016

Questao 1

a) Use aproximacgao linear para estimar o raio do cilindro de altura 100m e
volume 401mm3.

b) Seja C a curva dada pela equacao y = coshx — 3 senhx . Determine o
coeficiete angular da reta tangente a curva C no ponto em que y = 1.

Questao 2
a) Determine os pontos de maximo e minimo absolutos de
2
x“+2, x<1
fo={5 "]
4 —x°, x>1,

no intervalo [—1,2].

b) Seja f(x) = sen?x + cos?x + senh? x — cosh? x . Use consequéncia do
Teorema do Valor Médio para mostrar que f(x) = 0 para qualquer x € R.

Questao 3
1
a) Calcule o seguinte limite: lim LZ
X— 00
tg—
x

b)Se f(x) = ax3+ bx?+ cx + d, determine a,b,c e d,de forma que f tenha
um extremo relativo no ponto (0,3) e que o grafico de f tenha uma inflexdo
no ponto (1,—1).0bs: Como f é polinomial, se f tem um ponto de inflexio
quando x = n,entdo f''(n) = 0.

Questao 4

a) Para construir uma taca em forma de cone circular reto,remove-se um setor

de uma folha circular de cartolina de raio V3,e unem-se as duas margens
retilineas do corte.Determine o volume da maior taga que pode ser construida.

b) Areia é derramada em uma super ficie, formando uma pilha conica cujo
diametro da base é igual a sua altura. Determine quao rapido a altura da

pilha cresce quando sua altura é 3m.

Questao 5

Vx—x3.e*+x2+x3 coshx

x3

a) Encontre f,sabendo que f'(x) =

f(1) = —e.

e que
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B Dad () = 3x ”()_6x3—18x
) Dados f(x _x2+1ef X (k2413

de inflexao da curva.

encontre as abscissas dos pontos
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Questao 1

a) Use aproximacao linear para estimar o raio do cilindro de altura 100m e
volume 401mm3.

V(r) = nr?.h = 100n7r?

% 1
V= |—=—av
rW)= |Toor = Ton V"
1 1
r' (V) = ; v'(400m) = ——
V) 20wV ( ) 400m

Por aproximacio linear ou linearizacio da funcio r(V) em V = 4007w, temos:

L(V) = r(400m) + r'(400m).(V — 4007)
1
L(V) =2+ m(v - 40077,')

Quando V = 401wm3, temos:

L(4017) = 2 + — (4017 — 4007)
=4 2000 &

1
L(401m) = (2 + —
(401m) ( +400)m

Pela aproximacio linear,o raio r do cilindro é r = L(401m).

1
= (2 +—)m =2,0025
r < +400>m m

1
r= (200 + Z) cm = 200,25cm

b) Seja C a curva dada pela equacao y = coshx — 3 senhx . Determine o
coeficiete angular da reta tangente a curva C no ponto em que y = 1.

coshx —3senhx =1
e*+e™ 3e*¥—-3e™™* _q
2 2 B
e*+e™*—3e*+3e =2
—2e* +4e* =2
—2e% + 4 =2e*
2e%* +2e*¥ —4=0
e¥ +e*—-2=0




()2 +(e*)—-2=0

Sejay =e*;y > 0.Entao,
1+3 yiAy—2=0
2 -'-

y = y, =1 ou y,=—2(ndosatisfaz a condigio)

y;=e*1sx;,=lny =lnl1=0.
Determinando o coeficiente angular da reta tangente em x = 0, temos:

y = f(x) = coshx — 3senh x
f'(x) = senh x — 3coshx
f'(0) = senh0 — 3 cosh0

f'(0)=0-3(1)
F1(0) = -3

O coeficiente angular da reta tangente em x = 0 é — 3.
Questao 2.
a) Determine os pontos de maximo e minimo absolutos de

x?+2, x<1
4—x? x>1,

Fo ={

no intervalo [—1,2].
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Para utilizamos o Método do Intervalo Fechado para determinar os valores

extremos absolutos de f no intervalo [—1,2] f deve ser continua em [—1,2].

Como f é sentencial e formada por fungdes polinomiais, entdo f é continua

em (—o0,1) U (1,4).Como 1 € [—1,2],devemos verificar a continuidade de

fem1.Logo,
f()y=1*+2=1+2=3.

. _ . _ 2 — . _ . 2: _ 2: _ —
A SO = ip o) = i d - ip =4 m 1 =a 1 =3

lim f(x) = lim (x*+2)= lim x*+ lim2=12+2=1+2=3
x-1 x-1 x-1 x—1
limlf(x) = 3.

X—

Como Ll_rg f(x) = f(1),entdo f é continua em x = 1 e,portanto, continua no
intervalo fechado [—1,2].

Pelo Método do Intervalo Fechado:

1) Valores de f nos extremos do intervalo:

fF(-1D)=(-1)%*+2=142=3 e f(2)=4-22=4—4=0.

2) Valores de f nos nimeros criticos de f em (—1,2).
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"Um numero critico de uma funcao f é um nimero c no dominio de f onde
ou f'(c) = 0 ou onde f'(c) ndo existe"

Uma expressao paraa fungdo derivada de f é:

, _(2x, x<1
f(x)_{—Zx, x>1

f'(x)=0=2x=0;x<1 ou —2x=0;x>1

Das duas equagdes tiramos x = 0,porém,0 satisfaz apenas a primeira equacao
cuja condigdo é x < 1. Logo,0 é um nimero critico de f no intervao (—1,2).

Analisando a diferenciabilidade em x = 1,temos:
fi)==-2 e f/(1)=2

Como as derivadas laterais existem,porém sao dif erentes, entdo f nao é
derivavel em x = 1 e, portanto,1 é um ntimero critico de f no intervalo (—1,2).

f(0O)=0242=2 e f()=1+2=1+2=3
Comparando os valores obtidos temos:

3 é o0 valor maximo absoluto de f no intervalo fechado [—1,2] e corresponde
aos pontos (—1,3) e (1,3).

0 é o valor minimo absoluto de f no intervalo fechado [—1,2] e corresponde
ao ponto (2,0).

Pontos de maximo absoluto:(—1,3) e (1,3)
Ponto de minimo absoluto:(2,0)

b) Seja f(x) = sen? x + cos?x + senh? x — cosh? x . Use consequéncia do
Teorema do Valor Médio para mostrar que f(x) = 0 para qualquer x € R.

Dominio da fungio f:D(f) = R

f'(x) = 2senx cosx — 2 senx cosx + 2senhx coshx — 2 senhx coshx
ffx)=0
Como consequéncia do Teorema do Valor Médio,se f'(x) = 0 paratodo x € R,

entdo f é constante em R .Ou seja, f(x) = C para qualquer x € R,onde C é uma
constante.Para determinar o valor de C temos:

f£(0) =sen? 0+ cos?0 + senh? 0 — cosh?0
FO)=0+1+0-1 = f(0)=0 ~C =0.

Portanto, f(x) = 0,Vx € R.
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Questao 3

1

a) Calcule o seguinte limite: lim LZ
X— 0

tg—

X

Quando x — o, temos —— 0 etg— — 0,assim, o limite é indeterminado.
X X

Usando a Regra de L' Hospital temos

1 ! 1 1 1
M — 2
lirniz= lim 5 X 5= lim 5= ==
xX— 0 tg_ x—>oo__zseC2_ x—»oozsecz 2sec4( 2
X X X

b)Se f(x) = ax®+ bx?*+ cx + d,determine a, b, c e d,de forma que f tenha

um extremo relativo no ponto (0,3) e que o grafico de f tenha uma inflexao

no ponto (1,—1).0bs: Como f é polinomial, se f tem um ponto de inflexdo quando
x = n,entido f''(n) = 0.

Como o ponto (0,3) pertence ao grafico da funcio f(x),entdo f(0) = 3.Logo,
f(0) =d.Portanto,d = 3.

Como f possui um extremo relativo em x = 0,entao 0 é um nlimero critico da
fungido f e,por f ser continua e diferencidvel em R, f'(0) existe e f'(0) = 0.

f'(x)=3ax?*+2bx +c¢
F(0)=c:c=0.

Como f épolinomial, se f tem um ponto de inflexido quando x = 1,entdo f" (1)
existe e f"(1) = 0.
f"(x) =6ax +2b
f"(1) =6a+2b
6a+2b=0
3a+b=0 (Eq.1)

Como o ponto (1,—1) pertence ao grafico da funcio f(x),entdo f(1) = —1.
Logo,
f()=a+b+3
a+b+3=-1
a+b=-4 (Eq.2)
3a+b=0

a+b:_4,temosa=2eb=—6.

Resolvendo o sistema de equagoes: {

Portanto, f(x) = 2x3 — 6x? + 3.
Questao 4

a) Para construir uma taca em forma de cone circular reto,remove-se um setor

de uma folha circular de cartolina de raio V3,e unem-se as duas margens
retilineas do corte.Determine o volume da maior taca que pode ser construida.
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O raio do setor circular é a geratriz g do cone circular reto.Sendo r o raio
da base do cone e h a altura,temos:

gz —Rh2 4 72 o g2 =g2—h2
Onde 0< h < g,ouseja,0<h < /3.

Vconelz §T[T2h

V(h) = gn(gz —h®)h
1

V(h) = Zn(g*h = 1)

V') = 3m(g? ~37)

Estudo do sinal da derivada da funcio V(h),temos:

(0) + + + +<%§> ————— (V3) v'(h)

Pelo Teste da Primeira Derivada, h = =3 é o numero critico associado ao

valor maximo local e,considerando o intervalo (0,\/§),méxim0 absoluto da

3
funcdo. Portanto,para h = gT teremos a taga de maior volume.

Como g = \/§,temos h=1.Logo,

1 2
=§7T(3—1) =-—nuV

X

b) Areia é derramada em uma super ficie, formando uma pilha conica cujo
diametro da base é igual a sua altura. Determine quao rapido a altura da
pilha cresce quando sua altura é 3m. (ANULADA!)

Método de resolugdo para este item:

dv
Taxa com a qual a areia é derramada é constante T = k(m3 /unidade de tempo)

Volume da pilha de areia:

V= Lo h
= %m‘ .
Informacgdo da questao : 2r =h ~r = >
v=2n(®) h
BEAYA
mh
V(h) = —
() =—5
Pela Regra da Cadeia,
av._dv dh

dt ~ dh'dt



_mh* dh
4 dt
dh 4k
dt mh?

Quando h = 3m, temos:
dh 4k

— = — m/(unidade de tempo)

dt 97

Questio 5

Vx —x3.e* + x? + x3.coshx

a) Encontre f,sabendo que f'(x) =

f(1) = —e.

1

, X2 1
f'(x) =——e*+—+coshx
X X

5

5 1
f'x)=x Z—ex+;+ coshx

A antiderivada ou primitiva mais geral de f'(x) é

1 _5
f(x) = z x 2t —e* +Inx +senhx +C

—5+1
3

2 3
f(x) =—§x 2—e* +Inx +senhx + C

Utilizando a condi¢io f(1) = —e, obtemos:

2
—e=—§—e+ln1+senh1+C

e—5 2
C ==—senhl ,ouainda,C =-——&==—
3 3 2 3

e
2

3

2 3 2
Portanto, f(x) = — §x 2 —e*+Inx+ senhx +§ —senh(1).

3x ., 6x3 —18x
b) Dados f(X) = m e f (X) = m,
de inflexao da curva .
Dominio da fungio f: D(f) = R.
. 6x3 — 18x
6x(x?—3)
fll (x) - @

(x2+1)3

x3

1

2e
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encontre as abscissas dos pontos
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Estudo da concavidade da funcgao f:

————————— O ++++++++++ 6x
+4++(—V3)———————— V3)++++  *?-3)
++++++++++++++++++H+H+ (x2+1)3

———(-V3)+++ (O -—-B)++++ ')

Como ocorre a mudanga na direcao da concavidade da fungao f nas abscissas

X, = —\/§,x2 =0ex; = V3 e estes nimeros pertencem ao dominio da funcao f,
entao x,,x, e X3 sao as abscissas dos pontos de inflexao da curva.

PI, <—x/§,—¥>; PL(0,0) e Pg(@,?)
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2.13 ProvaFinal — 27 de Maiode 2016

Questao 1

a) Seja f(x) = x2.Mostre que para qualquer intervalo [a, b],0 ponto c referido
a+b

no Teorema do Valor Médio é sempre igual a

b) Mostre que a reta normal ao circulo x*> + y? = R?, em qualquer ponto,passa
pela origem.Dé especial atencdo aos casos em que uma das coordenadas é nula.

Questao 2
a) Estime,usando aproximacdes lineares,o valor de arctg(0,1) + e°°.

b) Use derivacgdo logaritmica para encontrar a derivada da funcao

£ = P

cos?x
Questao 3

a) Determine uma equacio para a reta que passa pelo ponto (2,3) e delimita
com os eixos coordenados o triangulo de menor area.

b) Ache as assintotas horizontais da fungio f(x) = x% — 2x 4+ 3 —/x2 + 4x — 2.

Questao 4

a) Sendo 4(x — V2)° = |f (x) — e?|, calcule 1irf/1_f(x).
X2

1
b) Sendo f(x) = arcsen(log, x), determine f' (§>

Questao 5

a) Uma particula esta se movendo ao longo da curva y = yx. Quando a
particula passa pelo ponto (4,2) sua coordenada x cresce a uma taxa de
3cm/s.Se 0 é 0o angulo formado pelo eixo x e 0o segmento de reta que une
a particula a origem,determine a que taxa esta variando 0,no instante
em que a particula passa pelo ponto (4,2).

3
b) Sabendo que f'(x) =secx.tgx + +e?*,e que f(0) = oL determine

f ).

1
V1 — x2
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Questao 6

a) Calcule a area do triangulo formado pelos eixos coordenados e pela reta
X

tangente a curvay = sen’[e*.x]'° + 2" ponto em que x = 0.
n

b) Se for possivel, determine a e b € R, de modo que a funcao

ax +b, selx|<2 . . .
flx) = {lx _1 se :x: > 5 Seja continua em todos os reais.
Questao 7

a) Determine o coeficiente angular da reta que contém os pontos de maximo
e minimo absolutos da funcdo f(x) =lnx —x,come < x < e?.

b) Use a definicdo de derivada para calcular o coeficiente anngular da reta

1 1
tangente ao grafico da funcio f(x) = ——,no ponto em que f(x) = —.
g graf fcf()mp qf()2
Questao 8
In 2
a) Calcule lim x1+lnx,
X— 400

b) Analise a concavidade do grafico da fungio f(x) =log, x + x2.
Questao 9

a) Determine o valor de c sabendo que o coeficiente angular da reta tangente
s

a curva dada por'y = 7 (Inx)? + e%"* + cos?(2x) no ponto em que x = 7 é

-1+c.

b) Sabemos que g é a inversa da fungdo f e que o coeficiente angular da reta

1
normal ao grafico de f noponto (2,3) é — 3 determine o coeficiente angular

da reta tangente ao graficode g em x = 3.
Questao 10
a) Mostre que a equacioln x — e ™ = 0 possui uma raiz no intervalo (1/2,3).

b) Mostre que existem nimeros a e B tais que 2.e* —5.e™* = a senh(x + ).



231

Questao 1

(a) Seja f(x) = x. Mostre que para qualquer intervalo [a,b], 0 ponto c referido
a+b

no Teorema do Valor Médio é sempre igual a

f é uma fungdo polinomial e, portanto, continua e dif erenciavel em R.Logo,
f é continua no intervalo fechado [a,b] e f é diferencidvel no intervalo aberto
(a, b),entio existe algum c € (a, b) tal que

a#b

L f) - f@
f (C)—ﬁ )

Temos, portanto, f(b) = b% e f(a) = a? e f'(x) = 2x,entdo f'(c) = 2¢. Logo,

b? —a?
2c =
¢ b—a
b— b+
2c=( a)( a),a;tbﬁb—a;to
b—a
2c=b+a
b+ a
c =
2
a+b
C:
2

Logo,pelo Teorema do Valor Médio a abscissa do ponto onde a reta tangente
a+b

2

é paralela areta secante que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f (b)) éc =
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Questao 1

(b) Mostre que areta normal ao circulo x* + y? = R?,em qualquer ponto,passa
pela origem.Dé especial atengdo aos casos em que uma das coordenadas é nula.

Derivando implicitamente a expressao da curva,temos:

d o, 3 _d
&(x )+a()’)—dx(R)

2x +2yy' =0
, x
y =-C
y
Dado um ponto pertencente ao circulo (x,,y,) tal que x, # 0 e y, # 0, temos que
o coeficiente angular da reta tangente nesse ponto ém= —x,/y,.Logo,o

coeficiente angular da reta normal é m,, = y,/x,.

Equacio da reta normal em (x,,y,):

8%
Y=Y = _O(x_xo)
Xo
_Yo
y X,

Para x = 0,temos y = 0 e, portanto, a reta normal em qualquer ponto (x,,y,) tal
que x, # 0 e y, # 0 passa pela origem (0,0).

12 caso: quando a abscissa é nula. Pontos (0,R) e (0,—R).

Quando x, = 0,0 coeficiente angular da reta tangente é nulo,isto é,m = 0 e,
portanto, a reta tangente nos pontos (0,R) e (0,—R) é horizontal. Logo, a reta
normal nestes pontos, é uma reta normal vertical cuja equacao éx = x, = 0.

22 caso: quando a ordenada é nula. Pontos (R,0) e (—R,0).

Quando y = 0 o coeficiente angular da reta normal dado é nulo,isto é,m, = O e,
portanto, a reta normal nos pontos (R,0) e (—R,0) é horizontal, cuja equacio é

y =Yy, =0.

Em ambos os casos 1 e2,aretanormal x =0 e aretay = 0 passam pela origem
do sistema cartesiano e, portanto, para todo ponto (x,y) tal que x> + y> = R? a
reta normal passa pela origem.
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Questao 2

(a) Estime,usando aproximagcdes lineares, o valor de arctg(0,1) + e°°.

Seja f(x) = arctgx + e*™*, tal que f'(x) =

Tier el™* Sabendo — se que

f(0) =eef'(0)=1—e.Por aproximagio linear ou linearizagio da fungio
f emx = 0,temos:

L(x) = f(0)+ f'(0)(x —0)
Lix)=e+(1—e)x

Quando x estiver préximo a 0,temos:

f(x) = L(x)
fx) e+ (1 —e)x

Em particular,temos

9e + 1

fOD~e+(1-e).01=09 +01=—

* £(0,1) = arctg(0,1) + e°°.
Logo,

9e +1
10

arctg(0,1) + e%° ~
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Questao 2

(b) Use derivacio logaritmica para encontrar a derivada da funcio

e

cos?x
D(f)={xE]R§;x> 0,x¢g+kn,k EN} e Im(f) ={y eR;y =0}
B (lnx)é.x3
fe) = (cosx)?
(lnx)é.x3
1l’1f(X) =In W

2
In f(x) =In(Inx)3 + In x® — In(cos x)*?

2
Inf(x) = §ln(ln x)+3Inx — 2In(cosx)

Por diferenciacao logaritmica, obtemos:

f’(x)_Z 1 1 1 2senx

f(x) 3'Inx'x “x “cosx
fflx) 2 3

f(x) _3x.lnx+;+2tgx
f1)=f [3x.21nx+;+2tgx]

[3\/ln2 x|x3

[ 2
cos?x I3x.lnx

f'(x)=

+3+2t ]
x 8%
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Questao 3

(a) Determine uma equacio para a reta que passa pelo ponto (2,3) e delimita
com os eixos coordenados o triangulo de menor area.

Equacio de uma reta que passa pelo ponto (2,3):
y—3=m(x—2)

Para delimitar um triangulo no primeiro quadrante devemos ter m< 0 e
—2m+3>0.

As dimensdes desse triangulo sdo x, ey, que sdao os valores da abscissa e
ordenada respectivamente, onde a reta intercepta os eixos coordenados.

Parax =0,temosy =y, = —2m+ 3
Paray =0,temos x =x,=2— —

m

Area do triangulo delimitado pela reta e os eixos coordenados:

_ Xo-¥o (2—59(—%n+3):(mn—3x—mn+3):_(mn—3y

A —
2 2 , 2m 2m
i4mc —12m+9
A(m) = — ;. D(A) ={m € R;m < 0}
2m

(8m—12)(2m) — (4m? —12m + 9)(2)

A'(m) = —
(2m)?

16m? — 24m — 8m? +24m — 18 8m? —18 18 — 8m?

A’(m) = — = — =

4m? 4m? 4m?

Estudo da funcao derivada A'(m):

————— -3/2)++O0)+++@3B/2)————— 18— 8m?
++++++++++O++++H++H+HH A+ 4m?
_____ (=3/D++0) +++B/D-——-=  A(m)

* A parte em destaque ndo faz parte do intervalo de analise do dominio da funcao.

* Notamos que m = — 3/2 é um nimero critico da fungio A(m) associado a um
ponto de minimo local e, considerando o dominio da funcdo,pelo Teste da Primeira
Derivada, temos que A(m) = A(— 3/2) e,portanto,A(— 3/2) é o valor minimo
absoluto da funcao A. Logo,param = —3/2 temos o tridngulo de menor area e

a equacdo da reta em questao é:

3
—3=—"(x-2
y z(x )

= Zr+e
y=-ox
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Questio 3

(b) Ache as assintotas horizontais da funcio f(x) = y/x2 —2x +3 —/x2 + 4x — 2.

Dizemos que areta’y = L éuma assintota horizontal se lim f(x) =L ou lim f(x) = L.
xX—+ 00 xX——00

(Va2 —2x+3+VxZ+4x—2)]
(Va2 =2x+3+Vx2+4x-2)|

lim f(x) = lim (\/x2—2x+3—\/x2+4x— )— hm [(\/xz 2x+3—\/x2+4x—2).
xX—+00 x—+00

x2—=2x+3—(x%?+4x —2) _ —6x +5 _ —6x+5
lim lim = lim =
ot — 2x + 3+ VAPt dx—2 xtoVxZ —2x+ 3+VAPt Ax—2 x| 2, 3 2. 4 2
X (1—}+—2)+ X (1+;—;2)
—6x+5 —6x +5 —6+- —6+0 -6

lim = lim =—=-3
—>+oo —+00 —>+°0 2
T 124 S 145 - x% T f1-24 3 4k /1+%——2 ’ J —%+%+\/1+%—% VIS0+0+VIF0-0

(Va?—2x+3+Vx?+ 4x—2)|
(Va2=2x+3+Vx2+4x-2)]

lim f(x) = lim (\/x2—2x+3—\/x2+4x—2)= lim [(\/xz—2x+3—\/x2+4x—2).
X—>—00 X—>—00 X—>—00

o x?—2x+3—(x*>+4x-2) . —6x +5 —6x+5
lim = lim = lim =
xo=oy[x2 = 2x + 3+ VxZ+4x—2 xo-oVxZ —2x+ 3+ VxZ+ 4x—2 ’H-""\/xz(l_ZJr 3)+sz(1+é_ 2)
x ' x2 x  xZ
—6x+5 —6x+5 _ 6—= 6—0 6
lim = lim = ===3

S / [ 2, 3 4 2 xoto 2, 3 4 2 1-0+0+vV1+0-0 2
1——+—2+|| +———Z —x\]l—;+;z—x\/1+;—;2 \/1—;+;z+\/1+;—;z v v

Logo,as retas y = —3 e y = 3 sdo as assintotas horizontais da fungio f(x) = /x2 — 2x + 3 — \/xz +4x — 2.
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Questao 4

(a) Sendo 4(x — \/5)6 > |f(x) — e?|,calcule lin‘}_f(x).

Pela desigualdade modular |f(x) — e?| < 4(x — \/E)G,temos:

—4(x — \/5)6 < f(x)—e? <4(x —\/5)6
e? —4(x — \/5)6 <flx) <e?+4(x-— \/5)6

_ _ — _ _ 6 _ 2_ 6 _ 52
xlir\r/l_ (e 4(x —V2) ) xlir\r/l_e 4lerf/1_(x V2) =e?—4(0)°=e

ler\r/l_(e +4(x—\/_))—xllr\1/1_e +411m(x—\/_) =e?+4(0)° =e?

Se e?—4(x — \/5)6 <f(x)<e?+4(x- \/5)6 quando x esta préximo a2
vel 2) e lim (e? —4(x —=v2)") = lim_(e? + 4(x - v2)°) =
(exceto possivelmente emv2) e ng/li (e (x —V2) ) x:r\r/li (e +4(x —V2) )

entdo, pelo Teorema do Confronto, lirf/l_f(x) = e?.
xX—2
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Questao 4

1
(b) Sendo f(x) = arcsen(log,x) , determine f' (E) s Correcdo posterior f'(1).

1
Dominio da fungio f:D(f) = {x € R; 3 <x< 2}

Como f é uma fungdo composta, esta sera continua onde estiver definida, isto é,

1
em seu dominio. Logo, f é continua em [E' 2].

Obs: Uma fungio ser continua num intervalo fechado [a, b] implica dizer que f
é continua em (a,b) e que f(a) = lim_ f(x) ef(b)= lirlrjl_f(x).
xX—a X—

1
Note que,embora f<§> esteja definido e lim f(x) existe,por outro lado,
1

x>

2
1
lim_f (x) A e,portanto, lim f (x) A.Logo, f ndo é continua em S consequentemente,

x—> x—>

2 2

1 1
nao é derivavel emE.Por esta razao, f' (E) nao existe!

..apo6s a correcio.Determine f'(1).

Pelo estudo da continuidade de f,temos que f é continua em 1. Analisando a
diferenciabilidade em x = 1, temos:

1 1
&= 1— (log, x)?
f'(1)= :

In2" /1= (log, 1)2
I 1)_i
f( TIn2'yi-o2

|~

f=r

N
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Questio 5

(a) Uma particula esta se movendo ao longo da curva y = \/x.Quando a
particula passa pelo ponto (4,2) sua coordenada x cresce a uma taxa de
3cm/s.Se 8 é 0 angulo formado pelo eixo x e 0o segmento de reta que une
a particula a origem,determine a que taxa esta variando 6,no instante
em que a particula passa pelo ponto (4,2).

Do segmento de reta tiramos a relacao entre 6 e a coordenada x dada pela
expressao:

y
tgd ==
& X

Vx
g = —
gl =—

1

tgl =x 2

Derivando implicitamente toda a expressao em relacdo ao tempo,temos:

20 =5 ()

dt
2 dH_ 1 _%dx
sec i Zx n

dx
Quando a particula passa pelo ponto (4,2) temos i 3cm/s etgf = >

5 5 1 5 )
Logo,sec” 0 =tg 9+1=Z+1=Z.Comlsso,

aar -z W3
5d0_ 11,
4" dt 2°8
49 _ _3 L4/
ac 20 “°

3
Portanto, 0 angulo 6 esta decrescendo a taxa de %rad/s quando a particula

passa pelo ponto (4,2).
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Questio 5

3
(b) Sabendo que f'(x) = secx.tgx + > + e?*,e que f(0) = > determine

f ().

A antiderivada ou primitiva mais geral de f'(x) é

1—x

1
f(x) = secx +arcsenx + Eezx +C

3
Utilizando a condigio f(0) = L obtemos:

3 1

5 = sec0 +arcsenO+Ee0 +C
S 140424C
2 2

E,

)

C=0

N W

1
Logo, f(x) = secx +arcsenx +§ezx.
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Questao 6

(a) Calcule a area do tridngulo formado pelos eixos coordenados e pela reta
X

tangente a curvay = sen’[e*.x]'° + 2" ponto em que x = 0.
n

1
Pont P(O,—).
onto s
1
y' = 7sen®[e*.x]1° . cos[e*.x]!?.10[e*.x]°. (e* + xe¥) + E.Z’“.an

y' =70[e*.x]°(e* + xe¥).cos[e*. x]1°.sen[e*.x]10 + 2*

No ponto em que x = 0,temos y' = 1.

Equacao da reta tangente a curva no ponto P (QE):

1
y—m—l(ﬁi—o)

y=x+m

Interseg¢des com os eixos coordenados:

1
Intersecdao com o eixo x: A <——, O)
In2

1
Int a [ :B (0,—)
ntersecao com o eixo'y m2

Area do triangulo delimitado pela reta tangente e os eixos coordenados:

2 —1x(1)x(1)— 1 2
s8a08 =5 " \In2) " \In2) “2n2)? “
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Questao 6

(b) Se for possivel, determine a eb € R, de modo que a funcio

ax+b, selx| <2 . ) _
fx) = x—1| selx|> 2 seja continua em todos os reais.
ax+b, se—2<x<2
f(x)_{lx—ll, sex<—2oux>?2
—(x—1), sex< —2
f(x)={ ax+b, se—2<x<2
x—1, sex>2

Como f éuma funcao sentencial formada por funcgdes polinomiais e, portanto,
continuas em R, considerando o intervalo onde esta fungdes estdo definidas
em f(x),sobre a continuidade da funcio f podemos afirmar que f é continua
em (—o0,—2) U (—2,2) U (2,+0).

Se f for continua em — 2 e 2 chegamos a conclusao de que f é continua em todos
os reais. Analisando a continuidade em — 2 e 2,temos:

f(=2)=-2a+b
lifnz+f(x) = lir_r12+(ax+ b) =—-2a+b

Jim f)= lim —(x-1)=-(-2-1)=-(-3)=3.

Para que f seja continua em x = —2,devemos ter

f-2) = lim f() = lim_fo)
—2a+b=3

Analisando a continuidade de f em 2,temos:

f(2)=2a+b

lirgl_ flx) = lirg_(ax +b)=2a+b
xX— xX—

lirgl+ fx) = lirgl+(x - 1)=2-1=1.

Para que f seja continua em x = 2,devemos ter

fO) = lim f(x) = lim f(x)
2a+b=1

{—2a+b: 3. b=2ea= —l € a solucao do sistema de equacoes e, portanto
2a+b=1 " 2 (; q g )p )

para esses valores de a e b, f é continua em
— 2 e 2.Juntamente com o intervalo
de continuidade definido anteriormente, f é continua em todos os reais.
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Questao 7

(a) Determine o coeficiente angular da reta que contém os pontos de maximo
e minimo absolutos da funcio f(x) =lnx —x,come < x < e?.

Dominio da funcido f: D(f) = {x € R;x > 0}

f é continua onde esta definida e, portanto, f é continua em (0,+).Logo,
f é continua no intervalo fechado [e,e?].

Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1)0s valores de f nos extremos do intervalo;
f(e)=lne—e=1—-e e f(e*)=Ine?—e?=2—¢?
2) Os valores de f nos numeros criticos de f em (e, e?);

"Um nGmero critico de uma funcio f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) =0 ouonde f'(c) ndo existe"

1—x

1
f(x)=;—1= x

f'(x) A= x=0¢e f'(x) =0= x =1, entretanto, 0 ndo pertence ao dominio
de f e 1 ndo pertence ao intervalo (e, e?) e,portanto, f nio possui nimeros
criticos em (e, e?).

Comparando os valores obtidos,temos (2 — e?) é o valor minimo absoluto e
(1 — e) é 0 valor maximo absoluto de f no intervalo fechado [e,e?].

0 coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (e,1 — e) e (e?,2 —e?):

_Ay_(Z—eZ)—(l—e)_l—e2+e_ L+
Ax el—e T e2—e¢ e —e
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Questao 7

(b) Use a definicdo de derivada para calcular o coeficiente anngular da reta

1 1
tangente ao grafico da funcio f(x) = ,no ponto em que f(x) = —.
g graf fungdo f Y i que f >
f(x) ! ! Yo +1=38 7
X)=—= =—= Vx =2=x =8..x=7.
2 Vx+1 2

Pela definicao de derivada,o coeficiente angular m da reta tangente no ponto
de abscissa x = 7 é dado pela expresao:

o fO+A)—f()
m = lim
Ax—0 Ax

Sendo Ax = x — 7,se Ax = 0,entdo x = 7.Logo,

O —FD)
m=lim——

x—7 x—=7

1 1
f@-fD) sl 2 2-Vx+1
m = lim = lim = lim
x->7 X =7 x=7  x—7 =720 — NDVx+ 1

2 YrF1 (4+23\/x+ T+3(c+ 1)2)
=lim .
=726 = DV +T (44 28+ T+ Y+ 1)?)

. 8—(x+1)
x—>72(x_7)3\/m(4+23\/x+1+i/(X+1)2)

= lim ik
x—>72(x_7)3§/x+—1(4+ 2Vx+ 1+ 3 (x+ 1)2)
_ —(x—7)

= lim
x—>72(x_7)3\/x+—1(4+23\/x+1+3\/(x+1)2)

= lim —
x—>723\/x+—1(4+23\/x+1+3\/(x+1)2)

i
B_Ig[z\/gr(4+2§/x+1+\/(x+1) )]
-1
23/8(4 +23/8 + V64)
-1

T 14+ 4+ 4

L

48

1 1
Portanto, o coeficiente angular m da reta tangente no ponto <7, E) é— Y
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Questao 8
In 2
(a) Calcule lim xT+nx ; indeterminacio do tipo "o°"
X—+00
In 2
In 2 ( In 2 ) . In2Inx

. —_— . 1 . ——)Inx 1

lim xT#nx = lim elnx(HM) = lim e\l+lnx = exoteo 1IN X ;
X—+ 00 x>+ x—>+00

Calculando o limite do expoente,temos:

. In2.lnx | o )
lim ————; indeterminacao do tipo"—'
x>+ 1 + Inx o0
Aplicando a Regra de L' Hospital, obtemos:
1

In2.lnx 11’121 In2
lim — = lim X — Jim = lim In2=1In2.
x-+0 1 +1Inx x-+w 0+ l X—+00 1 X—+ 00
X X
Portanto,
In2.In x

In 2
lim x1i+lnx = ex_l,+°° 1+lnx — elnz =2

X—+00
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Questao 8
(b)Analise a concavidade do grafico da fungio f(x) = log, x + x2.

Dominio da fungio f: D(f) ={x € R;x > 0}.

1
1A — 2
f'x) x.ln2+ x
1 _2x2.ln2—1

+2=—
x2.1n2 x2.In2

[ =~

Estudando o sinal da segunda derivada de f, temos:

0)————— (1/Vind)++++++++++ (2x*.In2-1)
O+++++++++++++++++++ x%.In2
0)————— (1/VIn4)++++++++++ f"(x)

Com a andlise da segunda derivada de f,concluimos que

1
f possui concavidade voltada para cima em (—,+00) e

VIn4

1
f possui concavidade voltada para baixo em (0, )

VIn4
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Questao 9

(a) Determine o valor de c sabendo que o coeficiente angular da reta tangente
T
a curva dada por 'y = 5 (Inx)? + e%*"* + cos?(2x) no ponto em que x = mw é

—1+c.

T 1
y' = 7 2.Inx.— 4+ cosx.e5™* + 2.cos(2x).[—sen(2x)]

X
m.ln x
y' = + cosx.e%"* — 2 sen(2x) cos(2x)
x
, T.Inx senx
y' = . + cosx.e —sen(4x)

No ponto em que x = 1, temos:

w.Inm

y' = + cosm.e®" ™ —sen(4m)

T
y =lnm—-1-0
y'=lnm -1

Como o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto em que x =1 é
—1+ c,entdo y' = —1 + c em x = m. Portanto,

Int—1=-1+¢

c=Innm
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Questao 9

(b) Sabemos que g é a inversa da funcio f e que o coeficiente angular da reta

normal ao grafico de f noponto (2,3) é — 3’ determine o coeficiente angular

da reta tangente ao graficode g em x = 3.
Como g é a inversa da fungio f,entdo f(g(x)) = g(f(x)) = x.

Como o coeficiente angular da reta normal ao grafico de f no ponto (2,3) é
1

3
entio o coeficiente angular da reta tangente neste ponto é 3.Logo,f'(2) = 3.

g(f(0) =x

Derivando implicitamente e usando a Regra da Cadeia,temos:

g (fx).f'(x) =1

1
g (f)= e
g’(f(x)) =9'3)=f(x) =3~ x=2.Logo,
(F@) = 7
V)= 755
g'3) =%

Onde, g'(3) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de g em x
= 3.
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Questao 10

(a) Mostre que a equagiolnx — e™ = 0 possui uma raiz no intervalo (1/2,3).

X

Seja f(x) =Inx —e™*,
Dominio da fungio f:D(f) = {x € R; x > 0}.

Como f éuma funcio definida pela subtracgio de duas fungdes continuas em (0,+o0)
entdo f é continua em (0,+).Logo, f é continua no intervalo fechado [1/2,3].

(1)—11 T = In2- <0
fz—nze—n NG

1
f(3)=In3 —e3 =ln3—e—3>0

Como f é continua no intervalo fechado [1/2,3] e 0 é um nimero entre f(1/2) e
f(3),pelo Teorema do Valor Intermediario,existe algum c € (1/2,3) tal que

f(c)=0.
fx)=0=Inx—e™* =0

Desse modo provamos pelo Teorema do Valor Intermediario que a equacao
acima possui uma raiz real no intervalo (1/2,3).
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Questao 10
(b) Mostre que existem nimeros a e p tais que 2.e* — 5.e ™™ = a senh(x + B).
ex+ﬁ _ e—(x+B)
2.e* =5 e =aqa.

2
a &
2.eX —5 ¢7% =Eeﬂ.e"—ze‘ﬁ.e‘x

Igualando os coeficiente de mesma complexidade exponencial, temos:

a
595=2=>aeﬁ=4 (D

a
Ee‘ﬁ =5 =aqef=10=a=10ef (I

Substituindo a expressio (II) a = 10eP na expressio (I) ae? = 4, 0btemos:

a.ef =4
10ef.ef = 4
10e?f =4

e?h =

=l

p=in@)-n()

Com o valor de B, substituimos na expressao (I):

Ul N

a = 10eF
a = 106%“‘@
1

10 (2)7
«=105

_10v2
=5 - 2o

Com isso mostramos que existem a e  que satisfaz a equagdo

a

2e* —5e™* = asenh(x + B)
1

5\2
2e* —5e™* = 24/10.senh| x + In (E)



