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Palavras do Editor

1.1 Boas Noticias: Alagoas entre os melhores do mundo

No ano de 2025 Alagoas escreveu mais um capitulo histérico na matematica olimpica:
um estudante do estado conquistou medalha na IMO, a Olimpiada Internacional de Ma-
tematica e o palco mais prestigiado do mundo para estudantes dessa area.

A IMO (International Mathematical Olympiad) é a maior e mais importante competicdo
de matematica em nivel estudantil. Criada em 1959, ela reline, todos os anos, os melhores
jovens matematicos do planeta, selecionados apds processos extremamente rigorosos em
seus paises. Cada delegacdo representa uma nagdo inteira, e as provas exigem criatividade,
profundidade tedrica, rigor lIégico e maturidade matemdtica muito acima do curriculo escolar
tradicional. Medalhar na IMO significa estar entre os melhores jovens cérebros matematicos
do planeta.

E foi exatamente isso que aconteceu com Joao Victor Silva dos Santos, que con-
quistou a medalha de bronze na IMO, levando o nome de Alagoas ao cendrio internacional
estudantil. Um feito rarissimo, que coloca o estado no mapa mundial da matematica de
base e inspira toda uma nova geracdo de estudantes.

Esse resultado se soma a uma trajetdria que Alagoas ja vem construindo no cendrio in-
ternacional, especialmente no nivel universitdrio, com nomes que se destacaram em grandes
instituicdes na IMC (International Mathematics Competition):

e Jairon Henrique Noia Batista — Medalha de ouro em 2022 (FGV)

Samuel Figueiredo — Mengdo Honrosa em 2022 (UFAL)

Jeann Rocha — Mengdo Honrosa em 2022 (UFAL)
Cicero Calheiro — Meng¢&do Honrosa em 2020 (UFAL)

J6natas Marinho Santos Janior — Meng¢do Honrosa em 2020 (UFAL)

Kevyn Djhonatha Dias De Lacerda — Mengdo Honrosa em 2020 (Unicamp)

Murilo Vasconcelos de Andrade — Medalha de prata em 2009 (Ecole Polytechnique)

Esses nomes mostram que o talento matematico alagoano n3o é excecdo: ¢é tradigdo
em construcdo. Do ensino bdsico a universidade, Alagoas prova que, com oportunidade,
formacdo e dedicacdo, é possivel competir e vencer nos mais altos niveis da matemdtica
mundial.



1.2 A ROAM volume 3

A ROAM esta de volta, meus amigos!

Esta edicdo celebra um feito particularmente significativo: a publicacdo do primeiro
artigo escrito em coautoria com um estudante do Ensino Médio, o aluno do Instituto Federal
de Alagoas, Nicolas Lima Lopes de Aratjo. Trata-se de um marco expressivo para a proposta
de Extensao da revista, ao concretizar o didlogo entre a universidade e a educacao basica e
reafirmar o compromisso com a formacao cientifica desde os niveis iniciais de ensino.

Gostaria de agradecer ao estudante e ao professor Henrique Trajano, que contribuiram de
forma grandiosa, com entusiasmo académico, dedicacdo e participacdo em diversas se¢des
desta edicdo.

E meu muito obrigado também a todos os artistas, redatores e corretores, cuja cola-
boracdo foi fundamental para a construcdo e a qualidade desta revista.

Alan Pereira,
Editor-Chefe.



Enunciados da OAM 2023

2.1 Nivel 1
PARTE A

Problema 1. Quantos s3o os numeros de trés algarismos distintos cuja soma de seus
algarismos é 77

D C
Problema 2. Suponha que o quadrado ABCD ao
lado tem 400 cm? de 4rea. Se M é o ponto médio do I,
segmento de reta BC, quanto vale a drea do tridngulo
ABM, em centimetros quadrados?

A B

Problema 3. O nimero 2023 é um nimero impar e a soma dos seus algarismos € um nimero
primo. Quantos s3o os nimeros de dois algarismos que tém essas duas propriedades? Obs:
Um ndmero natural é primo se ele é maior do que 1 e tem somente dois divisores positivos.

Problema 4. Francisco criou uma calculadora com um bot3do especial #. Quando ele
digita um numero na calculadora e entao aperta na tecla #, a calculadora soma os digitos
do nlimero e em seguida eleva o nimero resultante ao quadrado. Por exemplo, se ele digita
15 e # o resultado serd 36, pois 1 +5 = 6 e 62 = 36. Um niimero é dito ser Repetilson
se ele aparece na tela mais de uma vez ao digitarmos 2023 e em seguida apertarmos #
sucessivas vezes. Determine a soma dos nimeros Repetilsons.

PARTE B

Problema 5. Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo e Dernaldo ainda dormiam quando sua mae,
Marnalda, saiu e deixou uma vasilha com mangas e a instrucdo para que fossem divididas
igualmente entre eles. Arnaldo acordou primeiro, pegou % das mangas e saiu. Bernaldo
acordou depois, mas pensou que era o primeiro a acordar e, por este motivo, pegou % das
mangas restantes e também saiu. Os outros dois irm3os acordaram juntos, perceberam que

Arnaldo e Bernaldo ja haviam saido e dividiram as mangas restantes igualmente entre eles.
a) Quem ficou com menos mangas?
b) Quem ficou com mais mangas?

c) Sabendo-se que ao final da divisdo, nenhum dos irm3os ficou com mais do que 17
mangas. Quantas mangas havia na vasilha?

Problema 6. A soma de 11 inteiros positivos distintos é igual 100. Qual a quantidade
minima de nimeros impares que devera ter esta soma?



2.2 Nivel 2
PARTE A

Problema 1. Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo e Dernaldo ainda dormiam quando sua mae,
Marnalda, saiu e deixou uma vasilha com mangas e a instrucdo para que fossem divididas
igualmente entre eles. Arnaldo acordou primeiro, pegou % das mangas e saiu. Bernaldo
acordou depois, mas pensou que era o primeiro a acordar e, por este motivo, pegou % das
mangas restantes e também saiu. Os outros dois irm3os acordaram juntos, perceberam que
Arnaldo e Bernaldo ja haviam saido e dividiram as mangas restantes igualmente entre eles.
Sabendo-se que ao final da divisdo, nenhum dos irmaos ficou com mais do que 17 mangas.

Quantas mangas havia na vasilha?

Problema 2. Quantos s3o os pares de niimeros primos (p, g) tal que p? + ¢® é um primo
menor do que 20237 Lembre-se: um nimero natural é primo se ele tem exatamente dois
divisores positivos.

Problema 3. A soma de 11 inteiros positivos distintos é igual 100. Qual a quantidade
minima de nimeros impares que devera ter esta soma?

Problema 4. Sejam z e y niimeros reais tais que z +y = 1 e 22 + y? = 2. Qual é o valor
de 2(z® + y*)?

PARTE B

Problema 5. A calculadora do Diogovi esta com defeito. O botdo com o algarismo zero
ndo funciona, e entdo ele n3o o utiliza. Além disso, a calculadora nunca exibe o niimero
zero no visor. Diogovi multiplicou um ndmero de um algarismo por um nimero de dois
algarismos e no visor apareceu o nimero 27. Indique todas as possibilidades para os dois
numeros multiplicados pelo Diogovi.

C
Problema 6. Na figura ao lado, os tridngulos ABC D
e DAE s3o congruentes e os pontos A, B e E sao
colineares e L BAC = 90°. Se AE = 30, qual o valor
de F'B?
1 B K



2.3 Nivel 3
PARTE A

Problema 1. Quantos sio os pares de niimeros primos p e ¢ tal que p? + g2 é um primo
menor que 20237 Lembre-se: um nimero natural é primo se ele é maior do que 1 e tem
exatamente dois divisores positivos.

Problema 2. A soma de 11 inteiros positivos distintos é igual 100. Qual a quantidade
minima de nimeros impares que devera ter esta soma?

1 1 4
Problema 3. Sejam z, y e a nimeros reais tais que £+ — = a e — + y = —. Determine
Y z a

o valor do produto z - y.

Problema 4. Sejam C; e C5 circunferéncias de raio 5 e 12, respectivamente cujos centros
distam 13. Sendo £ o tamanho da corda comum a C; e C5 determine o valor de 13¢.
Observacao: Uma corda em uma circunferéncia é qualquer segmento ligando dois pontos
distintos da mesma.

PARTE B

Problema 5. Considere a fun¢do f(z) = —z* + bz + ¢ onde b e ¢ sdo nilimeros inteiros.
Suponha que o maximo dessa fungdo é 25 e suas raizes z; e z, satisfazem z3 + z3 = 19.
Qual é o valor de b+ c?

Problema 6. Sejam Aj,..., A subconjuntos de {1,2,3,...92}, cada A; contendo trés
elementos, e A; N A; # 0 para todo ¢, 7. Encontre o valor maximo de k.



2.4 Nivel U
PARTE A

Ve \ . 2 7
Problema 1. A reta 7 + % = 1 é tangente a elipse z? + %7 = 1. Qual é o valor de c2?

Problema 2. Quantos sdo os subconjuntos de trés elementos do conjunto {1,2,...,11}
que n3o tém elementos consecutivos?

Problema 3. Sejam a e b dois nimeros reais positivos menores do que 2023 e que

it
/ (296t — 2023 — %) - sin ( ) dt
2023

€ maximo. Encontre b — a.

Problema 4. Qual é o menor inteiro positivo a tal que 3 é o algarismo das dezenas e 2 é
o algarismo das unidades de a2°%3?

PARTE B

Problema 5. Sejam A, B € M,(C) tal que A+ B = I, e para algum k natural temos
A%+l — A% Prove que I, + A*B é invertivel e ache sua inversa.

Problema 6. Dada g : R — R derivavel tal que g(g(z)) = z. Seja f : R — R tal que
f(z)?- f(g(z)) = 2023z.
a) Mostre que se z; € tal que g(zo) =0 entdo zg =0e f(0) =0
b) Encontre f em fungdo de g.

c) Mostre que a funcdo F(z) = f(z)* é derividvel em £ = 0 e determine F(0).

10



Enunciados da OAM 2024

3.1 Nivel 1
PARTE A

Problema 1. O ano 2024 é especial, pois 2024 ¢ igual ao produto de dois nlimeros pares
consecutivos, ou seja, 2024 = 44 - 46. Qual o dltimo ano do milénio em que estamos (ou
seja, menor que 3000), que tem essa propriedade?

Problema 2. Na figura ao lado encontra-se o tangram.
Suponha que o quadrado maior tem lados que medem
100 cm. Dentro dele encontra-se, dois tridngulos gran-
des, um médio e dois pequenos. Encontra-se também,
um losango e um quadrado pequeno. Quanto vale a
area do quadrado pequeno?

Problema 3. Quantos niimeros inteiros e positivos menores que 100 possuem algum divisor
cuja soma dos digitos seja 47

Problema 4. Representamos por n! o produto de todos os inteiros positivos de 1 a n. Por
exemplo, 4' =4-3-2-1e5!'=5-4-3-2-1. Qual o algarismo das unidades do resultado
da soma,

114204 31+ 4! + 51 4 ... 4202417

PARTE B

Problema 5. Considere o nimero N = 2024202420242024 que tem 16 digitos. Jodo
brinca de apagar 5 digitos desse nimero para formar outro niimero. Por exemplo, certa vez
ele apagou todos os zeros e o Ultimo quatro, obtendo o nimero 22422422422, Com essa
brincadeira, qual o maior nimero que Jo3do pode obter?

Problema 6. Quantos s3o os pares de niimeros primos (p, q) de modo que p < g,
2p+q, p+29g e p+qg—38

também sejam ndmeros primos.

11



3.2 Nivel 2
PARTE A

Problema 1 Quantos sdo os pares de niimeros primos (p, g) de modo que p < g,
2p+q, p+2gep+q—38

também sejam ndmeros primos.

Problema 2 Denote por A, a drea de um triangulo equilatero onde as distancias dos lados
para um certo ponto em seu interior sdo 14, 10 e 6. Quanto vale V3 x A?

Problema 3 Sejam ¢ > 0 e z;, x> dois nlimeros reais que satisfazem a seguinte equag¢ao
em 7:

Qual é o valor de 9(z; + z5)?

Problema 4 Sejam 0,a e m nimeros inteiros positivos tais que

oxaxm =30,
o x (a+m) =16,
(0+a) x m = 25.

Quanto vale 0+ a + m?
PARTE B
Problema 5 Considere um tridngulo isésceles ABC tal que AB = AC > BC. Sejam I o

ponto de encontro das bissetrizes e H o ponto de encontro das alturas. Sabendo-se que os
angulos IBH e HBC sdo iguais, qual a medida do angulo ABC?

Problema 6 Em um armario ha 6 pares distintos de sapatos. De quantos modos podemos
retirar 6 pés de tal forma que existam exatamente 2 pares de sapatos?

12



3.3 Nivel 3
PARTE A

Problema 1. Sejam o0,a e m nimeros inteiros positivos tais que

oxaxm =30,
ox (a+m) =16,
(0+a) x m = 25.

Quanto vale o +a +m?

Problema 2. Na figura ao lado as circunferéncias pos-
suem centro D e raios de comprimentos 6 e 10. O seg-
mento AB ¢é tangente a circunferéncia menor e o seg-

mento AC' é tangente a maior. Sabe-se que AB = 20 5 - .
e AC = 8. Qual o valor de 2024 - (DB/DC)? U

Problema 3. Em um armario ha 6 pares distintos de sapatos. De quantos modos podemos
retirar 6 pés de tal forma que existam exatamente 2 pares de sapatos?

Problema 4. Seja m a quantidade de pares de inteiros positivos (k,n) de modo que n®™**

e m nao tenham o mesmo algarismo das unidades. Qual o valor de 5™7

PARTE B

Problema 5. Sabendo que = e y sdo nimeros reais satisfazendo zy = 1 qual é o menor
valor para a expressao
ZE4 + y4 ’
2+ y?+2

Problema 6. Seja ABCD um quadrildtero tal que
AD = BC, /DAC = 40°, /CAB = /ABD = 30°
e ZCBD = 20°. Qual o valor do angulo ZDC A?

13



3.4 Nivel U
PARTE A

Problema 1. Em um determinado resort, uma agéncia de viagens distribui os turistas
entre 5 hotéis ali existentes (numerados de 1 a 5), tratando-os como pessoas indistinguiveis
(os héspedes ndo tém nomes). Supondo que cada hotel tenha infinitas vagas, de quantos
modos é possivel distribuir 13 hdspedes entre esses hotéis distintos, de forma que nenhum
hotel fique vazio?

Problema 2. Seja a; = 2024°°%"** ¢ q,,,; = S(a,) onde S(k) é a soma dos digitos de
k. Determine lim,,_, Q..

Problema 3. Os tamanhos dos lados de um triangulo ABC sdo £1,45 e £3. E sabido que
tais tamanhos estdo em progressao aritmética de razao 1 e que o maior angulo excede o
menor angulo em 90°. Qual é o valor de (41 + £> + £3)?.

Problema 4. Estudantes deixaram os nGimeros inteiros de —5 a 5 escritos no quadro negro
do hall do IM novo. Cicero ao vé-los decidiu escrever todos os niimeros complexos obtidos
com os inteiros escritos no quadro. Depois, curioso, decidiu projeta-los no circulo unitdrio,

i.e. ao formar o nimero z marcou o ndmero ;—‘ no circulo unitario centrado na origem.

Quantos pontos Cicero marcou?

PARTE B

Problema 5. Suponha que A : V' — V é um operador linear autoadjunto definido em um
espaco vetorial real de dimensao 7, e que satisfaz

(Av,v) >0

para todo v € V. Seja B um operador que satisfaz AB + BA = 0. Prove que AB =
BA=0.

Observagao: A é autoadjunto se (Av,w) = (v, Aw) para quaisquer pares de vetores v e
wemV.

Problema 6. Considere o seguinte conjunto de fungdes:
F={f:R—R;f éderivavel, f' é continua e f'(z) > f(z) > 0,Vz € R}.

Qual é o maior nimero natural N tal que f(8) > N f(0) para toda f € F?

14



Enunciados da OAM 2025

4.1 Nivel 1
PARTE A

Problema 1. A professora Joyce escreveu no quadro todos os divisores positivos do niimero
2025. Sabendo que ela levou exatamente 3 segundos para escrever cada divisor, quanto
tempo, em segundos, ela gastou para escrever apenas os divisores de 2025 que sao multiplos
de 37

Problema 2. Na figura ao lado, o tridngulo ABC é ¢
equildtero. Ele foi dividido em 4 triangulos equilateros.

O quadrilatero ALK N foi dividido em 5 tridangulos

equilateros e o quadrilatero LQUYV foi dividido em 7 N
triangulos equildteros.

Assumindo que o perimetro do tridangulo ABC é 108
cm, qual é o perimetro do triangulo GQU? AL Go B

Problema 3. Um ndmero é adoisado quando ele pode ser obtido pela soma de duas
poténcias de 2. Por exemplo, 12 é adoisado porque 12 = 23 + 22, Quantos nimeros
adoisados menores do que 1000 existem?

Problema 4. Um ndmero natural m é sobrinho de 35 se satisfaz estas trés condi¢des:

() m<35 () mde(35,m)>1 e () mdc (357mc(73n5m)>

Por exemplo, 28 é sobrinho de 35, pois 28 < 35, mdc(35,28) = 7 e mdc (35, %) =
mdc(35,4) = 1. Quantos niimeros naturais sdo sobrinhos de 357

PARTE B

Problema 5. O perimetro de certo retdngulo mede o quadruplo de sua area. Quais as
medidas dos lados desse retdngulo, sabendo-se que elas s3o inteiras?

Problema 6. Os mudltiplos de 3 foram escritos se- linha 1
guindo o padrao da figura ao lado. Sabe-se que Cla- linha 2
risse continuou escrevendo até a décima linha e depois

somou o primeiro com o ultimo ndmero que aparecem linha 3
nessa linha. Qual o valor encontrado por Clarisse? linha 4

15



4.2 Nivel 2
PARTE A

Problema 1. O fatorial de um ndmero natural n (representado por n!) é o produto de
todos os nlimeros naturais positivos menores ou iguais a n. Por exemplo, 0! = 1, 1! =
1,21=2x1=2e3!' =3 x2x 1. Por sua vez, o carimbo de um nimero é o algarismo
das unidades da soma dos fatoriais de seus algarismos. Por exemplo, o carimbo de 2025
é o algarismo das unidades de 2! + 0! + 2! + 5! = 125. Quantos sdo os nimeros de dois
algarismos cujo carimbo é 17

Problema 2. Qual é a menor quantidade de elementos que um conjunto de inteiros positivos
distintos menores que 2026 deve ter para garantir que esse conjunto possua dois nimeros
cuja soma é 20257

Problema 3. Sejam z,y, z nimeros reais ndo nulos tais que £ + ¥ + 2 = 0. Quanto vale

:1;2 2 z2
+ y7_|_ 7

yz 2z zy

Problema 4. No triangulo ABC, marcam-se os pontos D em AB e EE em AC tais que
AD = %AB e AF = %AC. Se as retas BE e CD se intersectam em P, e a area do
triangulo PBC é igual a 12, determine a area do tridngulo ABC.

PARTE B

Problema 5. Quais s3o todos os nimeros naturais de quatro algarismos da forma ABAC
que s3o quadrados perfeitos e deixam resto igual a 25 na divisao por 1007

Problema 6. Seja ABC um triangulo isésceles de base BC. Seja M o ponto médio de
BC e D um ponto sobre o segmento BC' tal que /BAD = %ZBAC’. Seja E o pé da
perpendicular tracada de C até a reta AD, de tal modo que DE = DM. Determine os
angulos do triangulo ABC.

16



4.3 Nivel 3
PARTE A

Problema 1. Seja f : R — R uma fungdo crescente tal que f(n-z) = [f(z)]", para todo
n € Z e z € R. Suponha que f(1) é a raiz da equagdo z™ — 2025 = 0. Quanto vale f(7)?

Problema 2. Qual é a menor quantidade de elementos que um conjunto de inteiros positivos
distintos menores que 2026 deve ter para garantir que esse conjunto possua dois nimeros
cuja soma ¢é 20257

Problema 3. Quantas s3o as solugdes inteiras e positivas e y da equacgao
2025z + 2024y = 20242025

que satisfazem z < 10000 e y < 100007

Problema 4. Seja ABC um triangulo e D um ponto sob o lado AB de modo que
/DAC = 36°, ZACD = 18° e BD = BC. Sabendo-se que AC- + DC" = 16, qual o
comprimento do lado BC?

PARTE B

Problema 5. Encontre todos os valores de a € {1,2,...,9} e b,c € {0,1,2,...,9} que
satisfazem a igualdade B
abac = (ab + ac)®.

Na equac3o acima, ab denota o niimero que tem a como algarismo das dezenas e b como
algarismo das unidades. Por exemplo,

2025 = (20 + 25).

Problema 6. Sejam z, y, z reais positivos tais que £ + y + 2z = 9. Qual o menor valor que
a expressao

$2+y+z+m—|—y2+z+x—|—y—|—z2
Yz Tz Yz

pode assumir?

17



4.4 Nivel U
PARTE A

Problema 1. Considere as seguintes matrizes:

11 1 1
4= (1 0) eB_(l —1>
Denotando X = AB, calcule
2025 - tr(X20%) — 2024 - tr(X30%%).

Observacao: O traco (tr) de uma matriz é a soma das entradas de sua diagonal.

Problema 2. Quando f : X — X é uma funcio escrevemos f() = fe f(® = fofofo
.-+ 0 f, a composi¢do de f consigo n-vezes. Encontre o inteiro mais préximo do valor de

w/2
/ / (sin®°%) z + 2025)dz.
—7/2

Problema 3. Quantos nimeros de 7 digitos sdo maiores que 6000000 e tém a soma de
seus digitos igual a 427

Problema 4. Qual é o ndmero de ternas (z, y, w) de inteiros ndo-negativos que satisfazem
a equacio 2% — y? = 2025¥?

PARTE B

Problema 5. Denote por I' = {(z,y) € R?; (z—2025)*+ (y—2025)? = 1}. Tangentea [’
no ponto (2025 - %, 2025 + %) temos uma reta r e escrevemos § a reta que intersecta
r em £ = 2026 e é tangente a I'. Se t é a reta tangente a I' passando pelo ponto
(2025 — %, 2025 — %) (t # 7). Encontre a drea entre as retas 7, s e t exterior ao circulo
determinado por I'.

Problema 6. Sejam (a,)n>1 € (Pr)n>1 Sequéncia de nlimeros reais positivos de modo que

lim ( Gn ) >0
n—oo pnan+1 Pri1 )

Prove que " a,, é uma série convergente.
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Jogos

por Lucas Nakagawa e Henrique Trajano

Desde criangas somos introduzidos a brincadeiras e jogos para entretenimento e apren-
dizado. Neste capitulo, é apresentado um assunto recorrente em provas olimpicas que une
a interacdo que 0s jogos proporcionam com o pensamento matematico. Esse é um dos
assuntos que os alunos mais acham divertidos. E uma boa forma de despertar o interesse
matematico nas criangas.

Aqui abordaremos através de exemplos algumas técnicas muito legais e conhecidas que
sao utilizadas em problemas envolvendo jogos, tais como simetria, regressao e invariancia. A
ideia de simetria consiste em fazer, em certo sentido, uma jogada espelhada ao movimento
do seu adversario. A invariancia consiste basicamente em observar algo que ndo muda de
uma operagao para outra. E a regressao consiste em observar como o jogo se comporta em
sua fase final para se obter uma estratégia vencedora.

Se vocé for professor, chame dois alunos para jogar no quadro. Geralmente eles vao
brigar para jogar, e a ideia é essa mesmo: sem perceber, eles estarao brigando para estudar.
Se vocé for aluno, busque alguém para jogar com vocé. Contamine mais um coleguinha e
faca ele gostar de matematica através dos jogos. Sé ndo vale jogar sem explicar a estratégia
vencedora, combinado? Encontre sua dupla de estudo e divirtam-se.

5.1 Definicoes

Definicao 1 (Posicdo vencedora). S3o posicdes do jogo em que sempre existe uma es-
tratégia que leva o jogador a vitdéria independente do movimento do adversario.

Definicao 2 (Posi¢do perdedora). Ndo importa o movimento escolhido, o adversario ird
entrar em uma posicao vencedora.

As definicOes sao sob a perspectiva de quem vai jogar. Por exemplo, digamos que
os dois jogadores joguem da melhor forma possivel. Se for a vez do primeiro jogador e
ele estiver em uma posicao perdedora, entdo ele perderd. Sendo assim, para obter uma
estratégia vencedora, basta garantir que vocé sempre conseguird colocar seu adversario em
uma posicao perdedora. Para exemplificar como essas definicGes nos ajudam, resolveremos
o problema a seguir.

5.2 Exemplos

Exemplo 5.1 (Circulos Matemdticos - Experiéncia Russa (Adaptada)). O ndmero 2025
estd escrito em um quadro negro, dois jogadores revezam subtraindo do niimero no quadro
qualquer de seus divisores positivos e substituindo o nimero original com o resultado desta
subtracao. Perde o jogador que escrever o niimero zero.

Qual jogador possui uma estratégia vencedora? Ou seja, qual dos jogadores pode garantir
a vitdria independente do que o outro jogador faca, o primeiro jogador ou o segundo jogador?
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Raciocinio: Primeiro, analisamos como o jogo funciona para casos menores. Vamos
analisar o que ocorre se o nimero 1 estiver escrito no quadro.

e Se o numero 1 estd no quadro, entdo o jogador perderd. Isso ocorre porque o (inico
divisor positivo do 1 é ele mesmo. Ou seja, a operacdo 1 — 1 = 0 sera feita e ele
chegara no zero, portanto, perderd.

Apesar de ndo sabermos uma estratégia vencedora para vencer o jogo iniciando de
2025, podemos observar que o 1 é uma posicao perdedora, ou seja, se colocarmos o nosso
adversdrio no nimero 1, ent3o ele perdera.

e Se o nimero 2 esta no quadro, ent3do facilmente poderemos colocar nosso adversario
no 1, basta subtrair 1, ou seja, serd feita a operagdo 2 — 1 = 1. Dessa forma, nosso
adversario estara com o nimero 1 no quadro e, portanto, perdera.

Neste caso, podemos chamar o 2 de posicao vencedora, pois podemos deixar nosso ad-
versario em uma posicao perdedora. Isso nos leva a pensar em como forcar nosso adversario
a nos colocar no 2, pois assim venceriamos. Vamos ver o que acontece com o niimero 3:

e Se o nimero 3 estd no quadro, entdo ou subtrai 1, ou subtrai 3. Pois os tnicos
divisores positivos do 3 s3o 1 e 3. Ora, subtraindo 1 colocaremos nosso adversario no
2, e ele ganhara. Subtraindo 3 chegaremos no zero e perderemos. Ent3o, qualquer
que seja a escolha perderemos.

Concluimos que 3 é uma posicao perdedora. Entdo podemos pensar em como vamos
tentar colocar nosso adversario no 3. Continuando a andlise, agora com o 4:

e Se o0 nlmero 4 estiver no quadro, entdo basta subtrair 1 que colocaremos nosso
adversario no 3, que é uma posicao perdedora.

Ou seja, 0 4 é uma posicdo vencedora, pois é possivel colocar nosso adversirio em uma
posicdo perdedora. Agora, vamos analisar até o niimero 10:
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e Se o numero 5 estiver no quadro, somente podemos subtrair 1 ou subtrair 5. Por um
lado, escolhendo subtrair 1, deixamos nosso adversdrio em uma posicao vencedora.
Por outro lado, escolhendo subtrair 5 iremos perder pois o resultado dard 0.

e Se o nimero 6 estiver no quadro, ent3o basta subtrair 1 colocando o adversario no 5
que é uma posicao perdedora.

e Se o nimero 7 estiver no quadro, somente poderemos subtrair 1 e 7, pois s3o seus
tnicos divisores positivos. Subtraindo 1, colocaremos nosso adversdrio numa posicdo
vencedora. Por outro lado, se subtrairmos 7, iremos perder, pois o resultado sera 0.

e Se o nlmero 8 estiver no quadro, ent3o basta subtrair 1 colocando nosso adversario
no 7 que é uma posicao vencedora.

e Se o nimero 9 estiver no quadro, entdo poderemos subtrair por 1, 3 ou 9. Se
escolhermos subtrair por 1, entdo colocaremos nosso adversdrio no 8 que é uma
posicdo vencedora, e perderemos. Se a escolha for subtrair 3, entdo colocaremos nosso
adversario no 6, que é uma posicdo vencedora, portanto, perderemos. Se subtrair 9,
entdo iremos para o zero e perderemos. Ou seja, 9 é uma posicdo perdedora.

e Se o nimero 10 estiver no quadro, entdo basta subtrair 1 que nosso adversario sera
colocado no 9 que é uma posicao perdedora. Segue que, 10 é uma posicao vencedora.

Com a andlise desses 10 nimeros faremos uma tabela associando a cada nidmero o
simbolo P ou V, onde P é uma posicao perdedora e V' é uma posi¢cao vencedora:

Slel e N ol s w -
<7< 9<K V<L V<L T

Veja que interessante, de acordo com nossa andlise de casos, os niimeros impares sao
posicoes vencedoras.

Apesar do problema nao estar resolvido, a partir da observacao dos casos particulares, é
razoavel investir nessa ideia, pois 2025 é impar.

Sugerimos que faga um teste no conforto de sua residéncia até o nimero 30 para verificar
se 0 mesmo comportamento se mantém.

Perceba que quando um nimero impar estd no quadro, entdo o préximo numero que
aparecera sera par. Isto ocorre, pois todos os divisores de um nimero impar é impar, e
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quando fazemos a subtracdo de um ndmero impar por algum outro niimero impar o resultado
sera obrigatoriamente um ndmero par, portanto, apds um impar sempre surgird um ndmero
par. Entdo é importante que o adversdrio sempre fique em posicdo impar para poder nos
colocar em posicdo par e repetirmos o processo até escrevermos o nimero 1 no quadro, o
deixando numa posicao impar e por fim nosso adversario obrigatoriamente escrevendo 0.

Com tudo o que descobrimos até agora iremos escrever uma solucao completa para o
problema:

Solucao:

Se o nimero que estad escrito no quadro for impar, entdo o préximo nimero escrito
serd par. De fato, como todos os divisores de um nimero impar é impar, entdo apds fazer
a operacao de algum impar menos outro impar, entdo, o resultado serd um nimero par.
Portanto, o segundo jogador basta usar a seguinte estratégia:

e Apds a jogada do primeiro jogador basta o segundo jogador subtrair 1.

Mantendo essa estratégia desde o inicio o primeiro jogador sempre jogard quando um nimero
impar estiver no quadro e o segundo jogador sempre jogara quando um ndmero par estiver
no quadro, e apds subtrair 1 ird transforma-lo de novo em um impar. Como o jogo ¢ finito,
e o Unico que transforma um ndmero em um nimero par é o primeiro jogador, entao, em
algum momento ele jogara no zero, perdendo o jogo. Portanto, com essa estratégia, o
segundo jogador saird vitorioso.

A ideia para construir uma solucao para problemas como esse é olhar para casos menores,
entender como funciona e a partir disso desenvolver uma resposta para um caso maior. (Essa
ideia funciona para diversos outros problemas de outras areas.)

Exemplo 5.2 (Circulos Matematicos - A Experiéncia russa). Sete copos estdo em uma mesa,
todos de cabeca para baixo. E permitido virar quaisquer quatro deles em um movimento.
E possivel chegar a uma situacdo onde todos os copos estdo virados para cima?

Sugerimos que pegue 7 copos de plastico (se tiver) e brinque um pouco tentando, isso
ajuda a entender a solu¢do do problema. Esse é um étimo problema para abordarmos uma
técnica chamada invaridancia em uma questdo de matemdtica da vida real. Se vocé acabou
de tentar isso, e conseguiu, entdo vocé esta mentindo! Caso vocé ndo tenha conseguido,
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deve ter se incomodado porque parece que é impossivel que todos os copos sejam virados
para cima seguindo essas regras.

Solucao:

Existem essencialmente 5 jogadas possiveis, que s3o:

1. Virar exatamente 4 copos para cima.
2. Virar exatamente 4 copos para baixo.
3. Virar exatamente 3 copos para baixo e 1 para cima.
4. Virar exatamente 3 copos para cima e 1 para baixo.

5. Virar exatamente 2 copos para baixo e 2 para cima.

Observe que a relacdo de paridade do niimero de copos virados para cima € invariante
(é sempre a mesma). A quantidade de copos virados para cima é sempre par, portanto,
é impossivel deixar 7 copos virados para cima, pois 7 é impar. Essa afirmacao deve ser
demonstrada. E isso que faremos a seguir. Imagine a seguinte tabela:

Acdo (escolher 4 dos 7 copos) Variacao (Ceims) | Paridade
4 para cima — 4 para baixo —4 Inalterada
4 para baixo — 4 para cima +4 Inalterada
3 p/ baixo e 1 p/ cima — inverso +3—-1=+42 Inalterada
3 p/ cima e 1 p/ baixo — inverso -3+1=-2 Inalterada
2 p/ baixo e 2 p/ cima — inverso —2+4+2=0 Inalterada

O resultado da variagdo diz a quantidade que aumentou ou reduziu dos copos que
estavam para cima previamente. Por exemplo, o —4 na tabela representa que a quantidade
de copos virados para cima diminuiu em 4 unidades. E a equacdo +3 — 1 = +2 representa
que aumentamos +3 copos para cima e diminuimos uma unidade resultando em +2 copos
para cima. Lembre que comecamos com uma quantidade par de copos virados para cima, que
é 0. E todas as operacoes feitas ndo alteram a paridade do niimero de copos voltados para
cima porque somar ou subtrair um nidmero par de um nimero inteiro nao altera a paridade.
Portanto, como a paridade da quantidade de copos virados para cima inicialmente é par,
entdo sempre serd par. Assim garantimos que nunca chegaremos em 7 copos virados para
cima, pois 7 é impar.

Para solucionarmos a questao, é importante testarmos o jogo para percebermos padroes.
Neste caso, buscamos invariantes. Vem a seguinte questdo: A paridade de copos virados
para cima é sempre a mesma, ou seja, é sempre par? Sim, de fato é sempre par. lIsso é
concluido apés listar sistematicamente os casos essenciais que existem quando viramos 4
copos. Logo apds, analisamos cada caso para observar se a paridade permanece invariante.

Exemplo 5.3 (Chomp - Adaptada). Em um jogo, dois jogadores Arnaldo e Bernaldo, dizem
alternadamente divisores positivos do nimero 100000. Os numeros ditos nao podem ser
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multiplos de nenhum dos nimeros escolhidos anteriormente. Perde quem escolher o nimero
1. Se Arnaldo comeca o jogo, entdo, quem possui uma estratégia vencedora?

Solucgdo: A ideia chave desse problema é olhar para simetria e faremos isso da seguinte
forma, vamos listar os divisores positivos do niimero 100000. Veja que, 100000 = (2° x 5%),

dessa forma construimos a seguinte tabela:

1[5 [52]|53|5% |55
o1
52
23
54
25

Que é equivalente a:

5125|125 | 625 | 3125

W =
N o R BN =

Fazendo as devidas multiplicacoes:

1| 5 |25 ] 125 | 625 | 3125
2 | 10 | 50 | 250 | 1250 | 6250
4 | 20 | 100 | 500 | 2500 | 12500
8 | 40 | 200 | 1000 | 5000 | 25000
16 | 80 | 400 | 2000 | 10000 | 50000
32 | 160 | 800 | 4000 | 20000 | 100000
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Olhando para a dltima tabela, fica claro que se Arnaldo escolher o nimero 10 na primeira
jogada, entdo, todos os nimeros em vermelho na tabela ndo poderao ser escolhidos, pois
sao todos muiltiplos de 10.

Portanto, a partir daqui sé poderao ser escolhidas poténcias de 2 ou de 5. Agora, para
Arnaldo garantir a vitdria basta seguir a seguinte estratégia

Escolha/Bernaldo | Resposta/Arnaldo | Exemplo Pratico

5°  (com 1 # 0) 2" Bernaldo: 125 = 5% — Arnaldo: 8 = 23

2t (com 1 # 0) 5 Bernaldo: 16 = 2* — Arnaldo: 625 = 5*

Dessa forma, pela simetria da tabela, Arnaldo sempre terda uma jogada em um nimero
diferente do 1. Portanto, como o jogo ¢ finito, em algum momento, inevitavelmente,
Bernaldo terd que escolher o nimero 1, e perdera.

Exemplo 5.4 (Circulos Matematicos Experiéncia russa). Os nimeros 25 e 36 estdo escritos
em um quadro negro. Em cada jogada o jogador da vez escreve no quadro negro a diferenca
(positiva) entre dois nimeros j3 escritos no quadro, se este ainda ndo estiver escrito no
quadro. Perde o jogador que n3o puder mais escrever um numero. Quem possui uma
estratégia estratégia vencedora?

25,36 —> 36-25=11
25,11->25-11=14
14,11->14-11=3

14,3 —> 14-3=11 (jd existe)
11,3—>11-3=8
8,3—>8-3:5
5,3>5-3=2
3,2—>3-2=1

Solucao: Observe que a primeira subtracdo e (nica possivel a ser feita é 36 — 25 = 11.
Apods este passo, note que sé é permitido fazer a subtracao 25 — 11 = 14, pois a subtracdo
36 — 11 resulta em 25 e por sua vez ja esta escrito no quadro. Até entdo, os nuimeros
escritos no quadro s3o 36,25,11 e 14. Veja que ao fazer 14 — 11 teremos como resultado
3e25—-3x8=1. Ou seja, o nimero 1 em algum momento sera obtido. Pode ser que ele
seja obtido através da expressdo 25 — 3 x 8, e se essa operacdo ndo puder ser feita, significa
que o numero 1 ja estd escrito. Como 1 estard escrito no quadro em algum momento e 36
ja estd, entdo todos os nimeros de 1 a 36 estardo escritos no quadro.

Sabendo disso, o problema se transforma em um problema de paridade. Basta olhar
para o problema como uma competicdao de quem escolhe o dltimo nimero possivel dentre
os 34 restantes. Neste caso, o segundo jogador vencerd independente do modo como seja
jogado.
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5.3 Problemas propostos

Problema 5.1. Em turnos, dois jogadores escolhem divisores positivos de 48. O préximo
nimero a ser escolhido nao pode ser divisor de nenhum nimero escolhido anteriormente.
Perde o jogo quem ¢é obrigado a escolher o nimero 48. Quem possui uma estratégia
vencedora, o primeiro ou o segundo jogador?

Problema 5.2 (OBM). Em um jogo para dois participantes, Arnaldo e Bernaldo alterna-
damente escolhem um nimero inteiro positivo. A cada jogada, deve-se escolher um nimero
maior que o ultimo nimero escolhido e menor que o dobro do ultimo nimero escolhido.
Nesse jogo, vence o jogador que conseguir escolher o nimero 2004. Arnaldo joga primeiro e
inicia com o nimero 2. Qual dos dois tem estratégia vencedora, ou seja, consegue escolher
o nimero 2004 independentemente das jogadas do adversario?

Problema 5.3. Na sala de jogos do Hotel de Hilbert existe um jogo de trilha com 2019
casas numeradas de 0 a 2018. No inicio do jogo, um pedo estd na casa de nimero 0. Dois
héspedes jogam alternadamente e em cada jogada o pedo pode ser deslocado exatamente
55 casas para frente ou ele pode ser deslocado exatamente 4 casas para tras. Ou seja, se o
pedo estd na casa m, entdo ele pode pular para a casa n + 55 ou ele pode pular para a casa
n — 4, desde que essas sejam casas do tabuleiro. Vence o jogador que posicionar o pedo na
casa numerada com 2018.

(a) Qual dos jogadores (o que inicia 0 jogo ou o que movimenta o pedo pela segunda
vez) possui uma estratégia vencedora? Como ele deve jogar para vencer?

(b) Mostre que seguindo as regras do jogo o pedo pode ser posicionado em qualquer uma
das 2019 casas do tabuleiro.

Problema 5.4. Dois jogaores se revezavam colocando torres em um tabuleiro de xadrez de
modo que ndo possam se capturar mutuamente. Perde o jogador que n3o consegue colocar
uma torre. Quem vai vencer?

Problema 5.5. Este jogo come¢a com o nimero 0. Em cada jogada, um jogador pode
somar o nimero atual a qualquer ndimero natural de 1 a 9. Vence o jogador que chegar ao
nimero 100. Quem possui uma estratégia vencedora, o primeiro ou o segundo jogador?

Quem possui estratégia vencedora? (Questdo 6 - 22)

Problema 5.6. Estdo escritos em um quadro negro dez algarismos iguais a 1 e dez algaris-
mos iguais a 2. Em cada jogada, o jogador da vez pode apagar dois algarismos quaisquer.
Se os dois algarismos apagados forem iguais, eles serdo substituidos por um 2. Se forem
diferentes, serdo substituidos por um 1. Se, no final, sobrar um 1, vence o primeiro jogador;
se sobrar um 2, vence o segundo jogador.

Problema 5.7. E dado um tabuleiro como o de xadrez, mas com dimensdes (a) 9 x 10;
(b) 10 x 12; (c) 9 x 11. Em cada jogada, o jogador da vez pode eliminar uma linha ou uma
coluna, desde que, no inicio da jogada, esta linha ou coluna tenha pelo menos um quadrado
remanescente. O jogador que n3o puder jogar na sua vez perde.
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Problema 5.8. Dois jogadores se revezam colocando moedas de um centavo em uma mesa
redonda, sem empilhar uma moeda em cima da outra. O jogador que n3o puder colocar
uma moeda perde.

Problema 5.9. Dois jogadores se revezam colocando bispos em um tabuleiro de xadrez,
de modo que ndo possam se capturar mutuamente (os bispos podem ser colocados em
quadrados de qualquer cor). Perde o jogador que ndo puder fazer sua jogada.

Problema 5.10. Temos duas pilhas, cada uma delas com 7 pedras. Em cada jogada, o
jogador da vez pode retirar quantas pedras quiser, mas sé6 de uma das pilhas. Perde o
jogador que n3o conseguir fazer sua jogada.

Problema 5.11. Dois jogadores se revezam colocando cavalos em um tabuleiro de xadrez
de modo que n3o possam se atacar mutuamente. Perde o jogador que ndo conseguir fazer
sua jogada.

Problema 5.12. Dois jogadores se revezam colocando reis em um tabuleiro 9 x 9 de modo
que ndo possam se atacar mutuamente. Perde o jogador que n3ao conseguir fazer sua jogada.

Problema 5.13. Dado um tabuleiro 10 x 10 com cores alternadas, dois jogadores se revezam
cobrindo pares de quadrados com dominéds. Cada dominé consiste em um retangulo com 1
quadrado de largura e 2 quadrados de comprimento (que podem ser colocados na posicdo
horizontal ou vertical). Um dominé n3o pode ser colocado com um quadrado em cima de
outro domind. Perde o jogador que nao conseguir colocar seu domind.

Problema 5.14. Coloca-se uma peca em cada quadrado de um tabuleiro de damas 11 x 11.
Os jogadores se revezam retirando um nimero arbitrario de pegas vizinhas ao longo de uma
linha ou de uma coluna. Vence o jogador que retirar a ultima peca.

Problema 5.15. Temos dois montes de pedras. Um tem 30 pedras e o outro tem 20.
Os jogadores se revezam removendo quantas pedras quiserem, mas s6 de um dos montes.
Vence o jogador que remover a ultima pedra.

Problema 5.16. S3o colocados 20 pontos em um circulo. Os jogadores se revezam unindo
dois dos pontos com um segmento de reta que nao cruza outro segmento ja desenhado.
Perde o jogador que nao puder jogar na sua vez.

Problema 5.17. Uma margarida tem (a) 12 pétalas; (b) 11 pétalas. Os jogadores se
revezam retirando uma Unica pétala ou duas que estejam uma do lado da outra. Perde o
jogador que ndo puder jogar na sua vez.

Problema 5.18. Em um tabuleiro de xadrez, uma torre esta na posicdo al. Dois jogadores
se revezam movendo a torre de quantos quadrados quiserem, horizontalmente para a direita
ou verticalmente para cima. Vence o jogador que colocar a torre na posicio h8.

Problema 5.19. Coloca-se um rei na posicao al de um tabuleiro de xadrez. Dois jogadores
se revezam movendo o rei para cima, para a direita ou ao longo de uma diagonal indo para
cima e para direita. Vence o jogador que colocar o rei em h8.
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Problema 5.20. (Olimpiada de Maio N2 P3 2020) Existe uma caixa com 2020 pedras. Ana
e Beto brincam de retirar pedras da caixa alternadamente e comecando com Ana. Cada
jogador na sua vez deve remover um nimero positivo de pedras que seja capicua. Quem
conseguir deixar a caixa vazia vence. Determine qual dos dois tem uma estratégia vencedora
e explique qual é essa estratégia.

Nota. Um ndmero inteiro positivo é capicua se ele pode ser lido de modo igual da direita
para a esquerda e da esquerda para a direita. Por exemplo, 3, 22, 484 e 2002 sdao capicuas.

Problema 5.21. Este jogo comeca com o nimero 1000. Em cada jogada, um jogador
pode subtrair do niimero atual qualquer niimero natural menor do que ele que seja uma
poténcia de 2 (note que 1 = 2°). Vence o jogador que chegar ao nimero 0.

Problema 5.22. Comece com n = 2. Dois jogadores, A e B, movem-se alternadamente
adicionando um divisor préprio de n ao n atual. O objetivo é um ndmero > 1990. Quem
vence?

Problema 5.23. Comece com duas pilhas de 2025 e 2026 fichas, respectivamente. Os
jogadores A e B jogam alternadamente. Uma jogada consiste em remover qualquer uma
das pilhas e dividir a outra pilha em duas. O perdedor é aquele que ndo puder mais fazer
um movimento. Quem vence?

Problema 5.24. A e B pintam alternadamente casas de um tabuleiro de xadrez 4 x 4.
O perdedor é aquele que primeiro completar um subquadrado 2 x 2 colorido. Quem pode
forcar a vitéria?

Problema 5.25. Comece com os niimeros de 1 a 20. A e B retiram alternadamente um
inteiro, até que restem apenas dois inteiros a e b. O jogador A vence se mdc(a,b) =1, e
o jogador B vence se mdc(a, b) > 1. Quem vence?

5.4 Dicas dos problemas propostos

Problema 5.1. Liste todos os divisores positivos de 48. Analise a posicdo vencedora e
perdedora em cada um dos divisores positivos.
Problema 5.2. Analise as posi¢cdes perdedoras e vencedoras do nimero 2004, depois do
ntimero 2003, depois do nimero 2002, ..., e assim por diante.
Problema 5.3.
(a) O segundo jogador.
(b)55-3—4-41=1..
Problema 5.4. Jogue simetricamente.
Problema 5.5. Analise as posicoes vencedoras e perdedoras.
Problema 5.6. Analise a simetria.
Problema 5.7. Analise a paridade. Tente manter as dimensdoes PARx PAR.
Problema 5.8. Ponha uma moeda no centro. Analise a simetria.
Problema 5.9. Analise a simetria.
Problema 5.10. Analise a simetria.
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Problema 5.11. Analise a simetria.

Problema 5.12. Ponha o rei no centro do tabuleiro na primeira jogada. Analise a simetria.
Problema 5.13. Analise a simetria.

Problema 5.14. Analise a simetria.

Problema 5.15. Retire 10 pedras do monte de 30 pedras. Analose a simetria.

Problema 5.16. Analise a simetria.

Problema 5.17. Analise a simetria.

Problema 5.18. Analise o jogo de trés para frente (Regressdo) e ponha em cada casinha
P (posi¢do perdedora) ou V' (posi¢do vencedora).

Problema 5.19. O mesmo que o problema anterior.

Problema 5.20. Analise o jogo de tras para frente. Mostre que as posicdes perdedoras
sao aquelas em que o nimero é miltiplo de 10.

Problema 5.21. O mesmo que o problema anterior.

Problema 5.22. Perceba que A consegue forcar ficar com paridade par. Assim, podendo
adicionar sempre no maximo a metade do nimero atual ou soma 1 para devolver um nimero
impar para B, enquanto B que recebe o nimero em paridade impar e sé pode adicionar
outro nimero impar. Assim devolvendo um ndmero par a A.

Problema 5.23. Note que duas pilhas com um bloco cada é uma posicdo perdedora.
Problema 5.24. Observe que a méxima quantidade de quadrados que podem ser pintados
sem formar um quadrado 2 x 2 é 9.

Problema 5.25. O jogador B pode eliminar sistematicamente os primos maiores do que
10eo 1.
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Os Tracados Auxiliares

por Kayque Bispo e Henrique Trajano

Muitos problemas dificeis de geometria parecem nos empurrar para um unico caminho:
o “bash”com trigonometria, nimeros complexos ou geometria analitica, que muitas vezes
pode ser longo e cansativo.

Um bom estudante de olimpiadas nao deve negligenciar esses métodos, pelo contrario!
Seus olhos devem brilhar ao enxergar um caminho que lhe garanta a solugdo em um tempo
razoavel dentro da prova. Este texto, no entanto, surge com o propdsito de apresentar o
outro lado da moeda.

Ja viu alguma resolucdo em que, “do nada”, surge um segmento ou um ponto que nado
estava na figura original e que, “magicamente”, ajuda a resolver o problema? Essa é a
beleza e a forca das construcdes auxiliares.

Aqui, vocé vai perceber que n3o existe magica ou sorte. Vamos descobrir que, na
verdade, existem vdrios critérios e ideias que sistematizam a busca por esses belissimos (e
eficientes) tracados auxiliares.

Para conseguir entender os métodos e solucdes, é de suma importancia que vocé conheca
os casos de congruéncia de triangulos e tenha alguma familiaridade com os pontos
notaveis de um tridangulo (de modo especial, o circuncentro é muito utilizado). Aos
leitores que n3o possuem esse conhecimento prévio, recomendamos consultar [I].

6.1 Critérios de Construcao

Nesta secdo, exploraremos as principais configuracdes que sugerem um tragado auxiliar.
Como regra geral, buscamos sempre “transportar” informacbes de um lugar para outro da
figura.

Critério 1 — Angulos 2 : 1

Quando um tridngulo tiver angulos na razao 2 : 1, é util fazer alguma das seguintes
construcoes.

200 N,
B D ' C

Figura 1
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Figura 2

Perceba que elas fazem segmentos e angulos conhecidos aparecerem em novos lugares
de forma estratégica (esse é o truque geral das solu¢des por tracados auxiliares).
Critério 2 — Bissetriz traz triangulo isésceles

Quando temos uma bissetriz de um angulo num tridngulo, é util forcar a aparicao de
um tridngulo isdsceles.

Figura 3

Critério 3 — O angulo de 30° e o circuncentro

Quando num triangulo houver um angulo de 30° ou dois angulos que somam 30°, é util
tracar o circuncentro.
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Figura 4

Figura 5

Perceba que forcamos a aparicdo de tridngulos equildteros (para entender esse tragado,
lembre da relagdo entre angulo inscrito e central numa circunferéncia).

Critério 4 — Reflexoes

Reflita tridngulos para obter simetrias e ligar com os outros critérios (em particular, ao
refletir em torno de um angulo de 30° obtemos um tridngulo equilatero).
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Figura 6

Critério 5 — Congruéncia forcada

Podemos aproveitar segmentos ou angulos congruentes para forcar a aparicdo de um
tridngulo congruente a outro ja existente na figura. Por exemplo tragando um angulo e
um segmento de tamanho especifico que induza o caso LAL - Lado Angulo Lado - de
congruéncia. Isso ajuda a transportar angulos e segmentos e cria simetrias. Para entender

melhor, cheque os exemplos [6.1] e [6.2]

6.2 Dicas Gerais

Preste atencdo nas somas dos angulos das figuras. Em particular, quando dois angulos
somam 30°, 60° ou 180°, existe uma oportunidade de forcar tridngulos equilateros ou
quadrilateros ciclicos (inscritiveis).

Lembre-se sempre dos pontos notaveis; de modo particular o circuncentro, o incentro
e o0 exincentro s3o muito Uteis e nos dao vdarias informacdes. Tenha um olhar atento para
quando eles aparecerem.

Os critérios sdo apenas ideias que s3o uteis e aparecem frequentemente em muitos
problemas, nao desanime ao aplicar um deles e ndao conseguir uma solucdo. A maioria dos
problemas podem ser resolvidos de varias maneiras. Seja perseverante e n3o tenha medo
de testar coisas novas. Quanto mais problemas vocé tentar resolver, mais ideias e armas
diferentes vocé terd para atacar outros problemas.

6.3 Exemplos Resolvidos

Exemplo 6.1. Na figura seguinte, AB = AC". Qual o valor do angulo z7
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Figura 7

Solucao 1: Aqui nossa estratégia vai ser forcar aparecer um tridngulo congruente ao
AEBD, pois ele tem o angulo que queremos descobrir e os lados dele sao faceis de trans-
portar pela figura.

Figura 8

1. Completando os angulos triviais (soma dos dngulos internos no tridngulo). Note que
o ABDC é isésceles. Dai BD = BC.

2. Seja F sobre EC tal que ZBFE = 75° (Critério 2:1). Temos BE = BF = FC.
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3. Seja G tal que ZFBG = 60° e BF = BG. (Aproveitando que 22,5 + 37,5 = 60,
forcamos aparecer um novo angulo de 22,5° e um segmento de mesmo tamanho que
BE ao lado do segmento BC para fazer nossa congruéncia forcada ao mesmo tempo
que trazemos um tridngulo equilatero).

4. AGBC = AEBD (LAL - Lado Angulo Lado).

5. Da congruéncia, z = ZGCB = 30° (para descobrir o valor de /GCB, basta com-
pletar os angulos no isésceles AGFC). O

Solucao 2:

Figura 9

1. Complete os angulos e note que BD = BC.

2. Como /BEC = 2 /BCUE, entao, usando o critério de angulos na razao 2 : 1 no
triangulo BC'E vamos formar o triangulo BPC.

3. Complete os angulos. Como /BPC = /BCP e /PBD = 60°, entao APBD ¢
equilatero.

4. Como F equidista de P e B, entdo E pertence a mediatriz de PB. Logo, a semi-reta
ﬁ é bissetriz do angulo Z/PDB, o que implica z = ZEDB = 60°/2 = 30°. O
Exemplo 6.2. Considere o tridangulo retangulo ABC', com o angulo reto em A. Sejam BD
e CE duas cevianas tais que ZABD = /DBC = 10° e ZACE = 40°. Qual o valor do
angulo ZAED?
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Solugdo: Aqui ndo temos um caminho claro de inicio. Vamos aproveitar a bissetriz, usar
os critérios e tentar ter as ideias ao longo da solugao.

A " E

Figura 10

1. Seja P sobre o prolongamento de BA tal que PB = CB (Bissetriz traz tridangulo
isésceles).

2. Como a bissetriz também é mediatriz em um tridngulo isésceles, PD = CD.

3. Completando os angulos, o APCE é isésceles e portanto PC = PE. (Note que
agora temos algo interessante. Podemos aproveitar os lados congruentes para forcar
um tridngulo congruente ao ADPE, que tem o angulo que queremos).

4. Seja K tal que ZPCK = 70° e CK = PD (Forgando a congruéncia). Temos
APCK = AEPD (LAL).

5. CD=PD =KC e /DCK =60° = ADCK ¢ equilatero.
6. DP =DC = DK — D é o circuncentro do APCK.

7. Como o angulo inscrito mede metade do angulo central, Z/CPK = 4CDPK — 60° _

2 2
30°.

8. Da congruéncia entre os triangulos APCK e AEPD, temos ZAED = /PED =
/CPK = 30°. O

Exemplo 6.3 (O Tridngulo Russo). Dado o tridngulo ABC, com AB = AC e ZBAC =
20°. Considere as cevianas BN e C M tais que Z/ZNBC = 60° e ZMCB = 50°. Calcule
o valorde /BNM = a.
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N
Figura 11

Solucao: Esse é um problema muito famoso e que derruba quem n3o estd muito bem
preparado. Felizmente, os critérios de constru¢des auxiliares nos entregam uma solucao
bem simples.

Figura 12

1. Completando os angulos, temos /BMC = 50° — ABMC é isbsceles, isso é,
BM = BC.

2. Seja D pertencente a NC tal que ZNBD = 40° (Aqui basta completar os angulos
e enxergar que ZBNC = 40° = ZBCN/2, usando o critério 2:1). Temos DB =
DN = BC.

3. Como DB =BC =BM e ZMBD = 20° 4+ 40° = 60°, temos ABM D equilatero,
ouseja, MD=MBe /ZMDB = 60°.

4. DM = DN — ADMN é isésceles.

5. ZMDN = 180° — ZMDC = 180° — (60° + 80°) = 40° — ZMND = 90° —

% = 90° — 430 =70°. Mas LZMND = /MNB+ /BND = a + 40° resulta

que a + 40° = 70° e portanto o = 30°. O
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Exemplo 6.4. Prove que c =a + b.

Figura 13

Solucao: Imagine a figura a seguir:

Figura 14

Aqui vamos usar nossos critérios mas também um pouco de criatividade. Se queremos
provar ¢ = a + b usando construcdes auxiliares, isso significa que poderemos construir um
triangulo de lados que medem c e a + b e provar que esse triangulo é isdsceles.

1. Completando os angulos temos BE = BA = c.

2. Seja O o circuncentro do tridngulo BEC (como /ECB = 30°, usamos o critério do
circuncentro). OB =0OE = OC = BE =ce /ZEOC = 2/EBC = 2 x 10° = 20°.

3. AEOC = AABE (LAL) — EC = AE = a. E portanto o tridangulo AEC é
isésceles com LZEAC = ZECA = 20°.
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4. Seja P sobre a extensdo de AC tal que CP = a (lembre que nosso objetivo é um
tridngulo de lado a+b, por isso prolongamos AC' para esse tamanho aparecer). Agora
basta mostrar que o tridngulo ABP é isdsceles.

5. Como ZOCP = 80° (180° — 20° — 30° — 50°), temos que AOCP = ABAE (LAL)
— OP=c

6. OB = OC = OP — O é o circuncentro de ABCP. Segue que ZAPB =
/CPB = /BOC/2 = (60° + 20°)/2 = 40°.

7. Temos por fim que ZABP = 180° — /BAP — ZAPB = 180° — 100° — 40° = 40°.
Segue que ZABP = /APB — AABP é is6sceles e portanto c = a + b. 0

Exemplo 6.5. Qual o valor de z na figura a seguir?

Figura 15

Solucao:
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Figura 16

1. Trace DP tal que P € AB e DP = DA (critério de angulos na razdo 2 : 1 no
NADB, sendo /DAB =2-/DAB).

2. Complete os angulos. Como ZABC = ZACB, entdo AP = DC.

3. Construa o AADQ tal que ZDAQ = 20° e AD = AQ. Logo, ZADQ = 80°. (A
ideia de construir o AADQ foi para forcar a congruéncia AAPQ = ADCE).

4. Como /PDA + ZADQ@ = 180°, entdo P, D e @ s3o colineares.

5. Note que AAPQ = ADCE(LAL). O que implica em /DEC = ZAQP. Portanto,
z=/DEC = 80°. 0

Exemplo 6.6 (OAM - 2024). Seja ABC'D um quadrilatero tal que AD = BC, Z/DAC =
40°, /CAB = /ABD = 30° e ZC'BD = 20°. Qual o valor do angulo ZDC A?
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Figura 17

Solucao: Esse foi o problema 6 do nivel 3 da OAM 2024; na época ele derrubou varios
competidores (incluindo um dos autores do texto que vocé estd lendo!). Aqui vocé verd
que usando alguns critérios de construgdo auxiliar podemos achar vérias solu¢des diferentes
e bem simples.

Solucao 1:

Figura 18

1. Seja E o circuncentro do triangulo ABC' (aproveitamos o angulo de 30° para aplicar
o critério do circuncentro). Temos EA = EC = EB=CB = AD.
2. ADAC = AEAC (LAL) = ZDCA = ZECA = 40°. O

Solucao 2:
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Figura 19

1. Complete os angulos triviais e denote por E a interseccao AC N BD. Sejam P e Q)
os pés das alturas tracadas de D e C, respectivamente. Sejam ainda R = DP N AC
eS=CQnNBD.

2. Temos que os tridangulos ADRE e ACSE s&o equilateros (basta completar os
angulos para ver isso). Isso implica DE = DR e CE =CS.

3. ADAR = ABCS (LAL) =— BS = DR = DE.
4. ADEC = ABSC (LAL) = /DCE = /BCS = 40°. 0

Solucao 3:

Figura 20
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1. Seja D' a reflexdo de D sobre AB (aqui aproveitamos o angulo de 30° para usar o
critério da reflexdo e ganhar um tridngulo equilatero). Temos D'A = DA e D'B =
DB.

2. Completando os angulos temos que o tridangulo ADD'B é equildtero. Donde DD’ =
DB.

3. AADD' = ACBD (LAL) = ZDCB = /D'AD = 140°. Segue que 140° =
ZDCB = /ZDCA+ LACB = /DCA+100° = ZDCA = 40°. 0J

Exemplo 6.7. Considere um tridngulo ABC e um ponto interior D tal que os angulos
DBA, DCB, DBC e DC A valem, respectivamente, 30°,20°, 10° e 10°. Nessas condicdes,
prove que o angulo DAC vale 10° e que AC = BD.

Figura 21

Solugao: Assuma que ZDAC = 10° (provaremos isso mais adiante). Agora mostraremos
que AC = BD.

Figura 22

1. DC = DA (ANACD é isésceles de base AC).
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2. Usaremos o critério de angulos na razdo 2 : 1 no ABCD. Seja P € BC de sorte
que DC = DP. Complete os angulos.

3. ABDP = AACD (LAL) = AC = BD.

Resta mostrar que ZDAC = 10°. Antes disso resolveremos o seguinte problema: Qual o
valor de a?

Figura 23

Imagine a seguinte figura:

Figura 24

1. Seja P o circuncentro do AABC.
2. Dai, PC = PA=PB=AB.
3. Trace PD.
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4. Complete os angulos. O AADP ¢é isésceles de base AP. Assim, o quadrilatero
ADPB é simétrico. Ou seja, AADB = APDB.

5. Como LABP =60°e L/ABD = /DBP, entdo ZABD = 30° = a.

Dessa forma, podemos utilizar o tridngulo a seguir:

Figura 25

Podemos assumir que ZY = CB(Basta escolher o AX'Y'Z' semelhante ao AXY Z de
modo que Z'Y' = CB). Vejamos as congruéncias da Figura 21 e da Figura 25:

1. AZWY = ACDB (ALA) = ZW = CD.
2. AZXY = ACAB (ALA) = ZX = CA.
3. AXZW = AACD (LAL) = /ZXW = /CAD —> /CAD = 10°.

O que conclui a demonstrac3o. O

6.4 Problemas Propostos

Nos exercicios que seguem, lembre-se que resolver problemas desafiadores ndo é uma
tarefa imediata. Nao se deixe frustrar por ndo conseguir fazer alguns e nao desista rapido.
Quando tentamos resolver os problemas que mais nos desafiam aprendemos demais. Alguns
problemas dificeis ficam dias, até semanas na mente até surgir uma ideia boa, seja forte!

Ao fim do texto, haverd uma lista de sugestdes para cada problema. Tente resolver
os problemas identificando os critérios que podem ser lteis e usando sua criatividade para
testar coisas novas. Dé uma boa chance ao problema antes de ler a dica e, mesmo apds
consulta-la, ndo se prenda a ideia dela. Esses problemas podem ser resolvidos por varios
caminhos e é de grande aprendizado buscar quais caminhos tortuosos podem nos levar a
uma solugdo (e principalmente, entender o porqué desse caminho ter funcionado ou n3o).

Aos leitores que possuem um arsenal matematico mais robusto, tente também resolver os
problemas seguintes usando trigonometria, alguns deles sao bastante desafiadores e outros
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mais simples. E bom saber diversificar nossos métodos e identificar quando um pode ser
mais apropriado que outro.

Aquele que quiser se divertir e aprender mais sobre o mundo dos tracados deve dar uma
olhada nas referéncias.

Problema 6.1. Qual o valor de z7?

A E c
Figura 26

Problema 6.2. Qual o valor de z7?

Figura 27

Problema 6.3. Seja ABC tal que Z/BAC = 75° e Z/BCA = 10°. Seja D um ponto
interior ao triangulo tal que ZDAC = 25° e Z/ZDCA = 5°. Qual a medida de ZABD?
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Figura 28

Problema 6.4. Qual a medida de z7?

Figura 29

Problema 6.5. Considere um tridangulo ABC e D um ponto interior ao tridangulo. Sabendo
que LDAC = 20°, ZDCA =10°, ZDAB = 10° e CD = AB, qual a medida de ZDCB?

Problema 6.6. O valor de z é:

Figura 30
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a) 20° b)30° ) 10° d)40° e)15°

Problema 6.7. (Titu Andreescu) Seja ABC' um tridngulo tal que BAC = 40° e ABC =
60°. Sejam D e E pontos dos lados AC e AB, respectivamente, tais que CBD = 40°
e BCE = 70°. Os segmentos BD e CE concorrem em F. Prove que AF e BC sio
perpendiculares.

Problema 6.8. Seja ABC um tridngulo isésceles de base BC tal que A = 80°. Se M é
um ponto do seu interior tal que MBC = 30° e MCB = 10°, a medida do angulo AMC
é igual a:

a) 45° b)50° c)55° d)60° e) 70°

Problema 6.9. Em um tridngulo ABC' trace a ceviana BD de forma que AD = BC'. Se
ABC =120° e BDA = 30°. O valor de BAC é:
a) 20° b)30° c)40° d)36° e)45°

Problema 6.10. (Quadrildtero Pseudosimétrico) Seja ABC'D um quadrildtero tal que
AB > AD, BC =CD e BAC = CAD. Mostre que ABCD ¢é ciclico.

Problema 6.11. Seja ABC' um tridngulo e D um ponto interior ao triangulo. Sabendo
que BAD = 30°, DAC = 36°, DCA = 18° e DCB = 12°, qual a medida do angulo
ABD?

Problema 6.12. Considere um tridngulo ABC e um ponto interior D tal que os angulos
DBA, DCB, DBC e DC A valem, respectivamente, 30°,20°, 10° e 10°. Nessas condicoes,
prove que o angulo DAC vale 10° e que AC = BD.

Problema 6.13. Considere um triangulo equildtero ABC' e um ponto P interior ao triangulo.
Se AP =7, BP =5e CP =8, ovalor de AB é:

a) V113 b) V120 ¢) /119 d) V127 ) V111

Problema 6.14. Considere um tridngulo isésceles ABC' e I sendo um ponto interior ao
tridngulo. Sabendo que AB = AC, BAC = 80°, IBC = 10° e ICB = 30°. O valor de
AIB ¢

a) 70° b)65° c)55° d)75° ) 45°

Problema 6.15. Considere um tridngulo ABC e D um ponto interior ao tridangulo. Sa-
bendo que DAC = 20°, DCA = 10°, DAB = 10° e CD = AB, o valor de DCB
é:

a) 30° b)40° ) 10° d)20° ) 70°

Problema 6.16. Qual o valor de &?
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Figura 31

Problema 6.17. Qual o valor de &?

Figura 32

Problema 6.18. Qual o valor de z?
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100°
30°

Figura 33

Problema 6.19. Qual o valor de a?

B

Figura 34

Problema 6.20. Seja AABC um triangulo isésceles de base BC, com LABC = 80°.
Seja D € AB tal que AD = BC'. Mostre que Z/BDC = 30°.

Problema 6.21. Qual o valor de &?
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Figura 35

Problema 6.22. Mostre como recortar um papel retangular em pedagos (usando apenas
régua ndo graduada e compasso) e em seguida juntar os pedagos para formar um quadrado

de mesma darea.

Problema 6.23. Qual o valor de &?

Figura 36

Problema 6.24 (OAM 2025 N3). Seja AADC um tridngulo com ZDAC = 36° e
ZACD = 18°. Seja B um ponto sobre o prolongamento de AD (com D entre A e
B) tal que BD = BC'. Sabendo que AC? + DC? = 16, determine o comprimento de BC.

Problema 6.25. Qual o valor de z?
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[

Figura 37

6.5 Dicas ou solucoes dos problemas propostos

Problema 6.1. Trace o circuncentro de um dos triangulos.

Problema 6.2. Circuncentro.

Problema 6.3. Aproveite o critério da bissetriz. Além disso, se um triangulo retangulo tem
um angulo de 30°, a hipotenusa desse triangulo mede o dobro do cateto oposto ao angulo
de 30°.

Problema 6.4. Use o critério da reflexdo.

Problema 6.5. Critério 2:1.

Problema 6.6. Seja F tal que AABE = ACDB por LAL e BE passa pelo interior do
NABC.

Problema 6.7. Critério de angulos na razdo 2:1. Em seguida busque forgcar alguma
congruéncia.

Problema 6.8. Use o circuncentro do triangulo BM C'. Em seguida encontre dois triangulos
congruentes pelo caso ALA.

Problema 6.9. Use o circuncentro do tridngulo BC'D.

Problema 6.10. Use o critério da bissetriz.

Problema 6.11. Use o circuncentro de algum tridngulo e utiliza o resultado do problema
anterior.

Problema 6.12. Resolva de uma forma diferente do exemplo 7.

Problema 6.13. Use alguma congruéncia forgada.

Problema 6.14. Resposta: Item (a). Use alguma congruéncia forcada(mais especifica-
mente no quadrilatero céncavo ABIC.

Problema 6.15. Utilize o exemplo 7.

Problema 6.16. Como /BCA = 30°, podemos usar o critério do circuncentro. Em
seguida use o problema 10.
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Problema 6.17. Construa o tridangulo equildtero BD(. Sendo @ um ponto que ndo
pertence ao semiplano relativo a reta AB que possui o ponto C. Complete os angulos.
Note que, P € AD e P pertence a mediatriz de QD, entdo P = A. Logo, @, A e C sao
colineares — a = 20°.

Problema 6.18. Como ZCBA = 30°, podemos usar o critério do circuncentro.

Figura 38

Problema 6.19. Seja P € AC tal que CB = CP. Trace BP. Veja que, PA = PB =
DC'. Use congruéncia forcada e construa o ADCQ@ de modo que ADCQ = ABPC,
sendo Z/BCQ = 60°. Trace @B. Assim, completando os angulos, podemos concluir que
Q@ é circuncentro do ABDC'. Segue que ZCBD = % - /DQC = % - 20° = 10°. Logo,
completando os angulos, oo = 30°.

Problema 6.20. Revolvemos esse problema no Problema 19 acima.

Problema 6.21. Use o exemplo 7.

Problema 6.22. Se as dimensdes do retangulo for @ u.c. e b u.c. entdo sua drea sera ab
u.a. O lado do quadrado deverd ser v/ab u.c.

Problema 6.23. Seja P € AB tal que DC = DP. O quadrilditero CDPB é pseudos-
simétrico (prove isso). Logo, € ciclico.

Problema 6.24. Seja E um ponto no prolongamento de AB (com B entre A e E) tal que
BE = BD. Como BD = BC, temos que B é o centro de uma circunferéncia que passa
por D,C,E. O segmento DE é um didametro dessa circunferéncia e, portanto, o angulo
inscrito Z/DCE ¢é reto, ou seja, o AEDC é retangulo em C. Como vimos na analise
dos angulos, AABC' é isésceles com AB = AC. A construgdo de um ponto E tal que

53



BE = BC implica que o AAEC é isésceles com AC = EC. No AEDC retangulo, pelo
Teorema de Pitdgoras:
DE? = DC? + EC”.

Como DE = DB+ BE =2BD =2BC e EC = AC, podemos substituir:
(2BC)? = DC? + AC?.
O problema nos informa que AC? + DC? = 16. Portanto:
(2BC)* =16 —> 4BC? =16 — BC?=4.

Donde, BC = 2.

Problema 6.25. Seja O o circuncentro do ABCD (critério do circuncentro: ZCBD =
30°). Complete os angulos. Se AO # AD, entdo o quadrilaitero AOC D ¢é pseudossimétrico
e, logo, ciclico. Dai, ZCOD = L/CAD =a — a=60° — /BAD =2a+a =
3a = 3-60° = 180°. O que ndo pode, porque ABD é um triangulo. Logo, AO = AD.
Assim, o quadrildtero AOCD é simétrico. Ou seja, ACOA = ACDA. Como ZOCD =
60°, entdo z = 60°/2 = 30°.

Agradecimentos. Os autores agradecem ao Nicolas Lima pela colaboragdo na elaboracao
de diversas figuras deste capitulo.
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Descida de Fermat

por Henrique Trajano e Nicolas Lima

Imagine que vocé possui, por exemplo, uma equacdo diofantina. Uma pergunta impor-
tante é a seguinte: Serd que é possivel, a partir de uma solucdo, encontrar outra solugdo?
Vamos exemplificar com uma equacdo bem conhecida.

Sejam a, b e c inteiros positivos tais que a® + b* = ¢. A partir da solu¢do (a,b,c) =
(3,4, 5) conseguimos obter infinitas outras solu¢des. De fato, para cada inteiro positivo k
a 3-lista (3k, 4k,5k) é solucdo. Em certo sentido conseguimos encontrar outras solu¢des
cada vez maiores. Também podemos mudar de perspectiva e pensar assim: A partir da
solugdo (6,8,10) podemos perceber que (3,4,5) também é solucdo. Entdo, em certo sentido,
encontramos uma solucdo menor.

Muitos problemas sao resolvidos assumindo, por absurdo, que existe pelo menos uma
solugcdo e em seguida mostramos que para cada solu¢ao sempre existe uma solucao menor.
Chegando assim em um absurdo e concluindo a demonstragao.

7.1 Descida de Fermat: O Principio da Boa Ordenacao

N3o é possivel que para cada solucdo sempre exista uma solucao menor. Caso contrério,
teriamos uma sequéncia infinita decrescente de inteiros positivos. O que n3o pode, porque
pelo Principio da Boa Ordenagdo todo subconjunto ndo vazio dos inteiros positivos admite
um elemento minimo. Em seguida enunciaremos o Principio da Boa Ordenacdo, também
chamado de P.B.O., e resolveremos varios problemas para exemplificar a ideia da Descida
de Fermat.

Teorema 7.1 (Principio da Boa Ordenagdo). Dado qualquer subconjunto ndo vazio dos
inteiros positivos sempre existe um elemento minimo.

Exemplo 7.1. Mostre que n3o existe inteiro positivo entre zero e um.

Demonstracdo. Suponha, por reducdo ao absurdo, que exista pelo menos um inteiro positivo
entre zero e um. Digamos que esse inteiro seja k. Logo,

0<k<l—=0<k’<k—0<kl<k<l—0<k®<1.

Assim, o ntimero k? também ¢é solucdo e é menor. Ou seja, para cada solucio conseguimos
obter uma solu¢do menor. O que é um absurdo. O

Também é comum resolver o problema definindo um conjunto solu¢ao sendo um sub-
conjunto dos inteiros positivos, assumindo que é diferente do vazio. Pelo P.B.O. existe um
elemento minimo. Em seguida mostramos que existe um elemento menor do que o minimo
que pertence ao conjunto, gerando assim uma contradicdo. Para exemplificar resolveremos
mais uma vez o exemplo anterior.
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Demonstracdo. Defina o conjunto A = {n € N* | 0 < n < 1}. Suponha, por redugio ao
absurdo, que A # 0. Como A C N* e A # 0, ent3o, pelo P.B.O. o conjunto A possui um
elemento minimo. Digamos que k seja esse elemento. Dai, tem-se:

0<k<l=—=0<k’<k=—0<kl<k<l=—=0<k®<1.

Logo, k2 € A e k? < k. Ou seja, k? é elemento do conjunto A e é menor do que o minimo.
O que é um absurdo.
O

A primeira solucao desse exemplo é mais natural e ajuda a intuir a resolu¢do de varios
problemas. Nem sempre precisamos supor que existe uma solucao minimal e encontrar uma
solugdo menor do que a minima. Muitas vezes queremos apenas obter uma solu¢do menor e
a partir da solucdo menor obter propriedades que ajudam na solugao original. Basicamente,
pensando de modo geral, é mais importante pensar no que ocorre em apenas uma descida
(troca de uma solugdo para outra menor) e analisar as propriedades que podemos utilizar
nessa nova solucdo. A seguir apresentamos mais um exemplo utilizando um pouco de
congruéncia modular.

Exemplo 7.2. Demonstre que n3o existem inteiros positivos a, b, ¢ e d tais que
a® + b = 3(c* +d?).

Demonstragdo. Suponha, por reducdo ao absurdo, que existam a, b, ¢ e d inteiros positivos
tais que
a® +b* = 3(c* + d?).

Oconjunto X ={z+y+z+w|z,vy,z2we N ez?+y? = 3(22+ w?)} é diferente do
vazio. A ideia de definir tal conjunto é que pelo P.B.O. existe um elemento minimo de X e,
em seguida, mostraremos que existe um elemento menor do que o minimo. Gerando assim
uma contradicdo. De fato, como X C N e X # 0, entdo pelo P.B.O. existe um elemento
minimo de X. Digamos que min X = xo + Yo + 20 + Wy, Seja um elemento de X que
possui a propriedade
5 + Y = 3(2 + wp).

Se 3 | z2+y2, entdo 3 | g e 3| yo. De fato, caso o nlimero trés n3o divida simultaneamente
To € Yo, € usando que z2 = 0,1 (mod 3) e y2 = 0,1 (mod 3), entdo z2 + 32 = 1,2
(mod 3). O que ndo pode, porque z3 + y2 = 0 (mod 3). Segue que, existem inteiros
positivos Iy e o tais que zg = 3% e Yo = 3Yo. Dai, tem-se:

(3%0)” + (3%0)* = 3(25 + wy) <= 25 +wp = 3(Z5 + §p)-
Dessa forma, zg + wo + £o + ¥ € X. Como £y = 2¢/3 < zg € Yo = Yo/3 < Yo, entdo

20+ Wo + To + Fo < To + Yo + 20 + Wo = min X, o que é uma contradicdo. Portanto,
n3o existem inteiros positivos a, b, c e d tais que a® + b? = 3(c? + d?). O
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7.2 Subida de Fermat: infinitas solucoes

Da mesma forma que podemos encontrar uma solu¢do menor é possivel, em certos
problemas, encontrar uma solucao maior a partir de uma solucao existente. No exemplo a
seguir mostraremos que a partir de uma solucao é possivel obter infinitas outras solugdes
que crescem em algum sentido.

Exemplo 7.3 (Putnam). Prove que, para todo nimero real N, a equacio
2 2 2 2 _
T+ 5+ T3+ Ty = T1Z2T3 + T1T2T4 + T1T3T4 + ToT3Ty

possui uma solucao na qual =1, s, T3 € T4 sao todos inteiros maiores do que N.

Ideia da prova: Inicialmente, perceba que zi, s, Z3 € T, assumem papéis simétricos.
Além disso, ;1 = T3 = 3 = x4 = 1 é uma solugao da equacdo. Fagamos o seguinte:
tomemos £; = T e T = 3 = 4, = 1. Teremos uma equacdo do segundo grau

z2+12+1°+1°=2z-1-14z-1-14z2-1-14+1-1-1 <— z2—-3z+2=0.

J4 sabemos que £ = 1 é solucao. Por soma e produto encontramos que £ = 2 também
é solugdo. Logo, a 4-lista (2,1,1,1) também é solugdo. Como os papéis das varidveis
sao simétricos, entdo podemos escrever os nimeros na ordem nao decrescente e ainda sera
solugdo. Ou seja, a 4-lista (1,1,1,2) é solugdo. Assim, temos que £, = 25 = 23 = 1l e
T4 = 2 é solucdo da equacdo original. Facamos, mais uma vez, £, =, o =1, 23 =1 e
z, — 2. Dai, tem-se:

2 +124+1°+22=2-1-142-1-242-1-2+1-1-2 <— z2—-52+4=0.

Ja sabemos que £ = 1 é solugdo. Por soma e produto encontramos que = 4 também é
solugdo. Assim, a 4-lista (4,1,1,2) é solugdo. Temos que, a 4-lista (1,1,2,4) é solugdo.
Repetindo esse procedimento algumas vezes encontramos as seguintes solucdes:

(1,1,1,1) = (1,1,1,2) — (1,1,2,4) — (1,2,4,13) — (2,4,13,85) — (4,13,85,1495).

Aparentemente, as solucdes crescem a cada operacao realizada. Basicamente, a partir de
uma solucao inicial e utilizando a simetria do problema podemos, com o auxilio das relacoes
de Vieta(soma e produto das raizes da equa¢do do segundo grau) obter outra solugdo que
€ maior do que a anterior. Essas trocas de raizes com o auxilio das relacdes de Vieta é
uma técnica que é muito utilizada com o P.B.O. para mostrar que a equacdo diofantina n3o
possui solucao. Essa técnica tem um nome e é chamada de Pulo de Vieta. No nosso caso
utilizamos uma ideia muito parecida, sé que para obter solu¢des cada vez maiores. A seguir
provaremos que essa ideia de prova pode ser formalizada.

Demonstracdo. A 4-lista (1,1,1,1) é solugdo. Como as variaveis assumem papéis simétricos,
entdo podemos supor S.P.G. que 1 < z; < z5 < z3 < z4 € tomemos z; = z. Dai, tem-se:

2 2 2 2
T° 4+ 5 =+ T3 =+ Ty = TToT3 + ZToTs + TX3L4 + ToL3Ls <——
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2 2 2 2
z° — z(Z2Z3 + TaZy + T3Ta) + T5 + T35 + T3 — ToT3Ts = 0.

Sabemos que z = z; é solugdo dessa equacgdo do segundo grau e a outra solu¢do chamare-
mos de Z;. Pelas relacdes de soma e produto das raizes de uma equag¢ao do segundo grau,
tem-se:

$1£1 = $§ + 3}% + $‘21 — ToT3T4

T+ Ii]_ = ToT3 + ToTs + T3T4
Como Z; = ToT3 + ToTy + T3T4 — T1, entdo T; € inteiro. Além disso, o > x; implica em

~

T1 = To%3 + To%g + T3T4 — T3

vV

T1T3 + T1T4 + T3Ty — T
z1(z3 — 1) + T1T4 + T34
> 04+1-z,4+1 24
2T,

> Ty4.

Logo, £; > z4 > 0. Assim, a 4-lista (21,22, Z3,24) pode ser transformada na 4-lista
(%1, 2, T3,24). Ou seja, apds a operacdo de troca de raizes e a ordenagdo dos niimeros na
ordem n3o decrescente, a 4-lista (z1, Zo, 3, Z4) € transformada na 4-lista (z2, Z3, T4, Z1).
Dessa forma, se repetirmos a operacdo mais trés vezes, entdo teremos:

($1,IE2,$3,ZE4) — ($2,$3,$4,i1) — ($3,$4,i1,§32) — ($4,fi1,i2,fi3) — (il)i%il’ni‘l)'

Portanto, apds 4 operagdes cada entrada da 4-lista (z;, Zo, T3, £4) aumenta em pelo menos
uma unidade. Logo, podemos aumentar a primeira entrada da 4-lista o quanto quiser-
mos. Ou seja, apds 4n operacles, para algum n € N, teremos uma 4-lista, digamos,
(a1, as,a3,a4) tal que N < a1 < ay < az < aq. O que conclui a demonstrac3o. ]

A seguir mostraremos mais um exemplo de como obter infinitas solu¢des a partir de
uma solucdo base. A partir da operacdo de troca de raizes e fazendo o uso da simetria do
problema é possivel, assim como fizemos no problema anterior, obter infinitas solu¢des.

Exemplo 7.4. Sejam a e b inteiros positivos. Mostre que existem infinitos pares (a, b) tais
que

a®+v+1

3.
ab

Ideia da prova: Podemos reescrever a equacao da seguinte forma:
a®—(3b)a+b*+1=0.
O par (1,1) é solugdo. Fagamos o seguinte: tomemos a = z e b = 1. Dai, tem-se:

-3 Nz+1°+1=0 < -3z +2=0.
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J4 sabemos que £ = 1 é raiz. Por soma e produto sabe-se que £ = 2 também é raiz. Assim,
o par (2,1) também é solugdo. Como a e b assumem papéis simétricos, entdo o par (1, 2)
também é solucdo. Facamos a = z e b = 2. Dal, tem-se:

- (3-2)c+2°+1=0 < z° -6z +5=0.

Como z = 1 é raiz, por soma e produto temos que £ = 5 também é raiz. Logo, o par (5, 2)
também é solugdo. Por simetria, o par (2,5) também é solu¢do. Repetindo essa operacdo
algumas vezes encontramos os seguintes pares:

(1’ 1) - (1’ 2) — (2’5) — (5, 13) — (13,34) — e

Parece que a partir da solugdo (1,1) podemos chegar em infinitas outras solucdes.

Demonstracdo. Primeiramente, note que a e b assumem papéis simétricos. O par (1,1) é
solucdo. A equacdo abaixo é equivalente a equacdo do enunciado:

a®— (3b)a+b*+1=0.
O par (a, b) é solugcdo da equagdo, assuma S.P.G. que a < b. Tomemos a = z. Dai, tem-se:
? — (3b)z +b*+1=0.

Sabemos que £ = a é raiz da equacgdo do segundo grau acima. Seja @ a outra raiz. Pelas
relacbes de soma e produto, temos que:

a-a=>0+1

a+a=3b
Como & = 3b—a, entdo @ € Z. Além disso, @ = (b*+1)/a > 0. Logo, & é inteiro positivo.
Também temos que a < b < @. De fato,

b<a < b<3b—a < a<2b

A Ultima desigualdade é verdadeira porque a < be b < 2b — a < 2b. Logo, b < a. Isso
significa que conseguimos pular da solugdo (a,b) para a outra solugdo (b,a) = (b,3b — a).
Dessa forma, a soma das entradas do par (a,b) é a + b que é menor do que a do par (b, d)
que é @ + b. Assim, podemos encontrar uma solucao com a soma das entradas sendo um
nimero t3o grande quanto a gente queira. Ou seja, a partir do par (1,1) podemos encontrar
infinitos pares de inteiros positivos (a, b) tais que

a®+b0+1

3.
ab
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7.3 Pulo de Vieta: trabalhando restricoes

A simetria das varidveis nos permite pular de uma solu¢ao para outra. Praticamente da
mesma forma que obtemos uma solu¢do maior podemos mudar um pouco de perspectiva
e obter uma solugcdo menor. A seguir exemplificamos como podemos encontrar solu¢des
menores com a ideia do Pulo de Vieta.

Exemplo 7.5. Sejam a e b inteiros positivos tais que ab | a® + b? + 1. Prove que

a®+bv+1

3.
ab

Ideia da prova: Seja k inteiro tal que

a®+ b +1

" =k < a®>— (kb)a+b*+1=0.

A 3-lista (a,b, k) = (34, 13, k) é solucdo. Facamos a = z e b = 13. Dai, tem-se:
> — (13k)z + 13 +1 =0 < z° — (13k)z + 170 = 0.

Como = = 34 é raiz, entdo, por soma e produto, encontramos que a outra raiz é 5. Logo,
a 3-lista (13,5,k) é solucdo. Note que, pulamos da solu¢do (34,13,k) para (13,5,k),
mantendo o valor de k. Facamos o mesmo para essa nova solucdo. Tomemos a = z e
b = 5. Dai, tem-se:

? — (5k)z +5°+1=0 <= z?— (5k)z +26 = 0.

Como z = 13 é solugdo, entdo a outra solugao é 2, porque o produto das raizes é 26. Ou
seja, conseguimos pular de uma solu¢ao para uma solucao “menor”’. Repetindo o processo

(34,13,k) — (13,5,k) — (5,2,k) — (2,1,k) — (1,1,k).
Terminamos quando a = b = 1. Neste caso,

1241241
P S Y
1-1

Entdo, em todos os casos anteriores k = 3. A nossa ideia é a seguinte: Enquanto a > b,
poderemos transformar a solugdo (a, b, k) na solugdo (b, d, k) de sorte que a > b > d. Nio
podemos realizar essa operacdo de troca de raizes infinitamente, porque as solucdes estdo
diminuindo a cada etapa e sao inteiros positivos. Entdo, em algum momento, teremos que
a = b. E, a lnica solucao que existe é a = b = 1, o que implica em k£ = 3. Demonstraremos
isto daqui a pouco. Perceba que a partir da solucio (a,b, k) podemos chegar na solugdo
(1,1,k). Como o k é preservado em cada etapa e na etapa final vale 3, entdo a solugdo
inicial é (a, b,3), provando assim, que k = 3 em qualquer possivel solug3o.
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Demonstracdo. Seja k inteiro positivo tal que

CIP—i—;)le:k & a®*— (kba+b* +1=0.
Seja (a, b, k) uma solu¢do da equacgdo, assumindo a > b. Facamos z = a, dai tem-se:
z? — (kb)z + v +1=0.
Sendo @ a outra raiz da equagao do segundo grau acima, temos por soma e produto:
{a =0+ 1
a+a==kd

Como @ = kb — a, entdo @ € Z. Além disso, & = b%l > 0. Logo, G é inteiro positivo. Ja
que a > b, temos que b > a. De fato, note que

b+ 1

b>d < b> — ab>b*+ 1.

Logo, basta mostrar que ab > b*+1. Comoa > b, entdioa > b+1 = ab > b2+b> b2+
1 = ab > b?+ 1. Portanto, podemos pular da solu¢do (a, b, k) para a solucio (b,d, k).
Assim, encontramos uma solu¢do menor a respeito da soma das coordenadas. Se em algum
momento ocorrer a igualdade a = b, entdoa-a | a®*+a’*+1 = a?|2a°+1 = a?| L
Logo, a = 1. A Unica solu¢do com a = b é quando ambos sao iguais a 1, o que implica em
k = 3. Portanto, dada qualquer solu¢do (a, b, k), podemos descer (pular) até o caso base
(1,1, 3) preservando o valor de k, o que conclui a demonstracdo de que k = 3. O

A seguir resolveremos um problema classico da IMO. Basicamente é a mesma ideia do
problema anterior. A partir de uma solu¢ao qualquer tentaremos diminuir até chegar em
uma solucdo que nos permite demonstrar a propriedade pedida no enunciado.

Exemplo 7.6 (IMO 1988 P6). Sejam a e b inteiros positivos. Mostre que se ab+1 | a?+b?,

entao
a® + b?
ab+1

é um quadrado perfeito.
Demonstragdo. Seja k € 7 tal que

a’® + b?
ab—+1

=k < a*— (kb)a+ b —k=0.

Defina a fun¢do f(z) = z* — (kb)z + b*> — k. J4 sabemos que a é raiz. Seja & a outra raiz.
Pelas relacoes de soma e produto temos que:

a-a=">b—k
a+a=kb
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Como @ = kb — a, entdo @ € Z. Além disso,

a4+ @+

0<k— _
SE= Tt 1 T a1

= ab+1>0. (x)

Afirmacdo: @ > 0.

Prova: Sed < 0,entao ab < 0 — ab+1<1 — ab+ 1< 0. O que n3o pode,
porque por (*) temos que @b+ 1 > 0. Logo, & > 0.

Se @ = 0, ent3o

az+b2 02 —l—b2 )
k: = = :b
ab+1 0-b+1
é um quadrado perfeito. Assuma @ > 0. Sea = b, entioa-a+1 | a® +a> —
a®*+1|22° = a?*+1]|2(a*+1)—2a> — a?+1]|2 Ousea a®*+1=1ou
a?+1=2 = a=0o0ua=1. Mas, a é inteiro positivo, entdo sé nos resta o caso em

que a = 1. Dai, tem-se:
12 412 2
k= i M 1.
1-1+4+1 2
Que é um quadrado perfeito. Como a e b assumem papéis simétricos, entdo podemos supor
S.P.G. que a > b. Dessa forma, temos que a > b > a. De fato,

a’® + b?

b—a < ab*+a+b>0b.
ab+1

b>a <= b>kb—a < b>

Assim, basta mostrar que ab®>+a+b > b%. Como a > b, entdo ab’+a+b > ab® > b-b? = b3,
Logo, a > b > d. Segue que, da solugdo (a, b, k) podemos pular para uma solugdo menor
(b, 4, k) preservando o k, em que @ = kb—a > 0. Repetindo esse procedimento e assumindo
que em cada etapa a segunda coordenada é sempre positiva e que a primeira coordenada
€ maior do que a segunda, entdo, existiria uma sequéncia decrescente infinita de inteiros
positivos(basta formar a sequéncia com o menor elemento de cada par ordenado que seja
solugdo). O que ndo pode porque contradiz o P.B.O. Isto implica que em algum momento
a segunda coordenada vai zerar, e dai podemos concluir que k é um quadrado perfeito. De
fato, se (z,y, k) é uma solugdo em que y = 0, entdo

LTy 240
zy + 1 z-041

é um quadrado perfeito. O que conclui a demonstracdo. O

7.4 Problemas propostos

Problema 7.1. Seja k inteiro. Mostre que ndo existe inteiro entre k e k + 1.

Problema 7.2 (PUTNAM). Sejam z,y e z inteiros positivos. Mostre que a equagdo
z2 4 10y? = 322 n3o possui solucio.
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Problema 7.3. Prove que a equacio a? + b2 + ¢? 4+ d? = abcd possui infinitas solucdes
nos inteiros positivos.

Problema 7.4. Prove que a equacdo z2 + y? + 22 = zyz possui uma solu¢cdo com z,y e
z inteiros positivos com = + y + z > 100.

Problema 7.5. Encontre o nimero de pares ordenados (n,m) de inteiros positivos com
1<n<m<10taisquen|m?—1lem|n®—1.

Problema 7.6. Determine todos os inteiros positivos m e n taisque m | n®+1len | m*+1.
Problema 7.7. Mostre que n3o existem inteiros positivos z, ¥y € n tais que

2’ +y* = n(z+1)(y +1).
Problema 7.8. Sejam a e b inteiros positivos tais que ab — 1 | a® + b%. Mostre que

a®+ b

= b.
ab—1

Problema 7.9. Prove que para todo inteiro positivo m, existem infinitos pares (z,y) de
inteiros positivos tais que

e z,7 sdo distintos;
ez|y?+meyl|z?+m.
Problema 7.10. Ache todos os possiveis valores de k € N tais que

2 {82 4 ab
w:k (a,b € N).

Mostre que existem infinitas ternas (a, b, k).
Problema 7.11. Ache todos os possiveis valores de k& € N tais que

a?+b° -1
— =k be N).

Mostre que existem infinitas ternas (a, b, k) tais que a < b e a assume infinitos valores
distintos.

Problema 7.12 (Roménia 2005). Determine todas as quadruplas de inteiros positivos
(a,b, m,n) tais que
a™b" = (a+b)* + 1.

Problema 7.13. Sejam m,n e k inteiros positivos satisfazendo

B (m + n)?
~ 4Amn(m —n)2+4

Prove que k£ é um quadrado perfeito.
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Problema 7.14 (Mais forte do que o problema da IMO 1988 P6). Mostre que se ab + 1
divide a2 + b? para inteiros positivos a, b, entdo
a? + b?
ab+1

= mdc(a, b)*.

Problema 7.15 (Generaliza¢do do problema da IMO 1988). Se a, b e ¢ s3o inteiros positivos
tais que 0 < a? + b? — abc < ¢, demonstre que a? + b* — abc é um quadrado perfeito.

Problema 7.16 (IMO 2007). Dados os inteiros positivos a e b, prove que
(40 — 1)?
4ab— 1
€ um inteiro se, e somente se, a = b.

Problema 7.17 (IMO 2003). Determine todos os pares de inteiros positivos (a, b) tais que

a2

20> — b3 +1
€ um inteiro positivo.

Problema 7.18 (Olimpiada Matem3tica Coreana). Prove que z2? + 32 + 22 = 2zyz ndo
tem solucBes em nimeros inteiros z,y, z exceto (0,0, 0).

Problema 7.19. Seja k inteiro positivo diferente de 1 e 3. Prove que a unica solugcdo da
equacdo 72 + y% + 22 = kxzyz os inteiros é (0,0, 0).

Problema 7.20. Descreva todas as solucdes em inteiros positivos da equacdo diofantina
z? + y* + 2% = 3zyz.

Problema 7.21. Sejam z,,z,, ..., T, inteiros. Se kK > m é um inteiro, prove que a (nica
solucao para
I+ T4+ 32 = kTyTy ... T,
€y =x=---=2z, =0.
Problema 7.22 (IMO 1981). Determine o maior valor possivel de m? +n?, onde m, n so
inteiros positivos menores do que ou iguais a 1981, tais que (n? — nm — m?)? = 1.
4

Problema 7.23. Prove que a equacdo z* + y* = 2* ndo possui solucdo nos inteiros
positivos.

Problema 7.24. Prove que n3o existe n > 1 tal que n | 2" — 1.

Problema 7.25 (OBM N3 2021 P5). Determine todas as triplas de inteiros ndo negativos
(a,b,c) tais que
a® +b® + ¢ = abc + 1.
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7.5 Dicas ou solucoes dos problemas propostos

Problema 7.1. Assuma que exista tal inteiro ¢, entdo 0 <t — k < 1. Utilize o exemplo 1.
Problema 7.2. Analisar médulo 3.
Problema 7.3. Utilize a técnica para sair de uma solucdo para outra, sempre encontrando
solucoes “maiores” que pertencem aos inteiros positivos.
Problema 7.4. Encontre uma solucdo base e a partir dela utilize a técnica para encontrar
outras solucdes “maiores” .
Problema 7.5. Encontre as solucdes triviais; multiplique as duas divisibilidades, simplifique
e utilize a técnica para encontrar outras solugdes.
Problema 7.6. Encontre as solugdes triviais, apds isso multiplique as duas divisibilidades,
simplifique e force uma maneira de encontrar uma solucao “maior”.
Problema 7.7. Assuma que existe uma solucdo minima em algum sentido e a partir dela
encontre uma solugdo menor.
Problema 7.8.

Dica Utilize a técnica da descida para mostrar que a partir de qualquer solucdo é possivel
diminuir até chegar numa solugdo base (a,b) = (2,1).

Solucao: Seja k& > 0 inteiro tal que

a’® + b°
ab—1

—k < a®— (kb)a+b*+k=0. (x)

Dai, sabemos que a é raiz. Seja @ a outra raiz. Segue que a+d = kbea-da =b*+k (*x).
Suponha S.P.G. que a > b. Tentemos forcar que b > 4. Vejamos, de (*) temos & = kb—a.
Substituindo em (%), tem-se:

_a?+ 0 a® +b°

b>a=kb—a= b—a <— a-+b>

. _ 2 32
1 1 b <— (a+b)(ab—1) > (a®*+b%)b

< a’b—a+ab®-b > a®b+b° < —a+tab®—b> b < a(b’-1) > b+b(I).
Como a > b, entao a > b+ 1. Dai, tem-se:

a@®-1)>G+D)E*-1) =0 -b+b"—1=0b"+0b"—b— 1.

Assim, a(b® — 1) > b* + > — b — 1. De (I) temos a(b* — 1) > b® + b. Entdo, vamos
encontrar uma condicao para b de sorte que:

b —b—1>b04+b < b*—2b—1>0 < b>3.

Logo, enquanto b > 3 teremos que poderemos pular da solucdo (a, b) para a solu¢do (menor)
(b,d) = (b,¥F*). Seb=1, entdo ab—1|a®+b> = a—1|a®+1, o que implica em
a—1la*+1—-(a—1)(a+1)=a’+1—-a*+1=2 —= a—1=1loua—1=2.0u
seja, @ = 2 ou a = 3. Obtendo as solugdes (a,b) € {(2,1),(3,1)}. Em ambos os casos,
k=5 Seb=2entdo2a—1|a’+4 — 2a—1]|2(a*+4)—(2a—1)-a — 2a—1|
20°+8—-2a°+a — 2a—1|84a — 2a—1|(a+8)-2—(2a—1) — 2a-—1|
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20+16—2a+1 = 20—1|17 = (2a—1=1 = a=1) ou (2a—1=17 =
a=29), masa > b=2(a # 1). Logo, temos a solugdo (a,b) = (9,2). Além disso,
> +b° 9242 85

h_1 o92-1 1 °7Fk

Ou seja, enquanto b > 3 podemos encontrar uma solugdo (menor). Quando diminuirmos
a solucdo a ponto de que b seja 1 ou 2, encontraremos que kK = 5, o que conclui a
demonstracao.
Problema 7.9. Encontre uma solu¢do base. Mostre que qualquer par (z,y) que respeite
as divisibilidades implica mdc(z,y) = 1. A partir disso mostre que sempre é possivel pular
de uma solugdo para outra solu¢do (maior), mostrando que as divisibilidades continuam
ocorrendo nessa solu¢do (maior).
Problema 7.10. Note que,

a®+b*+ab a®+b*+ab—1+1

ab—1 =k = ab—1 =k = ab—1

21241
eyl

Defina a fun¢do f(z) = 2> — (bm)z +b*+ 1+ m. Assim a é raiz de f. Use as relagdes de
Vieta e mostre que @ € inteiro positivo. Seja @ a outra raiz. Assuma a > b. Dessa forma,
a > b > a. De fato,

a’?+0b>+1

b>d <= b>bm—a <= atb>b—r—— (a+b)(ab—1) > a®b+b°+b —

a’b—a+ab’—b>a’b+b+b < ab®—a>b+2b < a(b®—1) > b(b*+2).
Comoa >b+1,entdoa(d® —1) > (b+1)(b% — 1) =b* + b* — b — 1. Basta que,
B4+ —b—1>bb*+2) < b -3b—-1>0 < b>4

Enquanto b > 4 poderemos (descer) a solu¢do preservando m. Analise os casos em que
b=1,2e3.

Para mostrar que existem infinitas solu¢des use a solu¢do (1,2). Assumindo a < b é
possivel provar que b < d. E assim, podemos pular da solugdo (a,b) para a solugdo (&, bd).
Fazendo alguns casos pequenos:

(1,2)

d
(11,2) — (2,11)
1
(64,11) — (11,64)

A setinha para baixo indica a troca de raizes da primeira coordenada. A setinha para
direita indica que trocamos a ordem das coordenadas, podemos fazer isso porque a e b
assumem papéis simétricos. Escreva mais alguns elementos dessa tabela. Tente encontrar
um algoritmo para achar mais rapidamente a préxima solugdo(uma dica é usar as relacdes
de soma e produto).
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Problema 7.11. Tomando b = 1, teremos que k = a. Entdo, k pode assumir qualquer
valor inteiro positivo. Use o pulo de Vieta e, a partir da solugdo (1, 2), gere infinitas solugdes.
Conclua que (a, b, k) = (n,n + 1, 2) é solu¢do para todo n inteiro positivo.

Problema 7.12. Divida os dois lados por ab e aplique a técnica da Descida de Fermat em
%. Pelo exemplo 5 essa divisao sé € inteira quando vale 3.

Problema 7.13. Para m = n é ébvio. Vamos mostrar que para m > m ndo ha solucdo.

Tome m+n—=aem—n —=>b. Dai, tem-se:

2 2

a a

4'“7“"“7_1"52+4:a2b2—b4+4'

k=

Considere uma equacio quadratica em b?. Seja b? = [. Dai,

CL2

k= Pl _Fra — I’k — (a®k)l +a* — 4k = 0.
Uma solucdo é I = b?. Mostre que a outra solucdo torna k < 0 e chegue em um absurdo.
(Considere em algum momento que |a — b| > 4).
Problema 7.14. Prove que é possivel (descer) a uma solugdo base e a partir dela é possivel
voltar para qualquer solugdo (maior).
Problema 7.15. Seja k = a? + b?> — abc. Dai, tem-se: 0 < k < c¢. Defina a funcdo
f(z) = 2 — (bc)z + b* — k. Note que a é raiz de f. Seja d a outra raiz. Assuma a > b.
Pelas relacdes de soma e produto temos que a +d = bc e ad = b*> — k. Assim, @ = bc — a
e logo @ é inteiro. Tomando = = @, segue que

0=f(@) =& — (bc)d +b* — k < k=a°— dbc+ b°.
Como 0 < k < ¢, entdo
0<a&®—abc+b <c = 0<@ +b <c+abc=c(l+ab).

Logo, 1+ db >0 = & > 0. Use um raciocinio andlogo ao exemplo 6(IMO 1988 P6)
para completar a solucao. Lembre que também existe o caso em que a = b.
Problema 7.16.

Dica: Simplifique a divisibilidade e encontre que 4ab — 1 | (a — b)?. Sem perda de
generalidade, assuma a > b e, dada uma solu¢do minima, encontre uma menor gerando um
absurdo.

Completando uma parte da dica: Seja k € N tal que

(a — )

= —(2b+4 +Ek=0.
4ab 1 k < a*—(2b+4bk)a+b"+k=0

Defina o polinémio f(z) = 2 — (2b + 4bk)z + b*> + k. Sabemos que a é raiz de f. Seja
@ a outra raiz. Pelas relacdes de Girard, tem-se: a-d =¥ +k >0 = d >0e
a+a=2b+4bk0 < G = 2b+ 4bk — a € Z. Logo, @ € N*. Suponha S.P.G. que
a > b. Note que b > d. De fato, b > & <= b>biT+k & ab>b+k < ab>
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B4 @ e pla—b) > @ e p> mb e 4al? b >a-b =
> 4dab® >a — 40* > 1.

Logo, da solucdo (a,b) com a > b podemos pular para a solugdo (b,d) com b > d e
a,b,a e N*.
Problema 7.17. Veja a solucdo trivial com b = 1, depois veja que para cada valor de
ﬁ encontramos sempre uma solucdao maior.
Problema 7.18. Para simplificar o problema, assuma sem perda de generalidade que
z,Yy,2 >0ex >y > 2z, assuma uma solucdo minima e a partir dela veja que se 2 > 2 a
equacio n3o tem solugdo e se z = 1 encontramos (z — y)? = —1.
Problema 7.19. Para simplificar o problema, assuma sem perda de generalidade que
z,yY,2 > 0; se > y > z obtemos que nao existe solucao para k > 3, agora veja o caso
de kK = 2.
Problema 7.20. Veja que a solugdo base é (z,y,2) = (1,1,1); com isso, mostre que a
partir dela é possivel criar infinitas solugbes e mostre que é possivel “diminuir’ qualquer
solucdo até chegar na solucdo base.
Problema 7.21. Seja (z1,Zs,...,Z,) = (Y1, Y2, ..., Yn) uma solugdo para a equagdo tal
que y; tem o menor valor possivel e y; > yo > y3 > --- > y, > 1. Seja o polindmio

fO)=t =t k-vys...yn+ Y3+ 5+ + V2,
com raizes y; e §;. Pelas relacbes de Girard, obtemos:

2 2 2
~ ~ o + + -ty
Y+ =k YUs... Y =— 1 E€Z e y1:y2 y3y Y 0.
1

Entdo §; € um inteiro positivo. Veja que,
F) =y — vk v Yz Ynt U Yt F YR SN Y~k Yy Vs Une
Comoy; >1lepor(k>n < k>n+1), obtemos:
ny -k <noy;—(n+l)ys=-y; <L

Portanto, pelo estudo do grafico da fun¢do f(t), obtemos y» € ({1,¥1) e sabemos que
Y1 > Y2, entéo §1 < y2 <Y1 = @1 < Y1, contradi¢do.
Portanto, a equacao nao tem solugdo nos inteiros positivos, ela s pode ter solu¢do quando:

Ly -Tg----- a:n:0:>wf+x§+---—|—$i:0<:>$1:a:2:---:a:n:0.

Problema 7.22. Considere que se (m,n) = (a,b) é uma solugdo com a > b, entdo
(m,n) = (b,a — b) também serd uma solugdo, porém com a soma das coordenadas menor.
Portanto, identifique a solu¢do cuja soma das coordenadas seja minima e, a partir dela,
aumente o valor das coordenadas de modo a maximizar o valor de m? + n?2.

Sugestdo:Conclua ent3o que as solucdes da equacdo (m? — mn +n?)? = 1 sdo geradas
a partir dos nimeros de Fibonacci consecutivos.
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Problema 7.23. Veja que uma generalizacdo desse problema é mostrar que z* + y* = 22.
Com isso, utilize as ternas pitagéricas parar mostrar que dado um 2z; minimo, é possivel
encontrar outra solugdo com um z; menor ainda.
Problema 7.24.

Solucgdo.1 Suponha, por reducio ao absurdo, que existe n > 1 natural tal que n | 2" —1.
Como n | 2™ — 1, entdo n é impar. Dai, mdc(2,n) = 1. Pelo teorema de Euler-Fermat
temos que n | 29(") — 1. Jaquen |2" —1en |29 — 1, entdo

n | mdc(2™ — 1,29 — 1) = gmdc(me(m) _ 1
Além disso, mdc(n, p(n)) | n, logo, por transitividade
mdc(n, p(n)) | 2méctrantn) _ 1,

Como n > 1, entdo mdc(n, p(n)) < ¢(n) < n. Ou seja, se n | 2™ — 1, entdo Jk € N tal
que k | 28 — 1, sendo k < m, com k = mdc(n, ¢(n)). Logo, dada uma solu¢do em inteiro
positivo sempre é possivel obter uma menor. O que é uma contradic3do.

Solu¢do.2 Suponha, por redugdo ao absurdo, que exista n > 1 natural tal que n | 2" —1.
Como n | 2" — 1, entdo n é impar. Seja p o menor primo positivo tal que p | n. Por
transitividade, p | 2™ — 1. Se n é impar, entdo p é impar = mdc(2,p) = 1. Pelo Pequeno
Teorema de Fermat, p | 21 — 1. Jaquep |2 —1lep |21 — 1, entdo ord,2 | n e
ord,2 | p — 1 = ord,2 | mde(n,p — 1). Sendo p o menor primo positivo tal que p | n,
temos que mdc(n,p — 1) = 1 (prove isso). Dai, temos ord,2 | 1 = ord,2 = 1. Segue que
p|2092 1 =21 —1=1=p=1, mas pé primo. O que é uma contradi¢c3o.
Problema 7.25. Sejaz > y > z > 1 a solugdo com o menor valor de £ 4+ y + z para a
equacdo a® + b? + ¢® = abc + 1. Seja f(t) = t* — tyz + (y* + 22 — 1) um polindmio com
raizes ¢ e . Pelas relacoes de Girard, obtemos:

2 2
" +2¢ -1
yrz -9

TH+IT=yz — T E€Z e IT= = 0.

Afirmacdo: Z < z.

Prova: Suponha £ > z. Entdioyz =z +% > 2z — <% — z =% —k para
algum k € N*(N3o existe solugdo se y e z forem ambos impares, confira! Entdo pelo menos
um deles é par. Assim, yz/2 é um natural). Segue que,

2
(%— ) +yi 422 = (%—k) yz +1 < 4k* = (y2)* + 4 — 4y* — 42°
Como £ —k =1z >y, entdo k < ¥ —y. Dai, tem-se: 4k* < (yz)® — 4y°z + 4y°. Logo,
(y2)? — 4y’z + 4y > 4k* = (yz)* + 4 — 4y° — 42°.

Simplificando obtemos 2y2 + 22 — 1 > 4?22 = z < 2. Analisaremos os dois casos:

e Sez=2entdoz®+y>?+4=2zy+1 < (z—1y)> = —3. Absurdo!

e Sez=1,entdoz’+y*+1 =zy+l <— 2?+y’ =2y — (z—y)® = -2y <O0.

Absurdo!

Portanto, nos resta o caso em que z = 0 e assim z? + y2 = 1. Dessa forma, por simetria,
podemos listar todas as solu¢des: (a,b,c) € {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
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Identidades Binomiais e Somas Telescopicas

por Francisco Alan Lima da Silva

Neste artigo estudaremos somas do tipo
(@n — @n1) + (@n—1 — Gn_z) + -+ + (a3 — a2) + (a2 — a41). (1)

A expressao em é especialmente boa, porque o segundo termo de cada parénteses se
cancela com o primeiro do préximo, nos dando uma cadeia de cancelamentos, da qual sé
restara a, — a;.

O leitor é convidado a fazer um paralelo entre os resultados que aqui serdo apresentados e
o Teorema Fundamental do Calculo, levando em consideracdo o operador derivada discreta,
Af(z) = f(z+ 1) — f(z), e o operador soma definida, Y, que é definido por

S f(2)dz = 3 f(a),

e que satisfaz 22 Af(z) = f(b) — f(a).

Esperamos do leitor alguma familiaridade com a notacdo ¥ de somatérios. Isso inclui
saber fazer mudanca de varidveis, tanto nos indices de uma soma quanto na sequéncia
somada; e outras propriedades mais basicas, como a sua linearidade. Durante o texto,
escreveremos [n| := {1,2,3,...,n}, e consideraremos o conjunto dos niimeros naturais
como sendo N := {1,2,3,...}.

8.1 Somas Telescopicas

Vamos definir algo que ja foi escrito, que é muito simples, mas que é muito Gtil para
muitos propdsitos.

Definicao 3 (Soma telescépica). Uma soma como a da Equagio sera chamada de soma
telescopica.

A ideia da soma telescépica é cancelar todos, exceto o primeiro e ultimo termo de uma
soma da forma

To =) (a1 —ay). (2)

Por propriedades de somatdrio, pode-se obter facilmente que
n—1 n—1 n n—1
To=) 01— a;=) 6~ 0
j=1 j=1 =2 j=1
n—1 n—1
= (an+Zaj> — <a1+Zaj> =a, — a.
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Note que podemos inverter a ordem em para obter que
n—1
= (a; —ajn) = a1 — an. (3)
j=1

E claro, também, que uma soma do tipo da pode ser reescrita como uma soma do tipo
a ao fazer a mudanca de varidveis a’; = —a;.
Veremos agora alguns exemplos de problemas que podem ser resolvidos utilizando somas
telescépicas.
Como primeira aplicagdo, provaremos a férmula n? = 1 +3 4+ 5+ --- + (2n — 1).
Utilizaremos o fato que a diferenca de dois quadrados consecutivos é um nimero impar
conveniente.

Exemplo 8.1. Uma vez que 52 — (j — 1)> = 2j — 1, podemos escrever

n

2 -1) =3P G- =’ 0 =,

j=1 7=1
0 que prova que a soma dos 7 primeiros impares positivos é o n-ésimo quadrado positivo.

Outra soma que pode ser transformada em uma telescépica, é a soma dos n primeiros
cubos naturais. Veremos que essa soma é igual ao quadrado da soma dos m primeiros
naturais.

Exemplo 8.2. Provaremos agora a elegante férmula 13423+ .-+ n% = (14+2+4---+n)?
por soma telescépica. Note que podemos escrever 7 como sendo:

G+1)P?-(@G-1)
. .

] =

Da expressao anterior temos, por soma telescépica, que

jz::lj ZJ <(J+ 1)° 4(j—1)2>

i (GG + D)) — GG~ DY)

J=1

((n(n+ 1))~ (101 - 1))?)
”) -(%9);

/\nh\l—‘ l#\l—‘

como buscavamos.

72



Exemplo 8.3. Escreva S,,(n) = >>7_4 ™. Ja vimos uma férmula fechada para S,,(n) no
caso em que m = 3. Observe agora que, por soma telescdpica, temos que

(,n + 1)k+1 . Ok+1 — i((] + 1)k+1 . jk+1)- (4)

Utilizando o teorema binomial, obtemos que

(n+ 1)t = Jio (éo (k:z 1)]’"‘)
o (k:+1) 34 = Ek: (k+1>3m(n)

Portanto, ao conhecer as somas S,,(n) com 1 < m < k — 1, podemos calcular Si(n).

Exemplo 8.4. Vamos encontrar uma expressao fechada para a soma

stn) = Z::\/WJF«/_

N3o ha real trabalho em transformar a soma acima em uma soma telescépica. De fato,
uma primeira tentativa de racionalizacdo ja funciona:

S(n) =

Z\/k—JrlJr\/— \/:%_\/— an\/kﬂ—\/é]:\/nﬂ—l,

a expressao procurada.

Exemplo 8.5. Seja H, = >°;_, —, a soma dos m primeiros reciprocos de niimeros naturais.
Vamos mostrar que

n—1

> Hy=nH, —n.

k=1

Para isso, utilizaremos a forma recursiva de definir H,,, ou seja, a expressiao Hy,1y = H +

k+1 Multiplicando essa igualdade por k + 1, obtemos a expressao

(k+1)Hpyy = kHp + H, + 1,
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que nos dd uma expressao com parte telescépica para a soma dos primeiros reciprocos:
Hy =[(k+ 1)Hp.1 — kH| — 1.

Pela igualdade acima, concluimos que

n—1 n—1 n—1
k=1 k=1 k=1

O exemplo abaixo exige do leitor também familiaridade com a ideia de limites de
sequéncias. O leitor pode consultar o artigo nivel U do volume 1 dessa revista para o
contelido necessario.

Vamos falar brevemente da ideia de séries numéricas. Pondo S,, = >~7_; ax, a soma dos
primeiros termos de uma sequéncia (a,), temos uma sequéncia (.S,) definida. Se S, — S,
dizemos que a série, ou soma infinita, de (a,) converge para S, e escrevemos

+00o
Z ar — S.
k=1
Vamos calcular o valor de algumas séries utilizando somas telescépicas.

Exemplo 8.6. Vamos mostrar que
+o0 k
DR
= (k+1)!

Faremos isso calculando suas somas parciais, S(n) = >7_; Er)- Para isso, perceba que
podemos escrever

n (n+1)—1 n+1 1 1 1

m+1) (n+1)!  (n+1)! (n+1)! nl (mt+1)!
0 que nos da uma expressdo telescépica para S(n). Concluindo, temos que
" [1 1 1
S(n) = {—} =1 —— 1,
(n) kZ::l k! (k+ 1) (n+ 1)!
quando n — 400.

E muito bem conhecido que a soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica
.. ~ , 1—pn
com termo inicial a; e razdo 7 é Y7, a;7* = % Portanto, se 0 < 7 < 1 temos que
Yisair® = 2. A série Y, 7% é chamada de série geométrica.

Exemplo 8.7. Esta aplicacdo conecta somas telescopicas com a Funcdo Zeta de Riemann,
¢(s) = 12 7. Mais precisamente, vamos encontrar

5= ii(«n) ),
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Para isso, vamos reescrever as parcelas que serao somadas. Perceba que
+oo 1
Como todos os termos s3o positivos, podemos inverter a ordem dos dois somatorios

+00 400 1 +00 400 1

S=22. =22 i

n2k2 k2n2

Agora veja que a série de dentro é a série de progressao geométrica de termo inicial k% e
razao ¢, e portanto

400 k% —io 1
S = =
k=2 1— % k=2 k(k - 1)

Por outro lado, € facil encontrar uma forma telescdpica para De fato, note que

L :i—f o que nos da que

k(k—1) k-1
1
s=3 | 1.
Z .

Perceba que as somas parciais da série acima sdo S(n) = Srs[is — 5] =1—-2 = 1,
quando n — +400. Portanto, segue que

ii@(n) _y-1,

1
k(k—1)-

a expressao que procuravamos.

8.2 Identidades Binomiais

Vamos comegar com uma identidade binomial extremamente importante. Agora e du-
rante todo o texto utilizaremos a convengéo de que () =0, quando n < 0, ou k < 0, ou
n < k.

Proposicao 1 (Relagdo de Stifel). Para quaisquer inteiros n, k, temos

()=G2) ()

Demonstragdo. Por contagem dupla, quando 1 < k < n. Ha (” 1) formas de escolher k&
elementos de [n] sem escolher o elemento n, e h3 (k 1) formas de escolher k elementos
de [n] escolhendo-se o elemento m. Mas escolher k elementos de [n] é o mesmo que
escolher k elementos de [n] escolhendo n, ou ndo escolhendo n. Pelo Principio Aditivo,
hé (,*,) + (}7]) formas de escolher k elementos de [n]. Como (}) também conta essa
quantidade, temos o resultado.

Os casos em que n < 0, k < 0, ou n < k sdo faceis de verificar. O
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A Relagdo de Stifel é especialmente boa pela sua “forma telescépica”. Mais precisa-

mente, fixado k e definindo a; = (,7,), pela Relagdo de Stifel temos que

A\ _ (3t (7. .
(1) = () - (2) o

Em particular, somando de 5 = k até n, temos a prova do Teorema das Colunas, por soma
telescépica.

Teorema 8.1 (Teorema das Colunas). Parak > 1 en > k, temos que

56 -G5)

Demonstragdo. Por soma telescépica. Veja que

z": J _z": J+1\ J _(n+1) k _(n+1
S\ o \k+1 k+1)| \k+1 k+1) \k+1)
onde acima utilizamos que (kil) = 0 para todo k € Z. n

Um fato interessante é que o Teorema das Colunas ¢ equivalente, em certo sentido, ao
Teorema das Diagonais, pela simetria (k;c”) = (kﬂ).

J

Teorema 8.2 (Teorema das Diagonais). Parak > 1 en > k, temos que

%(k—;g) _ (k+z,+1>‘

Demonstragdo. Utilizaremos o fato que (k;“j) = (k]ﬂ) Pelo Teorema das Colunas, temos
que

i(kﬁtj) _i(le) _”i’“(j) B (n—l—k+1> B (n+k+1)

s 7 pars k e’ k kE+1 n '
o que conclui a prova. ]

Na Figura 39| abaixo representamos o Triangulo de Pascal e a relacdao entre o Teorema
das Colunas e o Teorema das Diagonais. Perceba que o valor escolhido na linha 7 é sempre
igual, tanto na coluna quanto na diagonal correspondente de cada teorema.
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16151561

Figura 39: “Equivaléncia” entre o Teorema das Colunas, representado em azul, e o Teorema
das Diagonais, em vermelho.

Proposicao 2 (ldentidade de Absor¢&o).

(6 ()

Demonstracdo. Uma simples manipulacao algébrica. Perceba que

n\ n! B (n —1)! _ [(n—1
k(kz) =k Kn— k) " (k—1)(n— k) _”(k:—1>’

como queriamos demonstrar. O

Perceba que poderiamos ter escrito a Identidade de Absorcao de outra forma. Para

k > 0, temos
ny_mn n—1
k)] k\k—1)

Utilizaremos a identidade acima para provar uma espécie de Relacdo de Stifel “Reversa” e
concluir uma férmula para a soma dos reciprocos dos elementos de uma coluna no Triangulo
de Pascal.

Exemplo 8.8. Vamos calcular a soma dos reciprocos de uma coluna no Tridngulo de Pascal.
Mais precisamente, provaremos que

z”: 17 [1 1 ]
el R

k=r (‘r) r—1 (7'71)

Para isso, utilizaremos a ldentidade de Stifel reversa, enunciada abaixo.
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Lema 1 (Relagdo de Stifel Reversa). Para 2 < k < n temos que

@Zk k%‘&J'

Demonstragdo. Expandiremos a expressao dentro do colchetes. Perceba que

11 )G () k-1
n— n - n— n - n\ n (n-—1\ n\ ?
(k—i) (kfl) (k—i) (k—l) %(k)ﬁ(k—2) k (k)
onde na segunda igualdade utilizamos a |dentidade de Absor¢ao duas vezes. O

Pelo Lema [1] e soma telescédpica temos que

iéziﬁwhﬂinzﬁlk3‘@J’

k=r k=r k—1 k-1 n—1 r—1

o que conclui a prova da férmula.

Exemplo 8.9. Fixe 1 < m < n dois nimeros naturais. Vamos utilizar a Relacdo de Stifel

para transformar a soma
Ui n
S = Z(_l)k )
k=0 k

em uma soma telescépica. Pela Relacdo de Stifel temos que

i -1 n—1
(%) ()]

kz::O k kE—1

m n—1

() e ()

mf{mn—1

o ("),

pois (") = 0. Se m = n, temos que S = (—1)"("_*) = 0, que também poderia ter sido
obtido pelo Teorema Binomial, uma vez que

i(—l)’“(}j) (-1 =0

k=0

S

8.3 Somas com fatoriais

Comecgaremos esta secdo ilustrando o tipo de somas que pretendemos calcular.

78



Exemplo 8.10. Vamos mostrar que >z, k- k! = (k + 1)! — 1. Por soma telescépica e
pelo fato que k - k! = (k + 1)! — k!, temos que

n

S hok =S (k1) -kl = (n+ 1) -1,

k=0
uma vez que 0! = 1, e o resultado segue.

Agora perguntamos: o que devemos fazer se quisermos calcular o valor da soma

n

S"P(k) -k,

k=1

com P(X) um polindmio? Como o fatorial preserva parte da sua estrutura de diferenca
pela relacdo (k + 1)! — k! = k - k!, quando quisermos calcular a soma de fun¢des do
tipo g(k) = P(k) - k!, com P(X) polindmio de grau n, primeiro buscaremos uma fungao
f da forma f(k) = H(k) - k!, com H(k) polindmio de grau m — 1, de tal modo que
f(k+1) — f(k) = g(k). Perceba que se conseguirmos uma tal que fun¢do f, o problema
estd resolvido, uma vez que

k- P(k) = g(k) = f(k+1) — f(k)
=H(k+1)(k+1)!— H(k)- k!
= k![(k + 1)H(k + 1) — H(k)],

e portanto P(k) = (k+1)H(k+1) — H(k). Em particular, se o coeficiente lider de P(X)
é a, entdo também ¢é a o coeficiente lider de H(X). Se P(X) tem grau n+1, entdo H(X)
tem grau n. Por soma telescépica segue que

n n

> 9(k) = [f(k+1) = f(k)] = f(n + 1) — f(1).

k=1 k—1

Pela forma como definimos as funcbes f e g, segue a forma de resolver a pergunta inicial:
> P(k)-k!'=H(n+1)-(n+1)! — H(1). (5)
k=1

Infelizmente, a limitagdo do grau de H(X) ser menor que o de P(X), ndo nos permite
calcular uma férmula para }°7_; k! utilizando o método que vamos discutir, porque uma vez
que P(X) =1 tem grau 0, ndo podemos obter um polindmio H(X), porque ele teria grau
—1, o que ndo faz sentido. Devido a esta dificuldade, veremos que, se quisermos calcular a
soma pretendida, ndo podemos controlar o coeficiente by de P(X) = b, X"+ - -+ b1 X +bo,
que sempre dependerd dos outros coeficientes de P(X). Nosso objetivo serd, portanto:

1. Calcular bo = bo(bl, bz, PN ,bn)

2. Calcular H(X) =an_1 X" '+ -+ a1 X + ap em termos de by, ..., b,.
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Nao vamos tentar um método genérico para quaisquer polinomios de grau m, mas os casos
especificos em que n = 1,2 e 3. Antes, vamos estabelecer uma notac3o.

Definicao 4. Diremos que um polindmio P(X) é f-somdvel se podemos encontrar H(X),
também um polinémio, tal que

Hk+1) - (k+1)!'— H(k) k! = P(k) - k! (6)
para todo k inteiro positivo. Neste caso, H(X) é chamado de polinémio derivado de P(X).

Exemplo 8.11. Qualquer polindmio da forma P(X) = aX é f-somdvel, com polinémio
derivado H(X) = a. De fato, isso é apenas o Exemplo , com a soma multiplicada por
a. Provaremos que os polindmios de grau 2 que sdo f-somaveis sdo precisamente os da
forma P(X) = aX? + bX + a, e seu polindmio derivado tem forma H(X) = aX + b — a.
De fato, se P(X) tem grau 2 e H(X) satisfaz

(k+1)H(k+ 1) — H(k) = P(k),
para todo k, entdo H(X) tem de ser da forma aX + c, e portanto temos que

Pk)=(k+1)-(a(k+1)+c)— (ak +c)
=ak®+ (a+ )k +a,

e portanto P(X) deve ser da forma aX?+bX +a. Neste caso, b = a+c¢, donde c = b—a,
o que mostra que o polindmio derivado tem forma H(X) = aX + b — a.

Pelo Exemplo acima e pela Equagdo (5), para P(X) = aX? + bX + a, temos o
polinémio derivado H(X) = aX + b — a, e portanto temos que

S (@X? +bX +a) -kl = H(n+1)- (n+1)! — H(1)

=(an+b) - (n+ 1) —b.
Vamos aplicar esse resultado no exemplo a seguir.

Exemplo 8.12. Vamos calcular °7_,(2k* + 3k + 2) - k!. Pela discussdo anterior, temos
que

> (2k% + 3k + 2k) - k! = (2n + 3) - (n + 1)! — 3,
k=1

0 que termina este exemplo.

Podemos ainda adaptar o método para calcular somas do tipo >, P(k) - (k + p)!.
Embora seja vidvel uma mudanca de varidvel k£ + p — k, queremos demonstrar que a ideia
pode ser adaptada.
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Exemplo 8.13. Vamos encontrar uma expressio para a soma >.7_; k? - (k + 1)!. Faremos
isto encontrando uma funcdo f tal que

f(k+1)— f(k) = K*(k + 1)

Ja vimos que, nestes casos, devemos procurar por uma fun¢do f(k) = h(k)-(k+1)!. Como
estamos lidando com (k+ 1)! agora, ao invés de k!, devemos ajustar o método. Calculando,
concluimos que

f(k+1)— f(k) = (k+ 1)Y(k+2)h(k + 1) — h(k)].
Como queremos que f(k + 1) — f(k) = k* - (k + 1)!, devemos buscar h(k) satisfazendo:
k2 = (k+2)h(k + 1) — h(k). (7)

Vamos procurar por h polinémio de grau 1, ou seja, da forma A(X) = aX +b. Pela forma
da Equacéo , é imediato que devemos ter a = 1. Assim, tentando h(X) = X + b,
obtemos:

E=(k+2)(k+1)+b) —(k+b)
= (k+2)(k+1)+b((k+2)—1)—k
=k + (2+ bk + (2 +b).

Para que a igualdade acima seja satisfeita, devemos ter b = —2. Portanto, para
f(k) = (k= 2)(k+ 1)},

temos que f(k+ 1) — f(k) = k? - (k + 1)!, e por soma telescépica vem que

SRk 1) = fn 1)~ (1)
k=1
=(rn-1)n+2)!-(-1)-2!
=(n—-1)(n+2)!+2,
a férmula que procurdvamos.

No entanto as coisas comegcam a complicar quando tentamos fazer essas contas para
polindmios P(X) de grau 3. Para P(X) = aX®+ bX? + cX + d ser f-somdvel, devemos
ter H(X) = aX?+eX + f satisfazendo (6]). Escrevendo I(k) := H(k+1)(k+1)!— H(k),
temos que

I(k) = (a(k+1)* + e(k + 1) + f)(k+ 1)! — (ak® + ek + f)k!
= (ak®*+ (2a +e)k* + (3a+e+ f)k+ (a+e)k!
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Uma vez que I(k) = P(k) - k!, entdo temos o sistema

b=2a+e
c=3a+e+f
d=a-+e

Sabemos que basta determinar d em fungdo de a,b e ¢, para determinar quando P(X) é
f-somavel; e depois e e f, em termos de a,b e c para determinar seu polinémio derivado.
Resolvendo, temos que

b=2a+2=a+(a+e)=a+d,

e portanto d = b— a. Portanto, os polindmios f-somaveis de grau 3 sdo da forma P(X) =
aX?®+bX%+cX + (b—a). Agora veja que
e=d—a=(b—a)—a=b—2a
f=c—3a—-e=c—3a—(b—2a)=c—b—a.
Dessa forma, o polinémio derivado de P(X) = aX?® + bX? + cX + (b — a) é o polinémio
HX)=aX*+(b—-2a)X +(c—b—a).
Mais geralmente, sendo P(X) = 7, b; X’ um polindmio f-somavel com polindmio
derivado H(X) = 3" a; X7, seus coeficientes satisfazem o seguinte sistema:

7=0

bp=ay+ax+az+---+a,

3 n—+1
b1:a0+(2—1)a1+<1>a2+---+( 1 )an

4 n—+1
b2:a1—|—(3—1)a2+(2>a3+...+( 5 >an

5 n—+1
%:@+M—D%+(Q%+~+< 3)%

b, =0, 1+ ((n+1)—1a,

bn—|—1 = Q.

Para os detalhes da conta acima, veja [3].
Para terminar, vamos calcular uma soma com produto de fatorial com polinémio f-
somavel de grau 3.

Exemplo 8.14. Vamos encontrar o valor da soma >7_, (k% + 2k? + 3k + 1) - k!. Aqui,
temosquea=1,b=2c=3ed=1=c—b, e portanto P(X) = k% + 2k? + 3k + 1
é f-somdavel. Vamos encontrar primeiro seu polindmio derivado H(X) = X% + eX + f.
Sabemos que:
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ee=b—-2a=0,¢
e f=c—b—a=0.
Assim, H(X) = X2. Por (j5)), segue que
S(RP+2k*+3k+1) -kl =(n+1)*(n+ 1) -1,
k=1

a soma que buscdvamos.

8.4 Problemas propostos

Problema 8.1. Defina recursivamente a; = 1,a: =1, a3 =2, € a@p13 = Qpio — Qnyi1 +
a, +n. Calcule Q2025 + A2023-

2o () ()

z”: 1 (n>_2"+1—1
ok +1\k n+1

Problema 8.2. Mostre que
Problema 8.3. Prove que

Problema 8.4. Mostre que

3 (Z) Fy = P,
k=0

onde F, denota o n-ésimo numero de Fibonacci.

Problema 8.5. Prove que

S (Z) 2*F, = F,,.

Problema 8.6. Calcule

n

Yo+ 1M — k) kL

Problema 8.7 (IMO Longlist 1970). Para n inteiro positivo par, mostre que

.1
B L 2
2(=1) 1_2;n+2z"

=1
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Problema 8.8 (Roménia TST 2003). Seja (a,),>1 uma sequéncia de niimeros reais dada
por a; = 1/2 e, para cada inteiro positivo n,

a2

a ="
Prove que para todo inteiro positivo n, temos a; +as + --- 4+ a, < 1.

Problema 8.9 (IMO Longlist 1966). Prove que para todo niimero natural n, e para todo
ndmero real ¢ # kn /2t (t =0,1,...,n; com k inteiro)

1 1
sen(2z) * sen(4z) L sen(2nz)

Problema 8.10 (OBM). O nimero

= cotg(2"'z) — cotg(2™z).

\/1+1+1+\/1+1+1+ +\/1+ -
12 22 22 ' 32 20002 ' 20012

é racional; escreva-o na forma g, P e q inteiros.

Problema 8.11 (OBM). Observe que
1 1 1

nn+1) n n+1

Assim, podemos calcular a série

i 1ot o1 1 _<1 1>+<1 1>+<1 1>+ _
~nn+1) 1.2 2.3 3-4 B 2 2 3 3 4 -
Sabendoquez;’;l%:1+2%+3%+--~:%2,0va|0rde

1 1 1

i 1
;n(n—f—l)?_1-22+2~32+3-42+”'

é da forma A — %, com A e B inteiros positivos. Determine o valor de A + B.
Problema 8.12 (IMO 1968 P6). Para todo niimero natural n, avalie a soma

® | n 4 2k n+1 n+2 n + 2k
,;bkﬂJ:L 2 JJ{ 4 J+"'+L2k+1J+”'

(O simbolo |z| denota o maior inteiro que ndo excede z.)
Problema 8.13 (Estonia). Prove a desigualdade:

2241 3241 2010% + 1
2010 .. -
<22—1+32—1jL 20102 — 1

1
< 2010 + >
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Problema 8.14. Calcule a soma:

n 1
223 (k+1vVE+kvE+1

Problema 8.15. Se n € N e a é um impar positivo, entdo

i k2ntl _a+1
= k2ntl 4 (a _ k)2n+1 o 2

8.5 Dicas dos problemas propostos

Problema 8.3. Utilize a Identidade de Absorcdo.

Problema 8.4. Utilize a Férmula de Binet, Fk (¢* —4*)//5, onde ¢ = (1 ++/5)/2 e
¥ = (1 — v/5)/2 sdo as raizes da equacio 2 = 1 + z, e depois utilize o Teorema Binomial
de forma apropriada.

Problema 8.9. Mostre que

— =cotg(2" 'z) — cotg(2"z).
o) = (2" e) — cotg(2"a)

Use soma telescépica.
Problema 8.11. Use a identidade

1 1 (nP+n+1)
1+ 5+ =
(n+1)? n?(n + 1)2

Problema 8.12. Use a identidade de Hermite para n = 2:
n—1
k
> \fI)—l—J = |nz].
k=0 n
A identidade é valida para todo n inteiro positivo e x real. Encontre uma soma telescépica.
Problema 8.15. Some as parcelas equidistantes dos extremos.

Agradecimentos. O autor agradece ao Henrique Trajano por sugerir os problemas 9, 10,
11, 12, 13, 14 e 15 deste capitulo.
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