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Apresentacao

Matematicos sdo pessoas felizes, pois passam a vida trabalhando naquilo de que gos-
tam. O professor Elon Lima brincava que o amigo e conterraneo Manfredo do Carmo se
tornara gedmetra para poder continuar fazendo desenhos, como adorava. Os autores
de “Geometria diferencial das curvas no R?", meus bons amigos Hilario Alencar, Walcy
Santos e Gregdrio Silva Neto, pertencem a essa escola. Escolheram para a sua obraum
dos assuntos mais encantadores da geometria, a0 mesmo tempo profundo e elemen-
tar. E dificil pensar em tema mais adequado para “agugar a intuicio matemética do
leitor”, como os autores se propdem fazer. Ao longo destas paginas somos apresen-
tados a conceitos fundamentais da geometria, como curvatura e referencial de Frenet,
e a inimeros exemplos famosos. Contemplamos “janelas” para outras dreas da mate-
matica, como a topologia (nimero de rotagdo, teorema da curva fechada) e o calculo
das variagdes (desigualdade isoperimétrica). Ideias que parecem simples, como a da
evolugao das curvas planas por curvatura, revelam a sua riqueza: elas abrem o caminho
para instrumentos sofisticados da geometria contemporanea. No modo de apresentar
o contelddo, os autores demonstram o quanto aprenderam com o mestre Manfredo a
arte de esclarecer dividas antes mesmo de que elas surjam. “Geometria diferencial
das curvas no R?" é leitura obrigatdria para quem gosta de matematica, e mais ainda
para quem quer passar a gostar.

Marcelo Viana



Neste texto, apresentamos alguns resultados de geometria e topologia das curvas pla-
nas. Os aspectos topoldgicos das curvas no plano, em muitas situagdes, possuem ge-
neralizagdes para dimensdes maiores. A escolha de explorar as curvas planas deve-se
ao fato de que muitos resultados interessantes e inspiradores para geometria diferen-
cial podem ser apresentados de forma elementar. Por elementar, queremos dizer que
0s pré-requisitos necessarios para o entendimento deste livro reduzem-se a um bom
curso de calculo e geometria analitica. Em algumas situagdes exige-se do leitor alguns
conhecimentos de andlise e equagdes diferenciais, mas nada que ndo seja compreen-
sivel.

0 fato de que os conceitos envolvidos sejam elementares ndo acarreta, de forma
alguma, resultados triviais ou demonstragdes simples. Alids, muitos resultados, de-
vido a complexidade de suas provas, ndo sdo demonstrados nos cursos de graduagao.
Um exemplo tipico é o teorema de Jordan para curvas fechadas e simples no plano,
que diz que o trago de tal curva separa o plano em dois subconjuntos, um dos quais
limitado, cuja fronteira comum é o trago dessa curva. Esse resultado talvez seja o me-
Ihor exemplo de um teorema que facilmente acreditamos no seu enunciado, mas cuja
demonstragdo ndo &, de forma alguma, simples. A escolha dos tépicos abordados foi
baseada na tentativa de agugarmos a intuicdo matematica do leitor para varios con-
ceitos e resultados geométricos. Por exemplo, como estdo entrelagadas as nogoes
de convexidade e curvatura; como o comportamento do vetor tangente de uma curva
pode estar ligada com sua topologia; as desigualdades isoperimétricas; o teorema dos
quatro vértices, que da restrigdes para que uma funcao seja a curvatura de uma curva
fechada; e alguns resultados sobre a evolugdo de curvas planas pela fungao curvatura.

Evidentemente, existem excelentes livros de geometria diferencial - por exemplo,
os livros de Manfredo do Carmo (ver [16]) e Sebastian Montiel e Antonio Ros (ver [40])-
os quais abordam o estudo de curva no espago euclidiano. No entanto, nosso propdsito
foi aprofundar tal estudo no plano.



Prefacio

Este livro teve uma primeira versdo que foi a base para o minicurso Geometria das
Curvas Planas, apresentado na XII Escola de Geometria Diferencial, ocorrido na Univer-
sidade Federal de Goias em julho de 2002. Ela foi ampliada e revisada para a apresen-
tagcdo do minicurso Geometria Diferencial das Curvas Planas, durante o 24° Col6quio
Brasileiro de Matematica. Mais uma vez foi revisado, entdo, este livro para ministrar-
mos o curso Introdugdo as Curvas Planas na XV Escola de Geometria Diferencial em
homenagem aos 80 anos de Manfredo do Carmo.

0 livro atual esta bastante modificado em relagdo aos textos anteriores: acrescen-
tamos varias demonstragOes para possibilitar melhor clareza ao leitor; introduzimos
novos resultados - inclusive um capitulo sobre evolugao de curvas planas pela fungédo
curvatura, exercicios com as respectivas respostas e exemplos. Além disso, Larissa
Candido usou os aplicativos GeoGebra e Inkscape para esbogar e dar cor as figuras
do texto; e Yunelsy Napoles Alvarez desenvolveu o projeto no BIgX para este livro no
formato para e-book. Para varias figuras do livro, ha links que permitem acessar ver-
sdes interativas feitas no GeoGebra. Essas animagdes foram construidas por Larissa
Candido, sob a supervisdo de Carmen Vieira Mathias (Universidade Federal de Santa
Maria) e Humberto Bortolossi (Universidade Federal Fluminense).

Capitulo 1. Comegamos estudando as curvas localmente e apresentamos o comporta-
mento de uma curva diferencidvel em uma vizinhanga de um ponto de seu trago. Aqui,
exploramos o conceito de curvatura de uma curva plana, mostrando que ela determina
a curva, a menos de sua posi¢éo no plano.

Capitulo 2. Estudamos de forma global as curvas planas e continuas. Introduzimos
anogao de nimero de rotagao de uma curva e varias aplicagdes desse conceito, como
o teorema fundamental da é4lgebra e alguns resultados de anélise complexa.

Capitulo 3. Estudamos o indice de rotagdo de uma curva diferenciavel, definido
como o nimero de rotagdo da curva descrita pelo seu vetor tangente unitario. Nesse
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contexto, o teorema de rotagao das tangentes é o resultado mais importante apresen-
tado.

Capitulo 4. Demonstramos o teorema de Jordan para curvas regulares e de classe
C2.

Capitulo 5. Discutimos a desigualdade isoperimétrica para curvas fechadas no
plano, cujo resultado classico da-nos uma estimativa da area delimitada por uma curva
fechada e simples de perimetro fixado.

Capitulo 6. Estudamos as curvas convexas no plano. Além das propriedades geo-
métricas de tais curvas, apresentamos uma introdugdo as curvas de largura constante
e uma desigualdade isoperimétrica para curvas convexas fechadas.

Capitulo 7. Introduzimos as condi¢des necessarias para provarmos um dos resul-
tados cldssicos mais famosos da geometria global das curvas planas: o teorema dos
quatro vértices.

Capitulo 8. Apresentamos uma introdugao sobre a evolugéo de curvas planas pela
funcdo curvatura e alguns resultados recentes.

Os autores ficariam agradecidos se recebessem sugestdes ou comentarios em re-
lagdo ao texto. De fato, nosso objetivo é que este livro seja constantemente atualizado
mediante novos exercicios, melhoria das demonstragdes dos resultados, bem como a
inclusdo de novos resultados.

01 de junho de 2020
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1. Curvas Planas

Intuitivamente, gostariamos de pensar em uma curva no plano como um subconjunto
que tenha “dimensao igual a 1"- por exemplo, o gréafico de fungdes de uma variavel
real ou figuras “desenhadas” com um Unico trago, sem tirar o lapis do papel (ver Figura
1.1). De forma um pouco mais precisa, uma curva é uma deformagao continua de um
intervalo ou, ainda, a trajetdria de um deslocamento de uma particula no plano.

Figura 1.1: Trago com o lapis
Animacdo 1.1: geogebra.org/m/weemyvwy

Ao longo deste livro vamos tornar essas ideias mais precisas e aplicaveis.

Um primeiro ponto de vista, inspirado na geometria analitica, seria considerar uma
curva em R? como o conjunto de pontos (z, ) € R? que satisfazem uma equagdo do
tipo

F(z,y) =0.

Muitos exemplos que gostariamos de considerar como curvas estdo nessa classe de
subconjuntos do plano - veja, por exemplo, Figura 1.2, Figura 1.3, Figura 1.4 e Figura 1.5.



1. Curvas Planas

yA

Figura1.2: 4z —y+3=0

Animacdo 1.2 geoge-

bra.org/m/xq9xcx7x

8]v

Figura1.4: 2% — 222 + 212 =0

Animagdo  1.4: geoge-

bra.org/m/psmtnede

Mesmo para fungdes muito bem comportadas, esse tipo de conjunto pode ficar de-
masiado longe da ideia do que consideramos uma curva. Por exemplo, para a fungao
definida por F'(z,y) = xy, a equagdo F'(z,y) = 0 descreve o conjunto formado pe-
los eixos coordenados, que aparentemente ndo se enquadra na nossa ideia original, ou
seja, de uma figura “tracada” sem tirarmos o lapis do papel. Por outro lado, existem
conjuntos que gostariamos de considerar como curvas e que ndo podem ser descritos
desse modo. Em muitas situagdes, considerar o caso especial em que curvas sao des-
critas por uma equagdo da forma F'(z,y) = 0 pode ser Gtil. Um caso especialmente
importante é quando F'(x,y) é um polindmio em duas varidveis. Nesse caso, o con-
junto F'(x,y) = 0 é chamado uma curva algébrica. O estudo desse tipo de “curva” é o

’yA

Figura1.3: 22 +¢y2 -1 =0
Animacdo  1.3: geoge-
bra.org/m/bec9mnvd

(7N

8V

Figura1.5: 22 + 93 — 62y =0
Animagdo  1.5: geoge-
bra.org/m/nhjmpufk

ponto inicial da geometria algébrica, um importante ramo da Matematica.



1.1. Curvas continuas

No contexto de geometria diferencial, em vez de considerarmos curvas definidas por
equagdes, vamos retornar a ideia intuitiva de que uma curva C deve descrever a trajeto-
ria continua do movimento de uma particula sobre o plano. A vantagem dessa aborda-
gem é que ela podera ser facilmente formalizada e conterd vérias informagdes sobre
como o ponto percorre o conjunto C, e o sentido que o ponto “anda” sobre C permite
definir sua velocidade, sua aceleragao etc. Inspirados no movimento de uma particula,
vamos introduzir a definicao formal de curva.

Definigdo 1.1. Uma curva continua no plano R? é uma aplicagdo continua a: I — R?,
definida num intervalo I C R. A aplicag@o «, dada por a(t) = (z(t), y(t)), € continua,
se cada fungdo coordenada x,y: I — R é uma fungao continua.

Defini¢ao 1.2. O conjunto imagem C da aplicagdo «, dado por

C={(z(t),y(t); t € I},

€ chamado de trago de a.

Observe que, com a defini¢ao de curva continua, estamos estudando todo o movi-
mento da particula e ndo apenas o conjunto C. Nesse caso, « é dita uma parametriza-
¢do de C e denominamos ¢ o pardmetro da curva c.

Se a curva « esté definida em um intervalo fechado I = [a, b], 0s pontos a(a) e
a(b) sdo chamados de ponto inicial de « e ponto final de «, respectivamente.

Definigao 1.3. Se a aplicagdo « esta definida num intervalo I = [a, b], tal que a(a) =
a(b), dizemos que « é uma curva fechada.

Definigdo 1.4. Uma curva o: R — RR? é dita periddica se existe um nimero real [ > 0
tal que
alt+1) = a(t),
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para todo t € R. O menor valor [, para o qual a equagéo (1.4) se verifica € chamado
de periodo de «.

E claro que a curva periddica « fica completamente determinada por sua restrig&o
a um intervalo da forma [t, to + lo]-

Exemplo 1.5. A curva a: R — R2?, definida por a(t) = (e5mt ec°st), é uma uma
curva periédica (ver Figura 1.6).

y(t) 2

a(t)

Figura 1.6: Curva periddica
Animagao 1.6: geogebra.org/m/anfqavzt

Definigdo 1.6. Uma curva «: I — R? é dita simples se a aplicagdo « for injetiva.

Quando temos que «(t1) = «(te), comty, ty € I ety # to, dizemos que o possui
um ponto duplo (ou mdltiplo) em ¢, e ts.

Definigdo 1.7. Uma curva o [a, b] — R? é dita fechada e simples se a(a) = a(b) e
para quaisquer t, s € [a, b) tais que ¢t # s, temos «(t) # a(s), isto &, se o Unico ponto
duplo de « ocorre nos seus pontos inicial e final. Uma curva o fechada e simples é
denominada curva de Jordan.

Em muitas situagdes, quando ndo houver prejuizo no entendimento, iremos deno-
minar o trago de uma curva de Jordan também como curva de Jordan.



1.1. Curvas continuas

Vamos encerrar esta se¢do com alguns exemplos ilustrativos de curvas continuas
no plano.

Exemplo 1.8 (Circulo). O circulo de raio R e centro na origem O, Sg(O), é o conjunto
de pontos (z,y) € R? cuja distancia ao ponto (0,0) é constante e igual a R; isto €,

Iz, 9)ll = Va* +y* = R.

0 circulo S(O) também pode ser visto como o trago da curva continua «, definida por
a(t) = (Rcost, Rsent), t € R (ver Figura 1.7). O parametro ¢ representa o angulo
que «(t) faz com o eixo Oz. Mais geralmente, o circulo de centro P = (a, b) e raio R,
Sr(P) éotrago da curva a: R — R?, dada por o(t) = (a + Rcost,b+ Rsent).
Observe que « é uma curva periddica de periodo 2, e, portanto, quando ¢ percorre
a reta real, a(t) move-se sobre Sr(P) no sentido anti-horario um ndmero infinito de
vezes. Se restringimos o dominio de « a um intervalo de comprimento 27, entéo «/(¢)
percorrera Sg(P) uma unica vez. A curva ol o) € uma curva de Jordan.

Figura 1.7: Circulo de raio R e centro na origem
Animacdo 1.7: geogebra.org/m/ekg4pzrj

A curva 3: [0, 7] — R?, dada por
B(t) = (cos2t,sen 2t),

€ uma outra parametrizagao de S (O). Essa curva também percorre Sr(O) no sentido
anti-hordrio. Alias, cada particula em /3(¢) move-se, intuitivamente, com o dobro da
velocidade de uma particula em a(t).
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Exemplo 1.9 (Elipse). A elipse de focos P; e P, é o conjunto de pontos (z,y) € R?
cuja soma das distancias aos pontos P; e P, € uma constante. Se escolhemos o
sistema de coordenadas de R? de modo que P, = (—c,0) e P> = (c,0), com ¢ > 0,
entdo a elipse é descrita por uma equacgao da forma

com a, b nimeros reais positivos. Seja (x,y) # (0,0) e considere ¢ 0 angulo que o
vetor com ponto inicial na origem e ponto final (x, y) faz com o semieixo Ox positivo.
Agora podemos parametrizar a elipse pelo trago da curva o : [0, 27] — R?, dada por

a(t) = (acost,bsent), a,b> 0.

A elipse intersecta os eixos coordenados nos pontos A = (a,0), A’ = (—a,0), B =
(0,b) e B = (0, —b). (Ver Figura 1.8). Os segmentos AA’ e BB’ sdo chamados de
eixos da elipse.

y(t)4

,A(t) = (acost,asent)

b E:a = (acost,bsent
OGN - )
>

\9 /" =

B(t) = (bcost,bsent)

Figura 1.8: Elipse
Animagao 1.8: geogebra.org/m/u26cehqg6

Exemplo 1.10 (Hipérbole). A hipérbole de focos P, e P, é o conjunto de pontos
(z,y) € R? cuja diferenca das distancias aos pontos P; e P, é, em valor absoluto,
uma constante. Se escolhemos o sistema de coordenadas de R?, tal que P, = (—c,0)
e P, = (c,0) com ¢ > 0, entdo a hipérbole (ver Figura 1.9) é descrita por uma equagédo
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do tipo
$2 y2 e
a2 b2 ’
onde a e b sdo numeros reais e positivos.
yA
\\ //
\\\ ///
\\\ ///
X » 4
IO
I _~al
P Nl _alk\PQ T
¢ \\\
/// \\\
/// \\

Figura 1.9: Hipérbole
Animacdo 1.9: geogebra.org/m/ufrdpgém

Consideremos as fungdes cosseno hiperbdlico e seno hiperbélico dadas, respecti-
vamente, por
t —t t —1
e +e e —e
cosht = T e senht = T

Logo, como cosh? t — senh? ¢ = 1, podemos parametrizar o ramo direito da hipérbole
pelo trago da curva a.: R — R?, definida por

a(t) = (acosht,bsenht).

Exemplo 1.11 (Gréafico). Seja f: I — R uma fungdo continua. O conjunto
G={(z,y) €I xR;y = f(z)} CR®

é chamado de gréfico de f. E claro que G pode ser, naturalmente, parametrizado pela
curva continua o: I — R?, dada por

a(t) = (¢ f(1))-
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Por exemplo, se consideramos a fungdo f: R — R, dada por f(t) = %(et/a +
e~'/%) = acosh(t/a), onde a é uma constante positiva, obtemos que o grafico de

f ou, equivalentemente, o trago de o descreve uma catendria (ver Figura 1.10, quando
a=2).

(t)
Figura 1.10: Catendria, quando a = 2
Animacao 1.10: geogebra.org/m/rubvg2ae

Ela é a curva obtida quando uma corda de peso uniforme é presa em dois pontos,
e essa corda é deixada sob a acdo da forga gravitacional. Além disso, possui outros
interesses geométricos, como no estudo de superficies minimizantes de area.

Um outro exemplo de uma curva obtida pelo grafico de uma funcdo é f: R™ — R,
dada por f(z) = sen(1/z). Nesse caso, 3(t) = (¢,sen(1/t)), t > 0. Observe
que nenhum ponto do segmento {(0,y); —1 < y < 1} pertence ao gréafico de f (ver
Figura 1.11), porém existem pontos do gréfico de f arbitrariamente préximos de cada
ponto desse segmento.
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y(t) »
11

P>

x(t)
—14

Figura 1.11: Trago da curva 3
Animacdo 1.11: geogebra.org/m/af322jut

Exemplo 1.12 (Lemniscata). A lemniscata (ver Figura 1.12) é o conjunto de pontos
(z,y) € R? tais que y?> = 42%(1 — 2?). Podemos parametrizar a lemniscata pelo
trago da curva «: [0, 27] — RR?, dada por

a(t) = (sent,sen 2t).

y(®)7
1

>

B L)
—1

Figura 1.12: Lemniscata
Animacdo 1.12: geogebra.org/m/kpjvttaf
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Exemplo 1.13 (Parabola de Neill). A pardbola de Neill, veja Figura 1.13, é o conjunto
de pontos (z,y) € R? tal que 2 — 2 = 0. Assim podemos parametrizar a parabola
de Neill pelo trago da curva o: R — R?, definida por

alt) = (£, 1%).

Figura 1.13: Parabola de Neill
Animacado 1.13: geogebra.org/m/e3qm3x3t

Exemplo 1.14 (Curva de Lissajous). A curva de Lissajous é o trago da curva o:: R —
R?, definida por
a(t) = (senat,senbt), a,b >0, a #b.

Essa curva aparece na Mecanica, quando duas oscilagdes elasticas ocorrem simulta-
neamente em planos ortogonais - por exemplo, os péndulos duplos. Além disso, note
que a lemniscata é um caso particular da curva de Lissajous, quandoa = 1eb = 2.
A Figura 1.14 mostra um esbogo do trago de « no caso em que a = 2, b = 3; nesse
caso, a curva Lissajous esta geometricamente proxima da curva lemniscata, e a = 12,
b = 17, respectivamente.

10
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-1 =1l

Figura 1.14: Curva de Lissajous, quandoa = 2,b =3ea = 12,b =17
Animacao 1.14: geogebra.org/m/ggze6d9e

Observe que o trago de « esté contido no quadrado [—1, 1] x [—1, 1]. Além disso, a
curva « é periddica se, e somente se, a,/b € um numero racional. De fato, suponhamos
que a: R — R? dada por a(t) = (senat,senbt), a,b > 0,a # b, seja periddica,
isto é, existe nimero real [ > 0 tal que a(t + 1) = «(t) para todo ¢ € R. Portanto,

sen(a(t +1)) = senat, sen(b(t + 1)) = senbt,

ou seja,
at + al = at 4+ 2k 7, Vte R,k € Z,

bt 4+ bl = bt + 2kam, Vit € R, ko € Z.

Tomando ¢ = 0, vemos que a/b = k1 /ks € um numero racional. Reciprocamente, se
a/b e Q,sejak € Ztal que ka/b € Z, e definal = 27k /b. Portanto temos que

sen(a(t +1)) = sen <at + 2w (ai)) = senat
sen(b(t + 1)) = sen (bt + 27wk) = sen bt.

Logo, a curva « é periddica.

Em muitas situagdes, uma curva pode ter uma expressao mais simples, se ao invés
de descrevé-la em relagdo ao sistema de coordenadas cartesianas, usarmos coorde-

1
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nadas polares.

Defini¢do 1.15. Sejam P € R? e (=, %) as coordenadas cartesianas de P. Sejam r =
V22 + 4% e 6 0 angulo que o vetor (z,y) (isto é, o vetor com origem em O e ponto
final em P) faz com o eixo x. As quantidades r e § sdo as coordenadas polares de P e,
nesse sistema de coordenadas, o ponto P pode ser representado por P = (r, 6) (ver
Figura 1.15).

Figura 1.15: Coordenadas polares
Animacdo 1.15: geogebra.org/m/d7qfjgab

Podemos relacionar as coordenadas polares e as coordenadas cartesianas de um
ponto P € R? — {O} usando as relagdes a seguir:

xr=rcosfl, y=rsenb,

e, reciprocamente,

r=+/z2+y2, 0 =arctg (%) = arccotg (i) ,

onde, na expressao de #, usamos a primeira relagdo para os pontos P = (z,y) tais
que x # 0 e a segunda para os pontos P = (x, y) tais que y # 0.

12
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Observagdo 1.16. Para cada P € R? — {O}, sempre existem r e 0 tais que P pode
ser representado da forma P = (r, ), entretanto, ao contrdrio do que acontece com as
coordenadas cartesianas, tal representagao néo é tnica. Com efeito, o mesmo ponto P
pode ser representado por (r, 0 + 2km), k € Z. Se restringirmos 6 ao intervalo [0, 27),
entdo a representagdo € unica. Por outro lado, a origem pode ser representada da forma
(0,6),onde 0 € R.

Exemplo 1.17 (Espiral de Arquimedes). A espiral de Arquimedes é o conjunto de
pontos (z,y) de R? tal que

rtg =y, a>0.

)

Observamos que, em coordenadas polares, sua equagao é dada por
r=af, a>0.

Logo, podemos também descrever a espiral de Arquimedes como sendo o trago da
curva a: [0, 00) — IR?, definida por

a(t) = (atcost,atsent)

(ver Figura 1.16).

Figura 1.16: Espiral de Arquimedes, quando a = 1
Animacao 1.16: geogebra.org/m/b7kxdufj

13
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Exemplo 1.18 (Espiral Logaritmica). A espiral logaritmica é o conjunto de pontos

(z,y) de R? tal que
2 2
rtg <1n (M)) ) a0
a

Em coordenadas polares, sua equagao é dada por
T =ae .

Logo, podemos também descrever a espiral logaritmica como sendo o trago da curva
a: R — R2, definida por

a(t) = (ae' cost, ae sent)
(ver Figura 1.17).

y(t) T

Figura 1.17: Espiral logaritmica
Animagédo 1.17: geogebra.org/m/reectypm

Exemplo 1.19. Considere as fungdes f, g: R — R dadas por

£t) = e Ut se t#£0, (0 = e/ se t>0,
0, se t=o0, 0, se <0

Acurva a: R — R?, definida por a(t) = (2(t),y(t)) = (f(t) +1,g(t) + 1), é uma

curva continua cujo trago esta contido na unido das semirretas y = x e y = 1, onde
x € [1,2) (ver Figura 1.18). Observe que as fungdes z e y sdo diferencidveis em R. Em

14
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particular, 2/(0) = ¢/(0) = 0. Esse exemplo mostra que o trago de uma curva pode
ter “bicos”, mesmo quando suas coordenadas sdo fungdes diferenciaveis.

y(t)7
|
0 1 2 x(i)

Figura 1.18: Trago de «
Animacdo 1.18: geogebra.org/m/q9kzkbjg

Exemplo 1.20 (Mariposa). Considere a curva dada, em coordenadas polares, por
r=e"% — 2cos(40), 0 € [0,2n].

0 traco dessa curva é uma linda mariposa (ver Figura 1.19).

>
eixo polar

Figura 1.19: Mariposa
Animacdo 1.19: geogebra.org/m/févp72cn

15
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Exemplo 1.21 (Curvas de Peano e Hilbert). Giuseppe Peano, matemético italiano,
provocou grande surpresa ao exibir, em 1890 (ver [48]), o primeiro exemplo de uma
curva cujo trago preenche todos os pontos de um quadrado. Atualmente, as curvas
de preenchimento do espago séo referenciadas como curvas de Peano. Outros pesqui-
sadores, como David Hilbert (ver [30]), deram continuidade a pesquisa das curvas de
preenchimento do espaco, estendendo-as para espagos n-dimensionais. Essas curvas
sdo construidas a partir de particdes do espago, de forma continua e Gnica. Como
cada particdo é um subespaco similar ao original, a construcdao pode ser novamente
aplicada a cada particao, gerando novas partigdes e assim sucessivamente. A curva
de Hilbert é a aplicagao limite desse processo, aplicado ao conjunto formado por trés
segmentos de reta de comprimento um, dois a dois ortogonais, formando uma figura
“U”. AFigura 1.20 mostra os tragos de uma sequéncia de etapas da construgao da curva
de Hilbert. A curva limite obtida por este processo sera uma curva continua, cujo trago
é todo o quadrado [0, 1] x [0, 1].

Figura 1.20: Sequéncia de figuras para a construgdo da curva de Hilbert
Animacdo 1.20: geogebra.org/m/gsgbyadh

E. Moore (ver [41]) obteve uma construgdo similar: tomando-se inicialmente um
quadrado, construiu uma curva, chamada curva de Moore, cujo traco preenche [0, 1] x
[0, 1]; porém em cada etapa da construgdo, temos uma curva de Jordan.

16



1.2. Curvas suaves, vetor tangente e reta tangente

Nesta se¢do, estudaremos localmente uma curva « no plano, isto é, fixado ¢, estudare-
mos como se comporta «(t) para valores de ¢ préximo de ¢(. Para este estudo, o ideal
seria que pudéssemos ter uma reta que fosse uma boa aproximagao para essa curva
numa vizinhanga de um ponto sobre a curva. No entanto, somente com a definicao
de curvas continuas, isso nem sempre é possivel. Assim, serd necessario introduzir o
seguinte conceito:

Definigdo 1.22. Uma curva parametrizada o : I — R?, dada por a(t) = (z(t),y(t))
é dita uma curva de classe C", » > 1, se cada fungdo coordenada =, y: I — R é uma
funcdo de classe C". Se cada fungdo coordenada é uma fungéo de classe C*, isto
€, x e y possuem derivadas continuas de qualquer ordem em todo ponto de 7, entdo
dizemos que « € uma curva suave .

Observagao 1.23. Quando nédo houver prejuizo do entendimento, iremos nos referir as
curvas de classe C" simplesmente como curvas parametrizadas.

Observagao 1.24. Todos os exemplos da segdo anterior sdo suaves no seu intervalo
de definigdo, com excegéo das curvas de Peano, Hilbert e Moore (ver Exemplo 1.21) que
sdo apenas continuas. A demonstragdo da suavidade naqueles exemplos é elementar,
visto as que as fungbes coordenadas sdo claramente de classe C*°, exceto no caso do
Exemplo 1.19, onde a demonstragdo que todas as derivadas de e~/ t* tem limite zero
quanto t — 0™ requer uma quantidade de trabalho mais consideravel.

Exemplo 1.25 (Curva Constante). A aplicagdo o: R — R?, dada por
a(t) = (CL, b)v

€ uma curva parametrizada suave cujo traco reduz-se ao ponto (a, b), a qual € denomi-
nada curva constante.

17
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Exemplo 1.26. A aplicagdo o.: R — R?, dada por
a(t) = (&, ]t),

ndo é uma curva parametrizada suave. De fato, a funcdo y, definida por y(¢) = |¢|,
nao é diferencidvel em ¢ = 0. A restrigdo de «, a qualquer intervalo que nao contém o
ponto ¢t = 0, é, porém, uma curva parametrizada.

Exemplo 1.27. Paracadar > 1, a aplicagdo o: R — R?, dada por

(t,t" Y se t>0;
a(t) = .
(t,—t"t) se t<0,

é uma curva parametrizada de classe C", mas néo é de classe C"*1.

Definigdo 1.28. Sejac: I — R?uma curva parametrizada, dadapor a(t) = (z(t), y(t)).
0 vetor tangente (ou vetor velocidade) de « em ¢, € I é dado por

o (to) = (¢'(t0), ¥ (to))-

Definigao 1.29. A velocidade escalar de « em ¢, € I é dada pelo médulo do vetor
velocidade o/ (1), isto &,

o/ (o)l = v/ (2 (t0))2 + (¥ (t0))2.

Quando o(tg) # (0,0), tal vetor aponta na diregdo tangente a curva « no ponto
a(tp), e essa reta é a reta limite das retas secantes a curva « passando por «(tg) e
por «(t), quando fazemos ¢ tender a ¢ (ver Figura 1.21).

18



1.2. Curvas suaves, vetor tangente e reta tangente

Figura 1.21: Vetor velocidade o’ (to)
Animagao 1.21: geogebra.org/m/ccqxbega

Definigdo 1.30. Dizemos que uma curva parametrizada o.: I — R? é regular em tq €
I, se o/(tg) # (0,0) ou, equivalentemente, se ||a/(to)|| # 0. A curva « é regular em
I, se o for regular paratodo ¢ € 1. Se ||a/(to)|| = 0, dizemos que « € singular em ¢, e
a(to) é chamada uma cuspide de c.

Observacgao 1.31. No texto, sempre que nos referirmos a curvas parametrizadas e regu-
lares, estaremos assumindo que a curva €, pelo menos, de classe C'.

Como afirmamos, se « for uma curva regular, o vetor o/(¢) aponta para a diregao
tangente a curva a no ponto «(t), e podemos, portanto, introduzir a seguinte

Definigdo 1.32. A reta tangente a curva o em «(t) é a aplicagdo r; : R — R? dada por
re(u) = a(t) +uad/(t).

Veremos mais adiante que a reta r, (u) € a melhor aproximagé&o linear de oz em ¢.

Intuitivamente, o trago de uma curva regular é suave, sem “bicos”, exceto por pos-

siveis pontos de autointerse¢do. Localmente, porém, o ndo tem autointerse¢éo, como
mostra o resultado seguinte.
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Proposicédo 1.33. Sejaa: I — R? uma curva parametrizada e reqularemto € I. Entdo
existe ¢ > 0, tal que « é injetiva no intervalo Iy = {t € I; |t — to| < €}.

Demonstragdo. Como /() # (0,0), temos que z’(tg) # 0 ou y'(tp) # 0. Vamos
supor que z’(tg) # 0. Logo, visto que ' é uma fungdo continua, existe ¢ > 0, tal que
2'(t) # 0, para todo ¢ € Iy (ver Figura 1.22). Nesse caso, z é estritamente monétona
e, portanto, injetiva. Isso implica que «|z, € injetiva. A prova é andloga no caso em que

y'(to) # 0.

e

I A J |
T 1 T

to — € to+¢ t1

to

Figura 1.22: Trago de «
Animacao 1.22: geogebra.org/m/r3fhyrf6

O

Exemplo 1.34. A curva parametrizada o : I — R? dada por a(t) = (¢, f(t)), onde
f : I — R éuma fungéo de classe C', é uma curva regular cujo trago € o gréfico de f.
De fato, o/ (t) = (1, f'(t)) # (0,0),Vt € I.

No Exemplo 1.34 vimos que o gréfico de uma fungéo de classe C' pode ser para-
metrizado como uma curva regular. A sequir, provaremos que, localmente, toda curva
regular pode ser vista localmente como o grafico de uma fungao.
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Proposicéo 1.35. Seja«: I — R? uma curva parametrizada e reqularemt, < 1. Entéo,
existe 6 > 0, tal que, restrito ao intervalo (ty — 9, ty + 9), 0 trago de « coincide com o
traco de uma curva f3 da forma 5(t) = (t, f(t)) ou 5(t) = (f(t),t), para uma fungéo
diferencidvel f: J — R.

Demonstragdo. Seja « dada por a(t) = (z(t),y(t)). Como « € regular em ¢ = ¢,
temos que

o (to) = (2'(to), ¥ (to)) # (0,0).

Vamos supor que z/(to) # 0. Nesse caso, pelo teorema da fungéo inversa, existe um
intervalo (to — 4, to + d) (ver Figura 1.23) tal, que a fungdo = é um difeomorfismo, isto
é, uma fungéo diferenciavel com inversa diferencidvel sobre J = z((tg — d,to + 9)).

D>
to—9d to to+0 ()

Figura 1.23: Trago de «

Seja 3: J — R? dada por 3(t) = a(z~1(t)). Temos, portanto, que 3 é uma curva
diferencidvel e

B(t) = (x(a™ (1), y(a ™ (1)) = (¢, £(2)),

onde £, dada por f(¢) = y(x~1(t)), é uma fungéo diferenciavel. A prova, no caso em
quey'(to) # 0, é andloga, e, nesse caso, obtemos que o trago de « coincide localmente
em «(to) com o traco de uma curva da forma 5(t) = (f(t),1). O

A seguir, daremos alguns exemplos de curvas regulares no plano.
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Exemplo 1.36 (Cicloide). A cicloide é a trajetdria descrita por um ponto «(t) = P(t) =
(z(t),y(t)) de R?, localizado no circulo de raio r e centro O’, que gira ao longo do eixo
Ox, sem escorregar e com aceleragao escalar, isto €,

la” ()l = V(2" ()2 + (" (¢))?,

constante. Seja u 0 vetor com ponto inicial em O’ e ponto final em P, e seja ¢t 0 angulo
descrito pelo vetor « com a vertical, supondo que P coincida com a origem O, quando
t = 0 (ver Figura 1.24).

y(t) A

Figura 1.24: Cicloide
Animacao 1.24: geogebra.org/m/mqyfevhm

Entdo o arco QP tem o mesmo comprimento que o segmento com ponto inicial
na origem O e ponto final @, onde Q é o ponto de intersegao entre o circulo e o eixo
Oz. Concluimos que rt e r sdo abscissa e ordenada, respectivamente, de O’, e, con-
sequentemente,

3
x =rt—rcos <27T—t> = rt — rsent, (1.1)

y:r—rsen(gg—t):r—rcost (1.2)

sdo as coordenadas de P. Logo, podemos descrever a cicloide, como sendo o trago
da curva parametrizada o.: R — R?, dada por

a(t) = (rt —rsent,r — rcost).
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Notamos que, dentro de determinadas condigoes, é possivel eliminar ¢ nas equagdes
(1.1) e (1.2). De fato, usando essas equagdes, cost = 1 — Ye, portanto, se t € [0, ],
T

podemos escrever t = arccos (1 = g). Visto que, neste intervalo, o valor do seno é

,
nao-negativo, temos
7/ (2r —
sent =+/1—cos?t = M
”

e obtemos a equacgéo cartesiana da cicloide entre os pontos (0, 0) e (rr, 2r), dada por

X = T arccos (1 - y) - (2r—y)y.
r

Exemplo 1.37 (Reta). Considere P = (ag,bg) # @ = (a1,b1) pontos de R2. A
aplicagdo a: R — R?, dada por

a(t) =P+ t(P — Q) = (ao -+ t(a1 — ao),b() —|—t(b1 — bo)), P £ (0,0),

€ uma curva parametrizada regular cujo traco € a reta que passa por P e Q.
Seja 5: R — R? uma aplicagéo definida por

Bt) =P+t (P — Q) = (ap + t*(a1 — ag), by + t*(b1 — by)).

A aplicagao 5 também é uma curva parametrizada cujo traco é a reta que passa por P
e Q. Observemos que « e 3 possuem 0 mesmo trago, entretanto 5 ndo é regular em
t = 0. De fato, basta notar que

18" @)1l = 38lle’ ()| = 3£%||.P — QlI-

Intuitivamente, a diferencga entre essas curvas estd na velocidade escalar que seu trago
¢ percorrido.
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Definigdo 1.38. Seja o: I — R2, definida a(t) = (x(t), y(t)), uma curva parametri-
zadadeclasseC",r > 1, e seja h: J — I uma fungdo sobrejetiva e de classe C". A
curva 8 : I — R? dada por

B(t) = (a0 h)(t) = a(h(?)),
também de classe C", é dita uma reparametrizagéo de .

Pela regra da cadeia, temos que
B'(t) = (a0 h)'(t) = o' (h(t)) (2.

A velocidade escalar de 3 é dada por

1B8° @ = lle/ (R (E)]-

Vamos considerar apenas reparametrizagoes onde a fungdo h satisfaz h/(t) #
0. Nesse caso, h é estritamente mondtona e, se « for uma curva regular em I, sua
reparametrizagdo 5 = « o h também serd regular em J.

Definigao 1.39. Se i é uma fungao sobrejetiva e estritamente crescente, dizemos que
a reparametrizacdo S = « o h é uma reparametrizagéo positiva ou propria, ou que pre-
serva a orientagdo de ««. No caso em que h € estritamente decrescente, denominamos
(3 a reparametrizagdo negativa ou que reverte a orientagao de c.

Em muitas situagdes sobre o estudo das curvas € (til entendermos o comprimento
de seu trago.

Definigdo 1.40. Seja o: I — R? uma curva parametrizada, de classe C*, dada por
a(t) = (z(t),y(t)). Afungdo L,: I — R, definida por

Lo(t) = | I (9)ld¢ = t V(@' (€))? + (i (€))%de, (1.3)

to
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1.3. Reparametrizagdo e comprimento de arco

to € I, é denominada fungdo comprimento de arco (ver Figura 1.25).

a(to)

to t
Figura 1.25: Comprimento de arco
Animacdo 1.25: geogebra.org/m/cgupna7k

Como ||/ (¢)|| € uma fungéo continua, a fungdo £,, € de classe C' e, pelo teorema
fundamental do calculo,
Lo (t) = [l @] (1.4)

Observe que, se « for regular em I, entdo a fungdo £, é mondtona crescente.

Defini¢ao 1.41. Para t; < ¢, t1,t2 € I, chamamos comprimento de arco de « entre
0S pontos ¢ e ¢5 ao ndmero

c«ﬂuhbp—-zaug-—zauq>—t/2ua%fMda

t1
Note que a defini¢do da fungdo comprimento de arco ndo depende da escolha do
ponto ¢y € I. De fato, se, dado tg € I, definirmos
__ t
Lo(t)= [ lla/(§)lld¢,

to

entao

@mﬂwztuwmméwﬂmazlﬁwwws

Logo concluimos que a fungdo comprimento de arco de « esta determinada de forma
nica, a menos de uma constante.
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1. Curvas Planas

A seguir, demonstraremos que a fungao comprimento de arco de uma curva regular
€ invariante por reparametrizagoes positivas.

Proposicédo 1.42. Seja o: I — R? uma curva regular. Se j3 é uma reparametrizago
positiva de o, entdo L, = Lp.

Demonstragdo. Seja 3: J — R? uma reparametrizagdo da curva o, isto é, existe uma
funcdo h: J — I diferencidvel e sobrejetiva tal que

B(t) = a(h(t)).
Logo, . .
Lo(t) = / 8@l = [ o/ ()1 (€)as.

Agora, integrando por substitui¢do, vemos que

h(t)
La(t) = /h Il = 200

O

Definigéo 1.43. Dizemos que uma curva o: I — R? esta parametrizada pelo compri-
mento de arco se o pardmetro ¢ €, a menos de constante, igual a £,(¢), isto é,

Proposicédo 1.44. Uma curva o.: I — R? de classe C' estd parametrizada pelo compri-
mento de arco se, e somente se,

le’ ()] = 1,
paratodot € I.

Demonstragdo. Observe que, se ||/(t)|| = 1, paratodo ¢ € I, entdo
t 4
Lo(t)= [ |l (§)ldE = | d&=t—to,

to to
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1.3. Reparametrizagdo e comprimento de arco

e, portanto, o esta parametrizada pelo comprimento de arco. Reciprocamente, se
Lo(t)=t+C,

obtemos que
lo’ ()l = Lo(E) = 1,

paratodot € I. O

Observagao 1.45. Se I = [a, b], entdo o0 comprimento de o, L(«), existe e

Dizemos que uma curva poligonal P = PyP, U --- U P,_1 P, (ver Figura 1.26) estd
inscrita em uma curva « de trago C, se cada P; € C, parai € {0,1,...,n}.

Figura 1.26: Curvas poligonais
Animacéo 1.26: geogebra.org/m/g6hrqdzr

E possivel provar, usando as ideias do célculo diferencial, que £ é dado por

L(a) = sup{L(P); P uma curva poligonal inscrita em c,
ligando a(a) e a(b)}.

Os dois exemplos a seguir mostram que a definigao de comprimento de arco coin-
cide com férmulas conhecidas da geometria elementar.

Exemplo 1.46. Sejam A, B ¢ R? e sejaVy = B — A. Areta que passa por Ae B
pode ser parametrizada por «(t) = A + tVj, t € R. Para ty = 0, temos

t t
Lalt) = /0 o (€)de = /0 IVollde = 1B — At
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1. Curvas Planas

Em particular, o segmento de reta que liga A a B tem comprimento £(«|(,1)) = || B —
All.

Exemplo 1.47. Considere o circulo de raio R parametrizado por a(t) = (Rcost,
Rsent). Visto que ||o/(t)|| = R, temos L,(t) = Rt, tomando ¢, = 0. Em parti-
cular, se consideramos «|[g 2}, 0 comprimento de « é 27 R. Se damos £ voltas em
torno da origem, isto €, se tomamos /(g o1}, temos que o comprimento de o € 2k R.

0 préximo exemplo mostra que o fato de £ (¢) sempre existir para curvas para-
metrizadas, a integral de (1.3) nem sempre pode ser expressa em termos de fungdes
elementares.

Exemplo 1.48. Considere a elipse parametrizada por
a(t) = (acost,bsent), t € [0, 27].

Temos

t
Lo(t) = / Va2 sen2 € + b2 cos? £dE,
0
que nao pode ser expressa em termos de fungdes elementares.

0 prdximo resultado mostra-nos que toda curva regular admite uma reparametri-
zagdo pelo comprimento de arco.

Teorema 1.49. Toda curva regular o.: I — R? de classe C" (r > 1) pode ser repa-
rametrizada pelo comprimento de arco. De forma mais precisa, fixado t, € I, existe
uma bije¢do h: J — I de classe C" definida em um intervalo J sobre I, com0 € J e
h(0) = to, de modo que a curva 3: J — R2, dada por 3(s) = (« o h)(s), satisfaz
18°(s)ll = 1.

Demonstragdo. Visto que « é regular, a fungdo comprimento de arco, por (1.4), satisfaz
L,(t) = /@)l > 0.

Logo L, € estritamente crescente e, portanto, injetiva. Devido a continuidade de £,
temos ainda que £, (I) é um intervalo J. Concluimos entdo que £, possui inversa
diferencidvel

h:J—1.
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1.3. Reparametrizagdo e comprimento de arco
Como L,(tp) = 0,0 € J e h(0) = to, vamos provar que 3, definida por
B(s) = (avo h)(s),
esta parametrizada pelo comprimento de arco. Com efeito, visto que h = £},

1 1

)= Z )~ Tt

Como, pela regra da cadeia,
B'(s) = [ao h(s)] = a'(h(s)) I'(s),

temos, portanto,

15" () = lle! () B (s)I] = [l (R(s)) I (s)] = 1.

Vejamos agora alguns exemplos de reparametrizagdes de curvas pelo comprimento
de arco.

Exemplo 1.50. Considere o circulo de raio R dado pelo trago da curva « definida por
a(t) = (Rcost, Rsent), t € [0,2n] (ver Figura 1.27). Logo, se tomamos ¢, = 0,
L. (t) = Rt. Assim, uma reparametrizagdo pelo comprimento de arco de « é dada por

B(s) = (Rcos (%) , Rsen (%)) ,
onde 3: [0,27R] — R2.
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1. Curvas Planas

Figura 1.27: Trago de «
Animacao 1.27: geogebra.org/m/byrtayzc

Exemplo 1.51 (Espiral). Seja a: R — R? a curva (ver Figura 1.28), dada por

a(t) = (e tcost,e 'sent).

y(t) 4

x(t)
Figura 1.28: Traco de «

Animacdo 1.28: geogebra.org/m/kxnmyvtc
0 traco da curva o descreve uma espiral , tal que
t
Lal®) = [ o' (€)ld6 = VAL - ).
0

Observe que £ (a\[o oo)) = tlim L. (t) = V2, ou seja, 0 comprimento de «, é finito,
? —00
embora o seu intervalo de defini¢do tenha comprimento infinito. Visto que
Lo(t) =l (B = vV2e >0,
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1.3. Reparametrizagdo e comprimento de arco

t € (0,00), obtemos que £,, possui inversa diferenciavel h: [0,/2] — (0,c0), dada
por

h(s) = —In (1—\%) , s €1[0,v2).

Portanto uma reparametrizagao positiva pelo comprimento de arco de « é dada por
B(s) = a(h(s))
() o) (- )
onde 3: (0,v/2) — R2.

Exemplo 1.52. Sejaa: R — R?, dada por

(ver Figura 1.29). Temos

¢ 1 s 1

La®) = [ la'(@)lldg = 50+ - 2.

0

Visto que, parat € (0, c0),
L) = @)] =tvV1+12>0,
vemos que L, possui uma inversa diferencidvel h: (0,00) — (0, o), dada por
h(s) =1/(3s+1)2/3 — 1, s € (0,00).

Portanto, uma reparametrizagao positiva pelo comprimento de arco de « é dada por

(38—|—1)%—1 <(3S+1)§—1>
2 ’ 3 ’

B(s) = alh(s)) =

ver Figura 1.30, onde 3: (0, 0) — R2.
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//// 1. Curvas Planas

y(t) &

Figura 1.29: Trago de «
Animagao 1.29: geogebra.org/m/fqfjtz6g

y(s)

0] 2(5)

Figura 1.30: Trago de 8
Animacao 1.30: geogebra.org/m/tfazyevj

1.4. Campo de vetores tangentes e normais

Intuitivamente, um campo de vetores X ao longo de uma curva parametrizada o: I —
R? é uma aplicagdo que a cada ¢ € I associa um vetor com origem em a/(t) .
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1.4. Campo de vetores tangentes e normais

Defini¢do 1.53. Um campo de vetores de classe C" (r > 1) ao longo de o é uma aplica-
¢d0 X : I — R? declasse C". Geometricamente, o campo de vetores X é visualizado,
em cada ponto «(t), pelo vetor de extremidades a(t) e a(t) + X (¢).

Logo, para determinar X (¢), basta conhecer a extremidade final do vetor X (¢), uma
vez que sua extremidade inicial é () (ver Figura 1.31).

i M/X@)

a(t) //4 v\‘f

Figura 1.31: Campo de vetores
Animacdo 1.31: geogebra.org/m/krp9fwve

Exemplo 1.54. Se o : I — R?, dada por o(t) = (2/(t),y/(t)), € uma curva regular de
classe C" (r > 1), entdo o/ : I — R2, dado por o/(t) = (2'(t),y'(t)) € um campo
de vetores de classe C"~! que a cada t € I associa o0 vetor o/ com origem em «a(¢) e
ponto final em «(t) + «/(t). Esse campo de vetores é chamado de campo tangente a
Q.

Exemplo 1.55. Se o : I — R2, dada por a(t) = (2(t),y/(t)), € uma curva regular de
classe C" (r > 1), entdon : I — R?, dado porn(t) = (—/(t),«’(t)) € um campo de
vetores de classe C"~! que a cada ¢ € I associa o vetor n( ) com origem em «(t) e
ponto final em «(t) + n(t). Visto que

(@ (t),n(t)) = —2'()y'(t) + ¥/ ()2 (t) = 0,
esse campo de vetores é chamado de campo normal a a.

Dados dois campos de vetores X e Y de classe C" ao longo de « e uma fungédo
f: I — Rdeclasse C", podemos definir os campos X + Y e fX por

(X +Y)(t) = X(1) + Y (1), (fX)(t) = fF(H)X (1),
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1. Curvas Planas

que também serdo campos de classe C" ao longo de «. Se X (t) = (X1(t), Xa(t)) é
um campo de classe C” (r > 1), definimos a derivada de X por

X'(t) = (X1(1), X5(t)).

Nesse caso, 0 campo X’ é um campo de classe C"~! ao longo de a. As seguintes
relagdes sado facilmente verificadas:

(X +Y)(t) = X'(t) +Y'(t),

(fX)'(t) = FOX(t) + f(O) X' (1),
(X, Y)'(t) = (X'(1), Y (1) + (X(®), Y'(2)).

Temos entdo o sequinte resultado:

Proposigdo 1.56. Se X, Y sdo campos de classe C' e (X,Y’) € constante, entdo

(X'(2), V() = —(X(®),Y'(2)). (1.5)

Demonstragdo. Derivando a equagdo (X,Y’) = constante, obtemos
0= (X,Y)(t) = (X'(t), Y () + (X (t), Y'(t)),

0 que conclui a prova. O

Corolario 1.57. Se || X|| é constante, entdo X'(t) é perpendicular a X (t), para todo
te 1, istoé
(X (t), X'()) = 0. (1.6)

Defini¢do 1.58. Seja o uma curva parametrizada de classe C" (r > 1) e regular, dada
por a(t) = (x(t),y(t)). 0 campo de vetores T : I — S'  R?, definido por

BN SN
T(t) = o/ @)]| - \/(ﬂf/(t))Q-l-(y/(t))Q( ),y (1)),

é um campo de classe C"~! ao longo de «, chamado campo tangente unitdrio ou in-
dicatriz tangente. Cada um dos vetores 7'(¢) é chamado de vetor tangente unitdrio a
curvacemt € I.

34



1.4. Campo de vetores tangentes e normais

Defini¢do 1.59. Seja oo uma curva parametrizada de classe C" (r > 1) e regular, dada
por a(t) = (x(t),y(t)). 0 campo de vetores N : I — S' ¢ R?, definido por

é um campo de classe C"~! ao longo de o, chamado campo normal unitdrio ou indicatriz
normal . Cada um dos vetores N (t) é chamado de vetor normal unitdrio a curva o em
tel.

Observagao 1.60. Paratodot € I,

isto é N €é perpendicularaT.

Observagao 1.61. 0 campo N é definido ao longo de « de tal forma que, para cada
s € I, {T, N} seja uma base positiva de R?, isto &, existe uma rotagdo que leva (1,0)
emTe(0,1)em N.

Observagdo 1.62. Se o : I — R? é uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco, entdo, por hipdtese, o/(s) # 0. Isso implica que os campos T : I — R2 e
N : I — IR? estdo bem definidos e sdo dados, respectivamente, por

T(s) = d/(s) = (¢'(s),4/(s)) e N(s)=(=y(s),2(s)).

Observe que os vetores N (¢) podem ser vistos como pontos pertencentes ao cir-
culo centrado na origem e raio 1. Assim, temos a

Definigdo 1.63. O conjunto imagem N(I) C S! do campo de vetores normais N :
I — S' é denominado a imagem normal de Gauss de « no circulo S!. 0 campo de
vetores normais N : I — S' também é conhecido como a aplicagdo normal de Gauss
de o no circulo S'.
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1. Curvas Planas

Observagao 1.64. A ideia de associar uma curva regular « ao movimento circular do
vetor tangente unitario T ou, equivalentemente, do vetor unitdrio normal N é devida a
C.F. Gauss (ver [22] e [23]), no inicio da geometria diferencial. Essa ideia tem um papel
fundamental na teoria das curvas planas diferencidveis.

Exemplo 1.65. Seja 3: [0, 00) — R? dada por

(3s + 1)% _1 ((3s+ 1)% — 1)

(NI

Bls) = =, ;
(ver Exemplo 1.52 e Figura 1.32).
y(s)4
>
x(s)

Figura 1.32: Trago de 3
Animagao 1.32: geogebra.org/m/jkgwzdcv

Visto que

, ) ((3s+1)§—1)E
5(5): 1 1 >
(3s+1)s (3s+1)3

acurva N : [0,00) — S*, definida por
N(s) = (Bs+1)5 —1)3 1
(3s+1)8 (3s+1)3 )

é a aplicagdo normal de Gauss de 3 no circulo S! (ver Figura 1.33). Note que N (0) =
(0,1) e que lims_,oo N(s) = (—1,0). Dessa forma, o ponto (—1,0) ndo pertence ao
trago de V.
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il 0 :c(sD)

Figura 1.33: Imagem normal de Gauss de 3
Animagéo 1.33: geogebra.org/m/npznp8an

Seja o : T — R? uma curva de classe C” (r > 2) e parametrizada pelo comprimento
de arco. Visto que ||T’|| = 1, temos, pela Proposigao 1.57, que 7" (s) é perpendicular a
T(s). Como T e N geram o espago R?, temos que, para cada s € I, T"(s) é paralelo
a N(s). Isso significa que existe uma fungédo & : I — R, tal que

T'(s) = k(s)N(s), sel. (1.7)

Definigao 1.66. A fungdo k : I — R, definida pela equagdo (1.7), é chamada curvatura
deaems e [.

Observe que a curvatura k() é dada por

k(s) = (T'(s),N(s)) = =(N'(s), T(s)).

Observagao 1.67. Se « é uma curva de classe C", (r > 2), entdo k : I — R é uma
fungdo de classe C"—2.

Geometricamente, visto que ||7°(s)|| = 1 e |k(s)| = ||T"(s)||, a funcdo curvatura

€ uma medida da variagdo da dire¢do de 7 e, portanto, da mudanca de dire¢éo da reta
tangente a « em a(s).
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1. Curvas Planas

A curvatura entdo é uma medida de quanto uma curva deixa de ser uma reta. De
fato, o préximo resultado caracteriza as retas como as curvas cuja curvatura é identi-
camente nula.

Proposigao 1.68. A curvatura de uma curva regular « é identicamente nula, se, e so-
mente se, o trago de « estd contido em uma reta.

Demonstragdo. Suponha que k(s) = 0. Como 0 = |k(s)| = ||7"(s)||, temos que
T'(s) = (0,0). Como T esté definida em um intervalo 7, concluimos que 7'(s) é um
vetor constante V4. Isso implica que

a(s) = alsg) + /S T(&)dE = a(so) + Vo(s — so).

S0

Portanto o trago de « estd contido na reta que passa por «(sg) e é paralelo ao vetor
V5. Reciprocamente, se 0 trago de « esta contido em uma reta e « estd parametrizada
pelo comprimento de arco, temos que

a(s) = Py + sV, Vol = 1.
Logo, T'(s) = Vj e, portanto, 7" (s) = (0,0). Assim concluimos que &(s) = 0. O

Agora vamos estudar a variagdo do campo N. Como ||N(s)|| = 1, obtemos que
N'(s) é perpendicular a N(s) e, portanto, paralelo a T'(s). Observe que a equagéo
(1.7) implica que

Assim,

N'(s) = (= (), " (s)) = —k(s)(@'(s),5/(s) = ~k(s)T(s).  (18)

Combinando as equagdes (1.7) e (1.8), temos a

Definigdo 1.69. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
Os campos tangente 7" e normal N satisfazem o sistema de equagdes

{T’(s) = k(s)N(s), (1.9)
N'(s) = —k(s)T(s). |

As equac0es desse sistema sdo denominadas equagdes de Frenet da curva a.

38
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Defini¢do 1.70. Seja o: I — IR? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
0 referencial {7, N'} é chamado referencial de Frenet de a.

Exemplo 1.71. Seja 3: [0, 00) — R? a curva dada por

(NI

Bs+ 1% —1 (Bs+15 1)

ﬁ(s) = 2 ) 3

(ver Exemplo 1.65). O referencial de Frenet dessa curva é {7, N'}, onde

1)5

) ((3s +1)3

Bs+1)3 (3s+1)

T(s) =

o=

N(S)=<—((38+1)3_11)2» 1 )
B 18 (@4 1)}

(ver Figura 1.34).
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T

v/
7

N

~

N

— D>

x(s)
Figura 1.34: Referencial de Frenet

Animacao 1.34: geogebra.org/m/hvtfasyy

Vamos definir a curvatura de uma curva regular ndo necessariamente parametrizada
pelo comprimento de arco. Como vimos no Teorema 1.49, p.28, toda curva regular
admite uma reparametrizagdo pelo comprimento de arco.

Defini¢do 1.72. Sejac: I — R?uma curva parametrizada e regular, e seja3: J — R?
uma reparametrizagao pelo comprimento de arco de «. Definimos a curvatura de v em
t € I como a curvatura de $ no ponto s € .J que corresponde ao ponto ¢ € I.

0 préximo resultado expressara a curvatura de uma curva regular ndo necessaria-
mente parametrizada pelo comprimento de arco.

Teorema 1.73. Seja o: I — R? uma curva regular, definida por a(t) = (z(t),y(t)).
Entdo a curvatura de «o em t € I é dada pela expressao

' (t)y" (t) — 2" (t)y'(t
(GREr (19

k(t) =

Demonstragdo. Consideremos 3: J — R? uma reparametrizacio positiva de « pelo
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1.5. Curvatura e equagdes de Frenet

comprimento de arco. Se escrevemos 3(s(t)) = a(t) = (x(t),y(t)), entdo,

e
2
(& (1), (1) = (1) = S (P + 901, am
Visto que )
kE(s(t)) = <Z§,N(s(t))>, (1.12)

temos usando (1.11),

2
(" (t), N (s(t))) = [lo/ (1) <Z§»N(S(t))> + 8" (E)(T(s(1), N(s(1)))-

Como 7" e N sdo ortonormais, usando (1.12), temos

_ ("), N())
k(t) = W' (1.13)
Visto que .
N(t) - Ha/(t)H (_y (t),l' (t))7
obtemos

O]

A funcdo curvatura de uma curva « é invariante por translagdo e invariante por ro-
tagdo no plano, isto &, a fungao curvatura é invariante por um movimento rigido de c.

Proposicéo 1.74. Sejam o: I — R? uma curva regular, dada por

e ko: I — R afungéo curvatura da curva c.
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1. Curvas Planas

(i) SeT: R? — R? é a aplicagdo translagdo do plano segundo o vetor (a, b), isto €,
T(z,y) = (x+a,y+0b),
entéo k,, € invariante por T;
(i) Se Ry: R? — R? ¢ a aplicagéo rotagéo de um angulo 6, ou seja,
Ry(z,y) = (xcosh —ysenb,ycosh + xsend),

entdo k., € invariante por Ry.

Demonstragdo. (i) Usando (1.10), temos que a fungdo curvatura da curva T o «,
definida por

T(a(t)) = (x(t) + a,y(t) +0),
€ kroa(t) = ka(t).

(i) Usando (1.10), vemos que a fungdo curvatura da curva Ry o «, dada por

Ry(a(t)) = (Z(t),y(t)) = (x(t) cos @ — y(t) sen b, y(t) cos O + x(t) sen 9),

é
z'()y"(t) — ="ty [t) _
Frocald) = (G + ranzee -~ e
visto que
7(t) =2'(t)cos 0 —y/(t)send, y'(t) =1y"(t)cosf + 2" (t)senb,
2'(t) = 2" (t)cos @ — " (t)send, 7' (t) =1 (t)cosd + 2'(t) sen .

Vejamos exemplos de graficos das fungdes curvaturas de curvas regulares.

Exemplo 1.75. Seja o: R — R? uma curva, definida por o(t) = (z(t),y(t)), onde

1—¢2 2t
142’ N

(t) =
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1.5. Curvatura e equagdes de Frenet

Inicialmente, vemos que

o4t o 222
") = 12t2 — 4 ") = 443 — 12t '
TV arer YW T are3

Usando as equacdes (1.14) na expressao (1.10), obtemos que
k(t) = 1.

A Figura 1.35 mostra o trago de « e o grafico de sua curvatura.

y(t)4 k(t) 4
Py P oL B Py
Py
D> D>
x(t) t
P,

Figura 1.35: Traco de « e fungdo curvatura k(t)
Animagao 1.35: geogebra.org/m/tuvzrggs

Agora fica facil ver que [z(¢)]? + [y(¢)]? = 1, isto é, o trago de « esta contido em

St.

Exemplo 1.76. Seja 5: R — R? uma curva, dada por

g = (s (2 . e () )

(ver Figura 1.36).
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1. Curvas Planas

Figura 1.36: Trago de 3

Visto que

4 4 4 4
! = i i 4 = — 3 i 3 i
B(S)—<cos(4>,sen<4>) e ["(s) < ssen(4>,s COS<4>>,
temos, usando a equagéo (1.10), que
k(s) = s°.

Observe que a fungdo curvatura k: R — R € bijetora (ver Figura 1.37).

k(s) 9

Figura 1.37: Fungéo curvatura k(s)
Animacdo 1.37: geogebra.org/m/tvgtmsmh

Em muitas situagdes, uma curva pode ter uma expressao mais simples, se ao invés
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1.5. Curvatura e equagdes de Frenet

de descrevé-la em relagéo ao sistema de coordenadas cartesianas, usarmos coordena-
das polares. O préximo resultado dara a expressao para a curvatura em coordenadas
polares.

Proposicao 1.77. Seja r = r(6) uma curva regular, definida por uma equagéo polar.
Entdo sua curvatura k(0) é dada por

(r(0))> + 2((9))> — r(9)r" (9)
k(0) = . 1.15
4 ((r(0))2 + (+(9))2)*/? 019

Demonstragdo. Sejaa(f) = r(0)(cosf,senf) = (z(0),y(0)) aequacdo paramétrica
da curva dada por r = r(6) (ver Figura 1.38). Logo,

r(e)/

L g

>
eixo polar

Figura 1.38: Trago de «
Animagao 1.38: geogebra.org/m/edrm2uj3

o/ (0) = (2',y') =" (cosf,sen ) + r (—send,cos ),
e, consequentemente,

o (0) = (2", y") =" (cos 0,sen 0) + 1’ (—sen 6, cos 6)
+ 7' (—sen@,cosf) +r (—cos, —send)
= (r" —r) (cos0,sen ) + 21" (—sen 6, cosb) .

Portanto, substituindo os valores de 2,4/, 2", 4" na Equacao (1.10), p.40, obtemos a
expressao desejada. O
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1. Curvas Planas

Exemplo 1.78 (Rosdcea). Sejar = r(6) uma curva regular, definida pela equagéo po-
larr = 4 cos(60),0 < 6 < 2 (ver Figura 1.39). Essa curva é conhecida como rosdcea
de 12 pétalas (ver Exercicio 15 para mais detalhes sobre tal curva). Inicialmente, temos
que

(r(0))% = 16 cos?(66), 7'(8) = —24sen(66)
/ 2 2 2 17 (1-16)
(r'(0))" = 24%sen*(60), r"(0) = —144 cos(66).

Usando (1.16) na expressdo (1.15), obtemos que

592 + 560 sen?(66)
(16 cos?(66) + 576 sen? (69))% .

k(6) =
E claro que a fungéo curvatura é sempre positiva (ver Figura 1.39).

k(9) ¢
Py

Py

> >
eixo polar

Figura 1.39: Rosécea de 12 pétalas e fungao curvatura k(#), quando 0 < 0 < 27
Animacdo 1.39: geogebra.org/m/acgtwmyc

Vamos dar uma interpretagdo geométrica para o sinal da fungao curvatura k: I —
R de uma curva regular a: I — R? parametrizada pelo comprimento de arco. Se
k(so) > 0, so € I, entdo, para todo s suficientemente proximo de s, a(s) esta no se-
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1.6. Interpretagao geométrica da curvatura

miplano determinado pela reta tangente a curva o em a(sp) para o qual aponta N (sg).
De fato, isso é verdade se mostrarmos que a fungdo f: I — IR, dada por

f(s) = {als) — als0), N(s0)),

€ maior ou igual a zero, para s proximo de s;. Com efeito, observe que f'(sg) = 0
e, por (1.9), f”(so) = k(so) > 0. Logo, f possui um minimo relativo estrito em s
(ver Figura 1.40). Como f(sg) = 0, concluimos a afirmagdo. Observe que, de modo

y(s)4 o T'(s0) = k(s0)N(so)
als) V)
N(s0) A as
a(s) — a(so). )
>
0 z(s)
—a(sp) -

Figura 1.40: Fungéo curvatura positiva
Animacdo 1.40: geogebra.org/m/w42kd2eb

analogo, se k(sg) < 0, f possui um maximo relativo estrito em s, e, portanto, «(s)
pertence ao semiplano determinado pela reta tangente a curva o em sq para o qual
aponta o vetor —N (sg).

Definigéo 1.79. Considere uma curva o: I — R? parametrizada. Sejam, para cada
r >0,
P, = a(so) + 1N (so)

e C, o circulo de centro P, e raio r. Quando k(sg) > 0, definimos o raio de curvatura
de acem so por rg = @ 0 ponto

N(s0) (1.17)
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1. Curvas Planas

é denominado de centro de curvatura ou ponto focal de oz em s, e o circulo C,, €
chamado circulo osculador de o em sq.

Ser >rg= ﬁ, entdo, para s suficientemente pequeno, «(s) esta contido no
interior de C,. (ver Figura 1.41). De fato, vamos considerar a fungdo g: I — R, definida
por

9(s) = lla(s) = B =

para s proximo de sg e « parametrizada pelo comprimento de arco.

Cr,

Figura 1.41: C,. quando o > 71 > 1¢

Agora, usando a definicdo de g e as equagdes de Frenet, temos que g(sg) =
g (s0) = 0eg”(so) = —k(so)r + 1. Logo, se r < ﬁ entdo g possui um mi-
nimo estrito em sg e, se r > @ g Possui um maximo estrito em sq, 0 que conclui a

prova da afirmacao. Em geral, nada se pode afirmar quando r = kéo).

Ser <rg= ﬁ, entdo, para s suficientemente pequeno, «(s) estd contido no
exterior de C,. (ver Figura 1.42).
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1.6. Interpretagao geométrica da curvatura

Figura 1.42: C,. quando rg > r{ > 7o

Exemplo 1.80. Seja o: [—7, 7] — R? uma curva, definida por
a(t) = (t,sent).

0 vetor normal a curva « é dado por

1

N(t) = ﬁ(— cost,1).
Usando (1.10), temos que a fungéo curvatura de o é
sent
k(t) = T T o)
Portanto, o raio de curvaturade a. em ¢y = — 7 é
T = — 1 =1
k(=3%)

e, usando (1.17), obtemos que Py = (—g, O) . Assim, o circulo osculador de o em ¢

possui centro P, e raio ro (ver Figura 1.43).
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a(to)

Figura 1.43: Circulo osculador de «(p) em o, quando —7 <t <7
Animacao 1.43: geogebra.org/m/hrhwsyks

Vimos que os pontos do plano R? podem ser representados por um par ordenado (z, )
em coordenadas cartesianas ou ainda por um par (r, #) em coordenadas polares. Por
outro lado, o conjunto dos nimeros complexos

C={a+bi;a,bcRei?=—1}

também pode ser identificado com o plano R? mediante a sequinte aplicac&o: fixe um
ponto O e uma semirreta / com origem O. Considere o sistema cartesiano dado por: a
origem é o ponto O, a semirreta / corresponde ao eixo Oz positivo e 0 eixo Oy positivo

€ obtido por uma rotagéo de g da semirreta /, no sentido anti-horario. A cada nimero

complexo z = x + iy iremos associar o ponto de coordenadas (z,y). Se z = = + iy,
as partes real e imagindria de = sdo definidas por Re(z) = x e Im(z) = y, respec-
tivamente. Em relago a identificagdo que fizemos de C com R?, temos que Re(z) é
a projecé@o de =z em relagdo a primeira coordenada, enquanto Im(z) é a proje¢éo de
z em relagdo a segunda coordenada. Observe que, com essa associagao, o eixo Ox
corresponde aos nimeros complexos que sao reais, e sera denominado eixo real, en-
quanto o eixo Oy corresponde aos nimeros complexos que sdo imagindarios puros e
serd denominado eixo imagindrio (ver Figura 1.44).
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1.7. Curvas no plano complexo

TN
S
s
e
=
N S 2 =Tty
I~ |
£ !
S |
g !
3 |
|
|
0 etxo real T

Figura 1.44: Plano complexo
Animacéo 1.44: geogebra.org/m/ytyugvgd

No conjunto dos numeros complexos, além das operag¢des de soma e multiplicagdo
por escalar real, as quais correspondem as operagdes de soma e multiplicagao por
escalar de R?, estdo definidas as sequintes operagdes:

(i) Multiplicagdo de nimeros complexos. Se z; = 1 + iy; € 22 = T2 + iy, @
multiplicagdo de z; por z, é dada por

2120 = (X122 — Y1Y2) + 1(T1Y2 + Z2U1).

Observe que se z = = + iy e z; = 4, entao z1z = iz = —y + ix. Logo, se z
estd associado ao par ordenado (x, y), entdo iz estd associado ao par (—y, x).
Geometricamente, a multiplicagdo por i corresponde, nessa identificagao, a uma

rotagao de g no sentido anti-horario.

(i) Conjugagdo. Dado um nimero complexo z = x + iy, definimos o seu conjugado
Z por
Z=x—1y.

Se z estd associado ao par ordenado (z, y), seu conjugado esta associado ao
par (x, —y) e, portanto, a conjugagao de nimeros complexos corresponde geo-
metricamente a uma reflexdo em relagdo ao eixo Oz. E facil ver que z = ».

(iii) Mddulo e argumento. O mddulo de um niimero complexo z = z + iy é

|z] = Va2 + 2.
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1. Curvas Planas

Observe que 0 médulo do nimero complexo = + iy é igual ao médulo do vetor
(x,y). Se z # 0, o argumento de z, arg(z), é, médulo 27, o angulo que = faz
com o eixo Oz, no sentido anti-horario. Note que, se # é o argumento de z, entdo
podemos escrever z cOmo

z = |z|(cos @ +isenf) = |z| e,

onde ¢ = cosf + isen@ é a aplicagdo exponencial complexa calculada em
if. Se pensamos o plano R? com coordenadas polares, a identificagdo de C
com R? é a aplicagdo que a cada » # 0 associa (||, arg(z)). Dois nimeros
complexos ndo nulos z e w s&o ortogonais, se Re(zw) = 0 ou Re(wz) = 0,
ou, equivalentemente, se multiplicamos um deles por 7, obtemos um muiltiplo
escalar do sequndo. Uma outra observagao util € que o mddulo de z satisfaz a
equagao
|z|? = 2z.

Defini¢ao 1.81. Uma curva parametrizada cujo trago esta contido em C é uma aplicagdo
z: I — C definida no intervalo I e tomando valores em C, dada por

2(t) = x(t) +iy(b),

onde z,y: I — R sao fungdes reais. O tragco da curva z é o conjunto imagem z(I) C
C.

A curva z é continua, se as fungdes x e y sdo fungdes continuas em 7. Além disso,
se x e y sdo fungdes n-vezes diferencidveis em I, temos que z é n-vezes diferenciavel
em/e

2Bty = 2B () + iy® ().

0 vetor velocidade da curva z em ¢ € I é 2/(t). A velocidade escalar é dada pelo
modulo |2/ (¢)| de 2’(¢). Em analogia com a defini¢do de curvas no plano, dizemos que
z éregular se |2’ (t)| # 0, paratodot¢ € I, e que z estd parametrizada pelo comprimento
de arco, se |2'(t)] = 1, paratodot € I.

Daremos agora alguns exemplos de curvas parametrizadas em C.

Exemplo 1.82. Sejaz: R — Cuma aplicagdo dada por z(t) = zo+tw, com zp, w € C
ew # 0. A curva z é regular e seu trago é uma reta .
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1.7. Curvas no plano complexo

Exemplo 1.83. Considere z: [0,27] — C uma aplicagéo definida por 2(¢t) = re*,
onder € R, > 0. Acurva z é regular e seu trago é um circulo de raio r e centro na
origem.

Exemplo 1.84 (Espiral de Arquimedes). Seja z: [0,00) — C uma aplicagéo, dada
por z(t) = at e, onde a € R. A curva z é regular e seu trago é denominado espiral de
Arquimedes (ver Figura 1.16, p.13).

Suponha que z: I — C é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
Definimos os campos tangente e normal, 7' e N, respectivamente, por

T(t) = 2'(t),
N(t) =iz (t) = iT(t).

Identificando 7" e N com vetores de R?, temos que {7, N} é uma base ortonormal
positiva de R?, uma vez que NN é obtido por uma rotagdo de 7" por um &ngulo g no

sentido anti-horario.
A reta tangente a curva z em ¢ € I € a reta que passa por z(t) e é paralela a 2/ ().
Essa reta é o trago da curva w: R — C, definida por

w(s) = z(t) + s2'(t).

A retanormal a curva z em ¢t € I é areta que passa por z(¢) e paralela a iz'(t). Essa
reta é o trago da curva w: R — C, dada por

w(s) = z(t) +is2'(t).

Como T'(¢) é um nimero complexo unitério, temos que sua derivada 7”(¢) é ortogonal
aT(t),isto é, existe uma fungdoreal k: I — R, tal que

T'(t) = k(t)N(t) = ik(t)T(t). (1.18)
A fungdo k é chamada curvatura de z. A equacdo (1.18) pode ser reescrita como
2" (t) = ik(t)2'(t),

que é a equacdo de Frenet de z. No caso em que z é uma curva regular, mas néo
estd necessariamente parametrizada pelo comprimento de arco, o0 campo tangente 7'
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1. Curvas Planas

/
, t . . . ~
édadopor7'(t) = ‘2,8‘ , €, portanto, vale um resultado, que é equivalente a equagao

de Frenet de z.

Proposigao 1.85. Seja z: I — C uma curva regular. Entéo

% (@) = ik(t)2'(t).

Demonstragdo. E uma consequéncia direta da equagéo de Frenet para uma reparame-
trizacdo de z, pelo comprimento de arco. O

Para obtermos uma expressao para k, em fungdo de z(¢), vamos lembrar que, se
r=ux+iyew=u+ v, entao

rw = zu + yv + i(yu — xv).

Como C é um espago vetorial sobre R, podemos definir o produto escalar real entre r
e w por
(r,w) = Re(rw).

E claro que (r, iw) = Im(rw) e (r, iw) = —(ir,w). Podemos agora calcular a fungéo
curvatura de z.

Proposicao 1.86. Seja z: I — C uma curva regular. Entdo a curvatura de ~ é dada por

M= ep
i : . Z'(t)
Demonstragdo. Considere 7' o campo tangente de z, que é dado por 7'(t) = EGk
z
Usando a Proposicao 1.85,
d (2N _ oy /
o <’2,(t)’> = ik(t)z'(t) = k(t)|2'(t)| N (¢). (1.19)

Visto que

% (i&) B % (zitﬂ) 2+ |Z,L)Z”(t),
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temos

i () 2O+ g ® = HOFOIN®),

Portanto

d 1 / 1 " _ Z,
= (!z(t)l) O + g O = kO OIN (). (1.20)

Fazendo o produto interno de ambos os membros da equagao (1.20) por N (¢) e usando
o fato de que 7'(¢) e N(t) sdo ortonormais, obtemos

1
KO = om0, N ) (1.21)
/
Observe que N (t) = i;,gg‘ . Portanto a equacédo (1.21) implica que

0 que conclui a prova da proposigao. O

0 objetivo desta secdo é mostrar que, de certa forma, a fungao curvatura determina a
curva. Antes de enunciar e demonstrar esse fato, faremos alguns comentérios.

Seja «: I — R? uma curva, dada por a(s) = (z(s), y(s)), a qual podemos assu-
mir, sem perda de generalidade, parametrizada pelo comprimento de arco, isto €,

('(5))” + (¢ (5))* = 1.
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Dessa forma, existe uma fungdo 6 : I — R tal que
7'(s) = cosf(s), y'(s) = senf(s). (1.22)
Se 6 é uma funcao diferenciavel, entao
2"(s) = —0'(s)senf(s) e y"(s)=0(s)cosb(s),
isto &,
T'(s) = 0'(s)N(s).
Usando as equacgdes de Frenet 1.9, p.38, vemos que
0'(s) = k(s),
isto é

0(s) = / E(&)dE + 6(so). (1.23)
50

Concluimos desses comentarios que se existir uma curva o.: 1 — R?, definida por
a(s) = (x(s),y(s)) e parametrizada pelo comprimento de arco, tal que uma fungéao
k: I — R de classe C? seja sua fungdo curvatura, entdo, usando (1.22) e (1.23), as
fungdes x: I — Rey: I — R satisfazem as equagoes

2(r) = cos ([ W@ +0(00))

S0

) =sen ([ Ke)de +0(60)) . (1:24)

S0

7'(s0) = cosf(so) € ¥'(s0) =senf(sp).

Teorema 1.87 (Teorema Fundamental das Curvas Planas). Seja k: I — R uma
fungéo continua. Entdo, dados s € I, Py = (p1,p2) € R? e Vo = (v1,v2) € R? com
Vol = 1, existe uma unica curva parametrizada pelo comprimento de arco o: I — R?
de classe C?, tal que a fungéo curvatura de o(s) em s € I é dada por k, a(sq) = Py e
o/ (sp) = V. Além disso, a curva o é dada por o(s) = (z(s),y(s)), onde

2(s) = p1 + / - (/o k(€)dE + 90) ir,
) = / - (/T k(€)de + 90> dr.

e 6y € [0,27) é o unico dngulo tal que Vi = (cos by, senby).

(1.25)
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1.8. Teorema fundamental das curvas planas

Demonstragdo. Visto que ||Vp||* = v? + v3 = 1, existe um Gnico 6 € [0, 27) tal que
v1 = cos B e vy = sen . Fazendo x(sg) = p1 € y(sg) = po, defina a: I — R? por

x(s) =p1 + /S cos (/T k(&)de + 90> dr,

y(s) =p2 + /0 sen </0 k(€)dE + 00> dr.

a(so) = (p1,p2) = Po, o/ (s0) = (cos by, senby) = (v1,v2) = Vo,
o' (s)]| =1,

(1.26)

Essa curva satisfaz

isto é, o é parametrizada pelo comprimento de arco. Além disso,

a(s) = k(s)N(s),

N(s) = (— sen (/O k(€)d¢ + 90> , CoS </0 k(¢)d + 90>> .

Portanto, k: I — R é a fungdo curvatura de a.

Vamos provar agora a unicidade da curva «, dada por (1.26). Suponhamos que
existam duas curvas, definidas por a(s) = (z(s),y(s)) e 8(s) = (u(s),v(s)) nas
condi¢bes do teorema. As equagdes de Frenet para « e 3 implicam que as fungoes
f(s) =2'(s) —u'(s) eg(s) = y/(s) — v'(s) satisfazem o sistema

{f’(S) = —k(s)g(s),
q'(s) = k(s)f(s).

onde

Consequentemente,

S (P4 07 (5) = F(9)f(5) + 9(s)9'(5) = 0.

Logo (f% + ¢?) é uma fungéo constante, e, como é nula em s = s, temos que (f2 +
g%)(s) = 0, qualquer que seja s € I, e, portanto, f(s) = g(s) = 0. Assim concluimos
que

o(s) = B'(s), Vs e l.
Agora, usando o fato de que a(sg) = B(sg) = P, obtemos que «(s) = (3(s), para
todo s € I, 0 que conclui a prova do teorema. O
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Observacgao 1.88. Note que se assumirmos, no enunciado do Teorema 1.87, que a fungdo
k é de classe C" para algum r > 1, entdo a curva « definida por (1.25) serd pelo menos
de classe C" 2.

Exemplo 1.89 (Espiral de Cornu). Seja k: R — R uma fungdo, definida por k(s) =
1 + s (ver Figura 1.45). Determinaremos uma curva o: R — R? tal que a fungdo
curvatura de . em s € R é dada por k. A solugdo desse problema é uma aplicagédo
direta do Teorema 1.87, quando P, = (0,0) e Vj, = (1,0). De fato, visto que

T T 2
/Sok:(g)df :/0 (1+€)de =7+ % e 0(0) =0,
temos, usando (1.26),

ot = ([ (5 ), [ (4 Z) ).

0 trago de o descreve uma espiral de Cornu (ver Figura 1.45).

y(s)% k(s)4

Py
Py x(s) Py s

Figura 1.45: Espiral de Cornu e gréfico de sua fungéo curvatura k&(s)

Concluimos imediatamente que a fungdo curvatura de o em s é k, definida por
k(s) =1+ s.

Esse resultado tem, como consequéncia, que a fungao curvatura determina uma
curva, a menos de sua posi¢éo no plano.
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Corolario 1.90. Duas curvas o, 3: I — R? parametrizadas pelo comprimento de arco
com a mesma fungdo de curvatura k: I — R? sdo congruentes, isto & existem uma
rotagdo A: R? — R? e uma translagdo por um vetor b € R? tal que para todo s € I,

B(s) = (Ao a)(s) +b.

Demonstragdo. Fixe so € I. Seja A: R? — R? arotagdo que leva a/(sq) em 3'(so),
esejab = [(sg) — A(a(sp)). Temos que a curva -, dada por v(s) = Ao a(s) + b,
é tal que v(so) = B(s0), ¥ (s0) = B'(s0), e a curvatura em cada ponto y(s) é k(s).
Agora, usando o teorema fundamental das curvas planas, v(s) = ((s),todo s € I, 0
que conclui a prova. O

Veremos novamente que a curvatura € uma medida de quanto a curva difere da reta tan-
gente para pontos proximos do ponto estudado, agora mediante a expansao de Taylor.

Proposicédo 1.91 (Forma Canonica Local). Seja a: I — R? uma curva regular, pa-
rametrizada pelo comprimento de arco e de classe C*. Entéo

a(s) = a(so) + (s — s0)T(s0) + (5_2!50)216(80)]\7(50) 02
+ (5_53!‘90)3[/@’(30)]\7(50) — k*(s0)T(s0)] + R(s), |
onde R(s) = (Ri(s), Ra(s)) e
lim ) g,

S$—S0 (S = 80)3

Demonstragdo. Seja o.: I — R? uma curva reqular, parametrizada pelo comprimento
de arco de classe C*, dada por a(s) = (x(s),y(s)). Considerando a aproximagao pela
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expansao de Taylor de cada coordenada de o, temos que

_ . / (s — 30)2 1"
o(5) = 2(s0) + (s~ 50)2'(s0) + 0 (s)
n (s — s0)3

30 2" (s0) + Ri(s),

(s s0)? (1.28)

y(s) = y(s0) + (s = s0)y (s0) + 5~/ (s0)
S§— S 3

\ 4 . 0)

y" (s0) + Ra(s),

onde R .
lim 71(8) = lim 72(8)

=0.
S—S80 (S — 50)3 S$—S80 (8 — 80)3

Usando as equagdes de Frenet (ver (1.9), p.38), obtemos que

(z"(s0), 4" (s0)) = & (s0) = T"(s0) = k(s0)N(s0)

(=" (s0), 4" (s0)) = o (s0) = (T’(s))’\szso = (k(s)N (s))’\szso
= K'(50) N (s0) + k(s0)N'(s0) (1.29)
= k/(50)N(s0) — k*(50)T(s0).

)

Portanto, € suficiente usarmos (1.29) em (1.28) para obtermos (1.27).

50
S0

O]

Observagao 1.92. A equagdo (1.27) mostra que k(sq) determina o quanto «(s) difere
da reta tangente & curva « em s, para pontos proximos de «(sg), isto €,

s —80)2 s —s0)°
a(s) —a(s0) = (5= )T (s0) + OGP KeIN o)+ O

+ [K(s0) N (s0) — k*(s0)T (s0)] + R(s),
para pontos préximos de sq. A representagdo (1.27) é chamada forma candnica local
de « e descreve o comportamento de qualquer curva regular parametrizada pelo com-

primento de arco na vizinhanga de um ponto «(sy). Em particular, ela nos diz que, se
k(so) # 0, o traco de « fica de um lado da reta tangente a o em sy.
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1.9. Forma canoénica local

Exemplo 1.93. Seja a: [0, c0) — R? uma curva, definida por

[ (Bs+ 1)2/3 —1 ((3s+ 1)2/3 . 1)3/2
a(s) = 5 : -

(ver Exemplo 1.52). Visto que

s 2/3 _ 1\1/2
a,(s>:T(S):< 1 ((3s +1)2/3 — 1) )

(3s+1)1/3° (3s +1)1/3
e, portanto,

(s + 18— 112

a’(s) = 351 N(s),

s+1)2/3 —1)3
N(S):<_((3+1) 1) 1 )

onde

(Bs+1)1/3 7 (3s+1)1/3
obtemos que a fungao curvatura k é dada por
(35 +1)%/3 —1)"1/2

k(s) = 3511 , s €(0,00).
K(s) = -2 +(;ff 1_)21)_1/2 (Bs+123(@s +1¥2 — 1)1+ 3)

e, usando (1.30), vemos que a forma candnica local de o nos pontos préximos de sg =
+ é dada por

=o)L 2
113 2
S CNORCOIRE
oY <51),> = ((4)1/23 -1 ((4)1/33_ 1)3/2> o <;> _ (211/37 ((4)1(/23)1_/31)1/2) |

N [ @-1 1 1\ (@3 -1)"1/2
N <3> N (‘ (2)1/3 ’(2)1/3> o <3> N 2 ’

+ R(s),
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1. Curvas Planas

. (1> - I U @e e - 1) + 1),

Dada uma funcdo real k é possivel obter, usando a forma canénica local, uma curva
tal que sua fungdo curvatura seja k.

Exemplo 1.94. Seja k: [0,00) — R uma funcéo definida por k(s) = 2s. Seja « :
[0, 00) — R? uma curva tal que sua fungéo curvatura seja dada por . Usando o teo-
rema fundamental das curvas planas (ver Teorema 1.87, p.56), vemos que a curva «,
dada por «(s) = (z(s), y(s)), onde

possui fungdo curvatura k. Além disso, N (0) = (0,1),«(0) = (0,0),a/(0) = T(0) =
(1,0), k(0) = 0 e £/(0) = 2. Usando (1.29), vemos que

3

z(s) =s+ Ri(s), y(s)= 2% + Ro(s). (1.31)

Sejam o I — R? uma curva parametrizada e N: I — S' o seu campo normal unita-
rio.

Defini¢do 1.95. Uma curva paralela a curva o é uma curva . : I — R?, definida por

a,(t) = a(t) +rN(t), r € R.

E claro que
e (£) — a(t)]| = Ir|
(ver Figura 1.46).
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1.10. Curvas paralelas

rN(t)

Figura 1.46: Curvas paralelas
Animacéo 1.46: geogebra.org/m/cns2nna5

Exemplo 1.96. Seja 3: [0, 47] — R? uma curva parametrizada, dada por

B(t) = (2008 g, 2sen ;) .
Entdo, a curva paralela a 3 é a curva 3, : [0, 47] — R?, definida por
Br(t) = B(t) +rN(t), r € R,

onde N: [0, 47] — S! é um campo normal unitario de /3.
Visto que

t t
N(t) = <—0052,—sen2> ,

t t t t
Br(t) = (2COS 5,28811 2) +7r <— c08 5, — sen 2)

t t
=2-r) (cosZ,sen2> , T FE2

(ver Figura 1.47 parar = —8, —6, 6, 8). Observe, usando (1.10), que as fungdes curva-
turas de 3 e 3,,, respectivamente, sdo

(D) = 5 e ke(t) = 5

temos
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1. Curvas Planas

isto é,

Figura 1.47: Curvas paralelas ao circulo parar = —8,—6,6,8
Animacdo 1.47: geogebra.org/m/namxbfjb

Uma pergunta natural surge: em que condigOes as curvas paralelas de uma curva
parametrizada sdo regulares? Uma resposta para essa pergunta é dada no resultado
seguinte.

Proposigdo 1.97. Seja o: I — R? uma curva regular e de classe C2. Entéo, a curva o,
r # 0, paralela a curva o, € reqular se, e somente se,

1
k() # - Viel,
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1.10. Curvas paralelas

onde k € a fungdo curvatura de a.

Demonstragdo. Visto que
ar(t) = a(t) + rN(t),
obtemos
al(t) = (t) +rN'(t). (1.32)
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que « esta parametrizada pelo com-
primento de arco. Logo, usando as equagdes de Frenet (1.9), p.38, em (1.32), vemos
que
al(t) =T(t) —rk(t)T(t)
= (1 —rk(t))T(t),
onde T'(t) # 0, pois o € uma curva regular. Assim, «,. é uma curva regular, isto é,
al.(t) # 0, se, e somente se,

1 —rk(t) #0,
ou seja,
k() # %w el
Isto conclui a demonstragao do resultado. O

Exemplo 1.98. Seja o: R — R? uma curva parametrizada, dada por
a(t) = (t,t2).
Portanto, a curva paralela a curva o é a curva o, : R — R?, definida por
ap(t) =a(t) +rN(t), r € R,

onde N: R — S! é um campo normal unitario de «. Visto que
1

N(t) = ———(—2¢,1),
O=Fm Y
temos 1
ar(t) = (¢, %) + r————(—2t, 1
(t) = (t,t) m( )

(t 2t e, T > eR
= y s T .
NG V1 1 422
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1. Curvas Planas

Agora, sejam
zt)=t, yt)=1t*, teR,

as coordenadas da curva «. Portanto,
) =1, 2"(t)=0, y@t)=2t, y'(t)=2
e, usando (1.10), temos que a fungao curvatura de « é dada por

2

(ver Figura 1.48).

k(t) &
2

S v4

Figura 1.48: Gréfico de k
Animagcao 1.48: geogebra.org/m/bcrgbwpx

Visto que
0 < k(t) <2,

vemos, usando a Proposicao 1.97, que o, r # 0, é regular, se e somente se,

R _ 125 85 41
(ver Figura 1.49), quando r = —252, -2, —%-.
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1.10. Curvas paralelas

125 85 _ 41

Figura 1.49: Curvas paralelas, quando r = — 25>, -2, —5
Animacado 1.49: geogebra.org/m/ajvkcjab

Agora, usando a Proposicdo 1.97, observe que as curvas «,., r € (0, 2], paralelas
a curva «, ndo sdo regulares. Um exemplo € a curva o : R — R?, definida por

ar(t)= [t — 2
(1) < V1 + 412 \/1+4t2>

(ver Figura 1.50). De fato,

, (14 4t2)3/2 —2 2t((1 + 4t2)3/2 — 2)
oy (t) =

(144t2)3/2 7 (14 412)3/2

1/3_1\1/2
Isto implica que & (t) = (0, 0) é equivalenteat = i%
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1. Curvas Planas

>
x(t)

Figura 1.50: Curva paralela, quandor = 1
Animagao 1.50: geogebra.org/m/vnetbuma

Exemplo 1.99. Seja a: [—m, 7] — R? uma curva parametrizada, dada por
a(t) = (sen 2t,sen(t + sen 2t))
Logo, a curva paralela a o é a curva o, : [—7, 7] — R?, definida por
a,(t) = a(t) + rN(t), r € R,
onde N: [—, 7] — S! é um campo normal unitério de o, dado por
N(t) = ((1 + 2cos2t)? cos®(t + sen 2t) + 4 cos® 2t)_1/2 X
X (—(1 + 2cos2t) cos(t + sen 2t), 2 cos 2t) .

Sejam
x(t) = sen2t, y(t) = sen(t +sen2t), t € (—m,m),

as coordenadas da curva «. Logo,

2'(t) = 2cos2t, 2" (t) = —4sen2t, y'(t) = (1 + 2 cos 2t) cos(t + sen 2t),
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1.10. Curvas paralelas

y"(t) = —[4sen 2t cos(t + sen 2t) + (1 + 2cos 2t)? sen(t + sen 2t)].
Agora, usando (1.10), temos que a fungao curvatura de « é dada por

_ 2 @)y(0) — 20y ()

k(t
()<W®V+wwmw

(ver Figura 1.51), onde

2 (t)y" (t) — 2" (t)y' (t) = —2 cos 2t(4 sen 2t cos(t + sen 2t)
+ (1 4+ 2cos 2t)? sen(t + sen 2t))
+ 4(1 + 2 cos 2t) sen 2t cos(t + sen 2t),

(S
((2'(1)* + (y/(t))2)3/2 = [4cos? 2t + (1 + 2 cos 2t)% cos?(t + sen 2t)]3/2.
k(t) &
88, 36
D>
t
—88, 36

Figura 1.51: Grafico de %
Animagao 1.51: geogebra.org/m/th6dbe3q

A funcdo curvatura & de « tem valor maximo

ko ~ 88,36,
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1. Curvas Planas

atingidoparat ~ —7% +0,002et ~ —Tf”” —0,002. 0 valor minimo da curvatura é —kq,

atingindoparat ~ § — 0,002 et ~ ?jf + 0,002. Usando, portanto, a Proposicao 1.97,
vemos que «;,., r # 0, é regular, se e somente se,

1zkoouls—ko,
T T
(ver Figura 1.52).
y(t) 4
1
>
- b
—1

Figura 1.52: Trago de « e das curvas paralelas «.
Animacdo 1.52: geogebra.org/m/y3gxphed
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1.11. Evolutas e involutas

Defini¢do 1.100. Seja o : I — R? uma curva regular tal que sua curvatura & néo se
anula em I. A evoluta de o é a aplicagdo o, : I — R? que acadat € I associa 0
centro de curvatura de o em ¢, isto &,

1
(t) = a(t) + —N(t),
ae(t) = alt) + 1N ()
onde N é o campo normal unitario de a.

Visto que estamos assumindo que k nao se anula, a evoluta esta bem definida para
todo ¢t € I. Além disso, se o é de classe C*, k > 2, entdo «. é de classe CF~2,

Proposic¢ao 1.101. Os pontos singulares da evoluta de uma curva o sdo aqueles para 0s
quais a fungdo curvatura de o possui um ponto critico.

Demonstragdo. Vamos supor, sem perda de generalidade, que « esta parametrizada
pelo comprimento de arco. Usando as equagdes de Frenet (1.9), p.38, obtemos

T SO B J
04(s) = o/ (8) + s N'(s) — N ) = g SN(s). (139)

Temos, portanto, que «. é regular, se, e somente se,
K (s) # 0.
O

Antes de vermos alguns exemplos de evolutas, observamos que, se 5: I — R? é
uma curva regular, com k(t) # 0, a expressdo da evoluta 3. de (3 é dada por

EN 18/(0) 2
N = B0+ ) N )

Notemos que 3 ndo esta necessariamente parametrizada pelo comprimento de arco.

N(). (1.34)

7



1. Curvas Planas

Exemplo 1.102. Se o traco de uma curva « descreve um circulo de raio R e centro Py,
sua evoluta é a curva constante dada por a.(t) = P,. De fato, parametrizando a curva
« pelo comprimento de arco obtemos

a(s) =Py + (Rcos%,Rsen%) , s €[0,2mR].

1
Logo, k(s) = = e, portanto,

ae(s) = a(s) + R (— cos%, —sen %) =B,.

Exemplo 1.103. Considere a elipse dada pelo trago da curva a: [0, 2] — R?, definida
por
a(t) = (acost,bsent),

a,b > 0. Usando a Proposicao 1.73, temos que a curvatura da elipse é dada por

ab
k(t) = — > 0.
(®) (a2 sen? t + b2 cos? t)3/2

A evoluta de o, pela equagao (1.34), é dada por

2 2 2 2
sen“t + b“ cos“t
ae(t) = (acost,bsent) + asent

a?-b 5 b—-a® 4
= cos” t, sen”t | .
a b

(—bcost, —asent)

0 trago da evoluta da elipse é descrito pelo astroide de equagéo

(ax)2/3 + (by)2/3 _ (a2 o b2)2/3

(ver Figura 1.53), cuja curva néo € regular nos pontos o (t), parat = 0, 7, , 37”
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1.11. Evolutas e involutas

Figura 1.53: Elipse « e sua evoluta o, quandoa = 2e b =4
Animacao 1.53: geogebra.org/m/u6zdc5ha

Exemplo 1.104. Considere a cicloide do Exemplo 1.36, p.22, quando r = 1, dada pelo
trago da curva «, definida por «(¢) = (t—sent, 1—cost),t € (0, 2) (ver Figura 1.54).
Usando a Proposi¢do 1.73, p.40, vemos que a curvatura da cicloide é dada por

cost — 1
k(t) = ————~ #0.
®) (2 — 2cost)3/2 7

A evoluta da cicloide de « é a curva definida por

2 —2cost

t)=(t— Gy il = t
ae(t) = (t — sent, COS)+cost—1

(—sent,1 — cost)
= (t+sent,cost —1).

Observe que

a(t+7m) = ae(t) + (m,2),
isto é,

ae(t) =a(t+m)— (m,2).

Logo, a menos de uma translagao, a evoluta de « € a prépria cicloide.
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1. Curvas Planas

>
x(t)
ae(t)

Figura 1.54: Cicloide « e sua evoluta c, para 0 < ¢ < 27
Animacao 1.54: geogebra.org/m/rcb2ajtr

Note que «. deixa de ser reqularem ¢ = .

A equacdo (1.33) mostra que o vetor N (¢) é paralelo ao vetor o,() e, portanto, a
reta normal a curva o em «(t) coincide com a reta tangente a o em a,(t). Um outro
modo de interpretar esse fato é dizer que a evoluta de uma curva tem a propriedade de,
em cada instante, ser tangente as retas normais da curva. Nesse caso, dizemos que a
evoluta de uma curva é a envoltéria da familia de retas normais dessa curva.

Em geral, a evoluta de uma curva parametrizada pelo comprimento de arco nao esta
parametrizada pelo comprimento de arco. Considere J C I um intervalo no qual .
seja regular. O comprimento de arco de «, a partir de ¢y € .J, é dado por

()= bty
E=|— —

k(e) k(t)  k(to)

onde usamos que k e k' ndo trocam de sinal em J. Usando a defini¢ao da evoluta .

de uma curva «, temos que

9

sty = [ flal(e)de = /

to

1
t) = ael(t) — —<N(1).
aft) = aclt) = 1N (D)
A equagdo (1.33) diz-nos que o campo tangente unitario de o é iguala — NV, se &'(t) >
0. Podemos, portanto, recuperar a curva «, a partir de «., pela equagéo
1 al(t)

olt) = oell) + F@ ol O
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1.11. Evolutas e involutas

Vamos introduzir agora uma nogao dual a de evoluta de uma curva regular a: T —
R?. Seja to € I fixado, e seja £: I — R o comprimento de arco de « a partir de ¢,

L(t)= [ lo'(e)llde.

to

Defini¢do 1.105. Uma involuta da curva regular o: I — R? éacurva a;: I — R?,
dada por
a;(t) = a(t) + (C = L(1))T(b),

onde 7" é o campo tangente de «, e C' é uma constante real positiva.

Observe que, para valores diferentes de C, obtemos involutas diferentes de «, po-
rém todas sdo equidistantes, conforme mostra a Figura 1.55.

Figura 1.55: Involuta de o

Agora estudaremos a regularidade da involuta de uma curva regular.
Proposicdo 1.106. Se C # L(t) e k(t) # 0, entdo a involuta o; : I — R? de uma

curva regular o : I — R? éregularemt € I. Além disso, T;(t) = N(t), N;(t) = T(t)
e
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1. Curvas Planas

Aqui, T;, N; e k; denotam os campos tangente unitdrio, normal unitdrio e a fungéo cur-
vatura de «;, respectivamente.

Demonstragédo. Calculando o vetor (), obtemos

aj(t) = o (t) — LT () + (C — L{)T'(t)
= o/(t) = [l DT () + (C = L{)k()]lo’ ()N () (1.35)
= (C = L@®)k®) I/ @®)IN(2),
onde k é a curvatura de «. Portanto, se C' # L(t) e k(t) # 0, entdo «; é regular em
t. Vamos supor que C' > L(t), Vt € I e nos restringir aos subintervalos .J de I nos

quais k(t) # 0. Se k(t) > 0 em J, temos que os campos tangente 7; e normal V; da
involuta o; relacionam-se com os campos correspondentes da curva « por

Ti(t) = N(@)  Ni(t) = =T(),

enquanto nos intervalos onde k(s) < 0, temos

Dessas equagdes, temos que as retas normais da involuta «; sdo as retas tangentes a
«, e as retas tangentes de «; séo paralelas as retas normais de « nos pontos corres-
pondentes. O célculo da curvatura k; de «; é dado por

(T3 (t), Ni(t)) (T'(t), N(t)) _ k@)l @)]|

ki(t) = ol Ol k@)l

Usando a equagéo (1.35), se k(t) > 0,

1
ki(t) = C— L)’

e sek(t) <0, .
kz(t) = _C — E(t)

0 préximo resultado dara a evoluta de «;.
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1.12. Exercicios

Proposigao 1.107. A curva « € a evoluta de qualquer uma de suas involutas, isto €,
(a)e(t) = a(t).

Demonstragdo. Temos, por defini¢do da evoluta de «;, que

(%Mﬂz%@+§%M@

() +(C = L®)T(t) — (C = L(1))T(?)
(£)-

(0%
(0%

O

-

1. Seja a: [a,b] — R? uma curva de classe C'. Mostre que
b /
Ja(®) - a@)l < [ la'(®)at
a

2. Calcule as curvaturas das curvas, dadas por

(i) z(t) = acoste®;
(i) z(t) = ate';
(iii) z(t) = e+t
(iv) z(t) = 20 + tw, 20, w € C, w #0;
(v) 2(t) = a(1 + cost)e

3. Considere uma curva cujo traco é o grafico de uma fungéo definida pory = f(z),
onde f: I — R é uma funcdo duas vezes diferenciavel. Mostre que a curvatura
dessa curva é dada por

1
PR i C) Ny
(1+(f(2))%)>
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1. Curvas Planas

4. Determine a curvatura do grafico da fungédo f, definida por f (z) = logz, z €
(0, 00). Além disso, esboce o gréfico dessa curvatura.

5. Mostre que a fungdo curvatura k da catendria (ver Exemplo 1.11), isto é, o grafico
da fungdo f, dada por f(z)=acosh(%),a #0,é

Além disso, eshoce o grafico de f e de sua fungao curvatura k, quando a = 1.

6. Determinar a curvatura do trago da curva dado pelo grafico da fungéo f, definida
por f(x) = sen(az?) no ponto (0,0) (ver Figura 1.56), quando a = 3.

f(z) &

Figura 1.56: Grafico de f, definida por f(z) = sen az?, quandoa = 3
Animacao 1.56: geogebra.org/m/hzvwgpnb

7. Determinar a curvatura do trago da curva dado pelo grafico da fungéo f, defi-
nida por f(x) = x%%, cujo grafico de f é denominado curva de Agnesi (ver
Figura 1.57).
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1.12. Exercicios

Figura 1.57: Curva de Agnesi
Animagao 1.57: geogebra.org/m/j9tqcgvh

Além disso, eshoce o grafico de sua fungéo curvatura.
8. Seja a: [0,27] — R? uma curva, dada por
a(t) = ((1 —2sent)cost, (1 —sent)sent)
(ver Figura 1.58).

y(t)p

Figura 1.58: Trago da curva «
Animacdo 1.58: geogebra.org/m/s24ywvz8

() Mostre que « € uma curva regular, de classe C* e fechada;
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1. Curvas Planas
(i) Mostre que a curva « ndo é simples.
9. Seja a: [0,27] — R? uma curva, definida por

a(t) = ((1+ cost)cost, (1 + cost)sent).

0 trago dessa curva é denominado de cardioide (ver Figura 1.59).

y(t)a

Figura 1.59: Cardioide
Animacdo 1.59: geogebra.org/m/fzerrws3

(i) Determine as cuspides de ¢;
(ii
(iii
(iv) Mostre que o trago de o pode ser descrito pela equagdo 2(t) = (1 +
cost)et.

Mostre que a curva « é fechada;

Calcule a curvatura de a;

)
)
)
)

10. A hipocicloide é a trajetéria descrita pelo movimento de um ponto fixo P perten-
cente ao circulo de raio r, que gira no interior de um circulo fixo de raio R > r
(ver Figura 1.60).
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y(t) 2

Co B

Jo) S Oz g

F g X 4 4 ...... P
o >

& E 14
. 2(t)
Cy

Figura 1.60: Trajetéria da hipocicloide
Animagao 1.60: geogebra.org/m/zbw3ugak

Demonstre que a curva «, dada por «(t) = (x(t),y(t)), onde

2(t) = (R — 1) cost + rcos <(R;"”)t>

y(t) = (R —r)sent — rsen <(RT)t> ,

1.12. Exercicios

é uma parametrizagdo da hipocicloide (ver Figura 1.61), no caso em que R = 5

er=2.
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1. Curvas Planas

Figura 1.61: Hipocicloide, quando R =5er = 2
Animacéo 1.61: geogebra.org/m/mexhknuz

Se R = 4r, entdo a hipocicloide recebe o nome particular de astroide (ver Fi-
gural1.62),nocasoemque R=4er = 1.

Figura 1.62: Astroide, quando R =4er =1
Animagao 1.62: geogebra.org/m/tadwyjSy

82



1.12. Exercicios

11. A epicicloide é a trajetéria descrita pelo movimento de um ponto fixo P, perten-
cente a um circulo de raio r, que gira sobre a parte externa de um circulo de raio
R > r (ver Figura 1.63).

y(t) o
Cs
D oo
F ’::“”’S’t‘:: ........ 'P ‘(‘/
0, P/Q B :
()
Ch

Figura 1.63: Trajetdria da epicicloide
Animagao 1.63: geogebra.org/m/dur5echp

Mostre que a curva «, definida por

a(t) = ((R+T) cost — 1 cos (R+T)7f, (R+r)sent — rsen (R+r)t) 5
" r

é uma parametrizagao da epicicloide (ver Figura 1.64), no caso em que R = 4 e
r=1.
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1. Curvas Planas

Figura 1.64: Epicicloide,quando R = 4er =1
Animacdo 1.64: geogebra.org/m/htk892x8

Se R = r, entdo a epicicloide recebe o nome particular de cardioide (ver Fi-
gura 1.65),nocaso R = r = 1.

Figura 1.65: Cardioide, quando R=r =1
Animacao 1.65: geogebra.org/m/kpe6ekh9
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12. Aepitrocoide é a trajetéria descrita pelo movimento de um ponto fixo P, extremo
de um segmento de comprimento d e com a outra extremidade no centro de um
circulo de raio r, que gira sobre a parte externa de um circulo de raio R > r
(ver Figura 1.66). Observe que a epitrocoide é uma generalizagao da epicicloide,
visto que podemos obter a epicicloide da epitrocoide tomando d = 7.

Figura 1.66: Trajetoria da epitrocoide
Animacdo 1.66: geogebra.org/m/fwdbcp6z

Mostre que a curva «, definida por

a(t) = ((R‘H“) cost — dcos (R:T)t, (R+ r)sent — dsen (R:T)t> ,

€ uma parametrizagao da epitrocoide. A Figura 1.67 mostra a epitrocoide para
R=4,r=1ed=3/4.
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1. Curvas Planas

Figura 1.67: Epitrocoidepara R =4,r = 1,d = 3/4
Animacdo 1.67: geogebra.org/m/pfwfxheh

13. Fazendo R = r na defini¢do da epitrocoide, obtemos a limagon.

() Mostre que, fazendo a mudanca de varidveis ¥ = 2 — d e y = y, podemos
parametrizar a limagon pela curva 3 dada por

B(t) = 2(R — dcost)(cost,sent);

(i) Mostre que 3 tem um ponto duplo na origem para d > R (ver Figura 1.68,
paraR =2ed = 4);

(iii) Calcule a fungao curvatura de 3;

(iii) Mostre que, para d > R, a fungdo curvatura tem apenas dois pontos criti-
cos, sendo um deles um ponto de maximo e o outro um ponto de minimo.
Conclua que a curvatura é positiva em todos os pontos da curva;

(iv) Mostre que, para d < R, a fungdo curvatura tem quatro pontos criticos,
sendo dois deles pontos de maximo e dois pontos de minimo (no caso que
d = R obtemos a cardioide, ja tratada no Exercicio 9, p.80).
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1.12. Exercicios

—12 —4 2(t)

Figura 1.68: Limagonpara R = 2ed =4
Animacdo 1.68: geogebra.org/m/zknh9zz3

14. Seja s uma reta fixada em R2. Para cada raio vetor r partindo da origem de um
sistema de coordenadas Oxy e que intersecta s, sejam M e N pontos sobre r
tais que

d(M,P) = d(N, P) = d(P, A), (1.36)

onde P = s(\r e A éo pé da perpendicular ao eixo Ox passando por P. De-
nominamos de estrofoide ou logociclica ao conjunto de pontos M e N definidos
como acima, quando variamos o raio vetor r (ver Figura 1.69).
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1. Curvas Planas

y(t) o N
S
) ‘ >
O A ()

Figura 1.69: Estrofoide ou logociclica
Animacdo 1.69: geogebra.org/m/exgfhfaz

(i) Determine uma curva parametrizada «, tal que o trago de « descreve o
estrofoide (ver Figura 1.70);

y(t) o

Figura 1.70: Trago da curva a
Animacdo 1.70: geogebra.org/m/vtfzchgk
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1.12. Exercicios

(i) Mostre que a equagdo polar da estrofoide é dada por

rcosf = a(l £senb),

onde a = d(O, A).

15. 0 conjunto dos pontos de R? que satisfazem as equagGes polares r = a sen(nf)
our = acos(nf), n > 2, é chamado de rosacea de n pétalas, para n impar e
rosacea de 2n pétalas para n par.

Mostre que as curvas « e 3, dadas por

a(f) = (asen(nf) cosf,asen(nb)senb),
B(0) = (acos(nb) cos b, acos(nb) sen ),

sdo parametrizagOes da rosacea (ver Figura 1.39, Figura 1.71, Figura 1.72), quando
n = 6, 3, 4, respectivamente.

>
eixo polar

Figura 1.71: Traco da curva « (rosacea), quando n = 3
Animacao 1.71: geogebra.org/m/jfqrs28r
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1. Curvas Planas

D>
eizxo polar

Figura 1.72: Trago da curva 3 (roséacea), quando n = 4
Animagao 1.72: geogebra.org/m/u3ppgaxv

16. Mostre que, se k'(p) # 0, entdo o circulo osculador em p de uma dada curva
intersecta essa curva.

17. Seja o uma curva definida por o (t) = (3sent — 2sen®t, 3cost — 2cos? t).

Mostre que a evoluta de « é dada pela equagao 2+ y§ =25 (ver Figura 1.73).

y(t) » flz)a

v
8V

x(t)

Figura 1.73: Trago da curva « e sua evoluta a,
Animacao 1.73: geogebra.org/m/saghkncn

18. Determine a evoluta da curva o: R — R?, definida por o (¢) = (¢, ¢?).
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2 t3
19. Acurva 2? 2 — 92 pode ser parametrizada por a(t) = | ——, ——
0 +xy? =y*p p por a(t) T2 1L

(ver Figura 1.74). Mostre que a equagao de sua evoluta é
512z + 288y% + 27y* = 0.

(ver Figura 1.75).

v o fla) 4
> >
x(t) x
Figura 1.74: Trago da curva « Figura 1.75: Evoluta «,, de
Animagdo  1.74: geoge- Animagdao  1.75: geoge-
bra.org/m/rqpj2wtw bra.org/m/nzdn4rwx

20. Determine a curvatura da curva « (ver Figura 1.76), definida por

tcosT ! sen T >
al(t) = / —dr, dr | .
Q ( 0o VT o VT
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1. Curvas Planas

Figura 1.76: Trago de o

21. Seja k: R — R uma funcédo, dada por k(s) = 1 4 cos s.

(i) Determine uma curva o: R — R? tal que a fungéo curvatura de o em
s € R é definida por k;
(i) Esboce o grafico de k.

22. Calcule as curvaturas das curvas dadas em coordenadas polares. Além disso,
esboce os tragos das curvas e os graficos de suas fungdes curvaturas, quando
a=1.

(i) r=acosb;
(i) r = ab;
(i) r = a(1 + cosh).

23. A lemniscata de Bernoulli é a curva cujo trago é formado pelos pontos tais que
o produto das distancias a dois pontos fixos, chamados de focos e distando 2a,

é sempre constante e igual a a>. Tomando os focos em (+a, 0), sua equagéo
cartesiana é, portanto,

[(z — a)* + [z + a)® + y*] = a™.

Exibimos o trago dessa curva quando a = 1 (ver Figura 1.77).
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1.12. Exercicios

Figura 1.77: Lemniscata de Bernoulli, quando a« = 1
Animacdo 1.77: geogebra.org/m/xdwywkvv

(i) Mostre que essa equagdo é equivalente a (22 + yQ)2 =2a? (22 — y?);

(i) Mostre que a equagao dalemniscata de Bernoulli, em coordenadas polares,
ér2 = 2a2 cos 20;

(iii) Mostre que sua curvatura, em coordenadas polares, é dada por

k() V cos 20;

_ 3
av2
(iv) Prove que a: [—m, 7] — IR?, definida por

av/2cost av/2sentcost
Oé(t)Z ’

1+4+sen?t’ 1+sen?t

é também uma parametrizagao para a lemniscata de Bernoulli. No entanto,
determinar a fungéo curvatura com essa parametrizagdo é um longo cal-
culo.

24. Sejam F; = (—a,0) e F; = (a,0) dois pontos fixos. Denominamos de Ovais de
Cassini (ver Figura 1.78) as curvas descritas pelo produto das distancias PF} e
PF5, ou seja,

|PFy| - |PFy| = b2,

onde P é um ponto qualquer do plano cartesiano e b é uma constante positiva.
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1. Curvas Planas

b=6

Figura 1.78: Ovais de Cassini
Animacao 1.78: geogebra.org/m/bxymxxy2

() Mostre que a equagdo para estas curvas é dada por
(.’L’Q +y2 + a2)2 . 4a2x2 — b4,
(i) Mostre que a equagdo para as ovais de Cassini, em coordenadas polares,

é dada por
rt + at — 2r%a? cos(260) = b?;

(iii) Prove que a oval de Cassini é a lemniscata de Bernoulli, no caso em que
a = b. Além disso, mostre o que ocorre quando b < a.

25. A lemniscata de Gerono, também conhecida como “curva oito”, é a curva dada
pela equagdo 2* = a?(x? — y?) (ver Figura 1.79), no caso em que a = 1.

y(t)»

Figura 1.79: Lemniscata de Gerono, quando a = 1
Animacao 1.79: geogebra.org/m/prfruuwe
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() Mostre que em coordenadas polares sua equagao é dada por
r? = a?sect 0 cos(26);

(i) Determine k(0);
(iii) Fazendo y = zsent, mostre que uma parametrizagdo para a lemniscata
de Gerono pode ser dada por a (t) = (acost,asentcost),t € [—m, 7;

(iv) Mostre que sua curvatura é
3cost — 2cos3 t

k (t) = 3
a(sen?t + cos? 2t)2

(ver Figura 1.80), no caso em que a = 2;

k(1)

Figura 1.80: Grafico de k, quando a = 2
Animacao 1.80: geogebra.org/m/zakysmkd

(v) Compare a lemniscata de Gerono com a lemniscata de Bernoulli.

26. Seja a: (0,00) — R a curva, dada por o (t) = (¢™,t™"), onde m e n sdo
inteiros positivos.

() Mostre que a curva « é regular;

(i) Sejam p = «(t), g e r os pontos onde a reta tangente a « em p intersecta
lp — 4
lp— 7|

o0s eixos Ox e Oy, respectivamente. Demonstre que é constante,

e determine o valor dessa constante.
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1. Curvas Planas

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

96

Seja ov uma curva que tem a seguinte propriedade: todas as suas retas normais
sao paralelas. Mostre que o seu trago esta contido em uma reta.

Seja ov uma curva que tem a seguinte propriedade: todas as suas retas normais
passam por um ponto fixo c. Mostre que o trago de « esta contido em um circulo
de centro c.

Encontre as retas tangentes a curva o.: R — R? dada por
a(t)=(t,t* —t+3),
que passam pela origem.

Seja P o ponto onde a reta tangente a curva, definida por « (¢) = (¢,¢*), inter-
secta o eixo Ox e seja M = (¢,0).

(i) Mostre que d(O, P) = 2d(P, M), onde O é a origem;
(i) Generalize esse resultado para a curva, dada por « (¢) = (¢,t").

Seja r™ = a cos(m#) a espiral sinusoidal. Mostre que a curvatura da espiral
sinusoidal é dada por
L (D!
= o ,
Observe que os tragos da espiral sinusoidal, quandoa =2em = -2, —1, —%,
%, 1,2, sdo hipérbole, reta, parabola, cardioide, circulo e lemniscata de Bernoulli,
respectivamente.

Seja k: R — R uma funcgdo, definida por k(s) = H% Determine uma curva

a: R — R? tal que a fungéo curvatura de o em s € R é dada por k. Além disso,
esboce o traco de a.

Seja « a curva definida por

afs) = (/Oscos (T+T;) d’r,/ossen <T+T;> dT)

(ver Figura 1.45). Determine a forma candnica local de «.



1.12. Exercicios

34. Seja k: R — R uma fungao, dada por

1
k(s)=1+ e (1.37)
(ver Figura 1.81).
k(s) 4
2

Figura 1.81: Grafico de &
Animacdo 1.81: geogebra.org/m/upfxrzxd

Mostre que a curva «, dada por

afs) = </ cos(T + arctg T)dT,/ sen(7 + arctg T)dT)
0 0

(ver Figura 1.82), possui fungdo curvatura definida por (1.37).
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1. Curvas Planas

Figura 1.82: Trago de «

35. Seja a: [—2m, 27| — R? uma curva, dada por
11¢ 11¢
at) = (11 cost — 4 cos - 11sent — 4sen 2) )

cujo trago é uma epitrocoide (ver Figura 1.83).

y(t) o

Figura 1.83: Epitrocoide
Animacao 1.83: geogebra.org/m/xfmku7mq
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(i) Determine as clspides de «, se existirem;
(i) Mostre que o é uma curva fechada.

36. Seja a: [—m, 7] — R? uma curva, dada por a(t) = (t + sen 4t,sen 2t) (ver
Figura 1.84).

y(t) 4

Figura 1.84: Trago de «
Animacao 1.84: geogebra.org/m/zapkyy6v

(i) Determinety,to € [—m, 7|, t1 # to, tais que a(t1) = a(t2);
(i) Calcule a curvatura de a.
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2. Numero de Rotacao

Neste capitulo, iremos estudar curvas fechadas no plano do ponto de vista global, en-
fatizando o nimero de rotagdo de uma curva, que terd um papel importante nas apli-
cagOes geométricas e topoldgicas. Para isso, serd necessario introduzir o conceito de
funcao angulo e suas propriedades.

2.1. Fungao angulo )

Seja o : I — R? uma curva tal que ||«(t)|| = 1 paratodo ¢ € I.Logo, podemos
escrever o : I — S' da forma

a(t) = (0 0)(t) = (cosb(t),senb(t)), (2.1)

onde ¢ : R — S! é definida por

&(t) = (cost,sent)
e 6 : I — R éuma fungdo real (ver Figura 2.1).

y(t)

1
0 3 / S
/9\ /}\ /
| < > : >
i R L0 /x(t)

~—. —

Figura 2.1: Fungdoa = £ 0 0
Animacdo 2.1: geogebra.org/m/budw8ras



2.1. Fungao angulo

Observe que, se identificarmos R? com o plano complexo C e usarmos a férmula
de Euler, podemos considerar a fungdo £ como uma aplicacdo do tipo exponencial
complexa, isto é ¢ : I — R? = C, dada por

£(t) = e = cost + isent.

0 resultado a sequir garante a existéncia, a unicidade e a reqularidade de uma fun-
¢do 0 : I — R que satisfaz (2.1).

Teorema 2.1. Seja « : [a, b] — R? uma curva de classe C” (r > 1) tal que ||a(t)| = 1.
Dado 0y € R tal que a(a) = (cos 0y, sen ), existe uma tnica fungéo 0 : [a,b] — R,
de classe C* . tal que

a(t) = (cosO(t),sen O(t)) (2.2)

e G(a) = 0p.
Demonstragdo. Sejaa(t) = (z(t),y(t))talque ||a(t)|| = 1ea(a) = (cos by, sen b)),
) L

para algum 6y € R. Visto que o/(¢) L «(t), vemos que, para cada ¢ € [a, b], o/(t) é
proporcional ao vetor (—y(t), z(t)), isto &, existe A : [a, b] — R tal que

2'(t) = =AMt)y(t) e y'(t) = At)(t). (2.3)
Como
A(t) = (& (t), (—y(t), (1)),

vemos que )\ é de classe C*~!. Defina @ : [a,b] — R por

0(t) =0 + /t A(u)du. (2.4)

Observe que, por definicdo, § é uma funcdo de classe C*. Vamos mostrar que a fungéo @
definida por (2.4) satisfaz as condigdes do teorema. Usando (2.3) eo fato 6’ (¢) = \(t),
temos

d
dt(xcos@—l—ysen@) =12'cos — x6 senf + 3 sen § + yb' cos 6

= —Aycosf —xAsend + Arsend + y\cosb
=0
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2. Ndmero de Rotagao

%(—xsen@ +ycosf) = —a'senf — x0' cos§ + 3 cos§ — yf' sen §

= Aysenf —xAcosf + Axcosf — yAsend

=0.
Isso implica que 2 cos 8 +y sen § e —x sen 0 + y cos A s@o constantes. Visto que, para
t=a,
z(a) cos (a) + y(a) sen f(a) = cos® Oy + sen? fy = 1
e

—z(a)senf(a) + y(a) cosf(a) = — cos Oy sen 6y + sen by cos Hy = 0,
temos que, para quaisquer ¢ € [a, b],

xcosf +ysenf =1
—xsenf 4+ ycosf = 0.

Resolvendo o sistema de equagdes para as incdgnitas x e y, obtemos
z(t) =cosf(t) e y(t) =send(t)

conforme desejado.
Vamos demonstrar a unicidade da fungdo 6. Suponha que exista uma outra fungao
¢ : [a,b] — Rtal que
a(t) = (cos ¢(t), sen p(t))
e p(a) = 6y. Visto que
cosp(t) =cosf(t) e senp(t)=senb(t)
se, e somente se, ¢(t) — 6(t) é multiplo de 27, vemos que

o(t) — 0(t)
27

€ uma fungao continua que assume valores em Z e, portanto, é uma fungédo constante.
Visto que p(a) = 6(a) = 6y, vemos que ¢(t) = 6(t) paratodo t € [a, b]. O

Para curvas arbitrarias, temos
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Corolario 2.2. Seja « :
ponto nédo pertencente ao trago de «.. Dado 6y € R ta

a(a) = Py = [la(a) = Bl (co

existe uma unica fung¢do 6 : [a,b] — R tal que 6(a)
a(t) = Py + ||a(t) — Pyl|(cos

Inspirados na aplicagéo 6 : I — R, vamos int

2.1. Fungao angulo

[a,b] — R? uma curva de classe C" (r > 1), e seja Py um

I que
s 6o, sen b)),
=6pe

0(t),send(t)).

roduzir o conceito de fungao angulo.

Definigao 2.3 (Funcdo Angulo e Angulo Orientado). Sejam « : I — R? uma curva
de classe C" (r > 2) e Py um ponto fora do trago de a.. A fungéo 6 : [a, b] — R tal que

a(t) = Po + [|a(t) — Foll(

é chamada fungdo dngulo de « relativa a P, (ve
de dngulo orientado entre a(a) e «(t),comao

cosB(t),senf(t))
r Figura 2.2). 0 angulo 6(¢) é chamado
rientacdo induzida por «.

y(t) 4
a(t)
Py | 19() ala)
Y N a(t)LPo
/ \Ta(O ol
{ G(t) \
' > >
'\\ 0 | ala)—Po
N\ /Ta(@trl  =(t)

Figura 2.2: Fungédo a
Animagédo 2.2: geo

ngulo de « relativa a Py
gebra.org/m/xddg5psn
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2. Ndmero de Rotagao

Observagao 2.4. A defini¢do de fungdo dngulo depende do ponto P,. Agora, se conside-
rarmos a curva ~y : [a, b] — R? dada por v(t) = a(t) — P, temos que a fungdo dngulo
de «com relagdo a P, serd a mesma fungédo dngulo de v com relagdo a (0, 0). Portanto,
sem perda de generalidade, podemos supor que Py = (0,0).

Observe, da demonstragdao do Teorema 2.1, que duas fungdes angulares de uma
curva « diferem apenas de um mdltiplo de 27 :

Corolario 2.5. Sejam 6, : I — R duas fungdes angulo continuas para a curva o :
I — R declasse C* (k > 1), isto é,

a(t) = (cosé(t),senb(t)) = (cos p(t),sen p(t)).

Entdo existe k € 7, que ndo depende de t € I, tal que p(t) = 0(t) + 2km.

A sequir, vamos introduzir o conceito de fungdo angulo para a indicatriz tangente
de uma curva regular.

Defini¢do 2.6. Seja o : [a,b] — R? uma curva regular e de classe C" (r > 1). A
fungdo angulo para a curva indicatriz tangente a curva o, T' : [a,b] — S* (ver Figura
2.3), é alnica fungdo 0 : T — Rtalqued(a) =0e

T(t) = (cos(t),senb(t)),
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2.1. Fungao angulo

Figura 2.3: Fungdo angulo da indicatriz tangente
Animagao 2.3: geogebra.org/m/ztkjg623

A seguir, vamos demonstrar que, se a curva « estd parametrizada pelo compri-
mento de arco, entdo a curvatura é a derivada da fungdo angulo de sua indicatriz tan-
gente.

Proposicdo 2.7. Sejam o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de
arcoe 6 : I — R afungdo dngulo de sua indicatriz tangente. Entdo

0'(s) = k(s), (2.5)
onde k : I — R é a fungdo curvatura de c.
Demonstragdo. Seja T : I — S! aindicatriz tangente a curva o, isto &,
T(s) = (cos(s),senf(s)). (2.6)
Derivando (2.6), temos

s)senf(s), 0 (s) cosO(s))
—senf(s),cosf(s))

> >
=

—~~
Va)
~—
—_
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2. Ndmero de Rotagao

onde N : I — S! éaindicatriz normal de . Visto que, pelas equagdes de Frenet (1.9),
p.38,

concluimos que

O]

Observagao 2.8. A Proposicdo 2.7 da uma nova interpretagdo geométrica da curvatura
de uma curva, a saber, que a curvatura € a variagdo angular da indicatriz tangente de uma
curva.

a(t)

1 a(t)
/ y(t)7 \ y(®)7 D\

v \ / /‘
o(t) o(t)
" |

,{>
z(t) o w(t)

Figura 2.4: A curvatura é a variagdo da fungdo angulo da indicatriz tangente
Animacdo 2.4: geogebra.org/m/qrt7x737

0 préximo resultado da uma expressao para a fungao angulo.

Proposicdo 2.9. Seja o : I — R? uma curva de classe C” (r > 1) e Py um ponto ndo
pertencente ao trago de .. Entéo a fungéo 0 : [a, b] — R?, dada por

[ llo) - )t )
o0 = [ lot@) - BoE_ ©
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2.1. Fungao angulo

€ uma fungéo angulo para a curva o com relagéo a .

Demonstragdo. Defina 3: I — S' por
o Oé(t) — PO
le(t) — Poll”

Usando o Teorema 2.1 para 6y = 0, temos que existe uma unica fun¢éo ¢ : [a,b] — R
tal que

B(t)

B(t) = (cosb(t),senb(t)) e B(a)=(1,0). (2.7)
Visto que B(a)* = (0,1), temos
cos0(t) = (B(t), B(a)) e senf(a) = (B(t), Bla)"). (2.8)

Por outro lado, a derivada das expressdes em (2.8) é

—0'(t)sen6(t) = (8'(t), B(a)) e O'(t)cosf(t) = (B'(t),B(a)").  (2.9)

Multiplicando a primeira equagdo em (2.9) por —sen 6(t) e a segunda por cos (t) e
usando (2.7), obtemos

0'(t) sen® 6(t) = —(B(a), B'(1)) (B(a) ™, B(2)),
0'(t) cos® 0(t) = (B(a) ", B'(1))(B(a), B(L)).
Logo, como /3(t) e B(t)* séo ortonormais,
(Bla)", B(1) = —(B(a). B®)") e (Bla)", B(t)") = (B(a), B(1))-
Portanto, visto que {3(a), 3(a)*} é uma base ortonormal de R?,
0'(t) = —(B(a), B'(1))(B(a) ", B(t)) + (Ba) ", B'(1)(B(a), B(E))
(1), B(@)(B(a), B()T) + (B'(1). Bla) ) (Bla)*, B()")

= (B (
= (B'(8), B(t)").
wome 1 (e/(8),0(t) - Po)
/ o o _ , & — Lo a .
R T R PO R
enes (). (alt) ~ P)")
1 gl 1y \ar), alt) — 1o
‘9 (t) - <ﬁ (O?ﬁ(t) > - ||Oé(t _ P0||2 :
0 resultado entdo segue por integragao. O
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2. Ndmero de Rotagao

Exemplo 2.10 (Fung&do angulo de um segmento de reta). Sejar : [a,b] — R?
dada por r(t) = Py + (t — a)v, onde v é um vetor unitario. Vamos mostrar que a
funcdo angulo 0(t), tal que #(a) = 0, é igual ao angulo entre os vetores r(t) — q e
Py — q. Sem perda de generalidade, vamos supor que ¢ = (0,0) e Py = (¢,0),¢ >0
(ver Figura 2.5).

y(t)s

Figura 2.5: A fungdo angulo de uma reta

Seja 6y € R tal que v = (cos 6y, sen by). Temos

o / (rt W) PR

I (u >|\2 L @™

0,c¢), (cos bp,sen b)) du

2

(c+ (u—a)cosBy)? + (u—a)?sen? b

/ csen g du
+ 2¢(u — a) cos by + (u — a)?

csen by

d
o €2sen?fy+ (ccosby + (u—a))? “

:csenﬁg/o 1+< 1 >2d”

COtg 00 + csen 90

cotg 90+ csen 00 1
= / 5dv,
cotg 0o 1+w
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2.1. Fungao angulo

isto é,
t—
0(t) = arctg (cotg 0o + - ) — arctg (cotg 6p).
csen by
Isso implica
t—a tg O(t) + cotg Oy
tg 0 =tg (0(t t tgbpy)) =
S O—i—csenﬁo g (6(f) + arctg (cotg b)) 1 —tgh(t)cotg by’

isto é,

t— 0 &=
tg 0(t) <1 + cotg? fy + e ) = -

¢ sen?é csenfy

Usando o fato de que 1 + cotg? 6y = 1/ sen? 6y, temos

(b — a)senb
c+ (t—a)cosby

tgO(t) =

Por outro lado, seja ¢(¢) o angulo entre Py — ¢ e r(t) — ¢. Analisando a Figura 2.5,
vemos que

((¢,0),(c,0) + (t — a)(cosbp,senby)) ¢+ (t —a)cosby

cos p(t) = @l _ o
e
sen ¢(t) = cos(m/2 — p(t)) = ((c,0),(c,0) + iﬂ;(:)ﬂ(cos o, sen b))
_ (t=a)senfy
lr@I
isto é,
b o(f) = (b—a)senb

c+ (t—a)cosby

Assim, tg0(t) = tgp(t). Isso implica que 6(t) = (t) + 2kx para algum k € Z.
Visto que 6(a) = ¢(a) = 0, concluimos que 6(t) = ¢(t).
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2. Ndmero de Rotagao

Nesta segdo vamos definir o nimero de rotagdo de uma curva fechada o : [a, b] — R2.
Intuitivamente, o numero de rotagdo mede o nimero algébrico de voltas que o vetor
posicdo V, relativo ao ponto P, dado por V(t) = «(t) — Py, d& em torno de P,
quando ¢ variadet =aat = b.

Estamos prontos para definir o nimero de rotagdo de uma curva fechada no plano
em relagdo a um ponto Py, ndo pertencente ao seu trago.

Definigdo 2.11. Seja « : [a,b] — R?, a(a) = a(b), uma curva fechada e continua e
seja Py um ponto fora do trago de «. Seja 6 a fungdo angulo de « com relagédo a P,
com f(a) = 0. Como a(a) = a(b), temos que

6(b) = 6(b) — 0(a) = 2km.
para algum k£ € Z. 0 nimero

1
W(a, Po) = 5-0(b) € Z

€ chamado de ndmero de rotagdo de o em relagdo a .

0 numero de rotagcdo W («, Py) mede o nimero algébrico de voltas que o vetor
posicdo V/, relativo ao ponto Py, dado por V (t) = «(t) — Py, d& em torno de P,
quando tvariadet = aat = b. Se o é uma curva de classe C', entéo, pela Proposi¢do
2.9,

L1 (el - B, o(©)
Wiar) =5 [ R e 210)

Essa expressao tem uma consequéncia surpreendente: o membro direito da equacao
acima é sempre um numero inteiro.
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2.2. Namero de rotacdo de uma curva fechada

Exemplo 2.12. Paran € Z, n # 0, consideremos a circunferéncia de centro P, e raio
R dada pela parametrizagéo o, : [0, 27r] — R?,

an(t) = Py + (Rcosnt, Rsennt).
Pela Proposicao 2.9,

(t) = /Ot ((—Rsenn&, Rcosn), (—nRsenné, nR cosnf))

= de.

Logo, A(t) = nt. Portanto,
W (ay, Py) = n.

Observe que, quando n = 0, a curva definida por a(t) = P, € uma curva constante
W(Oéo, Pl) = O,

se P, # F.

0 Exemplo 2.12 mostra que qualquer n € Z pode ser realizado como ndmero de
rotacdo de uma curva no plano.

Exemplo 2.13. A Figura 2.6 indica o numero de rotagdo de cada uma das curvas em
relagdo aos pontos destacados.
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2. Ndmero de Rotagao

+1
. +2° .
+1 : -1
~1 '+3
.+2 ‘+2 ._1 .+2
+1a\+3
1

Figura 2.6: Rotacdes de curvas

A primeira propriedade do nimero de rotagao de uma curva que iremos provar diz que,
em relagdo a pontos suficientemente distantes, o nimero de rotagao de « é nulo.

Proposigdo 2.14. Seja o : [a,b] — R? uma curva fechada e continua. Entéo existe
R > 0, tal que para todo P € R? com ||P| > R,

W(a, P) =0.

Demonstragdo. Como ||«(t)|| é uma fungédo continua em [a, b], assume um valor mé-
ximo Ry em [a, b]. Tome R > R,. Agora observemos (ver Figura 2.7) que, se P € R?
com ||P|| > R, o trago de « estd inteiramente contido no semiplano que contém a
origem e é determinado pela reta perpendicular ao segmento O P, passando por P.
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2.3. Propriedades do nimero de rotagao

Figura 2.7: Ndmero de rotagdo de uma curva fechada e continua

Portanto, temos que a funcéo angulo de o em relagédo a P, 6(t), com 6(a) = 0,
satisfaz
0(t) < m, Vt € [a,b].

Logo,
0(b) = 6(a) =0,
e, consequentemente,
W(a, P) =0,
0 que conclui a prova. O

A préxima proposigao vai nos mostrar que o nimero de rotagdo de uma curva «
nao varia ao considerarmos reparametrizacées positivas de a.

Proposigdo 2.15. Seja o : [a,b] — R? uma curva fechada e continua, e seja P € R?
um ponto fora do traco de . Considere uma fungédo continua o : [c,d] — [a,b], com
o(c) = aeo(d) = b. Entdo a reparametrizagdo de « dada por 3 : [c,d] — R?
B(t) = aoo(t), é uma curva fechada, continua, e seu nimero de rotagéo coincide com
0 nimero de rotagdo de q, isto é,

W(B,P) = W(aoa,P)=W(aP).
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2. Ndmero de Rotagao

Demonstragdo. Seja 3 : [c,d] — R? uma reparametrizagdo positiva de « : [a, b] —
IR?, isto é, existe uma bijegdo crescente e continua o : [c, d] — [a, b], tal que

B(t) = aoo(t).

Observe que o(c) = a. Se d : [a,b] — Red : [c,d] — R sdo as fungdes angulares
para « e S emrelagdo a P, e taisque #(a) = 0 e 6(c) = 0, entéo

0(t) = (o (t)). (2.11)

De fato, usando a Proposicao 2.9, temos

g(t) _ /t <(6(u> — P)J_aﬁ/(u»du

18(u) — PJ|?
_ /t ((afo(u)) - P)LaO/(U(U))U’(U»du
HOZ( (u)) — PJ?
o(t) J‘,O/(O’))
/ Ha —pE Y
(o
Portanto,
W (8, P) = W(aoa,P) = %5@) _ %9@) — W(a, P).

O]

Observagao 2.16. Se o reverte a orientagdo de o, isto é, se o(c) = be o(d) = q, entéo
W(ﬂ)P) = W(O(OC)”P) = —W(a,P).

De fato, usando a Proposigédo 2.9, temos

ORI
0= [ 16w P2 °

[ el - PR,
: la(o(w) = PI?

_ /"W (alo) = P)* a'(0))
y lla(@)— PP

U
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2.3. Propriedades do nimero de rotagao

[ leo=nt o),
b

la(o) — P||?
°® ((a(o) — P)*,d/(0))
R e
— —0(b) + 0(c (1))
Portanto, | |
W(8,P) = () = o= [8(o(d) ~ 6(6)
_ _%G(b) — _W(a, P).

Observe que, como « : [a, b] — R? é uma curva fechada (a(a) = (b)), podemos
considerar o nimero de rotagdo de o em relagdo a outro ponto inicial e final. Para isso,
vamos considerar a curva @ : [a, 2b — a] — R?, dada por

a() a(t), sea<t<hb,
(8% =
at—(b—a)), seb<t<2b—a.

E claro que a curva @ é continua. Se « for fechada e de classe CF, isto §é, se, para todo

1 <m <k,
d™o d™o

entdo @ é de classe C*. Observe que, por definigdo, para todo s € [a, b], temos

a(s) =a(s+ (b—a)).
Defina a curva ay : [a, b] — R? por
as(t) =a(t+s—a).

A curva o possui 0 mesmo trago que «, porém seu ponto inicial e final é «(s). Temos
que o, (t) = ap(t) = aft), paratodo ¢t € [a,b], porém, se a < s < b, as N@0 é uma
reparametrizagao de .

Vamos agora mostrar que W («, P) ndo depende do ponto inicial e final de .. Con-
siderando a construcao anterior, temos o seguinte resultado:
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2. Ndmero de Rotagao

Proposigdo 2.17. Sejam « : [a,b] — R? uma curva fechada e P € R? um ponto fora
do trago de o Entdo, para todo s € [a, b,

W (o, P) = W(as, P).

Em particular, W («, P) ndo depende do ponto inicial e final de c.

Demonstragao. Com a notagao acima, sejam 6 e 0 fungdes angulares para o e @ em
relag&o ao ponto P, com 6(a) = #(a) = 0. Entdo

. _ Q(t), aStSba
e(t){e(b)Jr@(t_(b_a)), b<t<2b—a.

Visto que a5 € uma reparametrizagéo de @|[, ;4 (,—q)], temos que a fungéo angulo de
o emrelacdo a P, 6, satisfazendo 0,(a) = 0 é dada por

O0s(t) = 0(t + s —a) — 0(s).

Logo, para os nimeros de rotagédo, obtemos

1 1 - —
W(as, P) = gﬁs(b) =5 (9(3 +(b—a))— 0(3))
1
= 5. (0(0) +0(s) — 0(s)) = W(a, P).
Portanto, visto que W («,, P) ndo depende de s, concluimos a prova. O

Iremos estudar a seguir curvas obtidas pela justaposigdo de duas curvas. Vamos
considerar duas curvas continuas a1, as : [a,b] — R2 com a1(b) = az(a) (ver
Figura 2.8). Podemos entéo definir uma nova curva continua o * as : [a,b] — R?,
dada por

a-+b
a1(2t —a), sea<t< i,

2
as(2t —b), se aTer <t<bh

ag * ag(t) =
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2.3. Propriedades do nimero de rotagao

a1(b) = a (a)

aq a2

o * a2

Figura 2.8: Justaposicao de duas curvas
Animagao 2.8: geogebra.org/m/w9uz7syv

Observe que o trago de o * o € dado pela unido dos tragos de a1 e ao. Geometri-
camente, significa que usamos a primeira metade do intervalo [a, b] para parametrizar
oy e a segunda metade para parametrizar a. A condicédo o (b) = ao(a) implica que
aq * ag € continua em [a, b]. Observe que, em geral, s * vy n@o esta definida. Supo-
nha agora que as curvas a1, as : [a, b] — R? sejam curvas fechadas e continuas com
aj(a) = ai(b) = as(a) = as(b) (ver Figura 2.9). Nesse caso, oy * ag € ag * ag
estdo bem definidas e sdo curvas fechadas e continuas.

a1 * (9

Figura 2.9: Curvas fechadas e continuas

A proxima propriedade é a aditividade do nimero de rotagdo em relagéo a operagéo
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2. Ndmero de Rotagao

Proposigdo 2.18. Sejam a1, as : [a, b] — R? curvas fechadas e continuas com a1 (b) =
ao(a). Seja P um ponto fora do trago de o * cvo. Entdo

W(ay * ag, P) = W(ay, P) + W(az, P).

Demonstragdo. Sejam 6,, 6, e 6 as fungOes angulares com respeito a P das curvas
a1, g € aj * oo, respectivamente, e suponhamos que 61 (a) = 62(b) = 6(a) = 0.
Entdo temos que

01(2t — a), sea§t<—a+b,
_ 2
o(t) =
a+b
91(b)+92(2t—b), se <t <b.
Portanto, . .
W(Oél * Ozg,P) = —Q(b) = —(Ol(b) + 92(1)))

2w 2w
= W(al,P) + W(OQ,P).

O

Observagao 2.19. Nas condicbes da Proposicdo 2.18, ci; * aio € g % 1 estdao bem
definidas. Essas curvas sdo, em geral, distintas. Entretanto, visto que

W(ag * a1, P) = W(ag, P) + W(ay, P) = W(ay * ag, P),

0s numeros de rotagdo de o * as € ag * vy coincidem.

Exemplo 2.20. Seja o : [a, b] — R? uma curva fechada e continua, e seja P um ponto
fora do trago de «. Vamos considerar a curva o~ : [a, b] — R?, dada por

a (t)=ab+a—1t).
«~ percorre o trago de o com a orientagdo contrdria a de «. Entdo
W(a*a~,P)=W(a,P)+W(a,P)=W(a,P) ~ W(a,P) =0.

Intuitivamente, € claro que o nimero de rotagdo W («, P) de uma curva fechada
e continua o : [a,b] — R2, em relagdo a um ponto P fora de seu trago, permanece
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2.3. Propriedades do nimero de rotagao

inalterado se movemos “ligeiramente” « ou P. Para tornar essa afirmacéo clara e
precisa, vamos introduzir a nogéo de deformagéo continua de uma curva em R?.

Defini¢do 2.21. Seja J C R umintervalocom 0 € .J. Uma deformagédo (ou uma familia
a um pardmetro) de o é uma aplicagdo continua H : J x I — R? tal que

H(0,t) = «aft), Vt € 1.
Para cada ¢ € J, a curva continua oy : I — R?, dada por
ag(t) = H(¢,1),

é chamada curva da deformacgéo.
Observagao 2.22. Dizemos que uma fungdo H : J x I — R? é continua no ponto
(Co,to) € J x I se, paratodo e > 0, existe § > 0, tal que, |( — (p| < det —to| <9
implicam

HH(C7 t) - H(C()a tO)H < £,
isto é,

l'm H 7t :H ,t .
(C,t)—1>(§07t0) (C ) (CU 0)

Afungdo H : J x I — R? é dita continua caso seja continua para todo (¢, tp) € J x 1.

Vamos usar indistintamente as fungdes H e o para denotar uma deformagéo da
curva a. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.23. A aplicagdo H : R x [0, 27] — R2, dada por
H(C,t) = e(cost,sent),

é uma deformacao continua do circulo unitdrio. As curvas da deformagéo sao circulos
concentricos.

Exemplo 2.24. A aplicagédo H : [0,1] x [0,27] — R?, definida por

H((,t) = ((cost,sent),
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2. Ndmero de Rotagao

é uma deformacdo da curva constante «, dada por «(t) = (0, 0). As curvas da defor-
magao sao circulos concéntricos.

Exemplo 2.25. A aplicagédo H : [0,27] x [—1,1] — R?, definida por

H((,t) =t(cos(,sen(),

é uma deformagao continua do segmento {(¢,0); ¢ € [—1, 1]}. As curvas da deforma-
cao sdo segmentos de reta passando pela origem (0, 0).

Exemplo 2.26. A aplicagdo H : [0, 1] x [0, 27] — R?, dada por
H(¢,t) = ((1+¢)cost,sent),

é uma deformagéo do circulo unitario 22 + y? = 1. As curvas da deformagdo séo
elipses.

Exemplo 2.27. Seja o : [0,1] — R? uma curva continua. A aplicagdo continua H :
[0,1] x [0,1] — R?, definida por

H(C,t) = a((1 = O)t),

é uma deformag&o de « que contrai «(t) para o ponto «(0), isto é, H(0,t) = a(t) e
H(1,t) = a(0).

Seja o, ¢ € J, uma deformagédo de uma curva fechada o : [a,b] — R? tal
que para todo ¢ € J, a¢ : [a,b] — R? é uma curva fechada. Seja P um ponto que
ndo estd no traco de nenhuma curva da deformagéo. Nesse caso, estdo bem definidas
as fungGes angulares §. de cada curva o em relagdo ao ponto P, com f¢(a) = 0.
Uma pergunta natural: tais fungdes variam continuamente com (? A resposta a essa
pergunta esta no préximo resultado.

Proposigdo 2.28. Seja a, : [a,b] — R? ¢ € J, uma deformagéo continua de curvas
fechadas, e seja P(¢) uma curva continua tal que para cada ¢ € J, o ponto P; = P(()
néo pertence ao traco de c.. Denote por 6 a fungdo angulo da curva .- em relagéo ao
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2.3. Propriedades do nimero de rotagao

ponto P, com 6:(a) = 0. Entdo 6 depende continuamente de ¢ e t. Em particular, para
todo t € [a, b] fixado, a fungéo que a cada ¢ associa 0 (t) é uma fungéo continua em J.

Demonstragdo. Seja H : J x [a,b] — R* uma variagéo continua tal que H (-, ) = a.
Visto que P(¢) ndo esta contido no trago de a¢, podemos definir 6 : J x [a,b] — R
dada por 6(¢,t) = 6.(t), onde O é a fungéo angulo de o relativa a P(¢). Vamos
mostrar que 6 é continua na varidvel ¢. Usando a Proposi¢ao 2.9, p.106, temos

G - POy
o= | lHCw - PO ™ = [ P

onde

(G~ PO, G )
Few =" mcu-POF

Visto que P(¢) néo pertence ao trago de «, temos que H((,u) — P(¢) # 0 para
quaisquer ( € J e wu € [a,b]. Além disso, o fato que H e P s&o continuas implica
que " é continua. Fixe (o € J. Vamos demonstrar que (-, ) é continua em (o. Seja
J um intervalo fechado em torno de ¢ e considere a restricdo de 6 a J x [a, b]. Como
toda fungéo continua definida em um conjunto compacto (isto €, limitado e fechado)
é uniformemente continua, dado ¢ > 0 existe § > O tal que, | — (o| < 0,¢ € J, e
|ta — t1| < ¢ implicam

|F(C,t2) — F(Coot1)| < e.

Sejaa =ty < t; < --- < t, = tumaparticdo dointervalo [a, t] tal que |t;11 —t;| < 6.
Temos

6(C.0) — 0(Go.t r/ IF(Cu) = F (o, u)|du
tit1
-y / IF(C.u) — F(Co,u)ldu
i=0 7t
n—1 tivt
< ma F(¢,u) — F((y,u du
< | [F(G) = PGl 3 /
<e(t—a)<e(b—a).
Isto implica que 6 é continua na variavel C. O
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2. Ndmero de Rotagao

A Proposicao 2.28 contribuird na demonstragao do préximo resultado, o qual, de
certa forma, garantird que o nimero de rotagao das curvas de uma deformacao é cons-
tante.

Teorema 2.29. Seja a¢ : [a,b] — R?, ¢ € J, uma deformagéo continua de curvas
fechadas , e seja P : J — R? uma curva continua, tal que para cada { € J, o ponto
P: = P(() ndo pertence ao trago de a. Entdo o nimero de rotagdo W (o, Pr) ndo
depende de ¢, isto é, W € uma fungdo constante em relagéo a C.

Demonstragédo. Pela Proposigao 2.28, a fungao 1, dada por
W(ae, Pr) = i@ (b)
S W N

é continua como funcéo de ¢. Visto que a fungdo W assume valores inteiros e estd
definida em um intervalo, segue-se que 7 é uma fungao constante. O

Observagéao 2.30. Na Figura 2.10, as curvas o, ag, € ag, possuem o mesmo nimero
de rotagdo em relagédo ao ponto P.

a¢

\ 7
re
\
\
\
\
|
// Ay
//A//D

Figura 2.10: Deformagé&o continua de uma curva
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2.4. Nimero de rotagdo de curvas deformaveis

Nesta sec¢do, vamos apresentar algumas aplicagdes das propriedades vistas na se¢ao
2.3.

Sejam « : [a, b] — R? uma curva fechada e P um ponto fora do trago de .. Vamos
dar uma condicdo para que W («, P) seja nulo.

Proposigao 2.31. Suponha que exista uma curva d : [0,00) — R2, continua, com
d(0)=Pe

lim {|d(¢)]| = oc.

(—o0

Se o trago de d ndo intersecta o trago de «, entdo
W(a, P) =0.

Demonstragéo. Basta aplicar o Teorema 2.29 com P, = d(() e a deformagdo cons-
tante, dada por o (t) = «(t). Portanto, temos que W («, d(()) é constante como fun-
cao de ¢. Além disso, pela Proposicao 2.14, temos que para ¢ suficientemente grande,

W (a, d(¢)) = 0.
O

A reciproca da Proposi¢do 2.31 ndo é necessariamente verdadeira. A Figura 2.11,
mostra o trago de uma curva « e um ponto P, tais que W («, P) = 0. No entanto toda
curva continua que liga P a um ponto suficientemente longe intersecta o trago de «.

Definigdo 2.32. Um subconjunto A de R? é dito conexo por caminhos se, para qualquer
par de pontos P, Q € A, existe uma curva continua contida em A, ligando P a Q. Dado
um conjunto A C R? e dado P € A, a componente conexa Ap de A que contém P é
definida por

Ap = {Q € A; existe uma curva continua contida em A, ligando P a Q}.

Ap € o maior subconjunto conexo por caminhos de A que contém P. Qualquer
conjunto A é, portanto, a unido disjunta de suas componentes conexas.
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2. Ndmero de Rotagao

Figura 2.11: Contraexemplo para a reciproca da Proposigao 2.31
Animacao 2.11: geogebra.org/m/fs5jd3cp

Proposigdo 2.33. Seja o : [a,b] — R? uma curva fechada, e seja C* o complementar
do trago de o em R2. Entdo W («, P) € constante em cada componente conexa de C°.

Demonstragdo. De fato, para cada P € (¢, estd bem definido o nimero de rotagdo
W (a, P) de aemrelagdo a P. Observe que dados dois pontos P e () em uma compo-
nente conexa de 0%, eles podem ser ligados por uma curva continua que néo intersecta
o traco de .. Logo, pelo Teorema 2.29, temos que W («, P) = W(a, Q). O

Para a proxima aplicacao, vamos introduzir a nogao de curvas homotdpicas em um

subconjunto de R?.

Defini¢do 2.34. Dizemos que duas curvas fechadas « : [a,b] — U C R?e j :
[a,b] — U s@o homotdpicas em U, se a curva « pode ser deformada na curva 3, em
que cada curva da deformagao é uma curva fechada, continua, com o trago em U, isto
é, se existe uma fungdo continua H : [a,b] x [0,1] — U tal que

(I) H(',O)ZQEH(-,l):ﬁ;

(i) As curvas intermediérias oc = H(-, (), ¢ € [0, 1], s@o todas continuas e fecha-
das isto €, ac(a) = ac(b).
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2.4. Nimero de rotagdo de curvas deformaveis

Denotamos por a ~ 5 em U, se « € homotopica a 5 em U. Nesse caso, a deformagao
que leva « em 3 é chamada homotopia.

Observe que a homotopia é uma relagdo de equivaléncia no conjunto de curvas fe-
chadas definidas em [a, b]. Se uma curva fechada é homotdpica a uma curva constante
em U, dizemos que o € homotdpica a zero em U. Em relagao a curvas homotdpicas,
temos o seguinte resultado:

Proposicéo 2.35. Seja U um subconjunto de R?, e seja P ¢ U. Suponha que o e 3
sejam curvas fechadas e homotdpicas em U. Entao

W (a, P) = W (B, P).

Em particular, se o é homotdpica a zero em U, entdo W («, P) = 0.

Demonstragdo. Observe que, como P ¢ U, os numeros de rotagdo de « e de 3 em
relagdo a P estdao bem definidos. Aplicando o Teorema 2.29 para a homotopia que
leva o em 3, obtemos o resultado. O

Note que duas curvas fechadas « : [a,b] — R%e 3 : [a,b] — R? sdo sempre
homotdpicas em U = R?. Para ver isso, basta considerar a deformagéo ay, definida
por

aclt) = (1= Calt) +¢B1), 0<C<1. (2.12)

Definigdo 2.36. Um conjunto U C R? é dito convexo, se, para todo par de pontos P
e Q em U, o segmento de reta que liga P a (Q esta inteiramente contido em U, isto §é,
(1-¢)P+¢Q) e U,paratodo ¢ € [0,1].

Observe entdo que, se U é convexoe « : [a,b] — U e 3 : [a,b] — U sdo curvas
fechadas com tragos contidos em U, a deformagéo dada pela equagéo (2.12) mostra
que elas sdo homot6picas em U. Em particular, tomando-se /3 como uma curva cons-
tante, temos que toda curva fechada é homotdpica a zero em um conjunto convexo.
Como consequéncia direta da Proposi¢ao 2.35 e dessa observagao, temos o seguinte
resultado:
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2. Ndmero de Rotagao

Proposigdo 2.37. Seja U C R? um conjunto convexo, e seja P ¢ U. Se v : [a,b] — U
€ uma curva fechada em U, entdo

W(a, P) =0.

Fixe agora P € R?, e sejaU = R? — { P}. Como vimos, se duas curvas fechadas
o e 3 sdo homotdpicas em U, entdo

W(a, P) =W (S, P).

Logo, se W(«, P) # W (j3, P), a curva o ndo pode ser deformada na curva 5 em U.
Porém « é sempre homotdpica a 5 em R2. Portanto, a remog&o de um tnico ponto faz
toda a diferenga! Intuitivamente (ver Figura 2.12), se pensamos no trago de o como um
anel de borracha que pode se mover e deformar no plano (porém ndo pode ser cortado),
ele ndo pode ser deformado até o trago de 3, sem passar por P.

P

[ p—

Figura 2.12: O trago de « ndo pode ser deformado no trago de 3

Em particular, quando W («, P) # 0, a curva fechada « ndo pode ser contraida
para um ponto em U = R? — {P}.

Os conceitos de numero de rotagdo e homotopia estao relacionados como veremos
nos resultados a sequir.

Teorema 2.38 (Poincaré-Bohl). Sejam o, 3 : [a, b] — R? — { P} duas curvas fecha-

das, tais que, para todo ¢ € [a, b], 0 ponto P ndo pertence ao segmento de reta que liga
a(t) a p(t). Entdo W (a, P) = W (53, P).
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2.4. Nimero de rotagdo de curvas deformaveis

Demonstragdo. A aplicagédo H : [a, b] x [0, 1] — R?, dada por

H(t,¢) = (1= Qa(t) + ¢B(1),
é uma homotopia entre o e 3 em R? — {P}. A Proposigdo 2.35 nos diz entdo que
W(a, P) = W(S, P), 0 que conclui a prova. O

Corolario 2.39. (Rouché) Sejam o, 3 : [a,b] — R? — { P} duas curvas fechadas, tais
que, para todo t € [a,b),

le®) = B < [le(t) = P.
Entdo W (a, P) = W (B, P).

Demonstragdo. Vamos provar que P ndo pertence ao segmento 7; que liga «(t) a 5(t).
De fato, se P € Ty, teriamos que

lac(t) = BO = [lat) = Pl

0 que é uma contradi¢do. O resultado agora é consequéncia direta do Teorema 2.38.
O

Vamos concluir esta se¢ao com o seguinte resultado, o qual caracteriza quando
duas curvas sdo homotdpicas em R? — { P}. Esse resultado é um caso particular de
um teorema de H. Hopf.

Teorema 2.40. Duas curvas fechadas e continuas o, 3 : [a,b] — R? — {P} séo
homotdpicas em R? — { P}, se, e somente se,

W(a, P) =W (S, P).

Demonstragdo. Pela Proposigdo 2.35, se « e 3 sdo homotdpicas em R? — { P}, entédo
seus numeros de rotagdo s&o iguais. Vamos supor agora que W («, P) = W (3, P)
e construir uma homotopia em R? — {P} entre o e 3. De fato, vamos provar que
uma curva fechada com ndmero de rotacdao n em relagdo a P é homotdpica a curva
Yn : la, b] — R?, dada por

0s sen
b—a’ b—a

2nmt 2nmt
() = P+ <c nmw nm >
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2. Ndmero de Rotagao

em R? — {P}. Como a homotopia é uma relagdo de equivaléncia, concluimos que
duas curvas com o mesmo niimero de rotagdo n sdo homotdpicas em R? — { P}. Seja
A : [a,b] — R%—{P} uma curva com ndmero de rotagdo n, e sejaf : [a,b] — R uma
fungdo angulo para \ em relagdo a P. Considere a aplicagdo H : [0, 1] x [a, b] — R?,
definida por

H(C,t) = P+ [[|A() = PII(1 =€) + ¢J(cos f(C, 1), sen f(C, 1)),

onde f(¢,t) = (1 —C)6(¢) + QbLWCt A aplicagdo H é continua em [0, 1] X [a,b] €
—a
satisfaz:

() H(C,t)# P, V(1) €[0,1] x [a, b];
(i) H(0,t) = P+ |A(t) — P||(cos(t),send(t)) = A(t), Vt € [a,b];

2nmt 2nmt

sb_a7senb_a)=%<t>, vt € [a,b];

(i) H(1,t) =P+ <co

(iv) H(C,a) = H(C,D).

De fato, as trés primeiras afirmacdes sao imediatas. O item (iv) segue de

H(¢,a) = P+ [[[Ma) = P[I(1 = ¢) + ¢](cos f(¢, a), sen f((, a))
= P+ [[|A(6) = PII(1 = ) + C](cos f(C, b), sen f(C, b))
= H(¢,b),

vistoque W (A, P) = ne f(¢,b) = f((,a)+2nnr. As condi¢bes acima implicam que
H ¢é uma homotopia entre ) e y,, em R? — { P}, 0 que conclui a prova do teorema. [J

Nesta se¢do, vamos obter varios métodos para o calculo do numero de rotagao de cur-
vas fechadas no plano. Como consequéncia, vamos provar que o nimero de rotagao
é constante em cada componente conexa do complementar do trago de uma curva fe-
chada. Vamos inicialmente verificar como o nimero de rotacdo W («, P) de uma curva
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2.5. Calculo do ndmero de rotagao e nimero de intersegdes

fechada em relagdo a P varia, quando P percorre uma curva que intersecta o trago de
a. Neste estudo vamos nos restringir a raios partindo de P, isto é, uma semirreta com
origem P. Veremos que esse caso é suficiente para as principais aplicagdes geomé-
tricas e muito mais simples de provar.

Vamos introduzir a nogao de nimero de intersegdes entre uma curva continua « :
[a,b] — R? e um raio ~ com origem P e na diregdo de um vetor unitario vo.

Definigdo 2.41. Sejam « : [a,b] — R? uma curva continua e r : [0,00) — R?, dado
por r(s) = P + swvp, um raio com origem P e na dire¢do de um vetor unitario vy. Se «
intersecta o raio r paraalgum¢ € (a, ) (isto é, existe s € [0, co) tal que a(t) = 7(3)),
dizemos que essa intersecao é transversal, se, para todo ¢ suficientemente préximo de
t, a(t) esta contida em um dos semiplanos abertos determinados pela reta que contém
r,set < t, porém a(t) esta estritamente contida no outro semiplano aberto.

Se definirmos, para § > 0 suficientemente pequeno, f : [t — §,¢ + §] — R por

F(t) = {alt) = a(b), v ),

entdo a intersegdo de « e  em ¢ é transversal se f anula-se apenas em ¢ = ¢ e troca
de sinal nesse ponto.

Definigdo 2.42. Sejam « : [a,b] — R? uma curva continua e r : [0, 00) — R?, dado
por r(s) = P + svp, um raio com origem P e na direcdo de um vetor unitdrio vy.
Se « e r se intersectam transversalmente no ponto a(t) = r(3), entdo o nimero de
intersecdes v(tf) deaeremté

a(t) — at), vt _
v(F) = sinal({a() — a(B), o)) = 2@8 - ag U;i‘, se te(f,i+0]

Oberve que a Defini¢ao 2.42 implica
v(t) = —sinal({a(t) — a(t),vy)), se te[t—4,7).

Se a curva «(t) intersecta o raio  em «(¢) da direita para a esquerda, em relagao a
direcdo vy, quanto ¢ cresce, temos que v(¢) = 1. Se trocamos o sentido da interse-
¢do, entdo v(¢) = —1 (ver Figura 2.13). De forma mais precisa, escolha o sistema de
coordenadas de R?, tal que a origem seja () e o eixo Oz tenha a diregédo e sentido
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2. Ndmero de Rotagao

do vetor vy. Em relagado a esse sistema de coordenadas, considere a curva «, dada por
a(t) = (x(t),y(t)). Obtemos, por exemplo, que v(t) = 1,sey(t) < Oparat < te
y(t) > 0 parat > t, quando ¢ suficientemente préximo de ¢.

Figura 2.13: v(t) = lewv(f) = -1
Animacdo 2.13: geogebra.org/m/awyhbdvz

Se a curva o é de classe C! em uma vizinhanga de e (o/(%),v3) # 0, entdo a
curva « intersecta o raio r transversalmente em ¢, e temos que

v(t) = sinal({c/(1), v(ﬂ),

(ver Figura 2.14).
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Figura 2.14: v (1)
Animacdo 2.14: geogebra.org/m/qkqwzpdw

De fato, como f(t) = (a(t) — a(f),vy) é de classe C! e, portanto, f'(t) =
(a/(t), vy ) é continua em uma vizinhanga de 7, temos que a hip6tese sobre o/ () im-
plica que f'(¢) # 0 em algum intervalo [¢ — €, + €]. Logo, f é estritamente mondtona
nesse intervalo e

sinal(f(t)) = sinal(f'(t)) para te€ (t,+ €.

Observe que a transversalidade da interse¢ao de « e r em ¢ implica apenas que, para ¢
suficientemente préximo de ¢, a curva « ndo intersecta o raio r. Para ¢ fora de uma vi-
zinhanga de ¢, «(t) pode pertencer a r. A Figura 2.15 ilustra vérias situagoes, incluindo
pontos de intersegdo multipla («(t1) = a(t2) € r((0,00)), comt; # ty € ty,ty €

(a,b)).

131



2. Ndmero de Rotagao

Py Py='P, P, P/ p P

Py Ps By

Figura 2.15: Pontos de instersecao mdltipla

Se a curva « intersecta » em ¢, porém nao transversalmente, entdo « pode inter-
sectar r um nimero infinito de vezes em toda vizinhanga de ¢. Por exemplo, considere
acurva o : R — R?, dada por

9 1

tt sen; , set=#0,
(0,0), set=0.

a(t) =

Em relagéo ao raio r(s) = (—1 + s,0), s > 0, temos que « intersecta r em ¢ = 0,
porém tal intersecé@o ndo é transversal. O nimero de intersegoes entre «c e » em (0, 0)
ndo esta definido.

Definigdo 2.43. Suponha agora que a(to) € r, para algum ¢t € (a,b), e que a(t) ¢
r, se t esta suficientemente proximo de to, t # to. Nesse caso, vamos dizer que a
intersecdo de o com r em ¢ € isolada. Se a(tp) é uma intersecéo isolada de « com
r, porém ndo transversal, definimos o ndmero de interse¢do v(ty) de o em relagéo a r
por

’U(to) = 0.

Observe que a intersecdo nao ser transversal significa, nesse caso, que o trago
de « fica localmente de um lado do raio r. Essa intersecao é, em certo sentido, ndo
essencial, visto que podemos fazé-la desaparecer apds uma deformagao pequena de «
ouder. Note queissondo é possivel, sev(tg) = £1. Vérios dos resultados que iremos
mostrar ainda serdo vélidos, se a hipdtese de intersecao transversal for substituida por
intersegao isolada.
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Iremos ver que o nimero de intersegdes, entre uma curva fechada « e um raio r
mede o salto de W («, P), quando P move-se ao longo de r.

Proposigao 2.44. Considere o : [a,b] — R? uma curva fechada e continua, e seja
r : [0,00) — R? um raio, dado por r(s) = P + svo. Suponha que « intersecta r
transversalmente em ty € (a,b), isto é ¢ = a(ty) = r(so) para algum sy > 0 e
a(t) # qpara todo t # to. Entdo, se 0 < s, < so < s* sdo tais que r(s) ndo pertence
ao traco de v para todo s € [s., s*|, s # so, temos que

W (e, r(s4)) — W(a,r(s")) = v(to).

Demonstragdo. Como a intersecao em ¢ € transversal, podemos escolher ¢, e t* tais
quea < t. <ty < t* < be{alt) —quvy) # 0,paratodo t € [t.,t*], t # to,
isto &, a(t) & r([0,00)), paratodo ¢ € [t.,t*], t # to. Vamos considerar duas curvas
fechadas e continuas o, o* : [a, b] — R?, dadas por (ver Figura 2.16)

to—t t—t,
t se t,<t<t
ro— 1, W)+ rlse), se st s,
+(t) t*_tor(s*)th*_th(t*), se tg <t<th
a(t), caso contrario.
to—t t—t,
t se t, <t<t
to — L (t) to—t*T(S ), se oststo,
sy =t —t t—t
a’(t) = r(s*) O n(t%), se to <t <t
t* — o t — g

a(t), caso contrario.
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Figura 2.16: Curvas o, e o*
Animacdo 2.16: geogebra.org/m/p4sfygpk

Observe que . e o* diferem de « apenas no intervalo [¢.,t*], onde « é substi-
tuida por dois segmentos de reta com extremidades em (s, ) e r(s*), respectivamente.
Agora « e a, sd0 homotopicas em R? — {r(s*)}, com deformagao dada, por exemplo,
por ae(t) = (1 — Q)a(t) + Can(t), 0 < ¢ < 1. Logo,

W(a,r(s*)) = W(ag,r(s%)).

Por outro lado, podemos deslocar continuamente (s*) até ¢, sem intersectar cv.. Por-
tanto, pelo Teorema 2.29,

W(as,r(s%)) = W(as, q).
Usando o mesmo argumento para o, o* e r(s,), obtemos
W(a,r(se)) = W(a™,q).
Entdo temos que
W(a,r(s«)) — Wi(a,r(s*)) = W(a*, q) — W(ax, q). (2.13)

Mostraremos, a seqguir, que o membro direito de (2.13) ndo depende do comportamento
global de o, e de o* e que é igual ao nimero de intersegdo v(ty) de o e r em ¢y, que
€ um invariante local. Sejam 6., : [a,b] — R e 6* : [a,b] — R as fungdes angulo de
o, e o, respectivamente, tais que 6, (a) = 0*(a) = 0. Temos
0*(6) = 0%(6) — " ()] + [0*(+) — 0" (t0)
+ [07(t0) — 07 ()] + [07(£4) — 67 (a)]
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e, analogamente,

0.(0) = [6.(0) — 0.(t)] + [6.(t7) — 6.(to)]
T [64(to) — 6.(£)] + [0.(8) — 6.(a)].

Visto que ., e o* coincidem em todo os pontos exceto no intervalo [¢,, t*], temos
0% (b) — 0%(t*) = 0.(b) — 0.(t") e 0°(ts) — 0% (a) = 0.(ts) — O.(a).
Isso implica que

07(b) — 0.(b) = [07(t") — 0" (t0)] + [07 (o) — 07 (£.)]
= [0.(t7) — 0« (t0)] — [0x(t0) — 0 (E:)]-

Visto que au.(tx) = a™(tx) = alts), ax(t*) = a*(t*) = a(t*), ax(to) = r(s«) €
a*(tg) = r(s*), temos, usando o Exemplo 2.10, p. 108, que

(2.14)

(i) O«(to) — O(t«) é 0 angulo orientado de a(t.) — qgar(s«) — g;
(ii) 0.(t*) — O(to) é o angulo orientado de r(s.) — g a a(t*) — g;
(i) 0*(to) — 6*(t«) é 0 angulo orientado de a(t.) — gar(s*) — g;
(iv) 0*(t*) — 6*(to) é o angulo orientado de r(s*) — g a a(t*) — ¢ (ver Figura 2.17).

Figura 2.17: Angulos orientados
Animacdo 2.17: geogebra.org/m/btfgxunn
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Logo, se « intersecta a reta r na dire¢do de a(t,) para «(t*), temos que 6*(b) — 6.(b)
da uma volta no sentido anti-horério, isto é,

0% (b) — 0.(b) = 2.

Analogamente, se « intersecta a reta r na direcdo de a(t*) para «(t.), temos que
0*(b) — 6.(b) da uma volta no sentido horério, isto &,

0% (b) — 0.(b) = —2r.

Visto que, no primeiro caso, temos v(tp) = 1 e, no segundo caso, temos v(ty) = —1,
concluimos que

* 1 *
W(a',q) = Wlawq) = 5-[6(b) = 6.(b)] = £1 = v(to).
Usando, portanto, a equagao 2.13, obtemos o resultado. O

0 préximo resultado, que é uma consequéncia direta da Proposicao 2.44, da-nos
um método para o célculo do nimero de rotacdo W («, P) por um processo simples
de contagem.

Teorema 2.45 (Férmula do NUimero de Intersegdes). Seja a : [a,b] — R? uma
curva fechada e continua, e seja P um ponto fora do trago de .. Sejar : [0, c0) — R2,
dado porr(s) = P+ svy, umraio com origem em P. Suponha que « intersecte r apenas
em um numero finito de pontos t1, ..., t; € (a,b) e que todas essas intersecoes sejam
transversais. Entdo

W(a,P)=> v(t). (2.15)
=1
Demonstragdo. Paracadai = 1,...,k, sejas; € (0,00), tal que r(s;) = a(t;).

Note que a igualdade s; = s; parai # j significa que o possui interse¢do mdltipla
com r. Vamos inicialmente “remover” todas as interse¢6es multiplas. Suponha que,
por exemplo, s; = so. Escolha s* > 0, com s* # s; para todo i. Construa uma
curva fechada o* : [a,b] — IR?, exatamente como na prova da Proposigdo 2.44 (ver
Figura 2.18), que coincide com « fora de um pequeno intervalo [t., ¢*], com centro ¢; e
que faz um desvio em uma vizinhanga de «(t; ), usando dois segmentos de reta com
vértices em r(s*).
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Figura 2.18: Construgdo da curva o*

Como antes,
W(a, P) = W(a*, P),

visto que o e o* sdo0 homotdpicas em R? — { P}. Além disso, os nimeros de intersegéo
v(t1) de v e v*(t1) de o* s@o iguais, por construgdo. Portanto, se o teorema for valido
para o*, também serd verdadeiro para o. Temos que o numero de interse¢des multi-
plas de o* é igual ao nimero de interse¢des multiplas de o menos uma unidade. Logo,
repetindo esse processo, apés um ndmero finito de passos, obtemos uma curva pos-
suindo apenas interse¢des simples com o raio r nos pontos ¢y, . .., t; COM 0 Mesmo
numero de rotagdo e os mesmos numeros de intersecdes que a curva .. Portanto, é su-
ficiente provar a férmula do nimero de intersegdes no caso em que 0s s; sdo distintos.
Reordenando, se necessario, podemos supor que

0<s1 <89 <+ < 8.

Note que os ¢; ndo estdo necessariamente ordenados. Escolha o; € [0, c0) de modo
que
O=0p<s1<01<s52< <01 < S < O.

Seja P; = r(o;). Pela Proposicdo 2.44, paratodoi = 1,..., k, temos

W(a, P'_l) — W(a, Pz> = U(ti).
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Portanto,
k k

D w(ts) = [W(a, Pioy) = W(a, Py)]
i=1 i=1
= W(a, Ry) — W(a, Py).

Visto que a curva « ndo intersecta o raio 7|5, ), temos que W («, P;) = 0. Logo,
W(Oé, P) = W(Oé,Po) = Zv(ti)a
i=1
0 que conclui a prova do teorema. O

A férmula do nimero de intersegdes tem uma bela e surpreendente consequéncia:
o membro direito da equagao (2.15) ndo depende da escolha do raio partindo do ponto
P (ver Figura 2.19), apesar do nimero de pontos de intersecdo de o com cada raio
partindo de P poder variar consideravelmente, quando variamos a diregéo v, de cada
raio.

71 T2

T3

T4

Figura 2.19: Ndo dependéncia da escolha do raio

Suponha que acurva o : [a, b] — R? sejauma curva fechada e de classe C!, e seja
P um ponto fora do trago de . E possivel mostrar, usando o Teorema de Sard, que,
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2.6. AplicagOes

para cada vetor unitario vy € R?, existe um vetor unitario v, suficientemente préximo
de vo, para o qual o raio r(s) = P + sv intersecta o trago de o em apenas um nimero
finito de pontos ¢4, . . ., ;. Nesse caso, usando a equagéo (2.10), a férmula do nimero
de intersegdes em relagao ao raio r pode ser reescrita como

1 [P {(a(t) - P)S, /(1)
2 u(t) = W(a,P) = 27r/ EOEE

Nesta secdo apresentaremos algumas aplicagdes do conceito de nimero de rotagéo.

0 teorema do valor intermedidrio para fungdes continuas na reta diz que, se [ :
[a, b] — R é uma fung&o continua em [a, b], com f(a) e f(b) de sinais opostos, entdo
existe ¢ € [a, b],tal que f(c) = 0. Emoutras palavras, o teorema do valor intermediario
garante que a equagao

f(#)=0

possui solugdo no intervalo [a, b], sob certas condigdes na fronteira do dominio de
f. A seguir, iremos usar o que foi desenvolvido neste capitulo para demonstrar uma
generalizagdo deste resultado para discos em R?.

Teorema 2.46. Seja F' : D, C R? — R? uma fungdo continua, onde D, = {(z,y) €
R?; 22 + y? < r2}. Seja i, : [0, 1] — R? dada por ,.(t) = (r cos(27t), 7 sen(27t))
uma parametrizagdo da fronteira 0D, = {(z,y) € R?%2? + y?> = r?} de D,. Se
(0,0) néo pertence ao trago da curva ap = F o o, e W (ap, (0,0)) # 0, entdo existe
(x0,90) € D, tal que

F(IEo, yo) = (0, 0)

Demonstragdo. Demonstraremos por contradi¢cdo. Suponha que (0,0) ¢ F(D,). En-
tdo vamos construir uma homotopia H entre o e a curva constante 5 dada por 5(t) =
F(0,0). Seja H : [0, 1] x [0, 1] — R?, definida por

H(t,¢) = F(r( cos2mt, r( sen 27t).

E claro que
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2. Ndmero de Rotagao

Logo, H é uma homotopia entre o € 3 em R — {(0,0)}, visto que (0,0) ¢ F(D,).
Temos tamhém que estao bem definidos os nimeros de rotagdo de o e 3 em relagao
ao ponto (0, 0). Portanto, como essas curvas sdo homotépicas, temos que

W(ar,(0,0)) = W(8,(0,0)).
Como 5 é uma curva constante, W (3, (0,0)) = 0 e, portanto,
W(ar,(0,0)) =0,
0 que contradiz nossa hipotese. O

Conforme foi discutido na se¢éo 1.7, p.50, o plano R? pode ser identificado de modo
natural com o conjunto de nimeros complexos C pela aplicagéo (z, y) — x+iy. Como
aplicagdo do Teorema 2.46, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.47 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio de graun > 1
sobre o corpo de nimeros complexos C possui raiz em C.

Demonstragdo. Seja F' : C — C um polindmio, dado por

F(z)=2"+a12" ' +a2"?+ ... +an_12+a,, n>1

n
Vamos considerar F'|p, a restri¢cdo de F’ ao disco D,, onde r = 2 + Z |la;||. Seja
=1
o, dada por . (t) = (r cos(27t), r sen(27t)) uma parametrizagao do circulo de raio
r centrado na origem. Usando a férmula de Euler ¢’ = cosf + isen#, podemos
reescrever o, da forma ‘
o (t) = re?mt,
Mostraremos que a curva a, dada por ap(t) = F o a,.(t), tem nimero de rotagdo
ndo nulo em relagdo ao ponto (0, 0). Nesse caso, pelo Teorema 2.46, existe zo € D,,
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2.6. AplicagOes

tal que F'(z9) = (0,0) e, portanto, provamos o teorema. Para calcular o nimero de
rotagdo de o emrelagdo a (0, 0), vamos considerar a fun¢éo auxiliar ¢, : D, — C ~
R?, dada por ¢, (z) = 2". Observe que ¢, o a,(t) = (u(re®™) = rm 2™t Logo,

W (Cn o ar, (0,0)) = n. (2.16)
Note agora que para todo ¢ € [0, 1], se consideramos z = r e?™®,

lar(t) = oo ar(t)|| = |F(re®™) = Cu(re®™)|
=|larz" - an12 4 a|
<larll 12"+ -+ + llan—all 1121l + llanll
<lagfr™ =" + -+ lan—1llr + [|lan]|
<" llaxl + -+ + llan—1]l + llanl])
<" = |n o ar(B)]]-

Agora usando o Teorema de Rouché (Corolario 2.39, p.127), obtemos que
W(ar,(0,0)) = W(¢y o oy, (0,0)) =n > 0.
Portanto, a equagéo F'(z) = (0,0) possuiraizem D, C C. O

Para as proximas aplicagdes, necessitaremos da nocao de derivada para fungdes
definidas no plano complexo.

Definigao 2.48. Seja 2 C C um conjunto aberto e ndo vazio de C. Uma fungéo f :
Q — C é diferencidvel em zy € © no sentido complexo, se

lim f(z) = f(20)
2—20 zZ— 20

existe. Nesse caso, tal limite serd chamado de derivada de f no ponto z, e denotado
por f'(z0). Se f'(z) existe para todo ponto z; € (2, dizemos que f é holomorfa em
Q.

Vamos obter um modo de calcular o nimero de rotagdo de uma curva fechada e de
classe C!, usando integragdo complexa. Para isso, vamos lembrar que, se f : Q — C
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2. Ndmero de Rotagao

é uma fungéo continua e « : [a,b] — C é uma curva de classe C?, a integral de f, ao
longo de «, é dada por

Af(z)dz = /ab Fla(t))e/ (t)dt.

Lema 2.49. Seja o : [a,b] — C uma curva fechada e de classe C*. Se o ndo pertence
ao trago de «, entdo o nimero de rotagao de oo em relagéo a z € dado por

1 1
W(a, 2z9) = 27”/ pop— dz.

Demonstragdo. Seja & uma fungdo angulo para a curva o em relagdo ao ponto z.
Nesse caso, a curva « é dada por

a(t) = zp + ||a(t) — zol|(cos O(t) + isenb(t)).

Temos entdo que

b
- E _1ZOdz - 217”/ {(og la(t) — z])) +i6'()} dt
_ %m[e(b) — 0(a))i = W(a, 20).

O]

Vamos considerar agora 2 um conjunto aberto e convexo de C. Seja f : Q2 — C
uma funcdo holomorfa em (2, e seja « : [a, b] — Q uma curva fechada, diferenciavel e
simples. A férmula integral de Cauchy é um resultado bastante conhecido de fungdes
complexas que permite calcular f(z), em pontos do interior da regido limitada pelo
trago de «, usando integracao ao longo de a.

Teorema 2.50 (Férmula Integral de Cauchy). Se z estd no interior da regido limitada
pelo trago de a, entao

f(z0) = 1 1(z) dz.

21t Jo, 2 — 20

Usando as técnicas desenvolvidas no estudo de ndmero de rotagao de curvas fe-
chadas, podemos flexibilizar a hipétese em que « € uma curva simples e provar o se-
guinte resultado:
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Teorema 2.51. Seja 2 um conjunto aberto e convexo de C. Considere uma fungéo ho-
lomorfa f : Q@ — Ce « : [a,b] — C uma curva fechada e diferencidvel, cujo trago estd
contido em 2. Seja zo um ponto de €2 que nédo pertence ao trago de o Entéo

ER O

21t Jo 2 — 20

f(z0)W (e, 20).

Demonstragdo. Considere a fungao h : Q — C definida por

, Sez# z,

h(z) = z — 2o

{ f(z) = f(=0)
f'(20), sez= z.

Logo, h é continua em ) e holomorfa em Q2 — {zy}. Além disso, usando a regra de
L'Hospital, obtemos

PE) = hlzo) | f2) = £(0) = £'(o)(z = 20)

220 2 — 2 2—r20 (z —20)2

— lim M — %f”(ZO)7

z—z0  2(z — 2p)

onde, na Ultima igualdade, usamos que se f é holomorfa, entdo f’ é holomorfa. Agora,
nas condigdes acima, é bem conhecido que / admite uma primitiva H : Q — C, isto
é,afungdo H étal que H'(z) = h(z). Integrando a fungdo H’ ao longo de « e usando
0 Lema 2.49, obtemos,

o [y - [ 11 S0,
Ny eiON dZ—f(Zo)/a

)

dz

Z — 20
= ; szzz);o dz — 27Tif(z0)W(a> Z0)7

0 que conclui a prova. O
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2. Ndmero de Rotagao

1.

144

Quais dos conjuntos abaixo sdo conexos por caminhos? Descreva as componen-

tes conexas em cada caso.

() R
(ii) {P 1Pl < 1}
(il) {P; [I1P]| = 1};
(v) {P; [Pl # 1}
(V) {P = (P, P); Pi-Py>0}.

. Considere a curva de Lissajous « : [0, 27r] — R?, definida por

a(t) = (sen 3t,sen 4t).
Quantas componente conexas possui 0 complementar do traco de «, C*?

Mostre que a curva « : [0, 1] — R?, dada por

é uma curva fechada e continua e, além disso, C® possui infinitas componentes
conexas.

Seja o uma curva fechada e continua em R2. Seja P um ponto fora do traco de
o, tal que W (o, P) # 0. Mostre que a componente conexa de (¢, que contém
o0 ponto P, é limitada.

Seja o uma curva fechada e continua em R?. Mostre que 0 possui apenas uma
componente conexa ilimitada.



2.7. Exercicios

6. Considere a curva de Lissajous « : [0, 27r] — R?, dada por
a(t) = (senmt,sennt)

(ver Figura 2.20). Mostre que param = 10 e n = 11, 0 ponto P = (3,0) ndo
pertence ao traco de « e calcule o nimero de rotagdao W («, P).

y(t)4

¥l

Figura 2.20: Curva de Lissajous param = 10en = 11
Animagao 2.20: geogebra.org/m/w7axdubp

7. Seja o : [a,b] — R? uma curva fechada e continua, e seja P um ponto fora de
trago de . Suponha que W («, P) = 0. Se r é um raio com origem P que inter-
secta o trago de « exatamente k& vezes, com todas as intersegoes transversais,
entdo & é um ndmero inteiro par.

8. Sejam qo, q1,...,qx = qo (k + 1) pontos de R?. Paracadai =1,...,k — 1,
ligue cada ponto ¢; ao ponto ¢;+1 por um segmento de reta, obtendo assim um
poligono 7. 0 poligono P pode ser parametrizado pela curva ap : [0, 1] — R?,
dada por

. 1 1+1
ap(t) = q; + (kt —i)(qiv1 — qi), Se % <t< o
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2. Ndmero de Rotagao

paracadai =0,1,...,k—1.Sef : [0,1] — R denota a fungéo angulo de ap,
prove que, paracada P ¢ P,

N
—

1

W(ap, P) = o [0(qiv1) — 0(q:)]

@
Il
=)

Conclua que o nimero de rotagdo de uma curva fechada e continua o pode ser
calculado usando um poligono P inscrito no trago de «, para uma escolha con-
veniente dos vértices de P.
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3. Indice de Rotacao

Neste capitulo vamos estudar o comportamento do campo tangente a uma curva re-
gular e fechada. Para isso, vamos esclarecer o tipo de curvas em que esse estudo faz
sentido.

3.1. indice de rotagio )

Defini¢do 3.1. Uma curva fechada « é diferencidvel, se existe um ¢ > 0, e uma curva
diferencidvel a: (a —e,b +¢) — R? tal que a(t) = a(t) paratodo ¢ € [a,b] e & (a)
e &/ (b) sdo vetores ndo nulos com mesma direcéo e sentido.

Defini¢do 3.2. Uma curva fechada e diferencidvel a: [a,b] — R? é de classe C", se

am dm am 3 ,
ng(a) = ﬁs(b) paratodom = 1,...,r, e ﬁ(t) € um campo continuo ao
longo de a.

Desse modo, podemos falar em curvas fechadas e regulares, isto é, uma curva
fechada e diferenciavel tal que seu vetor tangente é né&o nulo para todo ¢ € [a, b].

Se o é uma curva fechada e reqular de classe C', podemos considerar a curva
o' : [a,b] — R2. Essa curva é fechada, continua e, por « ser regular, (0,0) ndo estd
no trago de o’. Entdo temos que o nimero de rotagdo de o’ em relagdo ao ponto (0, 0)
esta bem definido.

Definigdo 3.3. Seja o : [a,b] — R? uma curva fechada e regular e de classe C2. O
indice de rotagéo de o, R,, € definido por

R, =W (d/,(0,0)).



3. indice de Rotagéo

Observacgao 3.4. A priori, R, ndo tem nenhuma relacdo com os nimeros de rotagéo de
a em relagédo a pontos fora de seu trago. O indice de rotagdo mede o nimero de voltas
(orientadas) que o vetor tangente de « dd em torno da origem, quando percorremos o
traco de «.

E claro que se « é uma curva fechada e de classe C!, entdo o campo tangente
unitario 7" e o campo normal unitario N sdo curvas fechadas e continuas em [a, b],
e assumem valores no circulo unitario S'. Como consequéncia da definicdo dessas
curvas, temos que o', T' e N possuem a mesma fungdo angulo 6(¢) em relagdo a
origem, com 6(a) = 0. Portanto,

R = W(d/,(0,0)) = W(T, (0,0)) = W(N, (0,0)) = %9(19).

Exemplo 3.5. Seja a: [0,27] — R? uma curva, dada por a(t) = (R cosnt, Rsennt),
comn € Z,n # 0. A curva o parametriza o circulo de raio R que da |n| voltas em
torno da origem, no sentido anti-horario (ver Figura 3.1), se n. > 0, e, no sentido horério,
sen < 0. Um cdlculo simples mostra que R, = n.

Figura 3.1: A curva « descreve o circulo que da n voltas em torno do seu centro
Animagéo 3.1: geogebra.org/m/qgepss2s

Exemplo 3.6. Considere a lemniscata, dada pelo trago da curva a: [0,27] — R?,
definida por a(t) = (sent,sen2t) (ver Figura 3.2). A curva « € uma curva regular,
fechada e

R, =0.
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3.1. indice de rotagéo

Figura 3.2: A lemniscata possui indice de rotagéo igual a zero
Animacdo 3.2: geogebra.org/m/rrvs3fxp

Os exemplos 3.5 e 3.6 nos mostram que qualquer n € Z pode ser indice de rotagao
de uma curva regular e fechada.

0 indice de rotagao de uma curva fechada e regular « é invariante por reparametri-
zagdes proprias de « e também se consideramos outro ponto inicial e final para . Se
consideramos, porém, o~ a curva obtida percorrendo « na orientagdo oposta, temos
que R,- = —R,.

Para entender o comportamento de R, quando deformamos «, vamos introduzir
o conceito de homotopia regular:

Definigdo 3.7. Duas curvas fechadas e regulares o, 3: [a, b] — R? séo ditas regular-
mente homotdpicas, se existe uma aplicagdo H : [a, b] x [0, 1] — R? tal que

(i) H(t,¢) écontinuaem [a,b] x [0,1];
(ii) H édeclasse C' em relagdo a varidvel ¢, isto é, 21 % € uma fungéo continua;

(iii) Paracada ¢ € [0,1], acurva ac(t) = H(t,¢),t € [a,b] é uma curva fechada
regular;

(iv) H(t,0) = a(t)e H(t,1) = B(t).

A aplicagdo H é dita uma homotopia regular entre o e 3.

Para curvas regularmente homotopicas, temos o sequinte resultado:
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3. indice de Rotagéo

Proposigao 3.8. Sejam o, 3: [a,b] — R? duas curvas fechadas e regulares. Se o é
regularmente homotdpica a 3, entdo

Ro = Ry.
Demonstragdo. Basta observar que, se H (¢, () € uma homotopia regular entre o e 3,
entao, %—f(t, ¢) € uma homotopia entre o’ e 3’ e, portanto,
Ry =W(d/,(0,0)) = W(8',(0,0)) = Rg.
O

Tendo em vista a Proposicao 3.8, temos que nao é possivel construir uma homoto-
pia regular entre a lemniscata, dada por a(t) = (sent,sen 2t), t € [0, 27, e o circulo
unitdrio 3(t) = (cost,sent),t € [0, 2x]. Note que, como R? é convexo, essas curvas
sdo homotdpicas (como curvas continuas) em R2. Vale observar que estamos pedindo
regularidade em cada estéagio da deformacao continua que leva « em 5.

<]———__

X)e)4) O

Figura 3.3: Sequéncia de deformagdes

Nao é possivel eliminar o lago a esquerda da curva da Figura 3.3 usando a sequén-
cia de deformagdes, uma vez que o vetor tangente ao longo desse lago muda muito de
dire¢do, independentemente do tamanho do lago. A continuidade de O‘IC implica que
esse vetor deve anular-se no limite final.

Por outro lado, temos o sequinte teorema devido a Whitney e Graustein (veja [40],
Teorema 9.9 p.397), que nos d4 a reciproca da Proposigéo 3.8.

Teorema 3.9 (Whitney e Graustein). Duas curvas fechadas e regulares o, 3: [a, b] —
IR? sgo reqularmente homotdpicas, se, e somente se,

Ro = Rg.
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Exemplo 3.10. Seja 3: [a, b] — R? um circulo que dd uma volta no sentido anti-horario
em torno de seu centro, e seja a: [a,b] — R? a curva que percorre uma vez a lemnis-
cata com um lago na orientagdo indicada (ver Figura 3.4).

Figura 3.4: Curvas a e 8
Animagao 3.4: geogebra.org/m/ksuk8r9a

Temos que
R,=Rg=1.

Logo, pelo teorema de Whitney-Graustein, o e 3 sdo regularmente homotopicas. Vocé
consegue imaginar uma homotopia regular que leve o em 3?

Vamos supor agora que «: [a, b] — R? é uma curva fechada, regular e de classe C2.
Nesse caso, os campos de vetores o/, T'e N sdo campos de classe C! ao longo de .
Pelas equagdes de Frenet, o vetor tangente da curva T satisfaz

T'(t) = k(1) [l @)IN (1), (3.1)

onde k(t) é a curvatura de o em ¢. Portanto, a velocidade escalar da curva T'(¢) é
|k(t)]||/(t)]], ou simplesmente |k(t)|, se « estiver parametrizada pelo comprimento
de arco. Decorre de (3.1) que T" percorre o circulo unitario no sentido anti-horario, se
k(t) > 0, e, no sentido horério, se k(t) < 0.
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3. indice de Rotagéo

Seja ¢ a funcgdo angulo para a curva 7' em relagdo a origem (0, 0), que satisfaz
6(a) = 0. Usando a Proposicéo 2.9, p.106, temos que

o) = [ (- 1) ez = [ hE©)de.

Portanto,
0'(t) = k()| (t)]- (3.2)

No caso em que « esta parametrizada pelo comprimento de arco, temos que a curvatura
de « é exatamente a taxa de variagdo do angulo orientado, determinado pelos vetores
tangentes a curva « e o vetor T'(a). Observe que o vetor T'(a) pode ser substituido por
qualquer outro vetor fixo, sem alterar o valor de 6.

Definigdo 3.11. Seja a: [a,b] — R? uma curva de classe C2. A curvatura total CT ()
da curva « é dada por

1

b
CT(@) = 5 [ kel (Ol

Observe que o teorema de mudanca de varidveis para integrais implica que C'T'(«)
é invariante por reparametrizagdes proprias de classe C? de . A curvatura total repre-
senta, geometricamente, a menos de um fator constante, o “comprimento algébrico” da
imagem de 7" sobre o circulo unitario, isto é, os arcos que 7" percorre no sentido anti-
horario sdo considerados com comprimento positivo, enquanto aqueles que 7" percorre
no sentido horario sdo considerados com comprimento negativo.

0 resultado a sequir é surpreendente: a curvatura total de uma curva fechada é
sempre um numero inteiro. Mesmo para curvas simples, tal resultado nao é dbvio.

Teorema 3.12. Seja a: [a,b] — R? uma curva fechada, regular e de classe C2. Entéo
sua curvatura total C'T'(«) é dada por

b
ww=;/mwwwﬁﬂm

onde R, é o indice de rotagdo de «.. Em particular, CT(«) é sempre igual a um nimero
inteiro.
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3.2. Curvatura total

Demonstragéo. De fato, se 6 : [a,b] — R é uma fungdo angulo da indicatriz tangente
T de « tal que 6(a) = 0, temos

1 1

b
CT(a) = 27r/ k(e)||d/ (e)||de = %Q(b).

Visto que « € uma curva fechada, regular e de classe C?, sua indicatriz tangente 7" é
uma curva fechada, e, portanto, o indice de rotagao de « é dado por

1

Ry = W(T, (0,0)) = %G(b) =

b
/ k(e o/ ()]|de = CT(a).
]

Exemplo 3.13. Considere a elipse a(t) = (acost,bsent), t € [0,2x]. Temos que
R, = 1, 0 que implica entdo que CT(«r) = 1. Calculando diretamente a curvatura
total de «, obtemos que

ab
a?sen?t 4 b2 cos? t’

B’ ()] =

e, portanto,
1 i ab

21 Jo a?sen?e + b2 cos?e

de = CT(a) = 1.
0 resultado ndo é de modo algum 6bvio (tente calcular analiticamente. E possivellll).

Visto que o indice de rotagdo de uma curva é invariante por homotopias regulares,
a sua curvatura total também € invariante por homotopias regulares. Vamos usar a
formula do nimero de intersecdes para calcular W (T, (0,0)), e, portanto, a curvatura
total de .

Proposigao 3.14. Seja o : [a, b] — R? uma curva regular e vy um vetor unitdrio. Se a
equagdo T'(t) = vo possui apenas um numero finito de solugbes t1,ts, . . . , tx, entdo

1t b
%/ K)o/ (©)llde = Ro = W(T, (0,0)) = 3 sinal k(ts).  (3.3)
a i=1
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3. indice de Rotagéo

Demonstragéo. Seja vy um vetor unitério fixado e considere o raio r,,, com origem em
(0,0) e na direcdo de vy parametrizado por r,,(s) = wvps, s € [0,00). Como T'(¢)
esta sobre o circulo unitério, o raio r,, ird intersectar o trago de 7' no maximo quando
s = 1. Essa interse¢do, em geral, dd-se em um ponto multiplo. Para obtengao de todas
essas intersecgdes, devemos saber para quais valores do parametro ¢ temos que

T(t) = 9. (34)

Suponha que, apenas para um ndmero finito de valores ¢1, . . . , t, a equagao (3.4) seja
satisfeita. Observe que a condigdo para que cada interse¢ao seja transversal é dada
por

0 # (T'(t:),vp) = (k(t)[[a’ (8:) | N (t:), N(t:)) = k(t:)l|o (t:)]],
paratodo: = 1,...,k, isto é se k(t;) # 0, paratodoi = 1,...,k, o numero de
intersegcdes em cada ¢; é

v(t;) = sinal (T"(t;), vy ) = sinal k(t;).

Portanto,
1 r
o |, k(e)||o/(¢)||de = Ro = W(T, (0,0)) = ;sinal E(t;),
0 que conclui a demonstragao. O

Novamente, é surpreendente que o Gltimo membro da equagdo (3.3) ndo dependa
da escolha particular do vetor vy nas condi¢des acima.

0 indice de rotagdo R, de uma curva regular fechada « é, por definicdo, o nimero
de rotacdo da curva «’'. Portanto, o indice de rotagao fornece uma informagao sobre o
comportamento global de o/, que, a principio, ndo tem por que ser parecido com o com-
portamento global de a. Por outro lado, o’ determina, a menos de uma translagao, a
curva original «, e reciprocamente. Logo, ndo seria de todo surpreendente que o indice
de rotagdo R, desse-nos alguma informagéao sobre a geometria de «. Vamos discu-
tir um resultado importante nessa dire¢ao, conhecido como teorema de rotagao das
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tangentes (também conhecido como Umlaufsatz de Hopf). A demonstragdo que apre-
sentaremos a seguir é devida a H. Hopf (ver [33]), apesar do resultado ser conhecido,
pelo menos, desde Riemann (ver [51]).

Teorema 3.15 (Teorema de Rotagdo das Tangentes). Seja a: [a,b] — R? uma
curva reqular, fechada, simples e de classe C*. Entéo,

R, = +1.
Além disso, se o é de classe C?, entdo sua curvatura total C'T () satisfaz

b
CT(a) = ;ﬂ/ k(o) (e) | de = +1.

Decorre diretamente desse resultado a seguinte consequéncia:

Corolario 3.16. Toda curva o fechada, regular e de classe C* com R, = 0 ou |R,| > 2
possui autointersegdo. Se o é uma curva fechada, regular e de classe C?, com curvatura
total satisfazendo C'T'(«) = 0 ou |CT(«)| > 2, entdo, o possui pontos de autointer-
segéo.

Observagao 3.17. Observe que a reciproca desse resultado nao € verdadeira, isto é, ndo
é verdade, em geral, que se o indice de rotacdo de uma curva for igual a +1, a curva seja
simples. Como exemplo, considere a lemniscata com lago (veja Exemplo 3.10). Ela tem
indice de rotagao igual a um e ndo é simples.

Demonstragéo do Teorema 3.15. Suponha que « esteja parametrizada pelo comprimento
de arco e que seja dada por a: [0, £] — R2, a(t) = (u(t),v(t)). Visto que o in-
dice de rotagéo independe da escolha do ponto inicial e final, podemos supor que v(0)
€ 0 minimo absoluto da fungdo v. Apds uma translagao, podemos supor ainda que
a(0) = a(L) = (0,0). Em particular, v(t) > 0, e, portanto, o trago de « fica intei-
ramente contido no semiplano {(z,y);y > 0}. Nesse caso, aretay = 0 é a reta
tangente a curva a em «(0) = (L) (ver Figura 3.5).
Logo,
' (0) = T(0) = £(1,0).
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T(0) = (1,0)
a(0) = a(L) = (0,0)"

Figura 3.5: Sistema de coordenadas adaptado para «
Animacdo 3.5: geogebra.org/m/ch2xjyki

Vamos provar que

Ro=1, se T(0)=(1,0).

0 caso que R, = —1seT(0) = (—1,0) decorre imediatamente do primeiro caso,
considerando a curva o, isto &, a curva o com orientagao oposta a de «.. Assumire-
mos, portanto, que o/(0) = (1,0).

Aideia da prova agora é deformar continuamente a curva 7', que, a priori, é “compli-
cada”, até uma curva 77, cujo nimero de rotagdo W (77, (0, 0)) seja facil de determinar.
Considere o triangulo

A={(t,s) eR*;0<s<t <L}

Como a curva « € simples, temos «(t) # «(s), para todo ponto de A, exceto para o0s
pontos da hipotenusa de A, ou seja, para pontos da forma (¢, t) e para o vértice (£, 0)
(ver Figura 3.6).
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>
L t
Figura 3.6: 0 dominio A
Animagéo 3.6: geogebra.org/m/z6pcgruz

Considere a fungdo F': A — RR?, dada por

M7 ses<te(ts)#(L,0),
| Ta® =Gl
F(t,s) = T(t), ses=t,
—7(0), se (t,s) = (£,0).

Visto que « € uma curva simples, a fungdo F' esta bem definida. Vamos provar
que F' é continua em A. Com efeito, para todo ponto (¢,s) € Acoms < ¢, F' é
claramente continua em (s, ¢). Considere agora um ponto (a, a) da hipotenusa de A,
e seja (tx, sx), k € N, tx > s, uma sequéncia de pontos em A, que converge para
(a,a). Vamos mostrar que

lim F(tg,sg) =T (a) = F(a,a).
k—o0
Observe que podemos escrever

a(tr) — afsk)
tk — Sk

a(ty) — a(sk)
tk — Sk

-1
F(ty, si) = ’

Aplicando o teorema do valor médio a cada uma das fung¢des coordenadas u, v de «,
temos que existem s < (i < tp € s, < M < ty tais, que

a(ty) — alsk)
tr — Sk

= (u(Ck), v(nk))-
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Visto que lim ¢; = lim s; = a, temos que, necessariamente,
k—o0 k—o00

lim x = lim n, = a.
k—o00 k—o00

A curva o é, por hipétese, de classe C!, e, portanto, as fungdes v’ e v’ sdo continuas.
Logo,
lim (u'(Gk), v'(nk)) = (u'(a),v'(a)) = T'(a).

k—o0

Concluimos, entdo, que F' é continua em (a, a). Para provar a continuidade de F' no
ponto (£, 0), vamos considerar a curva de classe C!, @: [0,2£] — R?, obtida percor-
rendo a curva « duas vezes, isto é,

B alt) se 0<t< L
at) =
alt—L) se L<t<2L.
Seja (tx, sk) € A, com (tg,si) # (£,0) e klim (tk,sk) = (L£,0). Paracada k € N,
—00
defina = sx e = L + t.. Temos que (i < 7 €

lim ( = lim n, = L.
k—o0 k—oo
Por construgdo, obtemos que

a(Ck) =a(sy) e a(ne) = alty).
Portanto,
a(ty) — a(sg)
le(te) — (sp)]
_alm) — ()
a Mk — Ck
Repetindo o argumento do caso interior, vemos que

F(tk, Sk) =

a(ng) — a(Ck)
M — Ck

‘1

lim F(ty,s) = —(7(£),7(£)) = —(/(£),0/(£))

k—oo

— —T(L) = —T(0) = F(L,0).

Com isso, temos que F' é continua em A.
Vamos utilizar a fungdo F' para obter uma deformagéo continua de 7" para uma
curva T3, para a qual o nimero de rotagdo em relagao a origem seja mais facil de
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calcular. Considere as curvas D e D1, respectivamente, a hipotenusa e os catetos de
A. Podemos parametrizar essas curvas por Dy: [0, £] — A C R?, Dy(t) = (t,t), e
Dy:[0,L] = A C R?

(2t,0), se 0
Dy(t) = r
(L,2t— L), se 3

Defina acurva Ds: [0,£] —+ A C R%,0 < s < 1 (ver Figura 3.7), por

Dy(t) = (1 — s)Dy(t) + sDy(t).

0 L 0 D>

Figura 3.7: Curva D

Considere a aplicagdo H : [0, £] x [0, 1] — R?, dada por
H(t,s) = F o D4(t).

Afirmamos que H é uma homotopia regular entre 7" e 73, com T3 (t) = H(t¢,1), em
R? — {(0,0)}. De fato,

() H é continua, pois é a composta de fungdes continuas;
(i) H(t,0) = F(t.t) = T(t)

(i) H(0,s) = F(0,0) = T(0) = T(L) = F(L,L) = H(L,s), visto que cada
curva Dy liga o ponto (0, 0) ao ponto (£, £);

(iv) H(t,s) # (0,0), paratodo (¢, s) € [0, £] x [0,1].
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Como T e Ty sdo homotdpicas em R? — {(0,0)}, temos que
Ra = W(T7 (07 O)) = W(Tla (07 O))
Para concluir a prova, vamos mostrar que W (71, (0,0)) = 1. Seja6(¢) a fung&o angulo

de 73 em relagdo ao ponto (0,0), com §(0) = 0. Paratodo 0 < ¢ < g

o a2t)
B0 = agan]
aponta para o semiplano superior, 77(0) = (1,0), 71 (£/2) = (—1,0). Portanto,
0(L/2) = .

Por outro lado, no intervalo [£/2, £], T} aponta para o semiplano inferior, 7 (£/2) =
(_17 0) € Tl(ﬁ) = (17 0) LOgO,

(L) —0(L)2) = .

Portanto, 6(L) = 2 e, consequentemente,

Ru = W/(T1, (0,0)) = %9(5) _1

Vimos que a curvatura total de uma curva fechada e regular mede o ndmero algébrico
de voltas que sua indicatriz tangente da em torno da origem. Vamos considerar uma
outra integral definida a partir da curva, que esta relacionada com a curvatura total.

Definigdo 3.18. Seja a: [a,b] — R? uma curva fechada, de classe C? e regular. A
curvatura absoluta total de « é dada por

b
ca@ =5 [ @lla' @l

onde k é a fungéo curvatura de «.

160



3.4. Curvatura absoluta total

Observe que, se « esta parametrizada pelo comprimento de arco,
1T (s)[| = o (s)]| = [k(s)]-
Logo,
b b
2nCA() = [ [K(s)lds = [ [la”(s)lds = Lar

onde £, denota o comprimento da curva o’ entre a e b.
0 Teorema 3.12 diz-nos que C'T'(«) é sempre um ndmero inteiro. No entanto, no
caso da curvatura absoluta total, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.19. A curvatura absoluta total de uma curva fechada e reqular o é maior ou
iguala 1.

Um passo crucial na demonstragdo do Teorema 3.19 é o lema a seguir.

Lema 3.20. Se «: [a,b] — R? é uma curva fechada e regular, parametrizada pelo
comprimento de arco, entgo existem sy, ss € [a, ], tais que

a'(s1) = —d/(s2).

Demonstragdo. Conforme vimos antes, se 6 é uma fungao angulo para a curva o’ em
relagdo a origem, entdo,

o' (s) = (cosf(s),send(s)).

Sejam d; = min{f(s); s € [a,b]} e do = max{6(s); s € [a, b]} 0s valores de minimo
e maximo de 6. Observe que tais valores existem, pois # é uma fungao diferenciavel
definida num intervalo fechado.
Suponha, por absurdo, que ndo existam s1, s2 € [a, b] tais, que o/ (s1) = —a/(s2).
Logo,
do —dy <. (35)

Agora vamos mostrar que a desigualdade (3.5) nos levara a uma contradi¢cdo. Com

efeito, seja
< dy +do dy + d2>
u = COS 2 , S€en 2 .
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Portanto,
(u,(s)) = (u, (cos 0(s),sen §(s))) = cos <dl—;d2 - 0(3)) .

Assim, visto que

temos

(u,a(s)) >0,

ou seja, afuncéo altura h, dada por i(s) = (u, a(s)), é estritamente crescente. Tal fato
€ uma contradigdo, pois h(a) = h(b). Logo, concluimos a demonstrag¢do do lema. [

Agora usaremos o Lema 3.20 para demonstrar o Teorema 3.19.

Demonstragdo. Visto que a curvatura absoluta total ndo depende da parametrizagao,
e o é uma curva regular, podemos supor que a curva «:: [a, b] — R? esteja parametri-
zada pelo comprimento de arco. Se # é uma fungao angulo para a curva o’ em relagao
a origem, entao,

o' (s) = (cos(s),sen f(s)).
Sejam d; = min{6(s); s € [a,b]} e da = max{0(s); s € [a, b]} os valores de minimo
e maximo de 6. Visto que existem s; < so € [a, b] tais, que a/(s1) = —a’(s2) (ver

Lema 3.20), tem-se que o’ (s1) e &/ (s2) s@o pontos diametralmente opostos no circulo
St (ver Figura 3.8).
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o/ (s1)

Sl

a(s2)
o/ (a) = a/(b)

Figura 3.8: Pontos o/ (1) e a/(s2)
Animacao 3.8: geogebra.org/m/c2pcffhu

Logo,
LE() > 7.

Visto que a curva é fechada, temos
£3a!) + £, (o) > .

Assim, concluimos
Ll (a)) > 2r.

Isso prova o teorema, pois

O

No Teorema 3.19 exigimos que a curva « fosse fechada e regular, ou seja, o/ (a) =
o/(b). O resultado seguinte, no entanto, dé-nos uma estimativa da curvatura absoluta
total para curvas fechadas, sem exigir, todavia, a condigéo o/(a) = &/(b).

Proposigdo 3.21. Seja o : [a,b] — R? uma curva fechada e regular, exceto, possivel-
mente em a(a) = «(b). Entéo,

b
cA@) =5 [ KEI(E)]ds > 3.
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Demonstragdo. Seja s; € (a,b) tal que o ponto «(s1) é o ponto do trago de « mais
distante do ponto inicial e final a(a) = «(b). Nesse caso, a fungédo f : [a,b] — R,
dada por

f(s) = lla(s) — a(a)l?,

possui um maximo em s = s;. Como f é diferencidvel nesse ponto, temos que

0= f'(s1) = 2{c/(s1), a(s1) — a(a)). (3.6)

Vamos provar que existem dois pontos sg, sa € [a, b], com sy < s tais, que 0s
vetores o/(sp) e a/(s2) sejam ortogonais ao vetor o/(s;). Para isso, vamos escolher
um sistema positivo de coordenadas de R?, de modo que a origem (0, 0) seja o ponto
a(s1), 0 eixo Oy tenha a diregéo e sentido do vetor o’(s;) (ver Figura 3.9). Temos que
0 eixo Ox tem a dire¢@o e sentido de — N (sy).

(TN

i\ 0/(31)

Figura 3.9: Sistema positivo de coordenadas de R?
Animacao 3.9: geogebra.org/m/mbnnhjnf

Suponha que a expressdo de « em relagdo a esse sistema de coordenadas seja
a(s) = (x(s), y(s)).

A equacéo (3.6) diz-nos que o vetor a(s1) — a(a) = —a(a) é ortogonal ao vetor
(0,1). Logo, ar(a) estd sobre o eixo Ox. Temos ainda que a coordenada y(s) troca de
sinal em s = s;. De fato, se y ndo trocasse de sinal, essa funcao teria um extremo
nesse ponto. Logo, 4/ (s1) = 0, e, portanto, o’ (s ) seria paralelo ao vetor N (s;), 0 que
€ uma contradigdo. Assim, temos que y assume pelo menos dois valores extremos
absolutos (méximo e minimo) em (a, s1) U (s1,b). Suponha que tais extremos sejam
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nos pontos sg € (a,s1) € s2 € (s1,b). Nesses pontos, 3/(sg) = y'(s2) = 0, ¢,
portanto, o’ (sg) e o’(s2) sdo ortogonais a ’(s1). Esse fato, diz-nos que a indicatriz
tangente de o, quando ¢ varia no intervalo [sg, s3], percorre pelo menos dois arcos de
circulo e cada arco tem comprimento 7 /2. Logo,

ED) 52
/ /
| s = [T ds = .
S0 S0
Observe que, restrita ao intervalo (a, s¢), k ndo pode ser identicamente nula. De fato,
se k(s) = Onointervalo (a, s¢), 0 trago da curva o deve ser um segmento de reta nesse
intervalo. Como «(a) esta sobre o eixo Oz e o/ (sp) € paralelo a esse eixo, concluimos
que y(sp) = 0, 0 que contradiz a escolha de s(. Portanto,
b S0 52
/ / /
| @las = [ k@l + [ ks’ lds
a a

50
b

+ [ k() (s)llds

S2

” / " k(s) o () ds > .

S0

80
visto que/ |k(s)|ds > 0. Assim,

1 [ , 1
cA) = 5 [ Ikl )]ds > 5.
o0 que conclui a prova. O

Como aplicagao desse resultado, vamos apresentar uma condi¢do para que uma
curva fechada e regular seja simples.

Corolario 3.22. Seja « : [a,b] — R? uma curva fechada e regular com curvatura abso-
luta total menor do que ou igual a um. Entao « € uma curva simples.

Demonstragdo. Admitamos, por absurdo, que o ndo seja simples. Portanto, trocando o
ponto inicial/final, se necessdrio, podemos supor que a(a) = «(to), para algum ¢y <
b. Nesse caso, considerando a1 = al(, 5, & @2 = (5,4, temos, pela Proposi¢do
3.21, que

1
e CA(ag) > =.

CA(OQ) > 5

N |
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Portanto,
CA(a) =CA(m) + CA(ag) > 1

0 que é uma contradigao. O

No Capitulo 6, iremos caracterizar completamente as curvas com curvatura abso-
luta total igual a um.

1. Seja o : (—o0,00) — RZ, definida por a(t) = (t,t?). Calcule seu indice de
rotagao.

2. Determine os indices de rotagao das curvas ( ), (i1%) e (iv) (ver Figura 3.10).

@
-G -

Figura 3.10: Curvas (4

’L’LZ
3. Teorema de Stoker. Sejaa : (—oo, 00) — R? uma curva regular e parametrizada
pelo comprimento de arco. Suponha que « satisfaga as seguintes condigdes:

(i) A curvatura de « é estritamente positiva;
(i) 0 hrf |a(s)| = oo, Ou seja, a curva estende-se para o infinito em ambas

S§— 00

as diregoes;
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(i) « ndo tem autointersegdes.
Mostre que a curvatura total de o ¢ menor ou igual a 7.

. Determine a curvatura total da curva de Lissajous

a(t) = (sen3t,cos4t), 0 <t < 27.

. D& um exemplo de uma curva fechada e regular a: [a,b] — R? tal que C A(«)
ndo é um numero inteiro.

. Mostre que se existe um vetor unitario « tal que a indicatriz tangente 7" de uma
curva fechada e regular a: [a,b] — R? satisfaz T'(t) # a, paratodo ¢ € [a, b],
entdo, C'T'(«) = 0. Dé um exemplo onde essa situagéo ocorre.

. Seja a: [a,b] — R? uma curva fechada, regular e de classe C2. Suponha que
a curvatura de « é estritamente positiva em todo ponto de [a, b]. Mostre que a
aplicagdo 7T'(t) = %, t € [a,b], é sobrejetiva em S!. Mostre que, nesse
caso, para cada a € S!, existe apenas um nimero finito % de valores t € [a, b]
tais, que 7'(t) = a. Mostre ainda que & ndo depende de a e é igual ao indice de

rotagéo de a.
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Neste capitulo, vamos discutir o nimero de componentes conexas do complementar do
traco de uma curva fechada e simples em R2. Quando consideramos uma curva desse
tipo, o fato de que ela ndo possui autointerse¢des faz-nos pensar, intuitivamente, que o
seu trago divide o plano em duas componentes conexas: uma regiao limitada pelo trago
da curva e uma outra ilimitada. De fato, todos os exemplos que conseguimos imaginar
sao assim, apesar de que, nem sempre, € facil identificar se um ponto esta ou ndo na
regido que consideramos limitada pelo trago da curva. Por exemplo (ver Figura 4.1), em
qual componente conexa esta o ponto P?

Figura 4.1: Qual componente conexa estd o ponto P?

Definigéo 4.1. Dizemos que uma curva o : I — R? é uma curva de Jordan, se o for
uma curva fechada e simples.

Uma possivel regido limitada pelo trago de uma curva fechada e continua pode ser
bem estranha. Vimos no Capitulo 1 que existem curvas fechadas e continuas cujos
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tracos “preenchem” um quadrado (ver curvas de Peano, Hilbert e Moore no Exemplo
1.21, p.16). No exemplo de Moore, tal curva é o limite de curvas continuas, fechadas e
simples. Ao deixar a imaginagao correr, aquela intui¢do inicial parece que vai ficando
cada vez mais ténue e até podemos duvidar da veracidade de tal resultado. Ele, de fato,
é verdadeiro e foi apresentado inicialmente por Camille Jordan (ver [35], p.593).

A complexidade da prova do teorema de Jordan surpreendeu muitos matematicos de
sua época. Mesmo assim, a prova tinha ainda varias lacunas a serem preenchidas.
Na literatura, temos muitas provas desse teorema e, no caso de a curva ser apenas
continua, as demonstragdes apresentam um certo grau de complexidade. O teoremade
Jordan talvez seja um dos resultados matematicos em que mais facilmente podemos
acreditar, sem percebermos a dificuldade de sua demonstragao. Ele também é um belo
exemplo de que desenhar é, de fato, diferente de demonstrar.

Muitas vezes, ao colocar hip6teses adicionais sobre a curva, a demonstragéo é
facilitada. Assim, iremos demonstrar o teorema de Jordan, no caso em que a curva é
regular e de classe C?.

Inicialmente vamos provar um fato Gtil na demonstragdo do teorema de Jordan,
que é a existéncia de uma vizinhanga adequada do trago da curva considerada. Na
demonstragédo da existéncia de uma vizinhanga tubular, necessitaremos do lema do
nimero de recobrimento de Lebesgue. Com o objetivo de entendermos seu enunciado,
iremos introduzir algumas definigoes.

Definigdo 4.2. Seja X um subconjunto de R2. Uma cobertura aberta do conjunto X é
uma familia { A;};c; de subconjuntos abertos de R? tal que

xclJa,
el

onde 7 é um conjunto de indices, que pode ser finito, infinito enumeravel ou infinito ndo
enumeravel.
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Definigdo 4.3. Seja X um subconjunto de R?. O didmetro de X é

diam X = sup{||z — y|;z,y € X}.

Estamos prontos agora para enunciar o lema do nimero de recobrimento de Lebes-
gue.

Lema 4.4 (Nimero de recobrimento de Lebesgue). Sejam X um subconjunto com-
pacto (isto é, limitado e fechado) de R? e {A;};c; uma cobertura aberta de X. Existe
um ndmero real § > 0, denominado numero de recobrimento de Lebesque, tal que, para
cada subconjunto Y de X com didmetro menor do ¢, existe A; talqueY C A;.

Proposigao 4.5 (Existéncia da vizinhanga tubular). Seja« : [a,b] — R? uma curva
fechada, simples, reqular e de classe C2. Entéo, existem um aberto U C R?, contendo
o trago de o, e um homeomorfismo h : Ac — U, onde A é 0 anel A = {(z,y) €
RZ (1 —¢)? < 22+ 9% < (1 +¢)?}, ¢ > 0, tal que a imagem do circulo x> + y? = 1
por h é o trago de « (ver Figura 4.2).

Figura 4.2: Vizinhanga tubular

Dividiremos os passos principais da demonstragdao em dois lemas e para isso, ne-
cessitaremos da construgdo a sequir. Seja «: [a, b] — R? uma curva regular, fechada
e de classe C2. Temos que estdo bem definidas as derivadas de primeira e segunda
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ordem de « paratodo t € [a,b] e
d'a d'a
TR

Portanto, podemos estender a curva « a uma curva periddica & : R — R2, com

), i=1,2

alt)=a(t+a—k(b—a)), se k(b—a)<t<(k+1)(b—a), (4.7)

onde k& € N. A curva ¢, assim definida, é reqular, de classe C? e seu traco é 0 mesmo
que o trago de «. Se a curva « for simples, entdo, temos que a(t) = a(s), se, e
somente se, (¢t — s) é um mdltiplo inteiro de (b — a).

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a curva « esteja parametrizada
pelo . Agora vamos considerar a extensao periddica &, dada por (4.1). Defina H : R? —
R? por

H(s,t) = a(s) + tN(s),
onde N (s) é o vetor normal de @ em s. Se a(s) = (z(s),y(s)), temos que N(s) =
(—y'(s),2'(s)) e, portanto,

H(s,t) = (x(s) — ty'(s), y(s) + ta'(s)).
Lema 4.6. Para cada sy € [a, b], existem e(sg) > 0 e ((sg) > 0 tais que fI\RSO, onde

Rsy = (50 —€(80), 50 +€(s0)) % (—C(s0),¢(50))

é um difeomorfismo sobre sua imagem. Além disso, existem e > 0 e ¢ > 0 tais que
a fungdo H|r: R — R?, onde R = (a — &,b + ¢) x (—(, (), é localmente um
homeomorfismo.

Demonstragéo. De fato, a matriz jacobiana de H em (s, t) é

C(2(s) —ty'(s) y(s) + ta(s)
J ‘( “y/(s) 2/(s) )

Portanto, o determinante de .7, calculado no ponto (sg, 0), é
det T = (/(s)? + (4 (5))> = 1 # 0.

Logo, a diferencial de Hem (s0,0) é um isomorfismo e, portanto, o teorema dalfungéo
inversa garante a existéncia de vizinhangcas Wy, de (so,0) e Vj, tais que H|w, :
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4. Teorema de Jordan

Ws, — Vs, € um difeomorfismo. Decorre dai que para cada sy € [a,b], existem
£(sp) > 0e((sp) > 0 tais que o retangulo

Rsy = (50 —€(50), 50 +&(s0)) % (—=C(s0),¢(50))

esta contido em W, e H|g, € um difeomorfismo sobre sua imagem. Como [a, b] €
um conjunto compacto, existe um ndmero finito de retdngulos Rs,, s; € [a,b], i =
1,...,n,tais que

la,b] x {0} C | R,

=1
Sejam
e=min{e(s;);i=1,...,n} e (=min{{(s;);i=1,...,n}
e considere
R=(a—eb+e)x(—¢¢) C | Rs.
i=1
A fungdo H|z : R — RR2 é localmente um homeomorfismo e H (s, 0) = a(s). O

Lema 4.7. Existe 6 > 0 tal que se |t1| < 9, |ta| < 6, s1,52 € [a,b) eH@l,tl =
H (s2,t2), entdo t1 = ty € s1 = so, iSto €, existe & > 0 tal que a aplicagdo H , restrita
ala,b) x (—0,0), é injetiva.

Demonstragdo. Com efeito, suponha, por contradigao, que tal § > 0 ndo exista. Nesse
caso, para cada n € N, existem 7, s7, t7 e t3 com [t7]| < L e |¢5| < 1 tais que

H(st,t}) = H(s3,t5) e (s{,1]) # (s, 13).
Inicialmente, vamos provar que, a menos de uma subsequéncia,
Jim |s5 — sT| = 0. (4.2)
Suponha, por absurdo, que existang € N e ky > 0 tal que |s§ — sT| > ko > 0 para

todo n > ng. Observe inicialmente que a curva « € injetiva em [a, b), portanto, como
H é um difeomorfismo local, temos que &~!: B — [a,b) é uma aplicagdo continua,
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4.1. Teorema de Jordan

onde B denota o traco de «. Visto que B é compacto, temos que &' é uniformemente
continua. Logo, se |sy — s| > ko, existe k; > 0 tal que

la(s3) — alsT)]| = k. (4.3)

Além disso, a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que, se [t} < % ety < %
entao,
15N (s5) = (7N (sPII” = [[E5N (s5)[|* + [[F N (s7) |
—2(tyN(s3), 17 N (s7))
<2A(|ENEHIP +IENGDIH G4
<2
TL2
Portanto, usando (4.3) e (4.4), obtemos, paran > ny,
0=||H(s3,t3) — H(st,t})]
= lla(sy) + 13N (s3) — a(sy) + 7N (s7)]|
> |la(sy)) —al(sy)l| — [tz N (sz) — ey N(sT)]]

2
>k ——>0.
n

Temos, portanto, uma contradicdo e (4.2) é verdadeiro. Logo, existe n; € N, tal que,
para todo n > nq, temos |s5' — s7'| < A, onde X é o nimero de recobrimento de
Lebesgue (ver Lema 4.4) da cobertura { R, } dada no Lema 4.6. Assim, (s},t}) e
(s§,t%) pertencem ao mesmo retangulo ) de { R, } paratodo n > n;. Visto que H
é injetiva em Q temos que H (s7, %) = H(sy,t}) implica s = s7 e t" = ¢7. Essa
contradi¢ao conclui a prova do Lema. O

Estamos prontos para concluir a demonstracao da Proposicao 4.5.

Conclusdo da demonstragéo da Proposicdo 4.5. Sejatd = H ([a,b] x (—=¢,¢)) e con-
sidere agora as aplicagdes f: [a,b] x (—(,{) = A¢ce H : [a,b] x (=(,¢) = U,
dadas, respectivamente, por

f(s,t) = <(1 +t) cos (W) , (1 +1¢)sen <27Tb(s_a))>

—a —a

H(s,t) = a(s) +tN(s).
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4. Teorema de Jordan

Observe que f e H deixam de ser injetivas apenas ao longo dos segmentos {(a, t); ¢ €
(—¢, Q) e{(b,t); t € (—(,C)}, porém a hipotese de « ser uma curva fechada e de
classe C? diz-nos que esta bem definida a fungdo h : A — U, dada de modo que o
diagrama abaixo (ver Figura 4.3) comute.

[a, 6] x (=, Q)

Ac={(z,y); 1= <2® +y* < (1+¢)?*} U = H([a,b] x (=¢,Q))
Figura4.3: ho f = H

Assim, como f e H sdo localmente homeomorfismos, 2 é um homeomorfismo.
0

Definigao 4.8. O conjunto aberto ¢/ é chamado vizinhanga tubular de «.

Um fato simples de provar, mesmo para curvas continuas, e que serd (til é o

Lema4.9. Sea: [a,b] — R? é uma curva fechada, entdo, o complementar de seu trago,
C, possui apenas uma componente conexa ilimitada.

Demonstragdo. Com efeito, suponha que C® possua duas componentes conexas ilimi-
tadas, digamos W, e Ws. Entdo, dado R > 0, existem P; € W; e P, € W, que estao
fora da bola de raio R (ver Figura 4.4). Como P, e P, estdo em componentes conexas
diferentes de C?, toda curva continua que ligue P, a P, deve intersectar o trago de a.
Em particular, existem pontos do trago de « fora da bola de raio R, para todo R > 0.
Logo, o trago de o é um conjunto ilimitado de R?, o que é uma contradig&o.
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Figura 4.4: As componentes conexas ilimitadas W, e W,

Antes de enunciar o Teorema de Jordan, necessitaremos da seguinte

Definigdo 4.10. Dado um ponto P € R?, se B.(P) = {Q € R?; |P — Q| < &},
entdo uma das trés possibilidades abaixo podem ocorrer:

(i) Existe e > 0,tal que B.(P) C A. Nesse caso, P é dito ponto interior de A.
(i) Existee > 0,tal que B.(P)N A = (). Nesse caso, P é dito ponto exterior de A.
(iii) Paratodoe > 0, B.(P)N A # () e B.(P) N (R? — A) # (). Nesse caso, P é

dito ponto de fronteira de A.

Definigao 4.11. O conjunto de pontos interiores de A é chamado de interior de A e sera
denotado int A. O conjunto de pontos de fronteira € chamado fronteira ou bordo de A
e serd denotado por 9 A. O fecho de A é dado por int A U OA e serd denotado por A.

Vamos entdo ver que, para curvas de classe C?, o complementar do traco de o
possui apenas uma componente conexa limitada.
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4. Teorema de Jordan

Teorema 4.12 (Teorema de Jordan regular). Seja a: [a,b] — R? uma curva de
Jordan, regular e de classe C2. Entdo, o complementar do trago de «, C®, é a uniéo de
dois conjuntos conexos, ndo vazios e com a fronteira de cada um igual ao trago de .

Demonstragéo. Seja
A ={(z,y) e R} (1-¢)? <2’ +4* < (1+ ()}

e seja h: Ac — U o homeomorfismo dado pela Proposigao 4.5, onde ¢/ é uma vizi-
nhanga tubular do trago de . Se B = {(=,y) € R?;2? + y? = 1}, entdo, h(B) é 0
tragco de . Sejam

Alz{(x,y)eRz; 1—C<x2+y2<1}

Ay ={(z,y) eR} 1< 2® + 2 <14}

e defina
Ql = h(Al) e QQ = h(AQ)

(ver Figura 4.5). Como A é um homeomorfismo, 0s conjuntos €2; e Q- sdo abertos e
conexos. Além disso, o trago de « € a fronteira comum de ©; e Q.

Qo

Figura 4.5: Conjuntos Q; e 2,
Sejam p; € Q1 e po € ), pontos sobre 0 mesmo segmento de reta passando por
a(tp) e ortogonal ao trago de « (ver Figura 4.6):

Iy = {a(to) + sN(to); s € (=, ()} CU.
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Pela férmula do ndmero de interse¢des (ver Teorema 2.45, p.136), como I;, intersecta
o trago de « apenas no ponto «(¢g), temos que

W(a,p1) — W(a,pa) = £1. (4.5)

Figura 4.6: Pontos p; e p, passando por a(ty)

Para cada p € (¢, seja
W(p) = W(a,p).

Usando a Proposicao 2.33, p.124, temos que TV (p) é constante em cada componente
conexa de C“. Por outro lado, a Proposicdo 2.14, p.112, combinada com a Proposi¢do
2.33, implicam que

W (p) (4.6)

=0
na componente conexa ilimitada. Assim, (4.5) e (4.6) implicam que C* possui pelo
menos duas componentes conexas.

Vamos provar agora que 0 possui, no méximo, duas componentes conexas. Su-
ponha, por absurdo que C* tenha trés componentes conexas, a saber Wy, W e Wi,
onde, pelo Lema 4.9, W5 é ilimitada e WW; e W, sdo limitadas. ComocadaW;, i = 1,2
é aberto e W; # R2, temos que OW; # (. Se p € W, entdo p ndo pertence a ne-
nhuma componente conexa de C® e, portanto, p € a([a, b]). Temos, entdo, que cada
OW;, i = 1,2 estd contido no trago de «.. Desta forma, visto que Wy N Wy = ),
temos que 2; = h(A4;) C W1 UW, éaunido de pelo menos dois abertos disjuntos e,
portanto, desconexo, mas isso é um absurdo, visto que / é um homeomorfismo e A; é
conexo. Logo C* é formado por exatamente duas componentes conexas, uma limitada
e outra ilimitada que, doravante, denominaremos W, e W, respectivamente.

Resta demonstrar que o trago de « é a fronteira comum a essas componentes cone-
xas. Ja demonstramos que essa fronteira estd contida no trago de «. A seguir, demons-
traremos que a inclusdo oposta éf verdadeira. Dado p = a(t1) € a([a, b]), sejas € St

177



4. Teorema de Jordan

o Unico ponto tal que h(s) = p. Seja .J; segmento que passa por s, perpendicular a S*
e tal que J; C A (ver Figura 4.7).

Figura4.7: Js e h(Js)

Visto que J5 contém pontos de A; e A,, temos que h(J,) contém pontos de Q; C
Wi e Qs C Wh. Visto que k|, € um caminho conexo (por ser imagem de um conjunto
conexo por uma aplicagdo continua), vemos que h(.J;) intersecta a fronteira comum
entre as duas componentes conexas de 0. Visto que » é um homeomorfismo que leva
St em a([a,b]) e {s} = J; NS, temos que essa intersegdo de h|;, com a fronteira
comum da-se, precisamente, em p.

O]

Observagéo 4.13. Decorre da demonstragdo do teorema de Jordan regular que R? —
{a([a, b])} escreve-se como a unio de dois conjuntos conexos, um ilimitado, digamos
W\, e outro limitado, digamos W,. Temos ainda que a fungdo W, definida por W (p) =
W (a, p), satisfaz

/o, sep e W,
W<p)_{ +1, sepE Ws,

onde o sinal, na ultima expressao, depende da orientagdo de c.
Considere o campo normal unitario V de uma curva de Jordan, regular e de classe

C2. Como esse campo é continuo, temos que ele sempre aponta para uma das com-
ponentes conexas, determinadas pelo trago dessa curva em R2. Vamos introduzir a
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nogao de orientagdo positiva de uma tal curva.

Defini¢do 4.14. Seja o: [a,b] — R2 uma curva de Jordan, regular e de classe C2.
Dizemos que « esta positivamente orientada, se seu campo normal aponta para a regiao
limitada de R? determinada pelo trago de .

0 ponto fundamental na prova da versao regular do teorema de Jordan foi a exis-
téncia de um campo normal diferencidvel, definido ao longo de «, 0 que nos permitiu
definirmos os dois conjuntos conexos 2; e 2,. Para 0 caso em que as curvas sao
apenas continuas, essa construgdo ndo pode ser repetida de forma simples. A forma
do teorema de Jordan para curvas continuas, enunciada a seguir, foi apresentada por
Camille Jordan em 1887 (ver [35], p.593). Uma demonstrag&o relativamente elementar
foi obtida por Helge Tverberg em 1980 (ver [55]).

Teorema 4.15 (Teorema de Jordan). Seja a: [a,b] — R? uma curva continua e de
Jordan. Entdo, o complementar do trago de o, C%, € a uniéo de dois conjuntos conexos,
néo vazios e com a fronteira de cada um igual ao trago de a.

Observagao 4.16. Uma demonstragdo elementar, no mesmo espirito da apresentada
aqui, para o0 caso em que a curva é C* por partes, pode ser encontrada em [49].

A componente conexa limitada de C~ é denominada interior de o ou regido deter-
minada por o, e a outra componente conexa ilimitada de C® é chamada de exterior de
.

Vamos comentar agora sobre a reciproca do teorema de Jordan. Suponhaque I" C
R? seja um conjunto compacto, tal que R? — I" tenha exatamente duas componentes
conexas WW; e W, cuja fronteira de cada uma dessas componentes seja I'. Sera que
I" é o trago de uma curva de Jordan? Esse fato é falso, como mostra o Exemplo 4.19
a seguir. Antes de apresentarmos esse exemplo, vamos fazer algumas consideragoes
de topologia de R?, (teis ao entendimento do exemplo.

Defini¢ao 4.17. Dizemos que um conjunto A é localmente conexo, se, para todo ponto
P € A, existe uma bola aberta B de centro P, tal que A N B é um conjunto conexo.

0 resultado enunciado a seguir foi provado independentemente por Hahn (ver [28] e
[27]) e Mazurkiewicz (ver [37] e [38]) e estabelece condicdes necessarias e suficientes
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para que um conjunto A C R? seja o trago de uma curva continua, definida em um
intervalo fechado. Lembramos que um conjunto A é fechado, se, para toda sequéncia
convergente de pontos de A, o limite também é um ponto de A.

Teorema 4.18 (Hahn-Mazurkiewicz). Um conjunto A C R? é o trago de uma curva
continua definida em um intervalo fechado, se, e somente se, A é fechado, limitado,
conexo e localmente conexo em R2.

Exemplo 4.19. Agora podemos introduzir o exemplo de uma curva limitada, cujo trago
separa R? em dois conjuntos conexos, mas ndo é uma curva de Jordan (ver Figura 4.8).
ConsidereI' =Ty UT, UT'3 UI'y,onde cadaT';,7 = 1,2, 3,4, é dado por

Iy = {(z,y) € R% y =sen(n/z), 0 <z < 1},

Ty ={(z,y) eR% £ =0, —2<y <1},
I3 ={(z,y) eR% y=-2, 0<z <1},
F4:{($7y)€R2,x—1, —2<y<0}

Figura4.8: Acurval' =T'; UT, UT'3 UT'4 ndo é uma curva de Jordan

Observe que R? — T" possui exatamente duas componentes conexas
Wi ={(z,y) eR} 0<z <1, -2 <y <sen(r/z)}
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WQZRQ—(FUW1>,

com OW; = OW, = TI'. Visto que I" ndo é localmente conexo, temos, usando o
Teorema 4.18, que I" ndo é o trago de uma curva de Jordan.

Vamos apresentar agora algumas aplicagdes do teorema de Jordan.

Teorema 4.20. Seja D uma regido de R? delimitada por uma curva de Jordan. Se
F: D — R? é uma fungédo continua e injetiva, entdo, F'(D) é um subconjunto aberto e
conexo de R2.

Demonstragdo. Vamos provar que F'(D) é um conjunto aberto de R2. Sejap € D, e
sejae > 0, tal que a bola fechada B.(p) de centro p e raio ¢ esteja contido em D. Seja
ap(t) = p+e(cost,sent), t € [0,27] uma parametrizacéo da fronteira de B.(p).
Como F' é continua e injetiva, a curva 3, dada por 5(t) = foay(t),t € [0, 27], é uma
curva de Jordan. Denote por I' C R? o trago de 3. Denote por B(p, ) a bola aberta de
centro p e raio . Devido a continuidade de F', temos que F'(B(p,¢)) é conexo e, pela
injetividade de F, obtemos que F'(B.(p) N T" = (). Dai decorre que F'(B.(p)) esta
contido em uma das duas componentes conexas determinadas por I". Denote por Q2 a
componente conexa limitada e seja ¢ € 2. Temos que W (T, q) = +1 (ver Observagédo

4.13, p.178) e, portanto, pelo Teorema 2.46, p.139, existe py € B:(p), tal que
F(po) = q. (4.7)

Logo, F'(B:(p)) N 2 # ( e, portanto, F'(B:(p)) C €. Por outro lado, como g € Q
é arbitrario, a equagéo (4.7) implica que Q C F(B:(p)), e, portanto, Q = F(B.(p)).
Assim, F'(B.(p)) é um aberto e conexo de R?. Desta forma, dado F(p) € F(D),
existe um aberto F'(B-(p)) C F(D). Logo F(D) é aberto. A conexidade de F'(D)
segue diretamente da conexidade de D e da continuidade de F. O

Ap6s o conhecimento do Teorema 4.20, é natural perguntar: uma fungao continua
e injetiva F' leva os pontos de fronteira de um conjunto D em pontos de fronteira de
F(D)? Em geral, esse resultado é falso, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 4.21. Seja F': D — R? uma aplicagdo, dada por

F(a,y) = (ycosa,ysenz),
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onde D = [0,27) x [1/2,2] C R2. Portanto, temos que F é continua e injetiva.
0 conjunto imagem F(D) é o anel {(x,y) € R?; 1/4 < 2% + y? < 4}. 0 ponto
(0,1) € 9D e F(0,1) = (1,0) € OF (D).

Se, porém, a fungdo F' é um homeomorfismo, isto €, ela é continua e possui inversa
continua, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.22. Seja F': D — F(D) um homeomorfismo, onde D C R? é uma regido
delimitada por uma curva de Jordan. Se p € 0D, entéo, F'(p) € OF (D).

Demonstragdo. Sejap € D, tal que F(p) € F(D)— 0F (D). 0 mesmo argumento da
demonstragdo do Teorema 4.20, aplicado a fungdo F—! restrita a uma bola de centro
F(p) e raio suficientemente pequeno para estar contido em F'(D), mostra que p =
F~\(F(p)) ¢ OD. 0

1. Mostre que o exemplo de Moore de uma curva de Hilbert ndo é simples (ver
Exemplo 1.21, p.16).
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5. Desigualdade Isoperimétrica

5.1. A desigualdade isoperimétrica classica ]

0 problema isoperimétrico é considerado um dos mais antigos problemas de geome-
tria da humanidade. Esse resultado proporciona uma estimativa para a area da regiao
limitada por uma curva fechada e simples em fungdo de seu comprimento.

A contribuigdo dos gregos na resolugdo do problema aparece com Zenodorus (Il
a.E.C.), ver [44], que provou que um circulo tem uma area maior do que qualquer poli-
gono com o mesmo perimetro. Infelizmente, seu trabalho foi perdido, mas essa infor-
macao é comprovada pelos registros de Pappus e Theon de Alexandria (ver [5], p.526).

Posteriormente, Jakob Steiner (1796-1863), ver [45], deu cinco provas do problema
isoperimétrico, as quais foram reproduzidas em [5], pp.533-537. Contudo, as demons-
tragbes de Steiner ja assumiam a existéncia de uma solugdo, como afirma Blasjo,
ver [5], p.532. 0 problema s¢ foi resolvido rigorosamente por Karl Weierstrass (1815-
1897), ver [43], que mostrou a existéncia de uma solugdo em suas palestras sobre o
calculo das variagoes em 1879, mas nunca publicou seus resultados, cujos registros
encontram-se no volume VIl de Mathematische Werke, de 1927 (ver [56]).

Antes de iniciarmos a prova da desigualdade isoperimétrica, necessitaremos do
seguinte resultado de célculo diferencial:

Lema 5.1 (Teorema de Green). Seja o : [a,b] — R? uma curva fechada, de classe
C!, simples, orientada positivamente e definida por a(t) = (z(t), y(t)). Entédo,

b b
A=— / y(B)2! (£)dt = / 20y (£)dt

1

\ (5.1)
- / (@ (8 () — y(t)a' (1))dt,



5. Desigualdade Isoperimétrica

onde A é a drea da regido delimitada pela curva o.

Agora, vamos mostrar que dentre todas as curvas regulares e de Jordan com um
mesmo comprimento fixado, o circulo delimita a maior drea. A demonstragao que apre-
sentaremos ¢ devida originalmente a E. Schmidt (ver [53]).

Teorema 5.2 (Desigualdade Isoperimétrica). Se £ é o comprimento de uma curva
a regular e de Jordan, e A € a drea da regido que o trago de o delimita, entéo,

L2 — 47 A > 0. (5.2)

Além disso, a igualdade ocorre em (5.2), se, e somente se, o trago de « é um circulo.

Demonstragdo. Inicialmente, sejam E e I duas retas paralelas, de tal forma que o
trago de « esteja contido na regido entre elas. Deslocando essas retas na diregao trago
da curva de modo que suas diregcdes sejam preservadas até que interceptem o trago de
«, obtemos duas retas paralelas, £’ e I/, tangentes a curva « (ver Figura5.1) em P e Q.
Seja & uma curva cujo traco descreve um circulo tangente as retas £’ e F' em P e Q,
respectivamente, escolhido de forma a ndo interceptar o trago de . Denotemos por r
o raio desse circulo e tomemos seu centro como a origem do sistema de coordenadas.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que « : [0, £] — R? esteja parametrizada
pelo comprimento de arco, orientada positivamente, tal que «(0) = P, a(so) = Q e,
em relagdo a esse sistema de coordenadas, « seja dada por

a(s) = (z(s),y(s)), s €0,L], com a(0) = a(L).

A curva @ pode ser parametrizada por @: [0,£] — R?, onde a(s) = (Z(s),%(s)),
onde z(s) = z(s) e

r2 —(z(s))?, so<s<L.

{ r2 — (z(s))?, 0 < s < s,

Observe que @(0) = a(£) = P. Finalmente, vamos obter a estimativa (5.2). Com
efeito, seja A a area limitada pelo trago de @. Usando o Lema 5.1, temos

L L
= ! = — 7(s)x' (s SZ?TT2.
A= [Tati s e A== [ g
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L
A+ 7r? —/0 (x(s)y'(s) — ¥y

5.1. A desigualdade isoperimétrica classica

y(s)i
ol |
als
A l |
/ eP = «a(0)
a(s0) = Q o
a(s)
@ c“/ / \\- P {>
[ B
E E 2r E F

Figura 5.1: Trago de v e @

5(s)2' (s))ds
L
< / @&y () — 98 (s)%ds

L
< / \/902(y’)2 — 2zy'ya’ + y?(2')2ds.
0

Como (m +n)? > 0 param,n € R implica

temos

L
avmt < [ VEiP P

—2mn < m? + nQ,

y'y)%+ (ya')ids.
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5. Desigualdade Isoperimétrica

Observe que
(xy')2 + (CCCCI)2 + (ylg)Q + (y$/)2 _ $2(y/2 + 56/2) +y2(m/2 + y/2)
= @+ 7"+,
e, sendo « parametrizada pelo comprimento de arco, vemos que
\/(12 +g2)($/2 + y/2) — \/xQ +§2\/ZU/2 + y/2
=V + P =B+ =1

Logo,

L
A+7ﬂ“2§/0 V(ey)? + (@) + (5y)? + (y2')2ds

L
_ /0 V@) F G)Pds (5.4)
L

:/ rds = Lr.
0

Note que mn < 1 (m? + n?) . Assim, param = v/ A en = Vrr2, temos
VAVTr? < %(A—}— mr?) < %Er. (5.5)
A desigualdade (5.5) permite-nos concluir que

L2 — 47 A > 0.

Admitamos a ocorréncia da igualdade em (5.2), ou seja, £? = 4m.A. Logo, usando
(5.5), temos

1
Amr? = Z(A + mr?)?,
isto é, (A — 7r?)2 = 0. Portanto, A = 7r2. Decorre ainda da igualdade em (5.2) que
L =2mr.

Consequentemente, a distancia 2r entre £’ e F’ ndo depende da escolha da diregao
comum dessas retas. Além disso, a igualdade em (5.4) implica que vale a igualdade
em (5.3), isto &,

_Qxy’gx/ = ((L‘(L‘/)2 + (gy/)Q — (.’E.f, + ?jy')Q =0 — JIJJ, =y,
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5.1. A desigualdade isoperimétrica classica

ou seja,
(z2')? = (—ygy')* = (wy')?
Portanto,
(¥ (5)2(s))” + (' (s)2(s))* = (' (5)2(s))” + (G(5)y'(5))?
Logo,
(2(s)” = [(@(5))” + (/' ()] (x(s))?

= [(2(s))” + @)y (5))?

=r2(y(s))%,
isto é,

(z(s))? = r*(y/ ()% (5.6)

Sejam P’ e ' pontos sobre o trago de « tais que suas coordenadas y sejam ma-
xima e minima, respectivamente. Como, por hipdtese, « é diferencidvel nesses pontos,
as retas tangentes a curva oo em P’ e Q' sdo paralelas ao eixo Oz. Considere E e I/
essas retas tangentes. Como ja provamos, a distancia entre tais retas é 2r. Podemos
transladar o circulo @ por um vetor (0, ¢), de modo que ele seja tangente as retas E e
I (ver Figura 5.2).

YA
Pl
. —
P \\\7 E
S
...../
Q
>
O T

Figura 5.2: Trago de @
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5. Desigualdade Isoperimétrica

Consideramos um novo sistema de coordenadas x1y, onde
z1(s) = x(s)
y1(s) =y(s) —ec.
Dessa forma, as equagdes de a e @ s@o

a(s) = (z1(s), y1(s)) e @ = (71(s),71(s)) = (T1(s), y1(s)),

pois, por construcdo, 7, = yi1. As equagdes que expressam a drea delimitada pelas
curvas, nesse caso, sao

A=— /OE y1(s)ri(s)ds e A= /OE 71 ()7 (t)ds = 7r?.
Procedendo de forma andloga a (5.4), obtemos
(y(s) — 0)* = r?(a'(s))>. (5.7)
Adicionando-se (5.6) e (5.7), temos
(€())* + (y(s) — 0)* = r*[(2'(s))” + (¥'(5))*] = .
Isso significa que o trago de o € um circulo. O

A desigualdade isoperimétrica € verdadeira para curvas de classe C! por partes. A
demonstragdo que apresentaremos aqui sequira o artigo de A. Hurwitz (ver [34]). Os
passos da prova envolvem a identidade de Parseval, que, por sua vez, envolve teoria de
séries de Fourier e cuja demonstragdo pode ser encontrada em [34].

Lema 5.3 (Identidade de Parseval). Sejam f,g : [0,27] — R fungdes limitadas,
integraveis, e tais que as integrais

1 2 1 27

ap = — (z) cos(kz)dz, a) = / f(x)sen(kz)dx,
™ Jo ™ Jo
1 27 1 2m

by = / g(z) cos(kz)dz, b) = / g(z) sen(kx)dx,
™ Jo ™ Jo

existem e séo finitas. Entao a série

1 o0
Si= 50,0[)0 S ;(akbk I a;bﬁc)
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5.1. A desigualdade isoperimétrica classica

converge e vale

1 2m
S== /0 f(@)g(a)da.

s

Usaremos a identidade de Parseval para demonstrar a seguinte desigualdade de
Wirtinger:
Lema 5.4 (Desigualdade de Wirtinger, 12 versdo). Seja f : [0, 2w] — R uma fungéo
de classe C* por partes e tal que £ e (f')? sdo integraveis. Se f(0) = f(2m) e
2w
f(x)dx =0,
0

entdo
2T 2T
/ (f(x))%d6 < / (f'(2))?da. (5.8)
0 0

Além disso, aigualdade em (5.8) é verdadeira se, e somente se, f(x) = acos x+bsen x
para determinados a,b € R.

2w
Demonstragdo. Visto que f(x)dx = 0,usando aidentidade de Parseval para g =

f, temos ’
1 2m 2 = 2 12
! / (f(2)2dz = 3 (a2 + af). (5.9)
™Jo k=1

Visto que f(27) = f(0), temos

2

f(x)dz = f(2m) — f(0) = 0.

0

Usando a identidade de Parseval para f’, temos

1 27 . e )
L), U =S,
onde
crp = 71T/027f f'(z) cos(kx)dz, d), = 711_/027T f'(z) sen(kx)dz. (5.10)
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5. Desigualdade Isoperimétrica

Por outro lado, integrando por partes em (5.10), obtemos
27
cp = — f'(z) cos(kx)dx

T Jo
= lf(x) cos(kx)| + - f(x)sen(kz)dx
T 0 0

2T
— L(7em) - 1)+ [ fla) sen(ka)de = kaj

T ™ Jo

2 k 27

e, analogamente, ¢, = kay. Isto implica que

1 2
— = 1
- /0 Vdr = E k2 (a; + af?) (5.11)

A desigualdade (5.8) segue comparando (5.9) com (5.11). Note que a igualdade em
(5.8) vale se, e somente se, aj, = aj, = 0 para todo k > 2. Visto que f é de classe C!
por partes no intervalo compacto [0, 27|, entdo a série de Fourier de f converge para
f em todos os pontos onde f’(x) existe, isto &,

f(z) = %ao + i(ak cos(kx) + aj; sen(kz)).
k=1
Visto que ap = 0 e a, = aj, = 0 para todo & > 2, concluimos que
f(z) = ajcosx + asenz.
O

Agora estamos prontos para demonstrar a desigualdade isoperimétrica quando a
curva é de classe C! por partes.

Teorema 5.5 (Desigualdade isoperimétrica para curvas de classe C! por par-
tes). Seja o uma curva de Jordan de classe C' por partes, de comprimento L e que
delimita uma regido de drea A. Entdo

L2 47 A >0

e a igualdade vale se, e somente se, o é um circulo.
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5.1. A desigualdade isoperimétrica classica

Demonstragdo. Parametrize o por

onde s é o comprimento de arco de v e ¢ € [0,27]. Seja a(¢) = (z(¢),y(¢)) a
expressao de - nessa parametrizagdo. Reparametrizando por

1
2

27 B 5
3(6) = 4(9) /0 y(@)dd, e (o) = x(0),

caso necessario, podemos sempre supor que

27
/ y(6)de = 0.
0

Visto que
do\* (g \P| [ (de\t (v £ L2
do do N ds ds An2  4Ax?’
temos, usando o teorema de Green (ver Lema 5.1, p.183),
L2 o [ da\ 2 dy 2 T dx
94 = - - 2 -
A= <d¢> +<d¢> o2 [ yggio
27

:/0 :jz%—yrdqb—k/;ﬂ [(Zg)Q_y?] do (5.12)

2m dy 2 2
Z/o <d¢> Y

dg = 0,

onde, na Ultima desigualdade, usamos a desigualdade de Wirtinger (ver Lema 5.4).
Note que as fungdes z(¢) e y(¢) satisfazem z(0) = z(27) e y(0) = y(27), pois a
curva é de Jordan. Portanto,

L2 — 47 A > 0.

Além disso, a igualdade em (5.12) vale se, e somente se, vale a igualdade na desigual-
dade de Wirtinger (ver Lema 5.4), isto €,

y(@p) = acos ¢+ bsen = v/ a? + b2 cos(¢p — ¢o),
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para algum ¢¢ € [0, 27] tal que cos g9 = a/va? + b? e sen ¢y = b/ a? + b2. Visto

que a igualdade em (5.12) implica que

2m [ dx 2
| [d—qs*y] =0

£(9) = - / ydd = —/a + Psen(é — go) + C.

temos g—g = —y,isto &,

Assim, o é um circulo. O

5.2. A desigualdade isoperimétrica de Bonnesen

A desigualdade isoperimétrica classica da secdo 5.1 foi generalizada de diversas for-
mas. Aqui apresentaremos aquelas que sdo conhecidas como desigualdades isoperi-
métricas de Bonnesen, porque suas primeiras versoes foram demonstradas por Tommy
Bonnesen (1873-1935) em 1921, ver [9], e 1924, ver [10]. As desigualdades apresenta-
das aqui, bem como a discussao sobre sua histdria e referéncias para demonstragdes,
podem ser encontradas em [46].

Teorema 5.6 (Desigualdade de Bonnesen). Seja v uma curva de Jordan continua

de comprimento L e que delimita uma regido de drea A. Se i, € rexy denotam os raios
dos circulos inscrito e circunscrito a v, respectivamente, entao

rL—A—mr? >0,

para quaisquer r € [Fing, Text|.

-

1. Qual é a maior area delimitada por uma corda de 12 metros?
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5.3. Exercicios

2. Seja AB um segmento de reta de comprimento menor que ¢,. Prove que o trago
da curva C, que liga os pontos A e B (ver Figura 5.3), possui comprimento ¢, e
tem a propriedade que C' U AB delimita a regido de maior drea, é um arco de
circulo de comprimento ¢, passando por A e B.

B

Figura 5.3: Traco de «

3. Prove que se P é um poligono de perimetro menor do que ¢ € R, entdo a area
de P é menor do que /2.

4. Existe uma curva fechada e simples com comprimento de 6 metros que delimite
uma regido de 3 metros quadrados?

5. Seja~ uma curva de Jordan continua de comprimento £ que delimita uma regido
de érea A. Se ry,¢ denota o raio do circulo inscrito a +, prove que sédo validas e
que sdo equivalentes as seguintes desigualdades:

() £2 —47A > (L —27rine)?;

2
A
— TTint ;
Tint

(i) £2 — 47 A > (c— 2“4)2;

Tint

(i) £2 —4nA > <

(V) rintl > A+ 702,

6. Seja~ uma curva de Jordan continua de comprimento £ que delimita uma regiao
de area A. Se .« denota o raio do circulo circunscrito a +, prove que sao vélidas
e que sao equivalentes as seguintes desigualdades:

(i) L2 —47A > (277exs — L)%
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5. Desigualdade Isoperimétrica

2
(i) £2 —47A> <7rrext _ A ) ;

Text

(i) £2 — 47 A > <£— 2“4)2;

Text

(V) rextL > A+ iy,

7. Seja~ uma curva de Jordan continua de comprimento £ que delimita uma regiao
de drea A. Se r; € rext denotam os raios dos circulos inscrito e circunscrito a
~, prove que sao validas as seguintes desigualdades:

(i) £2 — AT A > 7% (Fext — Tint)*;

1 12
(II) £2—47TA2A2 (2—2> )
int
£2

i) £2 — 47 A >
( ) ™= (rext + 7ﬁint)2

194



6. Curvas Convexas

Neste capitulo, estudaremos as propriedades geométricas das curvas regulares cuja
curvatura ndo troca de sinal. Inicialmente, introduziremos o conceito de curva local-
mente convexa.

Definigdo 6.1. Dizemos que uma curva reqular o.: 7 — R? é localmente convexa em
to € I, se existe § > 0, tal que a(tg — 4, to + 9) esteja inteiramente contido num dos
semiplanos determinados pela reta tangente a « em ;. A curva « é dita localmente
estritamente convexa em tg, se « é localmente convexa em ¢, e existe & > 0, tal que
a(tp) € o unico ponto de «((to — d,%o + 0)) sobre a reta tangente de o em ¢.

A Figura 6.1 mostra exemplos geométricos de curvas localmente convexas e ndo
localmente convexas em ¢y € I.

o/Sto) o/{(;ﬂ
a(tO) Oé(to)

Figura 6.1: Curva localmente convexa e curva ndo localmente convexaem ¢y € 1

Observacao 6.2. A definicdo de curva localmente convexa em t( implica que, para todo
t € (to — d,to + 0), a fungdo definida por

hto (t) = <a(t) - Oé(to), N(t0)>a (61)



6. Curvas Convexas

nao muda de sinal, onde N é o campo normal unitario ao longo de .

Proposicéo 6.3. Seja o: I — R? uma curva regular e de classe C2. Se a curvatura de
o emty € I éndo nula, entdo o é localmente estritamente convexa em t.

Demonstragdo. Suponha que k(ty) > 0. Pela Observagdo 6.2, devemos provar que
existe & > 0,tal que a fungéo A, definida por (6.1), seja ndo negativa em (to—d, to+9),
e h,(t) = 0 nesse intervalo, se, e somente se, t = ;. Sem perda de generalidade,
podemos supor que a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco. Nesse caso,

hyy (to) = (&' (to), N(to)) = 0

hi (to) = k(to) > 0.

Portanto ¢y € um ponto de minimo estrito local de ,. Como h,(ty) = 0, existe d > 0,
tal que hy, () > 0, paratodo 0 < |t — tg| < d. Isso conclui a prova no caso em que
k(to) > 0. A prova no caso em que k(ty) < 0 é analoga. O

0 proximo resultado nos permite considerar o caso em que a curvatura se anula,
mas ndo muda de sinal.

Proposigdo 6.4. Seja o: I — R? uma curva regular, de classe C?, com fungdo curva-
tura k. Suponha que existe § > 0, tal que para todo t € (to — d,t9 +0) C I, k(t) > 0.
Entéo o € localmente convexa em to. Além disso, o trago de o, s 4,15 €Std contido
no semiplano determinado pela reta tangente a curva o em t, para o qual aponta o vetor
N (tg).

Demonstragdo. Escolha o sistema de coordenadas de R? de modo que a(to) = (0,0),
T(tp) = (1,0) e N(to) = (0, 1) (ver Figura 6.2). Suponha, sem perda de generalidade,
que « esteja parametrizada pelo comprimento de arco e, em relagdo ao sistema de
coordenadas acima, seja dada por

a(t) = (x(t),y(?))-

A prova reduz-se, nesse caso, a mostrar que existe 9, > 0, tal que y(¢) > 0, para todo
t € (to — d1,to + 01). Considere a fungao 6, definida por
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6.1. Curvas fechadas e convexas

>
(1,0) (t)

Figura 6.2: Sistemas de coordenadas adaptado a a

Ny

Oz(to) - (070) O/(to)

Usando o teorema fundamental das curvas planas (ver 1.87, p.56), temos
(2/(£), /(1)) = o (t) = (cos B(t), sen B(t)).
Como k(t) >0, t € (to — d,tg + 9), existe 0 < &; < 4, tal que

y'(t) =senf(t) > 0, sety <t <ty+dy,

y'(t) =senf(t) <0, se to—d <t<t.

Logo a fungdo y € ndo crescente no intervalo [to —d1, to] e ndo decrescente em [to, to+
91]. Como y(tp) = 0, temos que y(¢t) > 0, paratodo ¢ € [to—d1, to+41], 0 que conclui
a prova. O

6.1. Curvas fechadas e convexas )

A definigao de convexidade local que apresentamos na Definigdo 6.1 pode ser estendida
ao conceito global de uma curva convexa de uma maneira natural:
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Definigdo 6.5. Uma curva simples o : I — R? é dita convexa se é localmente convexa
paratodot € I.

Vamos estabelecer relagdes entre curvas fechadas e convexas, e suas curvaturas,
bem como propriedades geométricas dessas curvas.

Vimos anteriormente que a nogao de convexidade estd fortemente ligada com a
fungdo curvatura de . De fato, para curvas fechadas e simples, obtemos o seguinte
resultado:

Teorema 6.6. Uma curva regular, fechada e simples «: [a,b] — R? é convexa, se, e
somente se, sua fungdo curvatura ndo muda de sinal.

Demonstragdo. Inicialmente vamos mostrar que, se £ ndo muda de sinal, entdo « é
convexa. Como « é uma curva de Jordan, pelo teorema de Jordan (ver Teorema 4.12,
p.176), seu trago delimita uma regido limitada e conexa Q2 C R?2. Orientamos « de
modo que em algum sg € [a, b] 0 vetor normal no ponto «(sq) aponta para a regido
(2. Pela continuidade do vetor normal IV de «, temos que, para todo s € [a, b], N (s)
aponta para 2. Observe que em sy, k(sg) > 0, uma vez que o trago de « estd contido
no semiplano determinado pela reta tangente a & em sy5. Como & nao muda de sinal,
k(s) > 0, paratodo s € [a, b]. Agora, fixe s; € [a, b] e vamos mostrar que a funcéo

hsl(s) = <Oé(8) - a(81)7N(81)>7

ndo muda de sinal em [a, b]. Suponha, por contradi¢cao que isso ndo ocorre. Como h,
€ continua, tal fungdo assume um minimo negativo e um maximo positivo em pontos
so € s3, distintos de sy (ver Figura 6.3). Como

hg, (8) = (/(s), N(s1)),

h;l (82) = h’lsl (53) = hlsl (Sl) = 0’

temos
o' (s2),a(s3),a'(s1) L N(s1),

isto &, as retas tangentes a curva o em sy, so € s3 sao paralelas. Por hipétese, « € uma
curva simples. Logo, pelo Teorema 3.15, p.155, seu indice de rotagéo é R, = +1e
com a orientacdo que escolhemos, R, = 1. Seja ¢: [a,b] — R uma func¢éo angular
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a(s3)

a(s1)

a(s2)

Figura 6.3: Os pontos criticos da funcéo h,

para indicatriz tangente de « em relagéo a (0,0), com ¢(a) = 0. Observe que, pela
equacdo (3.2), a derivada de ¢ é dada por

¢'(t) = k@)l ®)]] = 0.

Logo ¢ é ndo decrescente. Como R, = 1 e ¢ é ndo decrescente, a imagem de ¢
é o intervalo [0, 27w]. Como temos pelo menos trés pontos do trago de o com retas
tangentes paralelas, e pelo menos dois desses pontos, a fungdo ¢ possui 0 mesmo
valor. Como ¢ é ndo decrescente, ela deve ser constante em algum intervalo da forma
[si,sjl, 4,5 € {1,2,3}. Isto significa que o trago de o contém um segmento de reta
ligando a(s;) a a(s;). Portanto

hSl (SZ) = hSl (Sj)a

0 que contradiz a escolha dos pontos s e s3. Logo hs, ndo muda de sinal. Como s; é
arbitrario em [a, b], a é convexa.

A sequir, vamos demonstrar a reciproca, isto é, que se a curva é convexa, entdo &
nao muda de sinal. Vamos assumir, novamente, que « esta parametrizada pelo com-
primento de arco. Demonstraremos a forma contrapositiva dessa afirmacao. Suponha
que k£ muda de sinal. Assim existem s; e s, tais que k(s1) < 0 e k(s2) > 0. Visto que
k é continua e a curva é conexa, existe sy € [s1, s2] tais que k(sg) = 0. Temos trés
situagdes a considerar:
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(i)
(ii)
(i)

so € um zero isolado de k;
existe um intervalo [s., s*] C [s1, s2] tal que k|j,, o) = 0;

s0 € um ponto de acumulagéo isolado de £~1(0).

Visto que esse terceiro caso implica na existéncia de uma sequéncia de zeros de k
convergindo a sg, podemos considerar um ponto isolado qualquer dessa sequéncia e
reduzir o terceiro caso ao primeiro caso. Vamos analisar os dois casos restantes (ver

Figura 6.4).
a «
a(so) a(sy)
a(s*)
Figura 6.4: Os casos (i) e (ii)
() Nesse caso, podemos considerar ¢ > 0 tal que k(s) < 0 paratodo s; € (sg —

200

g,s0) e k(s) > 0paratodo s € (sg, so+ ). Defina hg, : (s —e,50+¢) = R
por
hso(s) = {a(s) — also), N(s0))-

Visto que 7} (s) = (&/(s), N(s0)) € h (s) = k(s), por hipétese, h; (s) < 0
para s € (so —€,50), h,(s0) = 0ehj (s) > Oparas € (so,s0 + €). Isso
implica que so € um ponto de minimo para A} . Visto que  (so) = 0, temos
que h (s) > 0 e que a igualdade vale apenas em sg. Assim h, € estritamente
crescente e visto que h,(sp) = 0, concluimos que A4, (s) < 0 paras € (so —
£,80) € hsy(s) > 0paras € (so, S0+ ¢€).

0 segundo caso é andalogo ao primeiro. Defina i, : (s. —e,s* +¢) — R por

ha(s) = (a(s) — a(s«), N(s4))-

Por hipdtese, teremos h//(s) < Oparas € (s, —&,54), hl/(s) = Oparas €
[s,s%], e h!(s) > O paras € (s*, s* 4 ¢). Seguindo raciocinio anélogo ao item



6.1. Curvas fechadas e convexas

(i), vemos que K. é ndo decrescente, se anulando no intervalo [s., s*]. Assim,
hs«(s) € negativo em s € (s, — €, 84), ha(s) > Oparas € (s*,s* +e)ea
coincide com a reta tangente no intervalo [s., s*]. Isso implica que o trago de «
tem pontos nos dois semiplanos determinados por sua reta tangente nos pontos
de [s., s*].

Portanto, em ambos os casos, concluimos que a curva ndo é convexa.
O

Observagao 6.7. A condigdo que « é uma curva simples é essencial no Teorema 6.6.
De fato a limagon §3 : [0, 27r) — IR? dada por

B(t) = 2(R — dcost)(cost,sent), d> R,

tem curvatura estritamente positiva mas ndo é uma curva convexa, visto que ndo é uma
curva simples (ver Exercicio 13, p.86 e Figura 1.68, p.87).

Seja a: [a,b] — R? uma curva de Jordan. O teorema de Jordan (Teorema 4.12),
estabelece que a curva « delimita uma regido 2 do plano. Uma pergunta natural de-
corrente desse teorema € a sequinte: quais as propriedades deve ter o conjunto €2, se
a curva « for convexa? Veremos que, de fato, {2 deve ser convexo como conjunto de
R2.

Inicialmente, vamos lembrar o que significa um conjunto de R? ser convexo.

Definigdo 6.8. Dados dois pontos P e (, vamos denotar por PQ o segmento de reta
de extremos P e , isto é,

PQ={tQ+(1—-t)P; 0 <t <1}

Definigdo 6.9. Um subconjunto © de R? é convexo, se, dados P € Q e Q € 2 quais-
quer, PQ C Q.

A primeira propriedade que iremos provar é uma caracterizagao dos conjuntos con-
vexos de R? com interior vazio.
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6. Curvas Convexas

Proposigéo 6.10. Seja Q2 um conjunto convexo de R? com interior vazio. Entéo () estd
contido em uma reta.

Demonstragdo. Se 2 possui no maximo um ponto, nada ha que se provar. Suponha
que existam dois pontos distintos P e Q em 2. Como € é convexo, PQ C (). Vamos
provar que 2 esta contido na reta  determinada por P e Q. Suponha por contradi¢ao
que existe um ponto 7' € Q com 7' ¢ r. Sendo Q2 convexo, ele contém todos os
segmentos de reta da forma 7X, com X € PQ. Portanto €2 contém a regido limitada
pelo triangulo APQT. Como essa regido possui pontos interiores, chegamos a uma
contradigdo com o fato que o interior de £ é vazio. O

Uma nogéo Gtil para o estudo de conjuntos convexos € a reta suporte.

Defini¢do 6.11. Sejam Q2 C R? e P € 91). Dizemos que uma reta r passando por P é
uma reta suporte para 2 em P, se ) estiver totalmente contido em um dos semiplanos
fechados determinados por r (ver Figura 6.5).

rs3 T4

Ts

2

Figura 6.5: 1, 72, 73 e r4 $80 retas suporte para £2; r5 nao é reta suporte para 2

Observe que podem existir pontos de 02 tais que ndo existe reta suporte para €2
passando por esses pontos (ver Figura 6.6).
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6.1. Curvas fechadas e convexas

Figura 6.6: Nao existéncia de reta suporte passando por P

No entanto, conjuntos convexos possuem reta suporte passando por todo ponto
de sua fronteira, como mostra o seguinte resultado:

Proposigao 6.12. Se Q) é convexo e P € 0f), entdo existe uma reta suporte para
passando por P.

Demonstragdo. Se o interior de €2 é vazio, o resultado segue da Proposicao 6.10. Su-
ponhamos que int 2 # () e seja Q € int (). Seja cﬁ a semirreta com origem em @)
e passando por P (ver Figura 6.7). Considere [, a semirreta com origem em P e que
esta contida em Q P. Vamos provar inicialmente que [, intersecta Q apenas no ponto
P. Por contradigdo, suponha que existe P’ # P, com P’ € QN ly. Como Q esta
no interior de €2, existe uma bola aberta B.(Q) inteiramente contida em €2 e, portanto,
existe um segmento de reta A/, centrado em (), de comprimento 2¢, perpendicular
a Q? e que esta contido em 2 exceto, possivelmente, pelos seus extremos. Sendo €2
convexo, paratodo X € M N, X # M, X # N, o segmento X P’ esté contido em
Q. Portanto ) contém a regido limitada pelo triangulo AM NP’ e P é um ponto do
interior dessa regido, contradizendo o fato de P € 99).
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6. Curvas Convexas

Figura 6.7: Semirreta com origem em @)

Seja ug o vetor diretor unitdrio para a semirreta [y, isto &, lp = {P + tug;t > 0}.
Considere agora lyg, 6 € [0, 27], a semirreta com origem em P e com vetor diretor ug,
onde ug € 0 vetor obtido através da rotagao de ug por um angulo 6, no sentido anti-
hordrio, com origem em P (ver Figura 6.8). Sejam

01 = sup{0;Q Ny = {P}}

0y = sup{0; QN lsr_g = {P}}.

lg,

lo,

Figura 6.8: Interpretagdo geométrica de 0, e 0
Observe que 6, + 0> > 7. De fato, se 61 + 62 < m, temos que as semirretas lg, ;.
elp,—, cOM 0 < ¢ < ==1=02 530 tais que:

(i) Existem P, €1y, . NQe Py €lp, .NQ,comP; # P, i=1,2;

204



6.1. Curvas fechadas e convexas

(i) 0 angulo entre essas semirretas é menor que T;

(i) A semirreta [, divide o angulo determinado por iy, . € lg, ..

Como €2 é convexo, 0 segmento P P esta contido em €2 e pelas propriedades (ii) e (iii)
acima, segue-se que P, P, Nly = {R}, com R # P (ver Figura 6.9), o que contradiz
o fatoque iy N Q = {P}.

l91 —+€

l@gfe

Figura 6.9: Intersegdo entre o segmento [P, P»| e areta ly

Uma vez que 6; + 6, > 7, temos que qualquer reta » passando por P e contida
naregido limitada por lg, . € lg,—., que ndo contém (2 é reta suporte para {2 passando
por P. O

0 proximo resultado sera dtil na prova da relagao entre a convexidade de uma curva
de Jordan e a convexidade da regido que ela delimita.

Lema 6.13. Seja a: [a,b] — R? uma curva de Jordan, regular e de classe C! e seja
o fecho da regido delimitada pelo trago de «. Se € é um conjunto convexo, entdo, para
todo t € [a,b), a reta tangente & curva o em ¢ € a Unica reta suporte para ) passando

por a(t).
Demonstragdo. Como OS2 = trago de «, a existéncia da reta suporte em cada ponto

a(t) é garantida pela Proposi¢do 6.12. Vamos provar a unicidade de tal reta. Fixe
to € [a,b]. Sem perda de generalidade, podemos supor que « esta parametrizada pelo
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6. Curvas Convexas

comprimento de arco e vamos orienta-la de modo que N (t,) aponte para regido 2.
Vamos escolher o sistema de coordenadas de R? de modo que

P =a(ty) = (t0,0) e o(tp) = (1,0).
Com essa escolha, N(tp) = (0,1) e a reta tangente a curva o em ¢, € 0 eixo Oz.
Usando a Proposicao 1.35, p.21, existe ¢ > 0 tal que a parte do trago de « que esta

contida na bola B.(P) de centro P e raio ¢ é o gréafico de uma fungéo diferenciavel
f: I — R,onde I éum intervalo contendo ¢ (ver Figura 6.10).

[ZRAN

8V

Figura 6.10: Gréfico de f

Da escolha do sistema de coordenadas, temos que
f(to)) =0 e f'(to) =0.
Diminuindo-se ¢, se necessario, podemos afirmar que
int QN B(P) = {(z,y) e R% (x —tp)? + 12 < ey > f(z)}.
Vamos provar que toda reta que passa por P, diferente do eixo Ox, passa por pontos
do interior de 2 e, portanto, ndo pode ser reta suporte para €2. Seja r uma tal reta. A

equagao de r é da forma

y=m(z —ty), m R, m#D0.
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6.1. Curvas fechadas e convexas

Observe que,

Come—t) -~ @) _ @
x—1o xTr — to o z—to T — to
— o — lim f(x) — f(to)
T—to xTr — to
=m — f'(to)
=m.

Suponha que m > 0. Pela defini¢ao de limite, dado ¢ > 0, com 0 < & < m, existe
d > 0, tal que paratodo z,com 0 < = < §, tem-se que (z, f(z)) € Be(P), (z,m(x —
to)) € Be(P) e

m(z —to) — f(z)

m—e < <m+e.
:L'—to

Logo, pela escolha de ¢, temos que
m(z —to) — f(z) >0,

ou seja, m(x —to) > f(x) (ver Figura 6.11). Portanto (z, m(z —tp)) € int QN B.(P)

YN

8V

Figura 6.11: y = m(x — to) > f(x)

para todo z, com 0 < z < §. Isso implica que existem pontos da reta r no interior de
Q. A prova no caso em que m < 0 é analoga. O
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6. Curvas Convexas

Podemos finalmente provar a relagao entre a convexidade de uma curva de Jordan
e a convexidade da regido que ela delimita.

Teorema 6.14. Seja o : [a, b] — R? uma curva de Jordan, regular e de classe C! e seja
Q a regido delimitada pelo trago de «. Entdo 2 é um conjunto convexo, se, e somente
se, a curva « € convexa.

Demonstragdo. Observe que, se € é convexo, entdo (2 é convexo. Logo, para cada
t € [a, b], 0 Lema 6.13 nos diz que Q) estd inteiramente contido em um dos semiplanos
fechados determinados pela reta tangente a o em «(t). Claramente, todo Q@ € 9Q =
tragco de o também esta nesse semiplano, o que prova que « € convexa.

Reciprocamente, suponha que « é uma curva convexa. Para cada ¢ € [a, ], seja
‘H. o semiplano fechado determinado pela reta tangente a o em ¢ que contém o trago
de «. Considere

H: m Ht.

te(a,b]

Como cada #; € um conjunto convexo, seque-se que # também é convexo. Vamos
provar inicialmente que

Q="H,

e, portanto, {2 € um conjunto convexo. Seja P € R? — H. A definigdo de # implica
que existe ty € [a, ], tal que P € R? — H,,. Logo, a reta r paralela a reta tangente
a o em tg, que passa por P, ndo intersecta o trago de « (ver Figura 6.12). Usando a
formula do nimero de intersecdes (ver Teorema 2.45, p.136), com uma das semirretas
de r com origem P, concluimos que W (a, p) = 0. Portanto P ¢ Q. Provamos, entéo,
que Q C H.
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6.1. Curvas fechadas e convexas

Hi,

Figura 6.12: Reta paralela a H;,
Suponha agora que P ¢ Q e seja tg € [a, b], tal que a(to) € o ponto do trago de o
mais préximo de P, isto &, ¢y € o minimo absoluto da fungéo, dada por
p(t) = [la(t) = P|I* = (a(t) - Pa(t) - P).
Como p é diferencidvel, p’(to) = 0, 0 que implica que
(d/(to), a(to) — P) = 0. (6.2)

Vamos provar que P ¢ H;,. Caso P € H;,, ha dois casos a considerar (ver Figura
6.13):

Figura 6.13: Possibilidades para ponto P em relagéo a H:, e «
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6. Curvas Convexas

(i) asemirretacom origem em P intersecta o trago de o em apenas no ponto «(t).
Visto que, por (6.2), essa intersegéo é transversal, a formula do ndmero de inter-
secOes (ver Teorema 2.45, p.136) implica que W («, P) = +1. Mas isso contra-
ria o fato que P ¢ , visto que W (o, P) = 0 paratodo P ¢ .

(i) a semirreta com origem em P intersecta o trago de o em mais algum ponto
a(ty). Visto que « é convexa, a(t1) € Hy,. Como P ¢ Q, e a semirreta € per-
pendicular a reta tangente que passa por «(tg), a(t1) € um ponto da semirreta
mais proximo de P do que «(ty), 0 que é um absurdo.

Logo # C Q. Mostramos, portanto, que H = .

Vamos provar agora que €2 é convexo. Sejam P, Q < ). Visto que Q é convexo,
PQ c Q. Suponha, por contradigdo, que existe t; € [a,b], tal que a(t;) € PQ. A
convexidade de €, pelo Lema 6.13, implica que PQ deve estar contido na reta tangente
a curva o em 1, uma vez que essa € a reta suporte para Q passando por (). Logo
P e @ seriam pontos de 052, 0 que é uma contradi¢ao. O

Segue-se da convexidade da regido limitada por uma curva convexa, o seguinte
resultado:

Corolario 6.15. Seja o: [a,b] — R? uma curva de Jordan, regular e de classe C'. Se
r € uma reta transversal ao trago de «, entdo r intersecta o trago de « em exatamente
dois pontos.

Veremos a sequir que a indicatriz tangente de uma curva fechada e simples é so-
brejetiva.

Proposigdo 6.16. Seja o: [a,b] — R? uma curva fechada, regular e simples. Entédo
existe uma orientagdo de o, tal que

T(A) =S,
onde A = {t € [a,b]; k(t) > 0}, T € aindicatriz tangente de o e S' € o circulo unitdrio.

Demonstragdo. Como « € regular, podemos supor, sem perda de generalidade, que
« estad parametrizada pelo comprimento de arco. Inicialmente, usando o teorema de
Jordan, podemos supor que « esta orientada de modo que seu campo normal unitdrio
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6.1. Curvas fechadas e convexas

Figura 6.14: Campo normal N e regides Wy e W»

N aponta sempre para a regido W, limitada pelo trago de « (ver Figura 6.14). Seja
v € S'. Considere a fungéo altura p, definida por

p(s) = (u, a(s)),

. . ~ s ,
onde u = vt é o vetor obtido de v pela rotagéo de 5 Observe que, como p é uma

funcdo diferenciavel em [a, b] e « € uma curva fechada, p possui um minimo global em
sy € |a, b] e, portanto,
0= p/(su) = (u, O/(Su»-

Assim, em s, u = £N(sy,).
Considere a fung&o auxiliar f medindo a distancia “orientada por u” de «(s) até a
reta tangente a o em s,,, mais precisamente,

f(s) = (u,a(s) — alsu)).

Temos que f(s,) = 0 e f possui um minimo global em s, visto que f difere de p
por uma constante. Com isso, concluimos que o trago de « esta inteiramente contido
no semiplano determinado pela reta tangente a « em s,,, para o qual aponta o vetor w.
Esse fato acarreta que

u= N(8y).

Usando que s, é ponto de minimo de p, obtemos

k(su) = (o (su), N(su)) = {0 (su), u) = p"(su) 2 0
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6. Curvas Convexas

e, portanto, s, € A. Além disso, pela construgao de v,
T(sy) = v.

Provamos assim, que, para todo v € S!, existe s € A, tal que T'(s) = v, isto §,
T(A) =St O

Desse ultimo resultado decorre imediatamente o sequinte fato.

Corolario 6.17. Sejac: [a,b] — R?uma curva fechada, reqular e simplesesejaT': [a,b] —
S! sua indicatriz tangente. Entéo T é sobrejetiva.

0 préximo resultado vai estimar a integral da curvatura de uma curva fechada, re-
gular e simples, ao longo dos arcos em que a curvatura é nao negativa.

Proposigdo 6.18. Seja o: [a,b] — R? uma curva fechada, regular e simples. Entdo
existe uma orientagdo de o, tal que se k é integravel no conjunto A = {t € [a, b]; k(t) >
0}, entdo

;Ak(t)lla’(t)lldt > 1.

Demonstragdo. Usando a Proposi¢do 6.16, existe uma orientagao de «, tal que a ima-
gem de A pela indicatriz tangente 7" é o circulo unitario S'. Nesse caso, 0 comprimento
de T'| 4 é maior ou igual a 27r. Logo

1 1 1 1
L[ (s)ds = / le(s)|ds = / o ()|| ds = —=£(T|4) > 1.
2’]’(’ A 271' A 27T A 27T
O

Observagao 6.19. A hipdtese de que « é uma curva simples é essencial na Proposigéo
6.18. De fato, a curva o: [—7/2, 37 /2] — R?, dada por

a(t) = (cost,costsent),

é tal que
cost(1 + 2sen’t)

k(t) = .
®) (1 —3sen?t + 4sen? t)3/2
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6.1. Curvas fechadas e convexas
Logo A = [—7/2,7/2] e

/2
CAmw—lj K)o’ ()t = 5 <1

27 —7/2

(Ver Figura 6.15).

Figura 6.15: Curvatura absoluta total € menor do que um, ¢ € [—%, 7|

Se trocamos a orientacéo de o, o conjunto onde k(s) > 0, nesse caso, é [r/2, 3 /2]

1 3r/2 . 3
0M®=2w/QIHQWamHﬁ=4<L

(Ver Figura 6.76).
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6. Curvas Convexas

Figura 6.16: Curvatura absoluta total é menor do que um, ¢ € [Z, 37|

Portanto, com qualquer orientagdo, a curvatura absoluta total dos arcos de o com
curvatura positiva € menor que um.

0 Teorema 3.19 apresentou uma estimativa da curvatura absoluta total de uma
curva fechada e regular o, isto é, C A(«) > 1. O préximo resultado daré informagao
sobre o caso da igualdade.

Teorema 6.20. Seja o uma curva de classe C?, fechada e regular. A curvatura absoluta
total de « é igual a 1 se, e somente se, o é uma curva simples e convexa.

Demonstragdo. Se C' A(a)) = 1, entdo, pelo Corolario 3.22, p.165, a curva « é simples.
Vamos supor, sem perda de generalidade, que « esta parametrizada pelo comprimento
de arco. Assim, usando a Proposicdo 6.18 com a notacdo adequada, obtemos

b
1= CA(a) = ;ﬂ/ le(s)|ds > 217T/Ak:(s)ds > 1. (6.3)

Logo, todas as desigualdades em (6.3) se tornam igualdades e isto implica que k(s) =
|k(s)| > 0, Vs € [a,b]. Portanto, pelo Teorema 6.6, temos que o € uma curva con-
vexa.

Reciprocamente, se « € uma curva convexa, temos, pelo Teorema 6.6, p.198, e uma
escolha adequada da orientacdo de «, que k(s) > 0. Assim, fazendo uso do Teorema
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6.2. Teorema de Schur

3.15, obtemos
CA(a) =CT(a) = 1.

O

Corolario 6.21. Seja o : [a,b] — R? uma curva de classe C?, fechada, regular e com
curvatura absoluta total igual a 1. Se |k(t)| < 1/R, entéo

b
‘C’a(a) > 27 R,
onde k € a curvatura de o e R é uma constante positiva.

~ 1
Demonstragdo. Usando o Teorema 6.20 e o fato de que |k(¢)| < —, obtemos

R
b
- / k(®)] o’ ()t

< oo [ N =5

Logo temos o resultado desejado. O

1=CA(a)

Considere dois arames de mesmo comprimento sobre um plano. Quando os curvamos,
intuitivamente, os extremos do arame mais curvado ficam mais préximos do que o0s
extremos do arame menos curvado (ver Figura 6.17).

;\
~
~.

Figura 6.17: Arames de mesmo comprimento
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6. Curvas Convexas

Esse resultado intuitivo é, de fato, verdadeiro e foi demonstrado por A.Schur em
[54]. Apresentamos sua formulagédo precisa e sua prova, sequindo Chern, veja [13].

Teorema 6.22 (Schur). Sejam «: [0,£] — R? e a: [0, L] — R? duas curvas para-
metrizadas pelo comprimento de arco e convexas. Denotemos por k e k as curvaturas
de o e o, respectivamente. Sejam d(s) = ||a(s) — a(0)| e d(s) = ||a(s) — a(0)]|. Se
k(s) > k(s), entdo ~

d(s) <d(s), s €0, L].
Além disso, d(s) = d(s) para todo s € [0, L], Se, e somente se, as curvas o e & &0
congruentes.

Demonstragéo. Sejam T': [0,£] — S' e T: [0,£] — S! as indicatrizes tangentes
de o e @, respectivamente, definidas por T'(s) = o/(s) e T(s) = &'(s). Fixemos
s; € [0,£]. Como « e & sdo curvas convexas, apés um movimento rigido (isto &,
rotagdes e translagdes) aplicado a uma delas, podemos supor que os segmentos de
reta ligando «(0) a ae(s1) e @(0) a ax(s1) estdo sobre uma mesma reta r, tém o mesmo
sentido e os tragos de « e & estdo contidos em um mesmo semiplano determinado por
r (ver Figura 6.18).

YA
z(0) z(s1) x(0) z(s1)
0 o
\6(s) 2 (s
a'& - e

Figura 6.18: Semiplano determinado por r

Vamos escolher o sistema de coordenadas Oxy de R?, tal que as curvas a e &
sejam parametrizadas por
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6.2. Teorema de Schur

onde y(s) < 0,7(s) < 0,z(0) < x(s1) e #(0) < Z(s1). Sejam A(s) e H(s) os angulos
que os vetores o(s) e &'(s) fazem, respectivamente, com o eixo Ox. Como « e & s&o
curvas convexas, temos, usando o Teorema 6.20, que

—m<f(s)<m e —7< 5(3) < 7. (6.5)

Seja sp € [0, £] tal que y atinge um minimo absoluto em y(so). Isso implica que
y'(s0) = senf(sp) = 0, isto é H(sg) = 0, visto que 8(s) € (—m, 7).

Denotemos por T'(so)7'(s) o comprimento de arco em S* (isto é, o angulo) entre
T(so) e T'(s) e, analogamente, para T'(sq) e T'(s) (ver Figura 6.19).

T'(s0)

Sl
T(s)

Figura 6.19: Comprimento de arco entre T'(sg) € T'(s)

Logo, usando a Proposigdo 2.7, p.105, e o fato de que k(s) < k(s), Vs € [0,1],
obtemos

T(s0)T(s) = 0(s) — O(sg) = / ) 0'(5)ds = / s’i%(g)dg
%0 %0 (6.6)

< / " k(5)ds = / C0(3)d5 = 0(s) = T(g)T(3).

Visto que a curva é convexa, temos que d(s) e 6(s) sdo fungdes ndo decrescentes.
Isso implica que T'(so)T(s) > 0 e T(so)T(s) > 0. Visto que a fungdo cosseno é
decrescente no intervalo [0, ] obtemos por (6.5),que

cos(T'(s0)T'(s)) < cos(T(s0)T(s)).
Logo,

cos 0(s) = cos(T(s0)T(s)) < cos(T(s0)T(s)) < cos(B(s) — O(so)). (6.7)
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Finalmente, se {e1, e2} denota a base candnica do sistema de coordenadas Oxy de
RZ, entdo
o (s) = cosO(s)e; + senb(s)eg = 2'(s)er + y/'(s)ea.

Portanto, usando (6.7), vemos que

d(s1) = [la(s1) — a(0)|| = z(s1) — z(0) = /0 a'(s)ds
:/0 COSQ(S)dS:/O cos(T'(s0)T(s))ds
< /0 cos(T(s0)T(s))ds < /0 cos(0(s) — O(sp))ds

- s1 - st
= cosB(sp) / cos f(s)ds + sen6(sp) / senf(s)ds
0 0

= cos 0(s0)[F(s1) — F(0)] + sen 6(s0) [§i(51) — F(0)]
= cos f(so)[Z(s1) — Z(0)]
= cos 0(s0)d(s1).

(6.8)

Isso implica que cos f(sp) > 0. Assim,

d(s1) < cosf(sp)d(s1) < d(s1). (6.9)

Vamos provar o caso da igualdade no teorema. Suponha qued = d. Nesse caso, temos
igualdade em (6.6), (6.7), (6.8) e (6.9). Logo as curvas « e & tém a mesma curvatura
e, portanto, aplicando o Coroldrio 1.90, p.59, obtemos o resultado desejado. O

0 teorema de Schur tem varias aplicagdes. Por exemplo, da uma solugédo ao se-
guinte problema minimizante:

Teorema 6.23. Entre todas as curvas de classe C?, fechadas, regulares, convexas e
com curvatura menor ou igual a 1/ R, R uma constante positiva, a que possui 0 menor
comprimento é o circulo de raio R.

Demonstragdo. Inicialmente, sem perda de generalidade, podemos supor que as cur-
vas da hipétese do teorema estdo parametrizadas pelo comprimento de arco. Agora,
pelo Coroldrio 6.21, temos que os comprimentos de tais curvas sao maiores ou iguais a
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6.2. Teorema de Schur

. , . , 1 .
2w R. Considerando um circulo de raio R, a sua curvatura é £ = — e seu comprimento

éigual a 27 R. Suponha agora que « seja uma curva como nas hipdteses do teorema e
tenha comprimento igual a 27 R. Nesse caso, usando a notagdo do teorema de Schur,
comparemos « com o circulo de raio R, parametrizado pela curva a. Assim, como am-
bas sdo curvas fechadas, temos que d(27R) = d(27R) = 0. Logo a curvatura de «

L. 1 i , )
éigual a = e, portanto, o € um circulo de raio R. O

Como uma segunda aplicagdo do teorema de Schur, obtemos o seguinte resultado,
devido a Schwarz:

Teorema 6.24 (Schwarz). Sejam P e QQ dois pontos no plano cuja distancia € d. Seja
o uma curva ligando P a ) com curvatura

|

1
k <—, com R>
() < & >

Considere um circulo D de raio R, tal que P, Q € D. Entdo o comprimento de « é
menor que o comprimento do menor arco de D determinado por P e () ou é maior que
o comprimento do maior arco de D, determinado por esses pontos (ver Figura 6.20).

Figura 6.20: Teorema de Schwarz

. - d, - L.
Demonstragdo. Observemos primeiro que R > 5 € uma condigdo necessaria para o

circulo D de raio R existir. Agora, para demonstrarmos o teorema, podemos supor que
o comprimento de « € menor que 27 R, caso contrario, segue-se o resultado imediata-
mente. Assim podemos comparar & com um arco do mesmo comprimento sobre D,
determinando uma corda de comprimento d (ver Figura 6.21). Logo as hipteses do
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6. Curvas Convexas

teorema de Schur estao satisfeitas e, portanto, d < d. Comparando o comprimento
dos arcos de o sobre D, obtemos os resultado.

P P 0
~ ~. \\ y

y \Q /// (;lv

\ /

\ 7

\ 1 d

P VP
1
\ | D
\ /
\D
o

\\\\\

Figura 6.21: Cordas de comprimento d

Nesta secdo, iremos introduzir a nogao de largura de uma curva no plano em relagéo a
uma diregdo de R? e mostrar algumas propriedades das curvas de largura constante.

Fixe um vetor v ndo nulo em R2. Seja a: [a, b] — R? uma curva regular e fechada
(ver Figura 6.22).

Definigao 6.25. A largura de « em relagdo a diregéo v, larg, («), € a menor distancia

entre duas retas paralelas r; e r5, ortogonais a v e tal que o trago de « esteja contido
na faixa determinada por essas duas retas.

Mostraremos a interpretagdo geométrica da largura de « em relagdo a diregédo v
(ver Figura 6.22).
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6.3. Curvas de largura constante

o
larglv ()

v

Figura 6.22: Largura de « em relagdo a v

Defina a fungdo » : S' — R por

h(v) = max (a(s).v).
0 fato da curva « estar definida em um intervalo fechado, acarreta que h esta bem
definida e representa a maior projegdo ortogonal de um ponto do trago de « sobre o
vetor v (ver Figura 6.23). Em termos de h, podemos escrever a largura de o em relagdo
a direcdo de v como

larg, (o) = h(v) + h(—v). (6.10)

A

<l
|

Figura 6.23: Largura de « em fung&o de h(v)

Por exemplo, se o trago de « descreve um circulo de raio R, a largura de o, em
qualquer diregdo v, € igual a 2R.

Observe que 0 maximo de («, v) é atingido em pontos do trago de o que satisfazem
(a/(s),v) = 0. Logo a reta tangente a curva « é ortogonal a v em cada ponto em que
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6. Curvas Convexas

(a(s),v)ou{«a(s),—v) atinge o méximo. No caso em que « é convexa, hd exatamente
duas retas tangentes a curva « que sédo ortogonais a v. Tais retas, no entanto, podem
ser retas tangentes em mais de um ponto de a.

Definigdo 6.26. Seja : [a,b] — R? uma curva continua. O didmetro D de « é dado
por
D = max{||P — Q||; P, Q pontos sobre o trago de «o}.

Para curvas fechadas, os conceitos de largura e diametro estao relacionados pelo
seguinte resultado:

Proposigao 6.27. Em qualquer curva regular e fechada o: [a,b] — R?, o seu didmetro
D é dado por
D = max larg, (a).

veSL

Demonstragdo. SejalL = max larg, (o). Vamos provar inicialmente que D < L. Seja
ve

d(s,t) = ||a(s)—a(t)]], s, t € |a,b] e seja (so, to) um ponto em que a funcéo d atinge

seu maximo. Como d é diferencidvel, temos que

od od
%(8071‘;0) = a(SO,tO) = 0

Essas igualdades significam que
{a(s0) — alto), & (s0)) = (a(s0) — a(to), a(to)) = 0.

Portanto, as retas tangentes a curva v em «(s¢) e ae(tp) sdo paralelas, visto que ambas
sdo ortogonais ao vetor a(sg) — a(tp). Além disso, o trago de « estd inteiramente
contido na faixa determinada por essas duas retas. Consequentemente, a distancia
entre essas retas é igual ao didmetro de « e também igual a largura de o em relagéo
ao vetor
_afso) —a(t)

[ler(s0) — ax(to) |

v

Assim,
D<L.

Reciprocamente, dado v € S!, sejam s, to € [a, b], tais que

h(v) = {a(so),v) e h(~v) = (alto), ~).

222



6.3. Curvas de largura constante

Entao
larg, (ar) = h(v) + h(—v) = (a(s0) — a(to),v) < [[a(so) — a(to)],

e, portanto,
D > larg, (o).

Como essa desigualdade vale para todo v € S, seque-se que
D>1L.

O

Definigao 6.28. Dizemos que uma curva « possui largura constante, se larg, («) €
constante igual a Lo, para todo v € S*. Nesse caso, Ly € chamado de largura de «.

Suponhamos que « seja uma curva fechada, convexa e com largura constante L.
Usando a Proposicdo 6.27, o diametro de o também é igual a ILy. Vamos ver que esse
diametro é realizado por muitos pares de pontos sobre o traco de a.

Proposicdo 6.29. Se o : I — R? éuma curva fechada, convexa e com largura constante
Lo, entéo, para cada sy € I, existe s; € I tal que o didmetro de o é igual a ||« (s1) —

a(so)ll-
Demonstragéo. De fato, fixado s € [a, b], seja s; € [a, ], tal que
T(s1) = —T(s0).

Como « é convexa, seu trago fica inteiramente contido em um dos semiplanos deter-
minado pela reta tangente a o em cada ponto. Portanto o trago de « fica inteiramente
contido na faixa determinada pelas retas tangentes a curva & em «(sp) € em «(s1).
Como a largura de « é constante e igual a Ly, a distancia entre essas retas é g e,
portanto,

la(s0) — ()] > Lo.

Visto que o diametro de « é igual a Ly, temos que

lev(s0) — a(s1) || = Lo.
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6. Curvas Convexas

Por outro lado, essa igualdade s6 ocorre, se a(sg) — «(s1) for ortogonal as retas tan-
gentes de « nos pontos «(sg) e a(s1). N@o existe, contudo, outro ponto «(s,), tal
que

le(s0) — a(s2)|| = Lo,

pois, nesse caso, «(s1) e a(sy) estariam sobre a reta normal a curva o em s = g, 0
que contradiz a hipétese de convexidade de «. Portanto, para cada ponto P sobre o
trago de uma curva « fechada, regular, convexa e de largura constante L, existe um
dnico ponto P sobre o trago de o, tal que

|P — P = Lo,
e P estd sobre a reta normal a o no ponto P (ver Figura 6.24). O

Defini¢ao 6.30. Seja o uma curva fechadi, convexa e de largura constante. Seja P um
ponto sobre o trago de «. O tGnico ponto P sobre o trago de « tal que

1P — Pl = Lo

é chamado ponto antipoda de P. No caso em que « esta positivamente orientada, sua
curvatura é positiva, e o ponto antipoda de P é dado por

P=P+LoN(P),
onde N é o vetor normal unitério de .

AP

<l
~

Y.

Figura 6.24: Ponto antipoda de P
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6.3. Curvas de largura constante

Proposigao 6.31. Toda curva regular, fechada e de largura constante € estritamente
convexa.

Demonstragdo. Seja o uma curva fechada, convexa e de largura constante. Seja P um
ponto sobre o traco de « e C o circulo de centro no ponto antipoda P e raio Lg. Visto
que P realiza o diametro de « a partir de P, vemos que C é tangente a o em P, e 0
trago de « esta inteiramente contido no disco limitado por C (caso contrdrio, existiriam
pontos do trago de o que distariam de P mais que o didmetro, o que é um absurdo).

. . . . . 1
Isso implica que a curvatura de . em P é, em modulo, maior ouigual a i Logo, temos

que toda curva regular, fechada e de largura constante é estritamente convexa. O

0 leitor deve estar se perguntando: existira alguma curva de largura constante di-
ferente do circulo? Um primeiro exemplo de curva de largura constante é dado pelo
tridngulo de Reuleaux, que passamos a descrever:

Exemplo 6.32 (Triangulo de Reuleaux). Considere um triangulo equildtero AABC.
Tomando cada vértice de A ABC como centro, construa um arco de circulo ligando
os dois vértices remanescentes (ver Figura 6.25). A curva obtida pela unido dos trés
arcos de circulo é chamada tridngulo de Reuleaux e possui largura constante. Observe
que, para cada ponto P do triangulo de Reuleaux que ndo é um vértice, o trago dessa
curva esta contido na regido entre a reta Tp tangente a curva em P e reta paralela a
Tp passando pelo vértice oposto ao arco que contém P. A distancia entre essas retas
independe da escolha do ponto P e é igual ao lado do triangulo equilatero AABC.
Concluimos, portanto, que a largura do tridangulo de Reuleaux é constante.
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6. Curvas Convexas

Figura 6.25: Triangulo Reuleaux

0 tridangulo de Reuleaux descrito no Exemplo 6.32, é, porém, uma curva apenas
continua. Para obtermos uma curva de classe C', basta construirmos a curva paralela
ao triangulo de Reuleaux, obtida pela unido de seis arcos de circulo (ver Figura 6.26).

|
~
~ |
~
~|

/|
/

P
7

|
|
|
|
|
|
|
|
| -
|
|
|
|
|
|
|
\
A
Figura 6.26: Curva paralela ao triangulo Reuleaux

Vamos agora construir uma curva de classe C? e de largura constante.
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6.3. Curvas de largura constante

Exemplo 6.33. Considere o semicirculo SL, de centro na origem e raio um, comy > 0.
Esse semicirculo pode ser obtido como grafico da fungdo ~: [—1,1] — R, dada por
h(z) = /1 — 22 (ver Figura 6.27). Seja hy : [—1,1] — R? uma fungéo ndo constante
e de classe C*°, tal que

(i) hi(z) =0,paratodox € [—1,—1+4 ] U[1—4,1],comd > 0 suficientemente
pequeno;
(i) h1, h e hy séo suficientemente proximas de zero, para que a curvatura do grafico
~ . . 1
da fungdo H, dada por H(x) = h(x) + hi(x) seja maior que 3
Seja a: [0,c] — R? uma parametrizagéo, pelo comprimento de arco, do gréfico de
H = h+ hy,com«a(0) = (1,0) e a(c) = (—1,0). A curva « satisfaz:

(i) Existe e > 0, tal que a([0,e] U [c — €, ¢]) estd contido em S! ;
(ii) O trago de o ndo esta contido em S ;

(iii) A indicatriz tangente 7" da curva « descreve um semicirculo;

: . 1
(iv) Acurvatura k de « satisfaz k(s) > 5

Yyn
[ 1
~ ~55
// \\
7 als) N
/ \Y
/ \
/ \
f L}
[
% - >
hi(z) v

Figura 6.27: Curva « e suas propriedades
Considere a curva 3: [0, 2c¢] — R?, dada por

B(s) = {a(s), se) <s<cg,

alc—s)+2N(c—s), sec<s<2c,
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6. Curvas Convexas

onde N é o campo normal unitério de o (ver Figura 6.28).

YA
/// \\\
/ N\
/ \,
/ N\
/ \
/ \
/ \
| \
{ !
|
‘\\ f D>
\ // x
\ /
\ /
\ /
\, /
AN /
N e
~__|__—" /B(s)

Figura 6.28: Trago da curva 3

Visto que, pela condigdo (i), a curva é um circulo numa vizinhanga de «(0) e de
a(c), temos que N(0) = —a(0) e N(¢) = —a(c). Isso implica que a curva 3 é
continua em c e que 3(0) = /(2¢). Logo 3 é uma curva fechada e de classe C*.
Vamos provar que /3 é regular. A forma como /3 esté definida e pelo fato de « ser
regular resta-nos provar a regularidade de (3 no intervalo [c, 2¢|. Temos que s € [, 2¢],

B'(s) =d'(s—c)—2N'(s —c).
Usando as equagdes de Frenet (ver (1.9)) obtemos
B'(s) = (1 —2k(s —c))T(s—c).

A propriedade (iv) da curva o implica que 3’(s) # 0. Um célculo direto nos mostra que
a curvatura k de /3 é dado por

(k) se.s € [0, ),
Ks)=1{  k(t—oc)
W, Ses & (C, 20] o

A condigéo (iv) implica que k& > % A propriedade (iii) nos diz que o indice de rotagédo

de 8 é igual a um e, portanto, 5 é estritamente convexa. E imediato vermos que a
largura de /3 é constante e igual a dois.
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6.3. Curvas de largura constante

0 Exemplo 6.33 mostra um processo de construgdo de uma curva de largura cons-
tante. Como nao é dada uma expressao explicita para a fungdo hq, 0 exemplo ndo
apresenta uma construcao explicita de uma curva de largura constante. No exemplo
a sequir, iremos construir um exemplo explicito de curva de largura constante usando
o método desenvolvido no Exemplo 6.33. Observe, inicialmente, que as curvas nao
necessitam estar parametrizadas pelo comprimento de arco.

Exemplo 6.34. Considere a fungédo h; : [—1,1] — R definida por

1
—cpexp|l ——————=1], S8 —14+ec<z<1—c¢
(@) =4 p( (1—8)2—662)

0, caso contrario,

onde ¢ > 0 ee > 0 sdo constantes suficientemente pequenas tais que as pro-
priedades desejadas no Exemplo 6.33 sejam satisfeitas. A funcdo h; é conhecida
como bump function, sendo conhecido o fato de i, ser de classe C*°. Defina a fun-
Gdop: [—1,1] — Rpor p(xz) = h(z) + hi(z) (ver Figura 6.29).

Yy Aa
1_% /1_$2
ﬁz) + I ()
>
—1 ) 1,

Figura 6.29: Graficos de h, hy epparacy = 1/3ee =1/10

0 vetor normal ao grafico de p é dado por
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6. Curvas Convexas

Definaacurva 3 : [—1,3] — R? por

- (z,p(x)), se —1<z<1;
B(x) = (z — 2,p(z — 2)) + 2N (z — 2), se 1<x<3.
Visto que
IV N o @)@V T F@) = k()17 (@),
temos

1o\ — (L,p/(x), se —1<z<1;
AL (1-2k(z-2))(1,p'(z~2), se 1<x<3.

Vemos assim que, para cada zp € [—1, 1], os vetores 3'(z¢) e 5’ (xo+2) sdo paralelos
e a largura da curva é

18(z0 +2) — B(xo)|| = 2.

Yy A
1
'e >
—1 1 T
/B(x)
1

Figura 6.30: A curva S paraco = 1/3ee =1/10

Vamos provar, em seguida, que o comprimento de uma curva de largura constante
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6.3. Curvas de largura constante

Lo depende apenas de L. Esse resultado foi demonstrado originalmente por E. Barbier
(ver [3]) usando métodos probabilisticos.

Teorema 6.35 (Teorema de Barbier). 0 comprimento de qualquer curva convexa, re-
gular, fechada, simples e de largura constante 1L € igual a 7lLy.

Demonstragdo. Seja a: [0, £] — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco, com as hipdteses do teorema e positivamente orientada. Pelo Teorema 6.20,
como « é fechada, simples e convexa, o indice de rotagao de « é igual a um. Considere
a extensao periddica « de «, definida em R por

a(s+nL)=a(s), Vsel0,L], VneN. (6.11)

Seja ¢ uma determinacao diferenciavel do angulo que a indicatriz tangente de o, 7'(s),
faz com (1, 0). Visto que o indice de rotagédo de « € igual a um, temos

o(s+ L) — @(s) =2m, Vs € R.
Usando a Equacgdo (3.2), p.152, temos que
¢'(s) = k(s), Vs € R.

Vimos que a curva « é estritamente convexa. Portanto k(s) > 0 e ¢ é estritamente
crescente. Logo ¢ possui inversa diferencidvel. Agora, para cada s € R, considere a
aplicacdo que a cada s € R associa a(s), dada por

a(s) = a(s) + LoN(s), (6.12)

onde N é o campo normal unitario ao longo de a. Temos, portanto, que @ é diferen-
ciavel, periddica e, para todo s € R, @(s) e a(s) sdo pontos antipodas. Antes de
continuarmos a demonstracao do teorema, necessitaremos de seguinte resultado:

Lema 6.36. Sejam « definida por (6.71) e @ definida por (6.12). Entédo, & € uma repara-
metrizagdo positiva de ¢, isto € existe uma fungéo diferencidvel h : R — R, tal que

a(s) =aoh(s), Vs e R.

A fungéo h étalque h(s+L) = h(s)+L, paratodo s € R, e sua derivada é estritamente
positiva em todos os pontos.
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6. Curvas Convexas

Demonstragdo. Seja h a fungéo, dada por h(s) = ¢~ !(p(s) + 7). Temos que h é
diferenciavel, e sua derivada é positiva. Além disso,

poh(s)=p(s)+m.
Portanto, se 7' é a indicatriz tangente de ¢, temos que
T(h(s)) = (cos(p o h(s)),sen(p o h(s))
= (cos(p(s) + m),sen(p(s) + )
= (—cos(p(s)), —sen(p(s)) = =T'(s).
Entdo T o h(s) = —T'(s) e, portanto, a(s) e a(h(s)) séo pontos antipodas. Assim
a(s) = a(h(s)).

Agora, vamos concluir a prova do Teorema 6.35. De fato, usando o Lema 6.36,

a(s) + LoN(s) = a(h(s)).

Derivando essa expressao, obtemos
T(s) + LoN'(s) = T(h(s))(s).
Portanto, usando as equagdes de Frenet (ver (1.9), p.38),
T(s) — Lok(s)T(s) = T(h(s))l'(s).
Visto que T'(h(s)) = —T'(s), temos
(1 = k(s)Lo + h'(s))T'(s) = 0,

0 que acarreta
B (s) = k(s)Lg — 1.

As propriedades da fungdo i e o fato de que o indice de rotagdo de « € igual a 1,
implicam que

L
L =h(L)—h(0) = /0 h'(s)ds
L
:/0 (k(s)Lo — 1)ds

— L, </0£k<5>d5> —c

=2y — L
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6.4. Comprimento e area de curvas convexas

Portanto
L= 7T]L0.

Nesta se¢do, vamos determinar expressdes para medir o comprimento de uma curva
estritamente convexa, bem como para a area da regido limitada por essa curva. Esses
resultados serdo consequéncia de escrevermos a curva usando coordenadas polares
tangenciais.

Seja o : I — R? uma curva regular, fechada, simples e positivamente orientada.
Seja O um ponto pertencente ao interior do trago de o, o qual denominamos de C.
Considere um ponto P = (x1,y;) pertencente a C, ou seja, P € «(I). Denominamos
rp a reta tangente a curva « em P, np a reta perpendicular a »p passando por O,
6(P) o éngulo entre a reta np e 0 semieixo positivo do eixo Oz. Portanto, a distancia
de O areta rp é uma fungédo periédica com periodo 27, a qual denotamos por o(9)
(ver Figura 6.31).

YA
np
0(0)
N(P) P = (xhyl)
N (P) )
o(P) "
0 B >

Figura 6.31: A fungdo o

233



6. Curvas Convexas

Definigao 6.37. Denominamos a fungéo o : o(I) — R?, dada por
fungédo suporte da curva o, onde N é o campo normal unitario a curva .

Observando a Figura 6.32, temos

Yo = osenb, xg = pcosf, T = e ’7y1 %N (6.13)
cos T—x1 T -—xo

(VRVAN
rp

np

= (71,91)
Yo

8
S
8
=
S

Figura 6.32: A fungdo o em termos de z; e i3

Combinando as equagdes em (6.13), obtemos
x1cosb + yrsend = p(0). (6.14)
Agora, derivando a equagdo (6.14) em relagéo a 6, obtemos
71 (0) cos 0 — x1(0) sen 6 + y1(0) sen 6 + y1(0) cos 0 = o' (6). (6.15)
Vamos, a principio, impor a condig¢ao

71 (0) cos 0 + yi(0) sen 6 = 0. (6.16)
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6.4. Comprimento e area de curvas convexas

Isso implica que as equacgoes (6.14) e (6.15) determinam o seguinte sistema de equa-
coes:

{mm cos 0 + y1(0) sen 6 = o(0) (6.17)

—x1(0) sen b + y1(0) cos 6 = o' (0).
Resolvendo o sistema de equagdes (6.17) obtemos z; e 3, em fungao de 6 e o(6):

{1‘1(9) = 0(6) cos @ — ¢'(6) sen 6

y1(0) = 0'(0) cos 0 + o(6) sen 6. (6.18)

A verificagdo que as expressdes (6.18) satisfazem (6.16) decorre de um célculo direto.
Dados 6 e o(6), podemos determinar (z1,y;) pertencentes ao tragco de «. Reci-
procamente, o sistema (6.18) também determina, de modo Unico, 6 e o em fungao de

(Jfl,yl)-

Definigao 6.38. O par (6, o(¢)) é denominado de coordenadas polares tangenciais de
Q.

Vamos calcular o comprimento de o em fungéo de o(6).

Teorema 6.39 (Férmula de Cauchy). 0 comprimento £ de uma curva « fechada, re-
gular, simples e estritamente convexa « € dado por

27
£ (@loan) = £a(2e) = £a(0) = [ ol0)d8
onde o € a fungédo suporte de .

Demonstragdo. Seja o uma curva dada por coordenadas polares tangenciais, isto &,
a() = (z1(0),y1(0)) e satisfaz (6.18). Assim,

21(0) = —[o(0) + ¢"(0)] sen 6,
2](9) = ~[¢'(6) + ¢"(6)] sen 6 — [o(6) + £ (6)] cos 6.19)
y1(0) = [0(0) + 0"(0)] cos 0,
y1(6) = [0'(0) + 0" (0)] cos 6 — [o(6) + 0" (6)] sen b,
e, usando a Proposigao 1.73, p.40,
BO) = — (6.20)

235



6. Curvas Convexas

Visto que « é fechada, regular, simples e estritamente convexa, entdo
o(0) + 0"(0) > 0.

Por outro lado,

£ (oljo:2n) :/%\a )[do
/%\/ Y (0))2d0

:A 10(0) + " (6)]db.

Concluimos a demonstracdo observando que a fungao o é fechada e periédica com
periodo 27 e, portanto,

21
A ' (0)d0 = ¢ (B)" = o(2r) — p(0) = 0.
Il

Vamos obter uma relagdo entre a area e a fungdo suporte. Mais precisamente,
temos o seguinte resultado:

Teorema 6.40 (Férmula de Blaschke). A drea A da regido limitada por uma curva
fechada, regular, simples e estritamente convexa C' é dada por

A= [0 - @@,

onde o é a fungdo suporte de a.

Demonstragdo. Seja A a area da regido limitada pela curva «. Para calcular o valor
de A, vamos considerar tridangulos com um vértice na origem e o lado oposto a esse
vértice, sobre a reta tangente a C em P, tendo comprimento ds (ver Figura 6.33).
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(TIAN

8V

Figura 6.33: Area do tridngulo

Observe que a altura relativa ao vértice (0,0) é o(#). Portanto a area de cada um
desses triangulos é dada por
1
—0(0)ds.
50(0)ds
Usando as ideias do calculo diferencial, passando ao limite quando ds tende a zero,

obtemos
1

A= / 0(0(s))ds.
2 Jc
Fazendo uso da equagdo (6.20), obtemos

1

2m
a=3 [ Ol + o) . (6.21)

Por outro lado, integrando por partes, temos que
21 21
| e @0 = aorg o)~ [ @07 as
2
— [T oy .
0

Substituindo essa expressdo em (6.21), obtemos

2m
A= 5 [ o) - o).
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O]

0 proximo resultado ird nos dar estimativas do comprimento £ e da drea A em
funcéo dos valores méaximo e minimo da fungéo curvatura.

Teorema 6.41. Seja « uma curva fechada, regular e estritamente convexa. Sejam L o
comprimento de « e A a drea da regido limitada por «. Entao

27 2

kv = 7 ke
e

k2 —ASkQ’

onde k; € o valor maximo e k- € o valor minimo da curvatura de C.

Demonstragdo. Usando (6.20), temos

2 2 Y B 2WL
| e = [ 1ato)+ s'oan = [

0

Isso implica

0 que acarreta

27 27
L=
k1 £ ko
Por outro lado, novamente por (6.20) e (6.21),
2 21 9)
2 "(0)]do = Lal0
A= [ a0)0)+ o' @)as = [ L0,
o que implica
1 2w 1 2w
— 0(0)df <2A < / 0(0)de.
]{51 0 k? 0
Porém, como )
27 4 27
< 0)do < -,
S /0 o(0)dd < "
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obtemos

IA
b
IN

|
Se i

Como consequéncia imediata desse teorema, temos o seguinte resultado:

Coroldrio 6.42. 0 comprimento (respectivamente, a drea) de uma curva fechada, regular,
simples e estritamente convexa estd entre o comprimento (respectivamente, a drea) dos
circulos osculadores de C' com maior e menor raio de curvatura (ver Figura 6.34).

Figura 6.34: Corolario 6.42

Vamos agora dar uma caracterizagado das curvas de maior comprimento dentre as
curvas convexas de diametro fixado (ver [52]).

Teorema 6.43 (A. Rosenthal e O. Szasz). Dentre todas as curvas convexas, fechadas,
regulares, simples e com didmetro D, as curvas de largura constante possuem o maior
comprimento.

Demonstragdo. Seja ov uma curva fechada, convexa e de comprimento £, dada, em co-
ordenadas polares tangenciais, por (0, o(6)). Observe que, para 6 € [0, «r| (ver Figura
6.35), a largura de o em relagdo ao vetor unitario que faz angulo # com o eixo Oz é

0(0) + o(0 + 7).
Assim,

0(@)+o0(0+m) <D, VOe€l0r]. (6.22)
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VAN

\9

0(0+ )

&V

Figura 6.35: Largura de «

Usando a férmula de Cauchy (ver Teorema 6.39, p. 235), temos

2
/ o(6) d6 = L. (6.23)
0
Por outro lado, a integral em (6.23) pode ser escrita como
21 1 27
/0 o0)d0 = /0 [0(0) + 00 + ).
Logo, por (6.23),
L < 7D. (6.24)
Além disso, ocorre a igualdade na equagao (6.24), se, e somente se, ocorre a igualdade
em (6.22) para todo 6 € [0, 7], ou seja, o tem largura constante D. O

Como consequéncia da desigualdade (6.24) e da desigualdade isoperimétrica (ver
Teorema 5.2, p. 184), temos o seguinte resultado, devido a L. Bieberbach (ver [4]):

Teorema 6.44 (Bieberbach). Seja o uma curva de Jordan, estritamente convexa e re-
gular. Seja D o didmetro de « e A a drea da regido delimitada por «.. Entéo

A< %ﬂ)? (6.25)
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Além disso, ocorre a igualdade em (6.25) se, e somente se, o é um circulo.

Demonstragdo. Seja £ o comprimento de «. Pela desigualdade isoperimétrica (ver
Teorema 5.2), p.184), temos que

£2
< =
As 47
Usando (6.24), segue-se que
£2 P o1,
<= < ==
AS S ~ 7
0 que conclui a primeira parte do resultado. O caso da igualdade decorre da classifica-
¢do da igualdade na desigualdade isoperimétrica (ver Teorema 5.2, p.184). O

Encerramos essa se¢cdo com mais uma classe de exemplos de curvas de largura
constante que poder ser representadas em coordenadas polares tangenciais.

Exemplo 6.45 (Curvas algébricas de largura constante). Inspirado em [12], S. Ra-
binowitz (ver [50]) encontrou uma familia de curvas algébricas de largura constante
que satisfazem equacdes polinomiais da forma f(x,y) = 0 e que descreveremos a
sequir.

Seja o : I — R? uma curva fechada, regular, simples e positivamente orientada.
Sejam (0, o(0)) as coordenadas polares tangenciais de «. A curva o tem largura cons-
tante se o(6) + o(6 + ) é constante. Considere a familia de curvas, dadas, em coor-
denadas polares tangenciais, por

d@:am§<?)+@ (6.26)

onde a e b sdo numeros reais positivos e k é um inteiro positivo impar. Visto que
cos(¢ + kmw/2) = +sen ¢, temos

ko k0O
0(6) + (0 + ) = a cos® <2> + b+ asen? (2> +b
= a + 2b = constante.

Assim, a familia de curvas a trés parametros, dadas por (6.26), tem largura constante.
Se k = 1, entdo, usando as equagdes (6.18), p.235, implicam

a a a
x—§+<§+b>00s«9 e y= (§+b>sen9,
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6. Curvas Convexas

isto &, a curva é um circulo. Para & > 3, a curva pode ou ndo ser convexa. Considere
a curva dada por

360
0(6) = 2 cos? (2) + 8.
Apos longos célculos, pode-se demonstrar que tal curva satisfaz a equagéo polinomial
de grau 8 em duas varidveis reais x e y
(2 + y?)* — 45(a? + y?)% — 41283(22 + y?)? + 7950960 (x> + y?)

+ 16(2? — 3y%)3 + 48(2? + y*) (2 — 3y°)?

+ (22 — 3y%)z[16(2? + y?)? — 5544 (x? 4 y?) + 266382

= 720,

0 trago dessa curva de largura constante é dado pela Figura 6.36.

va
10

8V

—10 -8 10

—10

Figura 6.36: Curva polinomial de largura constante
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6.5. A desigualdade isoperimétrica de Gage

Nesta secdo iremos apresentar uma desigualdade isoperimétrica, valida para curvas
convexas, devida a Michael Gage, que a demonstrou em [21]. Esse resultado sera (til
mais adiante, no estudo do fluxo de curvas planas contraindo pela curvatura, mas tem
uma beleza geométrica intrinseca que justifica sua apresentagao aqui.

Teorema 6.46 (Desigualdade Isoperimétrica de Gage). Se ~ é uma curva fechada,
convexa e de classe C?, entéo
71'£ < / k%ds,
A v

onde L, A, k e s denotam o comprimento, a drea, a curvatura e o comprimento de arco
da curva .

Demonstragdo. A demonstragao sera de dividida em trés passos.

. . . s . LA
Passo 1. Se ~ € uma curva simétrica com relagéo a origem, entéo / 0?ds < == onde
T

.
o = (v,—N) é a fungdo suporte da curva.

Visto que a curva é simétrica com relacdo a origem, sua largura na diregao deter-
minada pelo normal N (s) em um ponto +(s) é igual a duas vezes a fungéo suporte.
De fato, se v(s1) € o outro ponto da curva tal que N(s;) = —N(s), entdo a largura
larg v (5)(v) € dada por

largy(s)(7) = [Projns) (7(s) = v(s1))| = [{7(s) = (1), N(s))]
= [{(v(s1); N(s1)) + (7(s), N(s))| = e(s1) + o(s)

= 20(s),

visto que a simetria em torno da origem implica que o(s1) = o(s) (ver Figura 6.37).
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6. Curvas Convexas

Figura 6.37: A largura é igual a duas vezes a fungéo suporte

Visto que a curva é convexa, a largura sempre satisfaz

2rine < largy(s)(7) < 27ext,

e, portanto,
Tint < 0 < Text,

onde ri,¢ € 0 raio do circulo inscrito e . € 0 raio do circulo circunscrito a . Por outro
lado, a desigualdade de Bonnesen (ver Teorema 5.6, p.192) afirma que

rL—A—7mr?>0, V7 € [Fing, Text)-

Assim,
oL — A—mp®>0.

Integrando essa ultima desigualdade e usando que

L 1 L 1 L
A= / (xy) — ya')ds = / (v,—N)ds = / ods,
0 2 Jo 2 Jo

temos

c
M—E.A—T(‘/ Q220.
2 0
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6.5. A desigualdade isoperimétrica de Gage

Passo 2. Se v é uma curva convexa de classe C?, entdo € possivel escolher uma origem
LA

tal que/gzds < =,
~ m

Inicialmente, iremos provar que em toda curva convexa existem dois pontos tais
que o segmento que os liga divide a regido limitada pela curva em duas regides de
areas iguais e tais que as tangentes nesses dois pontos sao paralelas. De fato, para
cada ponto X () no traco de -, seja Y (s) o ponto do traco de ~y tal que o segmento
X (s)Y (s) divide a regido limitada por - em duas &reas iguais. Se denotarmos por
X(s) = (x1(s), 72(s)) € Y (5) = (31(s), 3(5)), defina

F(X(s)) = 21(s)ya(s) — w2(s)yi(s1) = (Tx(s) X Ty(s), k),

onde Tx () e Ty () S80 0s vetores tangentes ay em X (s) e Y (s), respectivamente, k
é o vetor normal unitério correspondente a coordenada z em R? e x denota o produto
vetorial usual de R3. Visto que f(X(s)) = —f(Y (s)), o teorema do valor intermedid-
rio garante que existe um s tal que f(X(sg)) = 0. Nesse caso, pelas propriedades
do produto vetorial, temos que 7' —Ty (s4), 0 que prova a afirmagéo.

Vamos definir o eixo = como sendo a reta suporte de X (so)Y (so) e o0 ponto médio
desse segmento como sendo a origem. Denotemos por +; e 72 as por¢des da curva
~ acima e abaixo do eixo =. Considerando cada pedago separadamente, reflita cada
um deles em torno da origem, formando duas curvas convexas distintas limitando re-
gides cada uma com a mesma area que a original. A escolha da origem como ponto
médio do segmento garante que as curvas obtidas por reflexdo sejam fechadas. Além
disso, cada uma dessas curvas é de classe C' porque as tangentes as curvas so para-
lelas, o que implica que as curvas refletidas formam angulos complementares. Dessa
forma, podemos aplicar o 1° Passo para cada uma das curvas obtidas por reflexao, que
denotaremos por ; U+, e~z U~y, (ver Figura 6.38). Temos

2/g2ds §/ 92d5+/ o?ds
v MUy Y2Uvg

< 2L(y Uny )A n 2L(y2 Uy )A

s0) — 50)»

m s

LA

™
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Figura 6.38: Construcéo das curvas y; U~y; ey Uy

Passo 3. Conclusédo. Visto que
c c c
/ okds = —/ (v, kN)ds = —/ (7,7")ds
0 0 0
‘ c
= - <’777,>|0 + /(; <7,a’7,>ds = Ea
temos, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais,

c 2 L c L
L? = (/ kgds) g/ g2ds/ k2ds < [’—A/ k2ds.
0 0 0 ™ Jo

Logo, segue o resultado desejado. O

6.6. Exercicios )

1. Mostre que, se o trago de uma curva « descreve um circulo de raio R, entdo a
largura de «, em qualquer diregao, é igual a 2R.
2. Seja C otrago de uma curva fechada, regular, convexa e de largura constante IL.
Suponha que C esta positivamente orientada. Mostre que
. . 1
(i) paratodo P € C,acurvaturade C em P, k(P), satisfaz k(P) > ik

(i) se P e P sdo pontos antipodas, entdo
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(i) se cada par de pontos antipodas dividir C' em dois arcos de comprimentos
iguais, entdo C' é um circulo.

3. Mostre que, se uma reta r intersecta uma curva fechada e estritamente convexa
C, entdo r é tangente a curva C ou intersecta C' em exatamente dois pontos.

4. Seja C' uma curva fechada e convexa. Mostre geometricamente que C deve ser
simples.

5. Seja C o trago de uma curva fechada e simples que limita uma regido Q C R2.
Definimos o fecho convexo de C, H¢, como 0 menor conjunto convexo que con-
tém Q (ver Figura 6.39). E possivel provar que sempre existe o fecho convexo
de C. Mostre que a fronteira de H- é uma curva fechada e convexa, formada
por arcos de C' e por segmentos de reta. Conclua que para resolver o problema
isoperimétrico, podiamos nos restringir as curvas convexas.

Hc

Figura 6.39: Fecho convexo de C'

6. Dizemos que um retangulo Q esta circunscrito a uma curva fechada e regular
a: [a,b] — R?, se aregido limitada por « estd contida na regido delimitada por
Q e a curva « tangencia todos os quatro lados de O (ver Figura 6.40).
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248

Figura 6.40: Retangulo Q

Mostre que, se o € uma curva fechada, regular e convexa, entao existe pelo me-
nos um retangulo que esta circunscrito a curva a.

Considere a: [a,b] — R? uma curva regular, fechada e simples. Seja N o
campo normal unitario ao longo de « que aponta para fora da regido limitada
pelo trago de «. Dado ¢ € R, a curva paralela a curva o é a curva ay, definida
por

ac(t) =a(t) + (N(t), tela,b].

Mostre que se o € uma curva estritamente convexa, entéo o € uma curva regular,
fechada e estritamente convexa, para todo ¢ > 0.
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7. Teorema dos Quatro Veértices

Seja a: [a,b] — R? uma curva fechada e orientada. Seja k: [a,b] — R a fungéo
curvatura de a.

Defini¢ao 7.1. Um vértice de « é um ponto de maximo ou minimo local da fungao
curvatura k.

Observe que para uma curva fechada, regular e de classe C2, um vértice de o é um
ponto critico de k, cuja derivada de & esta bem definidaem a e b, isto é, k' (a) = £'(b).
Nesse caso, se 0s vértices ocorrerem em a e b, entdo contabilizamos como um Unico
vértice.

Vamos entender geometricamente o que é um vértice de uma curva. Como vimos, a
evoluta o (ver Definigdo 1.100, p.71) de uma curva o € uma curva regular, se, e somente
se, a curvatura de o ndo possui derivada nula. Os pontos onde &’ anula-se sdo pontos
singulares da evoluta de « (ver Proposigdo 1.101, p.71). Geometricamente (ver Exem-
plo 7.2), isto significa que essa evoluta possui um “bico” nesses pontos singulares, que
correspondem aos vértices de a.

Exemplo 7.2. Seja «: [0, 27] — R?, definida por

a(t) = (cost,2sent)

uma curva cujo trago é uma elipse. Usando a Proposicdo 1.73, p.40, obtemos que a
fungao curvatura de « é dada por

2
(sen2t + 4 cos? t)3/2

k(t) =

(ver Figura 7.1).
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w__
A\

2
Figura 7.1: Grafico de &

18sentcost
[sen2 t + 4 cos? t]5/2
ocorrememt¢ = 0,5, , 37”, cujos pontos no trago de « sdo «(0) = A = (1,0),
(%) =B =1(0,2),a(r) =C = (-1,0)ea (%) = D = (0,—2). Além disso,
usando a equacgao (1.34), p.71, vemos que o, a evoluta de o, é descrita pelo astroide

Portanto, ¥'(t) =

e, consequentemente, os vértices de o

.%‘2/3 + (2y)2/3 _ 32/3

que possui

Al: (370)7 B/: (072> ) Cl: (_370)eDI: <07_g)

como pontos singulares pertencentes ao trago (ver Figura 7.2).
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D/

Figura 7.2: Os vértices de o e 0s pontos singulares de

Este capitulo é dedicado ao estudo do teorema dos quatro vértices: uma curva
regular e de Jordan (curva fechada e simples) possui pelo menos quatro vértices. A
primeira publicagdo desse teorema foi dada por Syamadas Mukhopadhyaya (ver [42])
em 1909, considerou 0 caso em que a curva, exceto o circulo, é regular, simples, fechada
e com curvatura estritamente positiva. Em particular (ver Proposigdo 6.3, p.196), a
curva é estritamente convexa. Em 1912, Adolf Kneser (ver [36]) obteve o resultado no
caso em que a curva é convexa. Varios matematicos tém contribuido com resultados
relacionados com o teorema dos quatro vértices, por exemplo: Wilhelm Blaschke (ver
[6]), H. Mohrmann (ver [39]), T. Hayashi (ver [29]), S.S. Chern (ver [13]), H. Guggenheimer
(ver [26]) e Robert Osserman (ver [47]).

Em 1971, Herman Gluck (ver [24]) mostrou a reciproca do teorema dos quatro vér-
tices para fungdes de curvatura estritamente positivas e, em 1997, Bjorn Dahlberg (ver
[14]) provou essa reciproca sem a restrigdo da fungdo curvatura ser estritamente posi-
tiva. A publicagdo desse resultado, conforme pode ser visto em [15], foi adiada pelo seu
inesperado falecimento em janeiro de 1998, mas seu artigo foi editado posteriormente
por Vilhelm Adolfsson and Peter Kumlin e, finalmente publicado em 2005. O trabalho de
Dahlberg completou os quase cem longos anos de ideias iniciado por Mukhopadhyaya
em 1909 (ver [42]).

A evoluta de uma curva possui aplicagdes geométricas importantes. Assim, um
primeiro interesse do teorema dos quatro vértices é sobre o nimero de singularidades
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da evoluta de uma curva fechada e regular. Uma consequéncia maior desse resultado
estd, porém, em passar a olha-lo do ponto de vista do teorema fundamental das curvas
planas. Nesse resultado, vimos que, dada uma fungéo diferenciavel £ em um intervalo
I, existe uma curva o em R? cuja fungao curvatura é k. Observe que, se I = [a,b] e a
fungdo £ é tal que

d"k d"k

(@) = 2 (0),
poderiamos perguntar se & pode ser a fungdo curvatura de uma curva fechada. Note
que o teorema fundamental das curvas planas (Teorema 1.87, p.56) ndo diz se, nesse
caso, a curva é fechada, isto ¢, se «(a) = «a(b). 0 teorema dos quatro vértices vai
dar, entdo, uma condigdo necessaria para que uma fungao seja curvatura de uma curva
fechada, isto é, ela deve ter pelo menos quatro pontos criticos.

0 teorema dos quatro vértices apresentado nessa se¢do é devido a Gustav Herglotz,
segundo Wilhelm Blaschke (ver [7]) e Shiing-Shen Chern (ver [13]).

Os sequintes resultados de calculo diferencial serdo necessarios para a demons-
tragdo do teorema dos quatro vértices.

Lema 7.3 (Segundo Teorema do Valor Médio). Sejam f,g: [a,b] — R fungdes
reais. Se f e g’ sdo fungbes continuas e g é uma fungdo mondtona, entao existe & €
(a,b) tal que

b 13 b
z)g(z)dr = g(a x)dx b x)dx. 7.1
/afmg() g()/af()+g()/5f() 7

Observagao 7.4. A primeira versdo do Lema 7.3 € atribuida a Bonnet (ver [11]). Outra ver-
sdo do lema foi obtida por Weierstrass e du Bois-Reymond (ver [17]), e a versdo conforme
foi enunciada pode ser vista em [31] e na pagina 565 de [32].

Lema 7.5. Seja f : R — R uma fungéo periddica, de periodo I e de classe C'. Se f
nao é constante em nenhum subintervalo de R, entdo a soma dos nimeros de pontos de
maximo e minimo locais de f em [0, 1) é sempre um nimero par.
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Demonstragdo. Considere o grafico da fungdo continua f’ : [0,7] — R. Suponha, inici-
almente, que f/(0) = f/(1) > 0. Visto que f’(x) sempre troca de sinal na vizinhanga
ponto de maximo ou de minimo local e que f’ é positivo nos extremos, vemos que [0, /)
pode ser dividido em intervalos onde f’ é, alternadamente, positiva e negativa. Visto
que, necessariamente, f’ é positiva no primeiro e no dltimo intervalo, temos um niimero
impar de intervalos (ver Figura 7.3).

YA

Figura 7.3: Gréfico de f’

Isso implica que f’ tem um ndmero par de zeros onde f’ muda de sinal. Logo f
tem um ndmero par de maximos e minimos locais. Claramente, o caso em que f/(0) =
f'(1) < 0 é anélogo. Por outro lado, se f/(0) = f/(I) = 0 temos duas situagdes
possiveis: f’(x) tem o mesmo sinal em [0,¢) e (I — &,1) e f'(x) tem sinais distintos
nesses intervalos.

No primeiro caso, [0,1) pode ser dividido em um ndmero impar de subintervalos
onde f’ muda de sinal na passagem de um intervalo para outro, o que implica um nu-
mero par de maximos e minimos em (0, /). Além disso, visto que f(x) > Oem (I, l+¢)
(pois f é periddica), vemos que o extremos f(0) = f(l) sado pontos de inflexdo. Logo,
nesse primeiro caso, temos um numero par de maximos e minimos em [0, 7).

No segundo caso, hd um nimero par de subintervalos onde f’ é positiva e negativa,
alternadamente. Isso implica que ha um nimero impar de maximos e minimos de f em
(0,1). Visto que f’ muda de sinal em f(0) = f(l), temos, no total, um ndmero par de
maximo e minimos de f em [0, ). O

Agora, enunciamos o principal resultado nesta se¢ao.
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7. Teorema dos Quatro Vértices

Teorema 7.6 (Teorema dos Quatro Vértices). Se a: I = [a,b] — R? é uma curva
regular, fechada, simples, convexa e de classe C>, entdo o possui pelo menos quatro
vértices.

Demonstragdo. Inicialmente, fagamos as seguintes observagoes:

(i) A elipse € o trago de uma curva regular, fechada, convexa e de classe C* que
possui quatro vértices (ver Exemplo 7.2);

(i) Vamos assumir, sem perda de generalidade, que « é uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco;

(i) Se a fungdo curvatura for constante em algum subintervalo J C I, entdo todos
os pontos de J sdo pontos criticos e, consequentemente, o possui uma infini-
dade de vértices (ver Figura 7.4). Caso isto ndo ocorra, os pontos criticos da
fungdo curvatura ocorrem em pares (ver Lema 7.5);

(iv) A fungdo curvatura de o é invariante por um movimento rigido (ver Proposi-
¢do 1.74, p.41).

y(s)? y(s)4
a(s) i a(s) i
0 x(s) 0 x(s)

Figura7.4: k'(s) = O paratodo s € J

Agora, vamos mostrar por contradi¢cdo que « nao possui somente dois vértices.
Sejam P e (Q os Unicos vértices de o.. A observacao (iv) e o fato de « ser simples e
convexa garantem que podemos escolher, possivelmente apds um movimento rigido e
uma reparametrizacdo (ver Figura 7.5),
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7.1. 0 teorema dos quatro vértices para curvas convexas

Figura 7.5: Rotagédo e translagdo (movimento rigido) da curva o

Aqui estamos denominando a curva obtida também por «.. Vemos que 0 e sy s@o
os Unicos pontos extremos de k&, pois P e (Q sao os Unicos vértices. Observe que

k(0) — k(so) # 0. (7.2)

Com efeito, se k(so) = k(0) e k é uma fungdo constante, entdo, usando (iii), vemos
que « possui uma infinidade de vértices. Se k(sp) = k(0) e k ndo é uma fungédo
constante, entdo, pelo teorema de Rolle, existe s; € (0, sg) tal que k'(s1) = 0 e esse
ponto €, necessariamente um ponto de maximo ou de minimo local. Isso contradiz a
afirmacéo que 0 e sy s@o os Unicos vértices de k.

Se consideramos a curva « dada por

temos que
y(s) <0, se 0<s< s,

y(s) >0, se sop<s<L.

Usando as equagdes de Frenet (ver (1.9), p.38), vemos que
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7. Teorema dos Quatro Vértices

onde
T(s) = (¢(s),y'(s)) e N(s) = (—y/(5), 2(s))
ou seja,
a(s) = —k(s)y'(s)
y"(s) = k(s)'(s)
Segue que
L L £
/ k(s)y'(s)ds = —/ 2"(s)ds = —2'(s)| =0, (7.4)
0 0 0

onde usamos o fato de « ser uma curva fechada e, portanto, o/ (0) = «/(£). Por outro
lado,

L S0 L
/0 k(s)y'(s)ds —/0 k(s)y'(s)ds + /SO k(s)y'(s)ds. (7.5)

Visto que & é uma fungdo mondtona em cada intervalo 0 < s < spe sy < s < L,
obtemos, usando o Lema 7.3,

S0 &1 S0
A M@M@%=M®A y@@+kw»/  (s)ds
— K(0) (&) — y(0)] + K(so) [y(so) — ye)] O

y (€1) [K(0) = k(s0)],

onde & € (0,s0), €

c £ c
k(s)y'(s)ds = k(s "(8)ds + k(L "(s)ds
LL ()9 (5) (@1;y<> 4 <%Ly<>

(s0) [y(&2) — y(s0)] + k(L) [y(L) — y(&2)]
(&2) [k(s0) — k(0)],

(7.7)

I
S

onde & € (so, £).
Portanto, usando (7.5) com as expressdes obtidas em (7.6) e (7.7), e as condigdes
(7.2) e (7.3), temos que

L
A k()Y (5)ds = y(€)[(0) — k(s0)] + y(E2) (50) — k(0)]
— [y(€1) — y(EKO) — k(so)] £ 0,

256



7.2. Uma generalizacao do teorema dos quatro vértices

onde &; € (0, s0) e & € (so, £). Por outro lado (ver 7.4),

L
/0 k(s)y'(s)ds = 0.

Isto é uma contradi¢do. Concluimos a demonstragao do resultado observando (iii). De
fato, visto que ndo existem somente dois vértices de o, temos que e possui pelo menos
quatro vértices. O

Nessa segdo, apresentaremos a demonstracdo de Robert Osserman (ver [47]) do te-
orema dos quatro vértices. A demonstracdo de Osserman, além de ser geométrica e
elementar, da mais informagdes sobre o nimero de vértices de uma curva de Jordan
do que o valor minimo de quatro enunciado pelo teorema. Nos resultados dessa se¢éo
iremos identificar e denotar pela mesma letra ~, tanto a curva quanto o seu trago.

Antes de enunciar o teorema, vamos listar, na forma de lemas, algumas proprieda-
des elementares de curvas e conjuntos do plano que serdo uteis na demonstragao.

Lema7.7. Seja E um conjunto compacto (isto é, limitado e fechado) do plano contendo
pelo menos dois pontos. Entéo, dentre todos os circulos cuja regido delimitada contém
E, existe um dnico circulo de raio minimo, chamado de circulo circunscrito a E (ver
Figura 7.6).
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7. Teorema dos Quatro Vértices

Figura 7.6: Circulo circunscrito

Lema 7.8. Se C é o circulo circunscrito a E, entdo todo arco de C maior que o semicir-
culo deve intersectar E (ver Figura 7.7).

Figura 7.7: Arco maior que o semicirculo

Lema 7.9. Seja v uma curva de curvatura k e C' um circulo de raio R. Suponha que o
circulo tangencia a curva em algum ponto P.

(i) Se k(P) > 1/R, entdo existe uma vizinhanga de ~ em torno de P que estd
inteiramente contida na regido delimitada por C;
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7.2. Uma generalizacao do teorema dos quatro vértices

(i) Se k(P) < 1/R, entdo existe uma vizinhan¢a de ~ em torno de P que estd
inteiramente contida no complementar da regido delimitada por C' (ver Figura 7.8).

kE<0<1/R
0<k<1/R

k=1/R

Figura 7.8: Estimativa da curvatura pela curvatura do circulo

Vamos agora enunciar e demonstrar o teorema de Osserman.

Teorema 7.10 (Osserman). Seja~ : I — R? uma curva de Jordan, regular e de classe
C2. Seja C o circulo circunscrito a . Entéo

(i) v N C contém pelo menos dois pontos;

(i) se v N C contém pelo menos n pontos, entdo v contém pelo menos 2n vértices.
Além disso, se k denota a curvatura de v e R € o raio de C, entdo pelo menos n
vértices satisfazem k < 1/R e pelo menos n vértices satisfazem k > 1/R.

Demonstragdo. Observe inicialmente que o item (i) do teorema segue diretamente do
Lema 7.8. De fato, se ha apenas um ponto de intersecao, retirando uma vizinhanga
desse ponto em C, obtemos um arco maior que o semicirculo que néo intersecta o
tragco da curva, o que é um absurdo. Logo ha pelo menos dois pontos de intersegao.
Observe ainda que, por esse argumento, se ha apenas dois pontos de intersecao, esses
pontos necessariamente sdo antipodas em C.

Vamos supor que yNC' nado contém nenhum arco de circulo. Caso contrario, a curva
terd infinitos vértices e o teorema esta demonstrado. Sejam Py, P, ..., P, pontos de
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7. Teorema dos Quatro Vértices

~NC, ordenados no sentido anti-horario (ver Figura 7.9). Usando o Lema 7.8, podemos
considerar que os pontos P; e P, estdao contidos no mesmo semicirculo.

C

P

Figura 7.9: Os pontos P; de v N C' e os arcos -;

Visto que, numa vizinhanga de cada P;, i € {1,2,...,n}, a curva - estd contida
no disco limitado por C, temos

k(P) > —. (7.8)

=

Sejam ~; os arcos de ~ limitados por P; e P;,1 (aqui estamos considerando P, 1 =
Py.) Vamos mostrar que existem pontos Q; € ; tais que

1
k(Qq) < i

Como ~; ndo esta contido num arco de C, existe @z € ; tal que @, esta dentro do
disco delimitado por C. Seja C’ o circulo determinado por P;, Qi e P;y4. Visto que Qi
estd no interior de C' e que os trés pontos estdo no mesmo semicirculo de C, temos
que o raio R’ de C’ satisfaz R’ > R (ver Figura 7.10). A sequir, translade C’ para
dentro de C até que C’ tangencie v num dltimo ponto @Q; (por “Ultimo ponto” entenda
que se continuarmos transladando C’, a intersecgdo sera vazia a partir do momento
que C’ deixar Q;).
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7.2. Uma generalizacao do teorema dos quatro vértices

Figura 7.10: Translagdo do circulo C’

Como, na vizinhanga de Q);, a curva ~/ esta inteiramente na regido exterior a C’,

vemos, pelo Lema 7.9, que . .

BQ) < 2 < - (7.9)
Observe que as estimativas (7.8) e (7.9) sé podem ser obtidas se a curva « for de
Jordan. O fato da curva ser de Jordan garante que podemos orientar v e C' na mesma
diregdo. Caso contrario (ver Figura 7.11), poderiamos ter - e C' localmente em diregdes
opostas e, portanto, como a curvatura de ~ depende da orientagao, as estimativas de

curvatura (7.8) e (7.9) ndo poderiam ser realizadas.

Figura 7.11: Curva néo simples

Vamos agora concluir a existéncia dos 2n vértices. Visto que (7.8) vale nos ex-
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7. Teorema dos Quatro Vértices

tremos P; e P, 1 de ~;, usando (7.9), podemos deduzir a existéncia de um ponto de
minimo @, de k em ~; tal que
— 1
k(Q;) < R
Isto garante-nos a existéncia de n vértices. Considere agora os arcos 7; de  limitados
pelos pontos @, e @, . Visto que entre dois pontos de minimo local existe um ponto
de maximo local, e como P;; sempre pertence ao arco 7;, vemos que, em cada 7;
existe um ponto de maximo P; de & tal que

— 1
Isso garante a existéncia de mais n vértices e, portanto, concluimos a demonstracao
do teorema. n

Como consequéncia do Teorema 7.10, obtemos o teorema dos quatro vértices para
curvas de Jordan quaisquer

Coroldrio 7.11 (Teorema dos Quatro Vértices). Toda curva de Jordan, regular e de
classe C? tem pelo menos quatro vértices.

Demonstragdo. Seja~ uma curva de Jordan e C seu circulo circunscrito. De fato, pelo
item (i) do Teorema 7.10, v N C contém pelo menos 2 pontos. Por outro lado, o item
(i) do mesmo teorema garante que a esses dois pontos estdo associados pelo menos
4 vértices. O

Observagdo 7.12. Se a curva ndo for de Jordan, o teorema dos quatro vértices (ver Coro-
ldrio 7.17) é falso. Com efeito, no Exercicio 13, p.86, vimos que o limagon (3 : [0, 27) —
R? dado por

B(t) = 2(R — dcost)(cost,sent), d> R,

€ uma curva com curvatura positiva, que possui autointerse¢do e que tem apenas dois
vértices. Além disso, se d < R, entdo o item (iv) do referido exercicio demonstra que
o limagon € uma curva de Jordan que tem exatamente quatro vértices, 0 que mostra,
novamente, que o nimero minimo de quatro vértices é atingido.

262



7.3. A reciproca do teorema dos quatro vértices

A reciproca do teorema dos quatro vértices apresentada nessa secao foi demonstrada
inicialmente para curvas convexas por Herman Gluck (ver [24]) e, para curvas de Jordan
quaisquer, o resultado foi demonstrado por Bjorn Dahlberg (ver [14]). A demonstragédo
usa técnicas que estao além do escopo desse livro e o leitor interessado pode consultar
as referéncias originais listas, bem como o artigo de divulgacéo [15].

Teorema 7.13 (Reciproca do Teorema dos Quatro Vértices). Sejak : R — R
uma fungéo continua e periédica de periodo [ que tem pelo menos dois maximos locais
e dois minimos locais em [0, ). Entdo existe uma curva de Jordan o : R — R? cuja
curvatura é k.

Observagao 7.14. Observe que a condi¢éo sobre 0s quatro pontos criticos de k no enun-
ciado do Teorema 7.13 ndo € equivalente ao teorema dos quatro vértices. De fato, no
nosso enunciado, ndo excluimos a possibilidade em que a curvatura seja constante em
um intervalo, e tenha apenas um outro ponto de maximo ou de minimo. Considere, por
exemplo, a fungdo k: [0, 27] — R, dada por

k(t) = 1+ sen(t) + |sen(t)]

(ver Figura 7.12). Pelo teorema fundamental das curvas planas (ver Teorema 1.87, p.56),
existe uma curva o: [0, 27r] — R? cuja curvatura em a(t) € k(t).
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y(t)

o
ST I
)
3

Figura 7.12: Grafico da fungéo &

Como k| x) > kl|{x,2x), 0 teorema de Schur diz que
la(m) — a(0)| < |a(2r) — a(r)|
e, portanto, a curva o ndo é uma curva fechada. Com efeito, decorre da prova apre-

sentada para o teorema dos quatro vértices, que existem quatro intervalos disjuntos,
eventualmente degenerado em pontos, nos quais k' = 0.

7.4. Exercicios )

1. Encontre os vértices da curva a: [0, 27] — R?, dada por

a(t) = (acost,bsent),

coma,b > 0.
2. Mostre que uma curva fechada e simples, cujo trago descreve o conjunto
A={(z,y) eR* 2" +y* =1},

possui oito vértices situados nasretasz =0,y =0,z +y=0exz —y = 0.
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3. Seja a: [a,b] — R? uma curva regular e de classe C3. Suponha que em ¢, €
[a, b], a fungdo curvatura k de o possua um maximo ou um minimo relativo ndo
nulo. Suponha ainda que esse extremo é ndo degenerado, isto é, a derivada de
k troca de sinal em ¢y. Mostre que a evoluta «. de o possui uma cdspide em g,
no sentido que as retas tangentes a curva « em «(t), quando ¢ converge para
to, CONvergem para uma reta r que passa por a.(to); 0 vetor tangente o/, (to) é
o vetor nulo, mas os vetores tangentes a evoluta o trocam de orientagao em .

4. Considere a curva a: [0,27] — R?, dada por
a(t) = ((1 —2sent)cost, (1 —2sent)sent).

(i) Mostre que o é uma curva regular, fechada e de classe C2, porém n3o é
simples;

(i) Determine a fungdo curvatura de «;
(iii) Calcule os vértices de «;
(iv) Onde falha o argumento da demonstragao do teorema dos quatro vértices?
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8. Evolucao de Curvas Planas pela

Funcao Curvatura

Neste capitulo estamos interessados em estudar a evolugdo de curvas planas, fecha-
das e simples, governadas por equagdes que determinam sua velocidade em relagao a
um parametro ¢, que podemos interpretar como sendo o tempo. Pretendemos mostrar
que, embora o estudo de curvas seja classico, ainda desperta o interesse dos mate-
maticos, e ha campos de pesquisa que se dedicam ao estudo das curvas planas. Aqui
apresentamos alguns resultados cujo conhecimento é obrigatdrio para quem deseja
conhecer o fluxo de curvas contraindo pela fungao curvatura, que sdo devidos a Mi-
chael Gage (ver [20]), Michael Gage e Richard Hamilton (ver [19]), e Mathew Grayson
(ver [25]). Neste livro, a demonstragéo dos resultados de Grayson é baseada no artigo
[2] de Ben Andrews e Paul Brian. Além dos resultados citados, hd uma vasta literatura
de artigos cientificos a respeito de fluxo de curvas contraindo pela fungéo curvatura, e
encorajamos o leitor interessado em se aprofundar no tema a comegar sua busca pelas
citagdes dos artigos acima. Iniciaremos o capitulo com a defini¢do e as propriedades
basicas do fluxo. A segunda e a terceira se¢des sdo dedicadas ao estudo das curvas
convexas contraindo pela fungdo curvatura, devido a Gage e Hamilton. Concluimos
o capitulo com o teorema de Grayson, que determina o comportamento do fluxo para
curvas simples e ndo necessariamente convexas.

8.1. Introducgao e propriedades basicas do fluxo

Seja Xy : [a,b] — R uma curva parametrizada, regular, fechada e de classe C*°.
Neste capitulo iremos, sempre que for conveniente, identificar a curva com seu trago.
Considere uma variagdo X : [a,b] x [0,T) — R? de X que satisfaz as seguintes
propriedades (ver Figura 8.1):

L 0X ,
(i) —; & continua para ¢ € [0,T);



8.1. Introducgdo e propriedades basicas do fluxo

(ii) Paracadat € (0,T) fixado, a curva X (-,t) : [a,b] — R? é uma curva fechada,
isto é, X (a,t) = X (b, 1), reqular e de classe C*°;

Figura 8.1: A variagdo de uma curva X, fechada, regular e de classe C*°

Observe que podemos sempre escrever

%)t((:n,t) = fT(z,t) + gN(z,1), (8.1)

paratodo (z,t) € [a,b] x(0,I"),onde T'(x, t) e N(z,t) denotam, respectivamente, 0s
campos tangente e normal a curva X (x, t) para cada ¢ fixado, e f, g : [a,b] x (0,T) —
R sdo fungdes suaves. A seguir, mostraremos que sempre podemos reparametrizar as
curvas X (-, ) de tal forma que a componente tangente de (8.1) anule-se. Geometri-
camente, isso significa que a componente tangente de %—f nao altera a geometria das
curvas X (z,t), mas apenas as parametrizagdes dessa curva.

Proposicdo 8.1. Seja X : [a,b] x [0,T') — R? a variagdo de uma curva Xy : [a, b] —
R?, fechada, regular e de classe C*°. Entédo existem ¢ > 0 e uma reparametrizagdo
x :]0,c] x [0,e) — R das curvas X (-, t) tal que

0X

E(u,t) = g(u,t)N. (8.2)

para alguma fungéo suave g : [0,¢] x [0,e) — R.
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8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

Demonstragdo. Se Y (u,t) = X (x(u,t),t) é uma reparametrizacdo de X, entdo,

oy 0Xox 0X

ot oot ot

oz
—UET—FfT-i-gN

ox
— (vZ T+ gN
(v 5 +f> +gN,
onde v(u,t) = H (u,t),t)|| € a velocidade escalar de X;(z) = X(x,t). Visto

que a curva X, é regular eX|ste g1 > 0tal que v(u,t) # O paratodot € [0,e1). Se
escolhermos z(u, t) a (Gnica) solugdo da equagédo

oxr  —f(x(u,t),t)

o RAAA = 8.3
8t U(u,t) ) I(U, 0) u7 ( )
que existe, pela teoria cléssica, para determinado ¢ € [0,¢), 0 < € < &1, obtemos
Y
O = glalw 1), 1N, ¥ (1,0) = Xo(u).

Dessa forma, para concluir a demonstragéo é suficiente escolher g(u, t) = g(x(u,t),t).
Observe que a regularidade das curvas X (-,¢) garante que v(z,t) # 0 e, portanto, a
equacdo (8.3) esta bem definida. O

Seja X : [a,b] x [0,T) — R? uma solugdo da equagdo

0x

ot

A sequir, vamos analisar a evolugdo do comprimento £(t) das curvas X (-, ¢) que
satisfazem (8.4).

= gN. (8.4)

Proposicdo 8.2. Seja X : [a,b] x [0,I") — R? uma solugdo da equagéo (8.4). Se L(t)
denota o comprimento da curva X (-, t), entdo,

oL

L(t)
E = —/0 k‘(St, ) (5t7 )dSt,

onde s; = s(-,t) é o comprimento de arco de X (-,t), e k(s¢, t) é a fungdo curvatura de
X = X(-,1t).

268



8.1. Introducgdo e propriedades basicas do fluxo

Demonstragdo. Temos

) Py (e S L R
ot ou o 18 (u, )| N0t Qu T u

ot
0 0X 0X
/| X (0, 0)] <8u8t(u’t)’8u(u’t)>du

:/a <au(g(u t)N(u,t)),T(u,t)>du

_ /abg <€;]Z(u,t),T(u,t)> du.

Fixando ¢, usando a regra da cadeia e as equagOes de Frenet, obtemos

ON _ ON 0s;
Ou Bst u

Assim, usando a regra da substituicao para integrais,

/abg <%Z\j(u,t),T(u,t)> du = — /Oﬁ(t)g(st,t)k(st,t)dst.

(w.0)

Js
= k:(st,t)a—;T(st,t).

O]

Observe que, de acordo com a Proposi¢do 8.2, o comprimento da curva contrai
mais rapidamente quando g é multiplo de %. Isso pode ser deduzido da desigualdade
de Cauchy-Schwarz para integrais (onde omitiremos o parametro ¢ para simplificar a

notagdo)
c c 1/2 c 1/2
—/ gkds > — (/ 92d3> (/ k2d3> ,
0 0 0

cuja igualdade ocorre se, e somente se, g € miltiplo de k. Nesse caso, se o multiplo é
positivo, entdo, o comprimento da curva contrai com o tempo, e se o multiplo é negativo,
0 comprimento expande com o tempo. Neste capitulo iremos estudar o segundo caso.

Definigdo 8.3. Seja X : [a, b] x [0,T") — R? uma variagdo de uma curva Xy : [a, b] —
R? fechada, regular e suave. Dizemos que X é um fluxo de X, contraindo pela fung¢éo
curvatura (do inglés Curve Shortening Flow) , se X satisfaz

0X
ot (8.5)
X(-,0) = Xo.
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8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

Observe que (8.5) é um problema de valor inicial para uma equagéo diferencial
parcial parabdlica que, por essa razao, possui solugdo para valores pequenos de ¢.
Nosso objetivo é estudar o comportamento das solugdes de (8.5) para todos os valores
de ¢ para o qual ela tem solugdo suave, indo muito além do que ja é conhecido pela
teoria classica das equag0es diferenciais parciais parabdlicas.

Exemplo 8.4 (Solugdes homotéticas e o circulo). Dizemos que uma solugédo de
(8.5) é homotética ou self-similar , se X (-,t) é apenas uma homotetia da curva inicial
Xo, isto é, existe uma fungéo ¢ : (0,7) — Rtal que ¢(0) = 1 e X(-,t) = &(t)Xo.
Nesse caso, temos

0X 1

E = d)/(t)XO = k(at)N = 71{5(’0)]\77 (86)

visto que o vetor normal unitario permanece o mesmo para homotetias. Tomando o
produto interno em (8.6) por IV, obtemos

d(t)¢' (t)(Xo, N) = k(-,0),
isto é,

k‘(-,O)

o(t)¢'(t) = Xo NV (8.7)

Visto que lado direito (8.7) ndo depende de ¢, concluimos que ¢(t)¢'(t) = A, onde \ é
constante e, dessa forma, as solugdes homotéticas do fluxo satisfazem a equagao

k= MX,N). (8.8)
A familia de circulos
X (u, ) = (a(t) cosu + py, a(t) senu + po),

onde py,p2 € R, a: [0,I') — (0,00),a(0) = ap > 0 é uma solugdo homotética do
fluxo de curvas contraindo fungao pela curvaturas. De fato, substituindo

X 1
aat _ (a/(t) cosu, a/(t) senu),k =——eN = (—cosu,senu),
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8.1. Introducgdo e propriedades basicas do fluxo

m (8.5), obtemos

d
a(t)d' (t) = -1 = %[(a(t))Q] =—-2 = a(t) =y/a} — 2t.
Observe que o fluxo existe para t < a3/2 = A(0)/2, onde A(0) denota a drea de
X (-,0). Além disso, o fluxo contrai a um ponto quando ¢ — a2/2 e, nesse momento,
as areas dos circulos colapsam para zero e as curvaturas tendem para o infinito.

Observagao 8.5. Visto que

o) (t) =1 = %[(cb(t))Q] =2\ = ¢(t) = V(9(0))> — 24,
vemos que, a depender do sinal de )\, as solugbes homotéticas podem contrair ou expan-
dir a medida que t avanga. Solugbes homotéticas que contraem pelo fluxo sdo chamadas
de self-shrinkers, enquanto solugbes homotéticas que expandem pelo fluxo sdo chama-
das de self-expanders. O conhecimento dessas solugbes é muito importante no estudo
de fluxos de curvatura de uma forma geral, visto que se prova, em grande parte dos casos,
que o fluxo converge a um desses dois tipos de solugéo.

Vamos mostrar que, assim como no circulo, se a curva inicial de (8.5) é uma curva
fechada, regular, suave e simples, entdo, o fluxo comporta-se da mesma forma que se
comportou com o circulo: a area e o comprimento das curvas colapsam para zero em
um tempo finito, a curva contrai a um ponto nesse mesmo tempo e, além disso, a forma
da curva vai se tornando circular a medida que contrai. Abordaremos primeiro o caso
que acurvainicial é convexa e concluiremos o capitulo mostrando que o mesmo vale se
a curva for apenas simples. A ideia geométrica intuitiva é que pontos onde a curvatura
é maior contraem mais rapido (pois a velocidade é igual a curvatura), e pontos onde a
curvatura menor contraem mais lentamente. Assim, com o tempo, a curvatura da curva
vai se tornando cada vez mais uniforme e a curva mais circular (ver Figura 8.2).
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A
3
— s I
Y 2\4 \AJ7K\{4/ g
\4,/? —+>—{>/<, K<F_V\VV\\Q\
A A S "N
VA 5 X

Figura 8.2: Fluxo de curvas contraindo pela fungéo curvatura

Antes de demonstrar os resultados principais, serd necessario provar algumas pro-
priedades basicas do fluxo.

Inicialmente, observe que o comprimento de arco s, = s(-, t) de cada curva X (-, t)
varia com o parametro ¢. Dessa forma, s e ¢ ndo sdo variaveis independentes e, por-
tanto, as derivadas com relagdo a s e a ¢t ndo comutam. Apesar disso, ainda existe
uma boa relagao entre as derivadas parciais mistas de segunda ordem com relagao a
t e s, COMO Segue.

Lema 8.6. Sejam X : [a,b] x [0,T) — R? um fluxo de curvas contraindo pela fungédo
curvatura e s = sy = s(+,t) o comprimento de arco da curva X (-, t). Entdo,

09 00 5 0

995 050t " 05

Demonstraggo. Visto que 95 = ||2X || = v(u,t), temos
g 1 0
ds  vou
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8.1. Introducgdo e propriedades basicas do fluxo

Além disso,
dv_ 0 ox| _ o jox 9X\'/?
ot ot oul|l Ot \ou’ ou
BB (0o )
SN Nowoar (8.9)
0 ON
() =4 (2 )
ON _\ o,
—k:v<88 T)=—k*v.
Isso implica
D0 _0 (1o _-%0 190
otds Ot \vdu)  v2 Ou wvdtdu
_ ko 1090
v Ou  vOudt
0 0 0
_ 20 00
=N T asar
O

A seguir, vamos calcular a variagao de alguns objetos matematicos relacionados
as curvas, a saber, 0 campo tangente, o campo normal, a fungdo angulo do campo
tangente e a fungdo curvatura.

Lema 8.7. Sejam 6 uma fungdo dngulo do campo tangente unitério T, N o campo normal
unitdrio e k a fungdo curvatura. Temos

Or ok, . ON _ 0k, .. 00 Ok .0k &k

() = v aN; (i) ke —%T, (iif) 5%~ 35’ (’V)a = 9:2
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Demonstragdo. Visto que

OF 90X _ 90X  ,0X

9t "9t os osot " s
)

= —(kN) + k*T
Os . (8.10)
= —N+k—+kT
0s K 0s ok
ok

=N
0s '

onde, na Gltima igualdade de (8.10), usamos a equacao de Frenet 8N = —kT (ver(1.9),

p.38). Isso prova o item (i). Derivando a igualdade (7", N') = 0 com relacdo a ¢, temos
orT ON ok ON
0_<8t N>+<T at> 8s+<T’8t>’

ON ok
<T’c‘9t> = os

Por outro lado, visto que (N, N) = 1, temos (2, N') = 0. Assim,

ON ON ON ok
e <81€’T>T+< at N>N—‘asT’

isto &,

0 que prova o item (ii). Como podemos escrever 7' = (cos 6, sen 6), vemos que

%{; (—send cos@)gf = %N
A expressao do item (iii) decorre, portanto, do item (i). Concluiremos com a demons-

tragédo do item (iv). Usando a Proposigdo 2.7, p.105, temos k = ‘9—?. Isso implica

O _000_ 000 00 0%k
ot 0tds 0sot ds (92
o que demonstra o item (iv). O

A proposicao a seguir mostra que uma curva contraindo pela fungao curvatura co-
lapsa em algum momento e, dessa forma, o fluxo ndo pode existir por um tempo infinito.
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Proposicao 8.8. A derivada da drea A(t) da regido delimitada pelas das curvas X (-, t)
do fluxo de curvas contraindo pela fungdo curvatura satisfaz

0A
E = —2m.

Demonstragdo. Seja X : [a,b] x [0,T") — R? o fluxo de uma curva Xy : [a, b] — R?
contraindo pela fungéo curvatura k(-,¢). Usando o teorema de Green (ver Lema 5.1,

p.183), temos
1 [/ d d 1 [t
A—2/ ( di di) du——2/ (X, vN)du,

onde N = N(-,t) é o vetor normal a X (-, ¢). Derivando com relagé@o a ¢, e denotando

por X ]|,
0A 1 8X ov ON
1 0

b
k
_ - o 2
_ 2/(1 [ ko + KX, N) + o5 (X,T>} du,

(8.11)

onde 7' = ZX/||ZX || Integrando o dltimo termo de (8.11) por partes e usando o fato
de a curva ser fechada temos

b ok b ok du b ok
/avaS<X,T>du_ Vg X D= [ X Ty
b

/ 50 (X T)du + k(X.T)

a

- [ () (e 5]
-5 {<%X’T>+<X’as>] "
_/bm[1+k<X,N>]du,
isto é, a
b ok

b
va—<X T)du = — / kv + k*v(X, N)du. (8.12)
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Substituindo (8.12) em (8.11), obtemos

0A k “ £ 00
_— = — = — = — R fry — = —2 .
5 /a kvdu /0 kds . Bs ds =0(0) — (L) s

O]

Corolario 8.9. Se o fluxo de uma curva X fechada, regular e simples, contraindo pela
fungéo curvatura, estd definido para um intervalo [0,T"), entdo, ' < A(0)/2r, onde
A(0) é a drea da regido delimitada por X.

. . OA «
Demonstragéo. Integrando a equagdo y —27 com relagdo a ¢, obtemos

t
A(t) — A(0) = %dT = —2mt,
0 8’7'
isto &,
A(t) = A(0) — 2xt.
Assim, a area é positiva apenas para ¢t < .A(0)/2x e anula-se parat = A(0)/2x. [

Concluimos esta se¢dao mostrando que se a curva inicial X, é simples e as curva-
turas das curvas sdo uniformemente limitadas para todo ¢, entdo, X (-, ¢) permanece
uma curva simples ao longo de todo o intervalo de defini¢do do fluxo X.

Teorema 8.10. Seja X : [a,b] x [0,T') — R? uma familia de curvas contraindo pela
fungdo curvatura, isto é, X (-,t) satisfaz (8.5). Se a curva inicial X : [a,b] — R? é
simples e |k(u,t)| < c para algum ¢ > 0, entdo, X (-, t) : [a,b] — R? é simples para
todot € (0,T).

Na demonstracao do Teorema 8.10 necessitaremos de dois lemas.
Lema 8.11. A fungéo f : [a,b] X [a,b] x [0,T') — R definida por
f(u17 uz, t) = ||X(U1, t) - X(u27 t)H2

satisfaz a equagdo
of _ 0% o

= + — —
ot 9st  0s?

onde s, e s, S40 0s comprimentos de arco relativos a uy e us.

4, (8.13)
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8.1. Introducgdo e propriedades basicas do fluxo

Demonstragdo. De fato, calculando as derivadas de f, temos

OF 91X (un, ) — X (s, £), k(ug, )N (g, £) — Ktz )N (11, 1)),

ot
(;lf = 2(X (u1,t) — X(u2,t), T(u1,t)),

s1
élf = 2(X (u1,t) — X(u2,t), —T(u2,1)),

$2
82 0
8315 =24 (X (uy,t) — X (us,t), ({TSIT(UIJ))

= 2+ k(ur, )(X (w1, t) — X (ua, t), N (uz, 1))

& =2 — (X(u1,t) — X(ug,t) iT(u t))
0s3 ; I

=2— k:(uz,t)<X(u1,t) — X(UQ,t), N(Z@,t».

*f i o _ 44 (X (u1,t) — X (ug, t), k(uy, t)N(ur,t) — k(ug, t)N (ug, t))

0 que prova o lema.
Lema 8.12. Seja f : [a,b] X [a,b] x [0,I") — R definida por
flur,uz, t) = | X (u, ) = X (uz, ).
Se existe c > 0 tal que |k(u, t)| < c, entdo,
2 € 2
f(u1,ug, t) > [Esen (§S(U1’ Uz, t))] ,
onde s(uy,usg,t) 6 0 comprimento de arco de X (u1,t) a X (ug,t).

Demonstragdo. Com efeito, considere um circulo de raio 1/c e, sobre esse circulo, um
arco de comprimento s = s(u1, ug, t) (ver Figura 8.3).
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d/2

o2 1/c

%

Figura 8.3: Relagdo entre d e s

Se o denota o angulo central desse arco e d(u1, ug, t) denota a distancia entre os
pontos extremos do arco, entdo, temos a = cs e

2 c

d ] 7t 1 1
M t2t) _ Loen (2) = Lsen (oo, ua,).

isto &,
2 c
d(ui,ug,t) = —sen (is(ul,ug,t)> )
c

A afirmacdo, entdo, decorre do teorema de Schur (ver Teorema 6.22, p.216), visto que
f(u1,u9,t) éoquadrado da distancia entre os pontos X (uj,t) e X (ug,t). O

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 8.10.

Demonstragéo do Teorema 8.70. A curva X (-, ¢) é simples se, e somente se, X (-, ¢) é
uma funcdo injetiva. Note que X (-, ¢) é injetiva se, e somente se,

f(ul,u2,t) =0 = Ul = ug.
Vamos mostrar que essa Ultima afirmacéo é verdadeira. Defina
E = {(uy,uz,t)|s(u1,us, t) < mw/c}.

Vamos analisar separadamente o que acontece em E e no complementar E¢ = [a, b] X
[a,b] x [0,T) — E.
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Seuy, ug € [a,b] sdo tais que (uy,uz,t) € Ee f(u1,us,t) = 0, entdo, usando o
Lema 8.12, obtemos

2
sen (s(ul, u2,t)> =0.
c

Visto que (u1, u2,t) € E, temos que %s(ul, ug,t) < w/2,0queimplica que u; = us.
Isso prova o teorema para o0 caso em quem (uq, ug,t) € E.

Seja E° a fronteira de E° (ver Figura 8.4). Visto que as curvas X (-, t) sdo fecha-
das, podemos considerar X (a,t) e X (b, ¢) como pontos interiores da curva e, dessa
forma, temos

OE° = {(u1,ug,t)|s(ur,uz,t) =7/c,0 <t <T'}
U {(ulau%O)’S(ulau?»O) > 71-/C}'

{(u1,uz,t)|s(ur,ua,t) =m/2,0 <t <T}
E N

/ - "
— TR - >

{(u1,uz,0)|s(uy,uz,0) > w/c}

U1l

Figura 8.4: Esbogo de O E*©

Observe que na primeira componente de JE° temos f(usg,u2,t) > (2/c)? e, na
segunda, f(u1,u2,0) = || Xo(u1) — Xo(uz)|| possui um minimo positivo, pois X, €
uma curva fechada, simples e s(uq,u2,0) > 7/c. Assim, se existe (uy,usz,t) € E€
tal que f(u1,uz,t) = 0, entdo, esse ponto estd no interior de £°. Vamos denotar por

m = inf{f(ul,uz,t)\(ul,uQ,t) < 8Ec} > 0.
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Seja g(u1,u2,t) = f(ui,us2,t) + et > 0, para algum ¢ > 0. Usando o Lema 8.11,
vemos que g satisfaz

dg 829 0%g
ETi 831 + s % —4+e. (8.14)

Seja0 < § < m e suponha que g atinge o valor m — § em E*. A continuidade de ¢
e as estimativas da fronteira garantem que esse valor é atingido pela primeira vez em
um ponto interior de £, digamos (@1, a9, to). Nesse ponto, temos

dg &g g g \°
e e 2929 > 0. 8.15
ot — € 881 882 051059 - ( )

A primeira desigualdade em (8.15) vem do fato se g ser decrescente em ¢ até possivel-
mente atingir um minimo em ¢,. Caso atinja, teremos % = 0, caso nao atinja, teremos
8—% < 0, pois a fungdo continuara decrescente em ¢. A segunda desigualdade vem do
fato de g(uy, u2, to) ser um valor de minimo para ¢ fixado (por ser o primeiro ponto de
contato em g~!(m — &) no plano (us,uz, ty)). Note que esse valor de minimo existe
pela compacidade da curva. Nesse caso, a hessiana de g com relagdo as varidveis u
e us € positiva definida. Por outro lado, como o gradiente de g, para ¢ fixado, se anula
no ponto de minimo, temos

dg  dg

881 N 882 o
isto &,

<X(ﬂ1, t(]) — X(’Uz, to), T(ﬂl, t0)> = <X(’I_L1, to) — X(ﬂg, t), _T(’ELQ, t0)> =0,

e isso implica que T'(u1,ty) = £71(uq,to). Visto que

P9 _ (T, to), Tz, to)) = £2
851882 - 1,t0), 2,00 - 9
temos,
2 2 2 2 2
99,07, % 0% >2‘ Y9 |_y
O0sy  Osy 831 882 081089

Visto que g satisfaz (8.14), temos em (i, 2, to),

dg 0%g 0%
Z o 85%+6s% +eze
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

mas isso é um absurdo. Como ¢ > 0 é arbitrario, vemos que
g(ui,ug, t) >m
em E°, o que implica
f(ur,ug,t) >m—et >m —el.

Fazendo ¢ — 0, obtemos que f(u1,u2,t) > m > 0 em E° e isso completa a de-
monstragao. O

Nesta secdo iremos estudar o fluxo de uma curva contraindo pela fungdo curvatura
quando acurvainicial é (estritamente) convexa. Os resultados desta se¢do sdo devidos
a Michael Gage e Richard Hamilton (ver [20] e [19]).

Iremos parametrizar uma curva convexa pelo angulo 6 que o campo tangente uni-
tario a curva faz com o eixo x (ver Figura 8.5). Nessa parametrizagao, 6 percorre uma
unica vez o circulo unitério e, portanto, X () estd bem definida no intervalo [0, 27].

Figura 8.5: Angulo 6 que o campo tangente unitério 7" faz com o eixo =

A seguir, vamos estabelecer condi¢Oes necessarias e suficientes para uma fungao
positiva & : [0, 27] — R, ser a curvatura de alguma curva convexa.
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Proposigao 8.13. Uma fungéo k : [0, 2] — R continua, positiva e periddica de periodo
2 € a curvatura de uma curva estritamente convexa, regular, fechada e simples, se, e

somente se, ) )
T cosf T sen 6
df = / df = 0. (8.16)
/0 k(0) o k(9)

Além disso, dada uma fungdo k com essas propriedades, a expressdo da unica curva
estritamente convexa € dada, a menos de um movimento rigido, por

Ccos a, sen «)

0
X (0) = (x(0),y(0)) = (a,b) +/0 (k:(a)da’ (8.17)
onde (a,b) € R? é um vetor fixo qualquer.

Demonstragdo. Seja k a curvatura de uma curva estritamente convexa dada. Usando
a Proposicdo 2.7, p. 105, temos

ds 1
do — k(0)
Isso implica
T (cos@,sen) =~ 2”@ _(F $ds — _ _
[ =] wge= [, T =10 -T0 =0

pois a curva é fechada. Reciprocamente, dada uma fungéo & : [0, 2] — IR, continua,
positiva, periédica de periodo 2 e que satisfaz (8.16), defina

COs v, sen )

9
X(0) = (z(0),y(0)) = (a,b) +/0 (k:(a)da'

Temos que X (0) = X (27) = (a, ) e, portanto, X é uma curva fechada. Além disso,

X'(0) = (+/(6),5'(9)) = <20(Z§ S:g;f)

o que implica

eoN o " [ —sen@ cos® , cosf senf
X716 = (O 0) = (et ) = KO (s e )
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A curvatura da curva é, dessa forma (ver Teorema 1.73, p.40),

0 (6) - 2 (0)y(6)
5O = )2 1+ )2

- [ (5 o) o (i )
= k(0).

Para mostrar que a curva é simples, basta observar que o vetor normal unitario é N =
(— sen 6, cos #) que percorre todo o circulo unitério injetivamente uma tnica vez quando
6 € [0,2n].

Para concluir a unicidade da expressao (8.17) a menos de um movimento rigido
(isto é, rotagdes e translagdes), observe que pelo teorema fundamental das curvas
planas (ver Teorema 1.87, p.56), existe uma Unica curva, a menos de um movimento
rigido, para uma dada fungdo curvatura k. Visto que (8.17) contém as translagdes (a
adi¢do com o vetor constante (a, b)), obtemos a expressao geral de uma curva convexa
multiplicando (8.17) pela matriz de rotagédo

cosfy senfy
—senfy cosfy,

isto é, ,
o~ _ - (cos(a — ), sen(a — b))
X(0) =(a,b)+ / da,
0) =@+ | T
que, por sua vez, é apenas uma reparametrizagao de (8.17). O

Visto que a fungdo curvatura determina a curva a menos de um movimento rigido,
sera fundamental determinarmos como a curvatura evolui com o tempo relativo ao pa-
rametro 6. No resultado a seguir, para fins de desambiguagao, denotamos por 7 a va-
ridvel temporal quando a varidvel espacial for 6 e por ¢ a varidvel temporal quando a
variavel espacial for u.

Proposicao 8.14. A fungdo curvatura k : [0, 27| x [0,I') — R das curvas contraindo
fungéo pela curvatura satisfaz a equagéo de evolugédo

onde 6 é o0 d4ngulo que o campo tangente faz com o eixo x.
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Demonstragdo. Usando o Lema 8.7 e & = k-2 temos

Ok Ok 0RO _ 0k Ok Ok _ 0k, (0K’
ot or 000t Or 09 9s Ot

0
e
Pk 0 [ Ok 06 ok\> 0%
asrae@aa)as—’“(ae) HRITE
0 resultado, entdo, segue do item (iv) do Lema 8.7, p.273. O

0 problema de existéncia de solugéo para a equagdo (8.5), p.269, é equivalente a
um problema de Cauchy para a fungéo curvatura.

Teorema 8.15. Se X, : [0,27] — R2? é uma curva estritamente convexa, entdo, o
problema de existéncia de solugdes suaves X : [0, 2x] x [0,T) — R? para o problema

X
{at = kN, (8.18)

X(-,0) = Xp
é equivalente a encontrar uma fungéo suave k : [0,2x] x [0,I') — R do seguinte
problema de Cauchy:
k Ptk
{8 _ 20k + k3

ot 962 (8.19)
k(8,0) = (6),

onde 1) : [0, 2w — R é uma fungdo suave, positiva e tal que

27 (cosf,sen )
————=df = 0.
b =

Demonstragdo. Dada uma solugdo X de (8.18), a Proposigao 8.13 e a Proposigao 8.14
mostram que a curvatura k(6, t) de X (6, t) satisfaz (8.19). Reciprocamente, dada uma

solugdo k(0,t) de (8.19), defina

COs a, sen )

’(
Y (0,t) = (a(t),b(t)) + /0 e (8.20)
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onde a(t) e b(t) sdo fungdes reais que determinaremos mais adiante. Derivando (8.20)
com relagdo a ¢ e usando (8.19), obtemos

0 COS v, Ssen «
O = W) - [ 2oy,

o Ha. 0?2 o
0 2
= (d'(t),b'(t)) — /0 (cos a, sen a)gal;da (8.21)

0
- / (cos a, sen ) k(a, t)da.
0

Integrando a segunda integral da dltima igualdade de (8.21) por partes duas vezes,
temos

ay ., ok |°
i (a'(t),0'(t)) — (cosa,sena)a—a )
0 ok 0
+/0 (—sena, Cosa)aadoz—/o (cosa,sena)k(a, t)da
(@ (8), V(1)) — (cosh, sen@)% +, 0)‘;’; (0,)
+ (—sena, cos a)k‘(a,t)|0
= (d'(t),V (1)) — %T+ (1,0)= Ok (0,t) + k(6,t)N — (0,1)k(0, t).

06 00

Escolhendo a(t) e b(t) tais que

ok
/ / —
d(t) = ~55(0.) e V() = k(0,),
obtemos 9y ok
Agora defina
X(0,t) =Y (u(b,t),t).
Portanto,
0X 9OY ou 0Y ou Ok ou Ok
ot " ouor o Cal TN TGt = ( Vo T 09>T+kN
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onde v = ||2¥ | . Escolhendo u(6, t) tal que

ou 1 Ok
E - ,U(u(eﬂf)’t)%(u(evt)at))
vemos que
0X
E —_— kN-

O]

0 resultado a seguir garante que se a curva inicial € convexa, entdo as curvas con-
traindo pelo fluxo permanecem todas convexas enquanto o fluxo existir.

Proposigao 8.16. Se k(0, t) é uma solugdo de (8.19), entdo, a fungdo ki, : [0,T) — R,
dada por
Emin(t) = min{k(0,t)|0 < 0 < 27}

€ uma fungdo ndo decrescente. Em particular, se kyin(0) > 0, entao, kmin(t) > 0
paratodo ¢t € [0,T"), ou Seja, se a curva inicial é estritamente convexa, entdo, as curvas
contraindo pelo fluxo permanecem estritamente convexas.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que existam t, € [0,T') e ¢ > 0 tais que
kmin(to) > € > 0 € kmin(t) = kmin(to) —  para algum ¢ > ¢¢. Seja
tl = inf{t|k‘min(t) = kmin(to) - 5}.

A continuidade de & assegura que esse minimo é atingido em algum ponto (61, t1).
Nesse ponto, temos

ok 0’k
E(Gl’tl) < 0, w(el,tl) > 0, ek(91,t1) > 0.
Isso implica que
ok 5 0%k 3
02 = (01,t1) = (k(61,£1))" 555 (01, t1) + (k(01,11))" > 0,
0 que é um absurdo. O

0 préximo resultado é geometricamente intuitivo: se as dreas das curvas que con-
traem pelo fluxo sdo limitadas inferiormente, entao, as curvaturas sao limitadas supe-
riormente.
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

Teorema 8.17. Se as dreas delimitadas pelas curvas X (-,t), solugdes do problema
(8.18) sdo limitadas inferiormente por uma constante positiva, entdo, a curvatura k :
[0,27] x [0,T") — R estd uniformemente limitada superiormente.

Os passos principais da demonstragao do Teorema 8.17 serdo organizados nos
seis lemas a sequir. Iniciaremos com uma nova versao da desigualdade de Wirtinger,
que é uma variagao da desigualdade do Lema 5.4, p.189.

Lema 8.18 (Desigualdade de Wirtinger, 22 versao). Se f : [a,b] — R éuma fungdo
de classe C* tal que f(a) = f(b) =0eb— a < T, entdo,

(b—a)?

A%f@»%xs ; ‘Aﬂfm»%m

™

Demonstragdo. A demonstracdo é uma aplicagao da primeira versao da desigualdade
de Wirtinger (ver Lema 5.4, p.189). Defina g : [0, 7] — R por

g@ﬂzf(b;aw+a>-

Visto que ¢g(0) = g(w) = 0, podemos estender a fungdo g continuamente a uma
fungédo h : [0, 27] — R definida por

W) = {g(m) se z € [0,7];

—g(x —7) se z € [0,2n].

Note que

2
/ hdz = 0,
0

h(0) = h(27) = 0 e que h é de classe C' por partes. Logo, podemos usar a primeira
versdo da desigualdade de Wirtinger (ver Lema 5.4, p.189) para obter

27 2w
/ (h(z))%dz < / (W' (x))?dz. (8.22)
0 0
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Visto que )
| @z =2 [ (ot
- . 2
S ()
b
=2 [ (7))
e

A%wmwazzAﬂdw»%x

()Y

b
. L(ﬂm»%a

temos, aplicando (8.22),

b
/Xﬂmﬁms

O]

Lema 8.19. Sejam k(-,t) a fungdo curvatura da curva plana X (-, t) estritamente con-
vexa, fechada, que delimita uma regiéo de drea A(t) e tem comprimento L(t), e k* :
[0,T) — R definida por

k*(t) = sup{b|k(0,t) > bem algum intervalo de comprimento 7}.

Entao,

5

t)
()

k*(t) <

=

Demonstragédo. Fixe t € [0,T'). Por definicdo de supremo, dado M < k*(¢), existe
um intervalo de comprimento 7, digamos (a,a + ) tal que k(6,¢) > M para todo
0 € (a,a + ). Visto que 6 é o dngulo que o campo tangente unitario 7'(¢) faz com
0 eixo x, temos que as retas tangentes determinadas 7'(a) e T'(a + 7) sdo paralelas.
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

Como acurva X (-, t) é convexa, ela estd contida na faixa limitada por essas duas retas
(ver Figura 8.6).

/X(a + 7, t)
e X@Q/ﬂﬂm)

Figura 8.6: Curva convexa limitada pelas retas paralelas determinadas por T'(a) e T'(a + )

A disténcia entre as retas é dada pela largura da curva X (-, t) na dire¢do N (a, t),
ou seja,
1a'rgN(a,t) (X(a t)) = prOjN(a,t) (X(CL +m, t) - X(a7 t))
= ’<X(CL+7T7t) - X(a,t),N(a, t)>|

a+m
— <(-sena,cosa),/ (cosﬁ,sen@)d0>

k(6,t)
~ [“sen(d — a)
A T

onde usamos aqui a expressao (8.17), p.282, para curvas convexas. Dessa forma, te-
mos

a+7rsen9_a a+7rsen0_a 9
largy (g, (X (1)) =/ k((gt))de < / (M)dg ==

Além disso, seja b € (0, ) tal que

P47 sen(f — a)
diam X (-, ) = i A /7
o=
Visto que o comprimento da curva entre X (b,¢) e X (b + =, t) é dado por

b+m ox b+m 1
bim A do = do
Ly A %H A k(0,t)
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temos

9 < (8.23)

b+m 6 — b+
diamX(-,t):/ Md&g/
b b

£
k(0,1) 2

k(0,1)

onde a Gltima desigualdade em (8.23) vem do fato de podermos escolher o menor dos
dois arcos determinados por X (b,t) e X (b+m,t), escolhendo, caso necessario b+ 7
no lugar de b. Como a soma dos dois arcos deve ser £, 0 menor sempre terd com-
primento menor ou igual a £/2. Portanto, visto que as curvas convexas sempre es-
tao contidas na faixa determinada pelas retas paralelas determinadas por X (a,t) e
X(a+ m,t), temos que

A <larg (X (1)) - larg n g2, (X (1))
<largy (g, (X (1)) - diam X (-, )

2 L
< =.=
- M 2
isto &,
L
M < —.
A
Como M pode ser tomado arbitrariamente proximo de £*(t) obtemos
L(t)
k*(t) < —=
0= Z
0 que conclui a demonstragéo. O

Lema 8.20. Se a fungdo k* : [0,T") — R, definida por
k*(t) = sup{blk(0,t) > bem algum intervalo de comprimento 7 }.

é limitada, entdo, a fungdo h : [0,T") — R definida por

h(t) = /O27r log k(0,t)de

também é limitada.
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

Demonstragdo. Usando a equacdo de evolugédo de g’; dada pela Proposicao 8.14, p.283,

e integrando por partes, temos

2

B, ™ 1 9
i 8t1ogk(0,t)d0_/o k(ejt)—tk(e,t)de

21 an.
= k— + k2 | df
| (ae“ >
Ok 27 /27r <8k’>2 27
— - d9+/ k%do,
0 0 o0 0

= ke
) 2 27 ) Ok 2
(%/0 10gk(0,t)d9:/0 <k - <ae) >d0. (8.24)

00
Vamos analisar separadamente a Ultima integral de (8.24) nos conjuntos

o 2
(%/0 log k(6,t)d6 =

Q

isto é,

U={6;k(0,t) > k*(t)} eV =10,2n] — U.

Visto que U ¢é aberto, temos que U = J,c I;, a unido enumeravel de intervalos aber-
tos disjuntos I;. Além disso, pela definicdo de £*(¢), cada um desses intervalos tem
comprimento menor do que ou igual a . Considerando o fecho I; desses intervalos,
temos que k(6,t) = k*(t) nos pontos extremos de I;. Usando a 22 versdo da desi-
gualdade de Wirtinger (ver Lema 8.18, p.287) para a fungédo k(f,t) — k*(t), obtemos

/h (K(0,1) — °(1))2d0 < /1 (gg)Qd&

Isso implica,

/1. (k2 - (g’;)Q) g < /I_(k? — (k — k*)%)do

= 2k*/kd0 — (K")?|I4]

i

< Qk:*/k:de.
I;
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Somando sobre todos os intervalos, temos

/. (k - (ZZ)) a0 < 2°(1) [ 1(0.0)00
< 2k%(1) /0 - k(6,t)do.

Por outro lado,

/V <k2_ (glg>2> deg/kadeSQW(k*(t»g.

Assim,

/02” (kz ~ (g’;)j d6 < 2m(k*(1))? + 2k* (1) /027r R (6, 1)d6.

Visto que, usando a Proposi¢ao 8.2, p.268,
L 27
‘%:—/ des:—/ kdo,

0 2n * oL * 2
| logk(0,t)d0 < —2k* (1) = + 2m(K* (1) (8.25)
at J, ot

temos

Integrando a desigualdade (8.25) com relagdo a ¢ de 0 a ¢ temos
2 2
/ log k(0,t)df < / log k(0,0)d6 4+ 2M (L(0) — L(t)) + 2mM>t
0 0

2T
< / log k(0,0)d6 4+ 2M £(0) + 2r M>T
0
< 00,

onde M = sup{k*(t);t € [0,I")}. Isto conclui a demonstragéo do lema. O
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

2
Lema 8.21. Se / log k(0, t)d6 é uniformemente limitada parat € [0,T"), entéo, para

0
todo & > 0 existe um C(6) > 0 suficientemente grande tal que em todo intervalo de
comprimento ¢ existe pelo menos um ponto onde a curvatura é menor que C'(6).

Demonstragéo. De fato, seja I um intervalo de comprimento § > 0 e suponhamos que
k> CemI. Temos

2
/ log k(0,t)d0 > §log C + (2m — §) log(kmin(0)).
0
Seja
21
a = sup {/ log k(0,t)do;t € [O,F)}.
0
Observe que, se escolhermos C suficientemente grande tal que
0log C + (21 — 0) log(kmin(0)) > «,

obtemos uma contradigdo. Assim, para tal C, que depende apenas de ¢, existe pelo
menos um ponto tal que k(6,t) < C(9). O

Lema 8.22. Existe D > 0 tal que

s ok 2 2
/ <> d@g/ k*df + D (8.26)
o \00 0

paratodot € [0,T").

Demonstragdo. Com efeito, usando integracao por partes e a equagao de evolugao da
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curvatura dada pela Proposicao 8.14, p.283, temos

o (¥ ( , (0k\? 9k Ok 0%k
ot Jo (’“ _<ae>>d9_/o (km_aeaeat)de

2 ok ok Ok |*™
—9 E—dg — 92—
/0 ot 00 ot

o, 002 ot

2 9%k Ok
= 2/0 <k + 692> Ede

2 9%k \ 2
2
= 4+ > 0.

0 lema segue integrando com relagdo a ¢ de 0 a ¢. Nesse caso, D > 0 é uma constante

tal que
([ Ok ? )

0

+2 de

27
Lema 8.23. Se / log k(6,t)d6 é uniformemente limitada em [0,T"), entdo, k(0,t) é

0
uniformemente limitada em [0, 2] x [0,T).

Demonstragdo. Sejam 6, € [0, 27], > 0, e I um intervalo de comprimento § tal que
6o € 1. Usando o Lema 8.21, existe uma constante C(4), que n&o depende de ¢, e um
ponto a(t) € I tal que k(a(t),t) < C(9),paratodot € [0,I"). Usando a desigualdade
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

de Cauchy-Schwarz para integrais, temos

b0 ok
k(6o t) = k(a(t),t) + %(e,t)de
a(t)

< CO)+ V5 ( /0 7 @;(9,@)2 d@) "

2T 1/2
2

<)+ V5 </0 (k(0,1))2d0 + D)

< C(8) + V(27 (kmax (1)) + D)2

< C(8) 4+ V2m6kmax(t) + VOD.
Isso implica

Fmax(t) < C(8) + V2m6kmax (t) + V6D,
isto é,
Fmax(t) < W (8.27)

para § > 0 suficientemente pequeno tal que 1 — /276 > 0. Visto que o lado direito
da desigualdade (8.27) ndo depende de ¢, concluimos que k(6,t) é uniformemente
limitada. O

Apos todos esses lemas, estamos prontos para concluir a demonstragado do Teo-
rema 8.17.

Concluséo da demonstragcéo do Teorema 8.17. Se as areas .A(¢) das curvas X (-, t) pos-
suem uma cota inferior o > 0, entdo, usando o Lema 8.19 dessa demonstragao obte-
mos L(t L(t L(0
b < L0 L L0 £0)
A(t) « o
Assim, k*(t) estd uniformemente limitado. Usando o Lema 8.20, vemos que

2
/ log k(0,t)d6
0

€ uniformemente limitada. Por fim, o Lema 8.23 garante que k(6,¢) é uniformemente
limitada para ¢ € [0,T"), o que conclui a prova do teorema. O
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Nosso objetivo agora € mostrar que, se a curvatura for uniformemente limitada em
[0,T"), entdo, as derivadas da curvatura com respeito a # também s&o uniformemente
limitadas paratodot € [0,T"). Araz&o paraisso é concluir que tanto a curvatura quanto
suas derivadas de todas as ordens formam uma familia de fungdes equicontinuas em
t. Aplicaremos em seguida o teorema de Arzela-Ascoli para mostrar que essas fungdes
convergem a uma funcéo (-, I") no extremo superior do intervalo [0,T") que serd, por
sua vez, C*°. Usando essa curva limite como condicao inicial do fluxo, poderemos es-
tender o fluxo sempre que a area da regido delimitada pela curva for positiva. Portanto,
o fluxo apenas se extinguird quando o limite das dreas das regides delimitadas pelas
curvas for zero.

Inicialmente, iremos provar que 20 é limitada se k(0 t) for limitada, e, para isso,
necessitaremos da seguinte versao do principio do maximo para equagdes parabdlicas:

Lema 8.24 (Principio do Maximo). Seja f : [0,27] x [0,T) — R uma solugéo
positiva e periddica, de periodo 27, da equagdo

of  *f . of
a—aw‘i‘b%"‘Cf,

onde a, b e ¢ sdo fungdes reais limitadas, definidas em [0, 2] x [0,T") e tais que a > 0
e c < 0. Entao,
£(6,1) < max{f(6,0);6 € [0,2x]}.

Lema 8.25. Se k(0,t) é uniformemente limitada em [0,T") entéo, gz é uniformemente
limitada em [0, T").

Demonstragdo. Vamos aplicar o principio do méaximo do Lema8.24 a fungéo f : [0, 27| x
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[0,T') — R dada por f(6,t) = eat%. Temos

00
- aeo‘t(;]; 4 eat(% (y?}i’; n ks)
+ 360‘%2%

2 [ ok ok 0 [ .ok
_ 1.2 Y atZ e at“™
Tz (e ae) 2550 a0 (e ae)
+ (3K + ) <eat‘;’;> .

Se k(6,t) < C paratodo (0,t) € [0,27] x [0,T), entdo, escolhendo o < —3C?,
obtemos 3k2 4+ a < 0. Aplicando o Lema 8.24, obtemos

ok ok
Oéti < — - .
e 86(9,25)_]\4 max{ae(Q,O),HE[O,%T]},

ou seja,

ok

—(0,t) < Me™®" < Me™"

80 (07t) - € — € 9
visto que o < 0. O

A seguir, com o objetivo de simplificar a notagao, iremos denotar por &', &, k",
.., k™ as derivadas de k com relacdo a 6.
Nas proximas estimativas, necessitaremos de uma versao unidimensional da desi-
gualdade de Sobolev e de um resultado elementar sobre crescimento exponencial:

Lema 8.26 (Desigualdade de Sobolev). Existe uma constante C' > 0 tal que, para
toda fungéo f : [a,b] — R de classe C! vale

b
max{|f(@)l; € [a, 8]} < C / (17 @) + £ (2))d.
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Demonstragdo. Visto que f é continua, o teorema do valor médio garante a existéncia
de 2 € [a, b] tal que

b
/ f(@)dz = (b — a) f(xo).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais, temos

[ warl < (] b\f(xﬁdx)m.

Por outro lado, usando o teorema fundamental do calculo e a desigualdade de Cauchy-
Schwarz para integrais, obtemos

\f(l‘o

b—a

[f(@)| < |f(z0)l +

xfwﬂ

< f(z0)| + vz — 0] / ()2t
b ’ 1/2
/ (1) 2

< ([ f<:c>12dx) i [ o

< Vmax { Vi }(/ e |d:c+/|f |dw)1/2,

(8.28)
visto que, para m, n > 0 vale /m + /n < v/2/m + n. O resultado segue elevando
cada um dos membros da desigualdade (8.28) ao quadrado, e, tomando o maximo do
lado esquerdo da desigualdade resultante, para C' = max{2(b — a), -2-}. O

' b—a

1/2

< |f(zo)| +Vb—a

1/2

Lema 8.27. Se f : [0,b) — R é uma fungdo de classe C! que satisfaz

F1(6) < Af(t) + B(f(t)"/?
para A, B nimeros reais positivos, entao,

B

f() < et (—

2
/
2t+f(0)1 2> .
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Demonstragdo. Temos

M) = —Ae M F() + e (1)

< Be ()2 = Be eV (1)
< B(eiAtf(t))l/z'

Isso implica
d. ., _ B
Sl ) < < (8.29)
Integrando (8.29), obtemos
e O] - S0 < 2,
a partir do qual o resultado segue. O

A proposicao a seguir mostra que, se k(-, t) e k’(-, t) sdo uniformemente limitadas
em [0,T), entdo, " (-, ¢) é uniformemente limitada em [0, T").

Proposicao 8.28. Se as fungdes k(-,t) : [0,2n] — Rek'(-,t) : [0,27] — R sdo
uniformemente limitadas para todo ¢ € [0,T"), entdo, as fungbes k" (-, ¢) : [0,27] — R
sdo uniformemente limitadas para todo t € [0,T).

Iremos dividir os passos principais da demonstracao da Proposigédo 8.28 em dois
lemas.

Lema 8.29. Se as fungdes k(-,t) : [0,27] — Rek/'(-,t) : [0,27r] — R sdo uni-
formemente limitadas para todo ¢t € [0,T"), entédo, a fungdo f, : [0,I') — R definida
por

A= [ 0.0y
é limitada.
Demonstragdo. Seja
k:[0,27] x [0,) —>
(0,1) —  k(0,1).
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Usando a Proposigao 8.14, p.283, integrando por partes e usando o fato de a curva ser
fechada, temos

O [ e i g [T s (R
875/0 (K'(0,1)) d0_4/0 (k") <8t) do

2
— 4/ (k//)3(k2k//+k3)//d9
0

27
— 4(/€//)3(1{:2k// + ks)/ 371' . 12/ k///(k//)Q(k2k// + ks)/da
0

Y

2
— _12/ k///(k//)2(k2k/” 4 2kk/k// + 3]€2]€/)d9
0
2 2
=12 / k2 (K")2(K")2d6 — 24 / kE (K3 k" d6
0 0

2
— 36 / k2K (K2 K" de.
0
(8.30)

Usando a desigualdade
2

+ab < e +eb? e >0,
4e
nas duas Gltimas integrais de (8.30) para
(a’ b) — (kk,/k,//, k/(k//)2) e (a/’ b) — (kk”]{:,”, k.k:/k,//)7

respectivamente, obtemos

2 2 2(1.1\2( 1.111\2
gt / (K")*do < 12 / [k(k;;k) - 25(k’)2(/<:”)4] do
0 0

2T
o 12/ k2(/€’/)2(k‘”/)2d9
0
21 2(1.\2( 1.1\ 2
+ 36 / [’“ (k ig(k ) +5k2(k’)2(k”)2} do
0

1 27 27
= <—12 + 5) K2 (K")?(K")?d6 + 24¢ / (K')*(k")*do
0

€ 0

27
+ 36e / k2 (K2 (K")2d6.
0
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Escolhendo ¢ = 5/4, temos

2 2 2w
% (K")*do < 30 / (K2 (K")*d6 + 45 / k2 (K2 (K")2d6.
0 0 0

Visto que, por hipétese, k < C e k¥’ < C para algum C' > 0 e usando a desigualdade
de Cauchy-Schwarz para integrais, obtemos

27 21 21
9 / (K")1do < 30C* / (K")4do + 45C* / (K")2d
ot Jo 0 0

1/2

21 2
< 3002 / (K")do + 45C*V2r ( / (k:”)4d0> :
0 0
ou seja, f1 satisfaz

Fi(t) < 30C2 f1(t) + 45C*V 2 (f1 (1)) Y2,

Usando o Lema 8.27 concluimos que f; tem crescimento no maximo exponencial e,
portanto, é limitada em intervalos finitos. O

Lema 8.30. Se as fungdes k(-,t) : [0,27] — R, k'(-,t) : [0,27] — R sdo uniforme-
mente limitadas para todo t € [0,T") e a fungdo f1 : [0,T') — R dada por

2T
h) = [ 06.0)as
0
€ limitada, entdo, a fungcédo ¢, : [0,T") — R definida por
27
g1(t) = / (K" (8,1))%db
0
é limitada.

Demonstragdo. Iremos usar uma técnica analoga a usada na demonstra¢ao do Lema
8.29. Usando a Proposicgao 8.14, p.283, integrando por partes e usando o fato de a
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curva ser fechada, temos

8 o " 2 " 8k
=92
ot /0 (F7(6,0))yd0 /0 " (‘%) “

-9 /27r k///(ka// + /{3)/”(19
0
21
2 3\ /1|27 2 3
kl//(k k”+k )// 0 _2/0' k””(k k/,‘i‘k )//de

2m
2/ k',/” 2kk1k1/+k2k///+3k2k/) d9
0

3

2
2/ k”” Qkk,k,/+k2k/,/+3k2k/) d9
0

3

2
2/ k”” k;” + 2k(k//) + 4kk/k///)d9

[e=]

21
2/ k//l/ k2k,/”+6k5(k/) +3]€2k5”)d97
0

2m k/// H,t 2d9 — _2 2m k2 k//// 2 +4kk/k,/,k/”/ + Qk k” Qk,/// da
ot
0 0
21
_ 2/ [Q(k,)Qk,/kHH + Gk(k,)Qk,/// + 3k2k//k,/,/]d9.
0
(8.31)
Usando a desigualdade
a2
+ab < ™ +eb? e >0,
nos termos de (8.31) para
. mroq.01.00 - "n 1\ 2 _ " (k/)zk”
(a,b) = (K™, K'K"™), (a,b) = (K™, (K")?), (a,b) = | kK", —— ],

k
(a,b) = (kK™ (K)?) & (kK" kK"),
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

respectivamente, obtemos

o 2 2
hd / (k/”>2d9 < _2/ kz(k””)QdG

27 ‘k2 k//// 2
+2/ (8 ) +4E(k/)2(k‘m)2:| do
0 L
2 'k2 k//// 2
+ 2/ KRT) + 25(k”)4] do
0 L 2e
27 'kQ(k////>2 (k’)4(k)”)2
2 — 4+ 2e———
+ /0 o + 2¢ 2 ]d@
27 '3k2 k”// 2
+2 / SETRT)” + 65(/@’)4} do
0 L 2e
2 T 2 (1.M11\2
+2 / SETRT)” - Bst(k”)Q] do
0 L 45
17 o 2 (1.1111\2 o IN2 [ 7.011\2
= -2+ K2(K")2d0 + 8 [ (K)2(K")d6
2¢e 0 0
27 27 N2 (1.2
+45/ (k”)4d9+4e/ (k)];k)de
0 0

2 27
+ 12¢ / k2 (K')*d6 + 6¢ / k2 (K")2d6.
0 0

Escolhendo e = 17/4, e usando que, por hipdtese, k < C, k' < C'e fOQ’r(k:”)‘*da <C
para algum C > 0, temos

9 /%(k’”)Qde < 34072 /%(k”’)?de L1704 11O /QW(k,/)gde
9 Jo Tk (Frmim(0)2

6 51 2 o 1\2
0
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais, temos

2w 2w
9 (K"")2df < 34C* / (K"")2df +17C + 1027 C°®
0

ot
0 + <U€jf§))2 + 52102> V2r </027r(k”)4d9>

1/2
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2
< 34C* / (K")2d0 +17C + 1027C®
0

17C? 51
%) V2
(G * 2°) V250

21

= 01/ (K"")2d0 + Cs.
0

Dessa forma, a funcdo ¢, satisfaz
g1 (t) < Crgi(t) + Co,
que implica
(e—Cltgl (t))/ S 026_01t,
isto é,

Co\ o O
t) < 0 — i
0 < (a0 + G ) -G

Assim, a fungdo g; tem crescimento no maximo exponencial e, portanto, é finita para
tempos finitos. O

A seguir, iremos concluir a demonstragao da Proposigao 8.28.

Conclusdo da demonstragao da Proposi¢édo 8.28. Usando a desigualdade de Sobolev
do Lema 8.26, p.297, e a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais, temos

2w
en[loagc]{k"(ﬂt|}<0/ (K" (0,1)) d9+0/ (K"(0,1))2d0

<C /0 27T(k:’”(6,t))2d9 +CV2r < /0 (k”(@,t))4d0>1/2.

Assim, usando o Lema 8.29 e o Lema 8.30, vemos que a fun¢éo h; : [0,I') — R
definida por
hi(t) = K"(0,t
(1) = o {IK"(6.0)]}
é limitada. Portanto, as fungées £”(-,¢) : [0,27] — R s@o uniformemente limitadas
para quaisquer ¢t € [0,T). O
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

Para demonstrar a limitagao das derivadas de ordem superior, vamos precisar do
seguinte

Lema 8.31. Se k(6, t) € uma solugdo de % = k2k" + k®, entdo,

9 1) Z 242 4 o gop D) 4 plk, K. kD))

ot
+q(k, K, ... KD,

paran > 3, onde p e q sdo fungdes suaves n variaveis.

Demonstragdo. Paran = 3, por um cdélculo direto, temos

9 — g2 + 6kk k@ + (8kE" + 6(K')? + 3k K"

ot
+ (6K (K")? + 18kE'K" + 6(K')3).
Suponha que

gtw) = 2k onkk Y 4 op(k, KL kD) R

+q(k, K, ... kD)

para algum n > 3. Usando a regra da cadeia, temos

0 0 '
G ot — [ L)
= ()

= (K2 o onkk kD 4 op(k KL D) EM
+ Q(k? k;,? MR k(n_l))),
= 2O L okl kD) 4 onkk kD) 4 on (k)2 KD

n—1
ap
2 kk//k(n+1) k(l+1)
+2n + ;3%
n—1

0 .
/ n—1\1.(n+1) q (i+1)
+p(k, k... K"k +i§:06yik
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= K263 4 2(n + 1) kK K2
n [2n(k’)2 +onkk” + p(k, K. .. W—l)} f(ntD)

n—1
(i+1) (i4+1)
(Z ayl ! > Z 8% N

= K2k 4 2(n 4+ 1) kK k<n+2>
+p(k, K, .. KD E)) ()
+ Gl K, KO ),

onde

plk, K, K KMy = 20 (k)2 + 2nkk” + p(k, K, ... KT )
qk, k.. .,k:(”_l)jk(")) = ( 8p L+ > + Z L+
1= 0

Vamos agora demonstrar a limitagao das derivadas de ordem superior.
Proposicao 8.32. Se as fungdes k(-,t) : [0,27] — R, K'(-,¢) : [0,27] — R, ...,
k=1 (., ) : [0,2n] — R, n > 3 séo uniformemente limitadas para todo t € [0,T"),
entdo, as fungdes k™ (-,t) : [0,27] — R séo uniformemente limitadas para todo
te0,T).

A prova usara raciocinio analogo a demonstragao da Proposicao 8.28, p.299, e
iremos dividir seus argumentos principais em dois lemas.

Lema8.33. Seas fungdes k(-,t) : [0,2n] — R,k/(-,1) : [0,27] = R,..., k™=D(. 1) :

[0,27] — R, n > 3 sdo uniformemente limitadas para todo t € [0,T"), entdo, a fungéo
fn :10,T') — R definida por

fult) = /0 7 (10,1 4a0

é limitada.
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

Demonstragéo. De fato, usando a equagao de evolugao da curvatura dada pela Propo-
sicdo 8.14, p.283, integracao por partes, o fato de a curva ser fechada e o Lema 8.31,
temos

27 27
o[ @yt = [Ty

9 (n)
at /o 0 gt k)0

(k(n))Qk(n+1) (ka//+k3)(n—1) a0
(K2R [R20HD 42 (0 — 1)k K] do
2
— 12/ (k(n))Zk(n—s—l)[pk,(n—l) + qldd,
0

isto &,

2T 27
9 / (k™ (0,))1do = —12 / k2 (k)2 (K +1))240

2T
—24(n — 1) / kk (k)3 (D gg (8.32)
0
2
— 12 / (k™Y + q) (k™) 26 ap.
0

Usando a desigualdade

a2
+ab < — +¢eb?, £ >0,
4e

na segunda e na terceira integrais do lado direito de (8.32) para

(TL*l) (n)
(a,b) = (kE™EMD E (EM)2) e (a,b) = (kk(n)k(n_}-l)’ (pk k—i— q)k ) ,

respectivamente, temos

21 2T
9 / (k™ (0,))*d < —12 / 2 (k)2 (k" +1))240
_ 27
+6(7’L€ 1)/ kQ(k(n))Q(k(n-l-l))Qde
0
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+24(n —1)e / %(k’)Q(k(”))‘ldO
0
3

2
+ g / kQ(k(n))Q(k(n+l))2d9
0

2
2m (n—1)
o [T ()
0

Visto que, por hipétese, k < C, k' < C,..., k("D < C, temos que pk("~1) 4 ¢ <
C1 para algum Cy > 0 e, portanto, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para
integrais,

2m -1 2w
0 / (K™ (0, 1))d0 < <_12+ 6("8 )+3> / K2 ()2 (D)2 46
0 0

ot £

27
+24(n — 1)2C? / (k™)4dp
0

12¢C1V2r (%
(02 </0 (k ))4‘”)
2n—1

Escolhendo ¢ = ="— obtemos que a fungéo f,, satisfaz
Fa(t) < Cafalt) + Cs(fa(t))'/2.

para constantes Cy > 0 e C3 > 0. Usando o Lema 8.27, concluimos que a fungao f,,
tem crescimento no maximo exponencial e, portanto, € finita em intervalos finitos. [

1/2

Lema8.34. Seas fungdes k(-,t) : [0,2n] — R, K/ (-,t) : [0,27] = R,..., k= D(. ¢):
[0,27] — R, n > 3, sdo uniformemente limitadas para todo t € [0,T"), e a fungéo
fn :10,T") — R definida por

fult) = /0 7 (K0 (6, 8)) 48

é limitada, entdo, a fungédo g,, : [0,T') — R definida por

gn(t) = /(Jzﬂ(k(n+1)(97t))2d9

é limitada.
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

Demonstragdo. Usando a equagado de evolugdo da curvatura dada pela Proposigao
8.14, p.283, integracao por partes, o fato de a curva ser fechada e o Lema 8.31, temos

o [* (n+1) 2 o (nt+1) 9 1 (n41)
n _ 2 n n
at/o (KD (9, 1))2do /0 KD kD dg

21
=2 / D (1217 + k)M de
0

2w
=2 / k(nt2) [ka:(”+2) + 2nkk ECY 4+ pk™ 4| do
0

2m 27
=-2 / k2 (k"2)2d0 — 4n / ek kD E(n+2) gg
0 0

2 2
—2 / pkMEM+2 g9 — 2 / gk t2dp.
0 0

Aplicando a desigualdade

a2
+ab < —+5b2,6 >0
4e

para (a,b) = (kk(t2) k kD) (k2 pk() /), (kEM+2) q/k) temos

21
% (D9, 1))2d0 < —2 /
0 0

2w n 27
kg(k(n+2)>2d9 + = / k2<k‘(n+2))2d0
€Jo

2 2w 201.(n)\2
+ dne / (K2 (kY240 + 22 / p(]’;)de
0 0

1 27 21 (22 2 q2
- ke (k\™ dg + 2 ~—do
+3 /0 (K2)240 1 2 /O L

27
0

2
+ dne / (K2 (kD)2
0

2w 2(1.(n))2 2r 2
+25/ p(k)d0+25/ q—2dc9.
0 0 k

k2

Visto que, por hipétese k < C k' < C,.... k") < Ce fQ’r km4de < C,
temos p < C; e q < C; paraalgum C; > 0. Tomando e = (n + )/2 e usando a
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desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais, temos

21 21
i/‘wWﬂ@wﬂwg%m+nﬁ/ﬁwwmﬁw
0 0

L (n+DOT (2 4 (M DCE
T Ui (0 )/0 (R min 02

2T
(n+mﬂ/ (k™ D)2qp
0

(n+1)CF (n)\4 2 (103
7 V" </ &) C”) T Uoin(0))2

27
< 2n(n+ 1)02/ (k™ +1)2qp
0
(n+1)C? Vol + (n+1)C?
—— 2O+ —————=.
(Fmin (0))? (kmin (0))?
Isso implica que a fungao g, satisfaz
gn(t) < Cugn(t) +Cs

para constantes C; > 0 e C5 > 0. Usando argumento analogo ao usado na demons-
tragao da Proposigao 8.28, vemos que a fungao g,, tem crescimento no maximo expo-
nencial e, portanto, é finita em intervalos finitos. O

Concluséo da demonstragédo da Proposi¢do 8.32. Usando a desigualdade de Sobolev
do Lema 8.26, p.297, e a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais, temos

27r
mm|k(0ﬂ<0/ﬁ mew)w+c/ " (0, 4))2d0
0€l0,27]

1/2
<0/ wwmw@fw+¢%0</ www@fw> .
0 0

Assim, usando o Lema 8.33 e o Lema 8.34, vemos que a fungdo h,, : [0,T) — R
definida por
(1) = k™ (0,
(1) = max k(0,1
é limitada. Isso implica que as fungées k(™) (-,t) : [0,27] — R sdo uniformemente
limitadas para quaisquer ¢ € [0,T"). O
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8.2. Curvas convexas contraindo pela fungao curvatura

Na demonstragao do proximo resultado, necessitaremos do conceito de uma sequén-
cia de fungdes uniformemente equicontinuas e do teorema de Arzeld-Ascoli.

Definigao 8.35. Uma sequéncia de fungdes f,, : [a,b] — R, n € N, é dita uni-
formemente equicontinua, se para todo ¢ > 0 existe & > 0 tal que, para quaisquer
z,y € [a,b] satisfazendo |z — y| < 0, temos | f,,(z) — fn(y)| < &, paratodon € N.

Definigao 8.36. Uma sequéncia de fungdes f, : [a,b] — R, n € N, é dita uniforme-
mente limitada se existe uma constante M > 0 tal que | f,,(x)| < M para quaisquer
x € [a,blen € N.

Defini¢do 8.37 (Fungdes Holder Continuas). Uma fungdo f : [a,b] — R é dita
Hdlder continua de ordem « se existem constantes o > 0 e M > 0 tais que

[f(z) = f(y)l < Mz —y|*

para todo z,y € [a,b]. Quando o = 1, dizemos que f é uma fungéo de Lipschitz.

Observagao 8.38. Se as fungées f, : [a,b] — R, n € N sdo Holder continuas de
ordem « para 0s mesmos o > 0e M > 0, isto €,

|fn(x) - fn(y)| < M’$ - y|a7 Vn e N,

entdo sequéncia de fungdes f,, n € N, é uniformemente equicontinua. De fato, dado
e > 0, basta tomar 6 = (¢/M)"/*.

Antes de enunciar o teorema de Arzela-Ascoli, precisamos também da nocéo de
convergéncia uniforme.

Definigao 8.39. Uma sequéncia de fungdes f,, : [a,b] — R, n € N, converge unifor-
memente para uma funcé@o f : [a,b] — R, se paratodoe > 0, existe ny > 0 tal que
n > ng implica | f,,(z) — f(x)| < e paratodo x € [a, b].

Sequéncias de fungdes que convergem uniformemente tem propriedades bastante
convenientes, COMO veremos a sequir.
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8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

Proposicgao 8.40 (Propriedades da convergéncia uniforme). Seja f,,, N, uma sequén-
cia de fungdes que convergem uniformemente para uma fungéo f : [a,b] — R.

(i) Se as fungdes f,, sdo continuas, entdo f € continua;

(i) Se as fungdes f,, sdo Riemann integrdveis, entdo f é Riemann integravel e vale

lim fn dac—/f

n—o0
Estamos prontos agora para enunciar o

Teorema 8.41 (Arzela-Ascoli). Se f, : [a,b] — R, n € N, é uma sequéncia de
fungbes uniformemente limitadas e uniformemente equicontinuas , entdo existe uma
subsequéncia f,,, k € N, que converge uniformemente para uma fungéo f : [a,b] —
R.

Concluimos essa se¢ao com o seguinte
Teorema 8.42. A solugéo para o problema de Cauchy

0X
o N

X(-,0) = Xp
existe em t até que a drea das regides delimitadas pelas curvas X (-, t) se anule.

Demonstragéo. Se as areas das regides delimitadas pelas curvas X (-, ¢) sdo limitadas
inferiormente por uma constante que ndo depende de ¢ € [0,I"), entdo, usando o Te-
orema 8.17 vemos que a curvatura é uniformemente limitada. Por sua vez, a curvatura
ser uniformemente limitada implica, pelas proposicdes 8.28 e 8.32, que as derivadas
de todas as ordens sdo uniformemente limitadas. Isso implica que, para cadan € N,
as familias de fungdes (-, ¢), e k(™ (-,t), t € [0,T) sdo equicontinuas. De fato, pelo
teorema do valor médio,

[k(02,) — k(01,8)] = |K'(c,£)[|62 — 61] < Col6 — 61], Vit € [0,T).
Analogamente,
|k (B, ) — k) (01, 8)] = K (e, 1)]162 — 61
< Cplba — 04],
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paratodot € [0,T). Isto implica que as fungdes k(-, ) k(™ (-, t) sdo todas fungdes de
Lipschitz com constantes que ndao dependem de ¢. Assim, essas familias de fungdes
sdo equicontinuas para cada n € N fixado. Além disso, visto que | (-,t)| < C,,,
vemos que as familias de £(™) (-, ¢) sdo uniformemente limitadas para todo ¢ € [0,T")
e para cada n € N fixado.

Usando o teorema de Arzela-Ascoli (ver Teorema 8.41), vemos que k e todas as suas
derivadas convergem para uma fungéo continua quando ¢ — I'. Dessa forma, k(-,T")
existe e, além disso, é de classe C>°. Usando k(-, I") como curva inicial do problema de
Cauchy, podemos estender o fluxo até I" + ¢, € > 0, e esse prolongamento é sempre
possivel enquanto a area for positiva. O

Na secdo 8.2, mostramos que fluxo de curvas convexas contraindo pela fungéo curva-
tura ndo se extingue até que as areas das regides delimitadas por essas curvas anulem-
se. Entretanto, ndo sabemos nada sobre o conjunto limite do fluxo além de que area
delimitada por esse conjunto é zero. A principio, esse conjunto poderia ser qualquer
objeto matematico, como um segmento de reta, unido de segmentos, alguma outra
curva plana, um conjunto discreto ou até estruturas mais estranhas como o conjunto
de Cantor. Nesta segéo, iremos mostrar que nenhuma dessas possibilidades ocorre,
mas que na realidade o conjunto final do fluxo é sempre um Gnico ponto. Mais ainda:
as curvas vao se tornando circulares a medida que contraem, de tal forma que, se rees-
calonarmos a curva para que sua area ou seu comprimento sejam constantes, a curva
limite é um circulo.

Inicialmente, observe que, por uma consequéncia da desigualdade isoperimétrica
de Gage (ver Teorema 6.46, p.243) temos

8 (L(t)? 2£(t)A(t)% - E(t)2%
ot < Alt) ) (A(1))?
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Assim, £(t)?/.A(t) é decrescente e, visto que lim;_,r A(t) = 0, deduzimos que

lim £(t) = 0.

t—T
Dessa forma, o conjunto limite deve ter comprimento nulo e, portanto, conjuntos como
segmentos ou unido de segmentos estao descartados, por exemplo.

0 primeiro resultado importante dessa se¢ao é o teorema de Michael Gage (ver
[20]) que afirma que o fluxo de uma curva convexa contraindo pela fungdo curvatura
satisfaz )

L(t
lim (*)
t—T .A(t)

Além disso, se reescalonarmos a curva de tal forma que sua area seja constante, o
resultado de Gage afirma que as regides delimitadas pelas curvas convergem a um cir-
culo no sentido de Hausdorff. Note que, pela desigualdade isoperimétrica (ver Teorema
5.2,p.184), % = 4 se, e somente, a curva é um circulo.

Antes de enunciar o resultado de Gage, vamos definir o que significa convergéncia
de conjuntos no sentido de Hausdorff.

= 4.

Definigdo 8.43. Sejam A e B dois conjuntos de R?. Seja A. = {z € R?;dist(x, A) <
e}, onde dist(x, A) = inf{||z — y||; y € A}. A distancia de Hausdorff entre Ae B é

dp(A,B) =inf{e;AC B.e B C A.}.

Figura 8.7: Distancia de Hausdorff
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A convergéncia no sentido de Hausdorff é definida de forma natural:

Definigdo 8.44. Sejam Aj, Ay, ..., A,,... uma sequéncia de subconjuntos de R2.
Dizemos que A,, converge a um conjunto A C R? no sentido de Hausdorff se

lim dg(A,,A) =0.
n—oo

A convergéncia das regides delimitadas pelas curvas contraindo pela fungao cur-
vatura, no resultado de Gage, sera garantida pelo sequinte resultado, devido a Wilhelm
Blaschke (ver [8] e [18]):

Teorema 8.45 (Teorema de Selegdo de Blaschke). Se K1, Ko, ..., K, ... é uma
sequéncia de conjuntos convexos contidos em um conjunto limitado, entdo, existe uma
subsequéncia { K,, } que converge no sentido de Hausdorff a um conjunto convexo K.

A seguir vamos enunciar o resultado de Gage que comentamos no inicio dessa
secao:

Teorema 8.46 (Gage). Uma familia de curvas estritamente convexas X (-, t) de classe
C?, contraindo pela fungdo curvatura no intervalo [0, T') e tal que }in% A(t) = 0, vai tam-
—
bém satisfazer
L(t)?

Ll Ay A

Além disso, as curvas normalizadas Y (-,t) = , /ﬁX (-, t), de drea constante igual a
, limitam regiées que convergem no sentido de Hausdorff para o circulo unitario.

A principal ferramenta na prova do Teorema 8.46 é o resultado a sequir, que refina
a desigualdade isoperimétrica de Gage (ver Teorema 6.46, p.243):

Teorema 8.47 (Desigualdade isoperimétrica de Gage, 2° versao). Existe um fun-
cional ndo negativo F'(vy), definido para todas as curvas ~ : [a,b] — R? fechadas,
convexas e de classe C', tal que

(1)

™

<a-ra) [ Kas (6.33)

SN

315



8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

(i) Se {v;} é uma sequéncia de curvas fechadas, convexas e de classe C* tal que
}E& F(~;) = 0 e tal que as regibes H;, delimitadas pelas curvas normalizadas
My = \/Azjyj, estao todas contidas em uma regido delimitada fixa do plano,
entdo, H; converge a um circulo unitario no sentido de Hausdorff. Aqui, A; denota
a area da regido delimitada por ~;;

(iii) F(~) = 0 se, e somente, se v é um circulo.

Inicialmente, iremos demonstrar que o Teorema 8.47 é valido para curvas simétri-
cas com relagao a origem. Esse é o objetivo dos dois lemas a sequir.

Lema 8.48. Se ~ é uma curva fechada, estritamente convexa e simétrica com relagéo a
origem, entao,

LA — 7r/ 0%ds > LA - E(v),
Y
onde E(~) é o funcional ndo negativo

MrextTint  27(Text + Tint)
E(yv)=1 - 8.34
s 6o comprimento de arco de vy, o = —(~y, N') é a fungéo suporte de v, N o vetor normal
a7, Text € Tint denotam os raios dos circulos circunscrito e inscrito em ~, respectiva-
mente.

Demonstragdo. A desigualdade de Bonnesen (ver Teorema 5.6, p.192) afirma que, para
curvas fechadas simples, vale

rL—A—mr? > 0pararin <1 < Text. (8.35)

Visto que o lado esquerdo de (8.35) é uma fungdo concava em r, seu grafico estd acima
da reta que liga os pontos

2 2
(Tinta rintE - A- Wrint) e (Texta rextﬁ - A- 7I-Text)>

isto é,
Text L — A — ﬂrgxt

rl—A—nr? > (r — Tint)

Text — Tint
8.36
il — A — 7T7“i2nt ( )
+ (Text — 1) >0
Text — Tint
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para ring <7 < Text.

g(r)=rL— A—7r?

Tint Text

Figura 8.8: O grafico de g(r) = 7L — A — mr?

Por outro lado, conforme visto na demonstragao da desigualdade isoperimétrica
de Gage (ver Teorema 6.46, p.243), em uma curva simétrica com relagao a origem, sua
largura na dire¢do determinada pelo normal N(s) em um ponto ~(s) € igual a duas
vezes a fungao suporte, ou seja,

larg (s (7) = 20(s).
Visto que a curva é convexa, a largura sempre satisfaz
2ripg < largN(s) (’7) < 2Texta

e, portanto,
Tint < 0 < Text-

Substituindo o no lugar de » em (8.36) obtemos
oL — Am* > oL — T(Text + Tint) 0 + TToxtTing — A. (8.37)

Por outro lado, se a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco, usando o
teorema de Green (ver Lema 5.1, p.183), temos que

A= 1/(931/ —ya')ds = 1/(%—N>d8 = 1/9d8- (8.38)
2 o 2 vy 2 2

Integrando (8.37) sobre v com relagdo ao comprimento de arco, temos

2LA — [,.Aﬂ'/ 0’ds > 2L A — 27 (Text, + Tint ) A + TrextFint £ — LA,
¥
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que, rearranjando, implica

CA—x / o2ds < LA (1 y Trotlint _ 2”(’"er4+ “‘“)) — LAE(y). (8.39)
Y

Se E(vy) = 0, entdo, o lado direito da desigualdade (8.39) anula-se, isto &,

A2 NV -
/ {(@ ) e T AT e (Tl — A Wmt] ds = 0. (8.40)
Y

Text — Tint Text — Tint

Visto que o integrando de (8.40) é sempre ndo negativo por (8.36), deduzimos que
ele é identicamente nulo. Dessa forma, visto que o lado direito de (8.36) descreve
um segmento de reta ndo negativo, ele pode se anular apenas nos extremos, isto &,
0 = Tint OU 0 = Tex. EM ambos 0s casos temos o constante, o que implica, de (8.38),
que o = 2.4/ L. Por outro lado, o integrando de (8.40) ser nulo é equivalente a

‘CQ - 7T(Text + Tint)@ + TrextTint — A=0. (841)

Substituindo o = 2£/.A no primeiro g € o0 = riy; (r€SP. 0 = rext) NO Segundo o da
equagdo (8.41), obtemos A = 772 (resp. A = 7r2,,). Substituindo essa dltima ex-

int ext

pressdo para a dreaem o = 2.4/L e usando que o = riy (resp. 0 = rext), Obtemos
L = 27riy; (resp. 2mrexs). Assim, y satisfaz a igualdade na desigualdade isoperimé-
trica (ver Teorema 5.2, p.184) e, portanto, se E/() = 0, entdo, € um circulo. O

Lema 8.49. Se {v;} é uma sequéncia de curvas fechadas, estritamente convexas, simé-

tricas com relagédo a origem, e de classe C', tal que lim F(v;) = 0 e tal que as regides
J—00

H;, delimitadas pelas curvas normalizadas n; = | X i estédo todas contidas em uma

regido delimitada fixa do plano, entdo, H; converge a um circulo unitario no sentido de
Hausdorf. Aqui, A; denota a drea da regido delimitada por ;.

Demonstragdo. Sejam {;} uma sequéncia de curvas convexas simétricas com res-
peito a origem e .A; as dreas delimitadas por ~;. Sejam n; = , /--v; as curvas nor-
J

malizadas de area constante igual a 7 e H; as regi6es delimitadas por cada 7. Se
lim E(v;) = 0,entdo, lim E(n;) = 0, pois E(v) € invariante por homotetias. Visto
J—00 n—oo

que, por hipdtese, todos os H; estdo contidos em um mesmo conjunto limitado de R?,
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8.3. Os teoremas de Gage e Hamilton

o teorema de selecéo de Blaschke garante-nos que existe uma subsequéncia H, des-
ses dominios que converge para um conjunto limite convexo H,. Por outro lado, como
as quantidades rex, rint, £ € A variam continuamente, vemos que £ é um funcional
continuo de - e, portanto,

E(Hx) = lim E(Hj,) =0,
]—)OO
onde estamos aqui, por um abuso de notagéo, identificando E(H;, ) e E(n;,). Visto
que E(y) = 0 se, e somente se, v é um circulo, concluimos que H., é um circulo.
Além disso, pelo mesmo raciocinio, vemos que 0 mesmo ocorrera com qualquer outra
subsequéncia convergente de H,,. Portanto, a sequéncia inteira de dominios convexos
convergira para um circulo. O

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 8.47.

Demonstragéo do Teorema 8.47. Inicialmente, iremos provar que em toda curva con-
vexa existem dois pontos tais que o segmento que os liga divide a regido delimitada
pela curva em duas regides de dreas iguais e tais que as retas tangentes nesses dois
pontos s&o paralelas. De fato, para cada ponto X (s) no trago de ~, seja Y () o ponto
do trago de +y tal que o segmento X (s)Y () divide a regido delimitada por v em duas
areas iguais. Se X (s) = (z1(s), z2(s)) e Y(s) = (y1(s), ya(s)), defina

F(X(s5)) = 21(s)ya(s) — za(s)yr(s1) = (Tx(5) X Ty (s), k),

onde Tx(,) e Ty (s) S&0 0s vetores tangentes ay em X (s) e Y (s), respectivamente, k
é o vetor normal unitério correspondente a coordenada ~ em R? e x denota o produto
vetorial usual de R3. Visto que f(X (s)) = —f(Y (s)), o teorema do valor intermedia-
rio garante que existe um s tal que f(X(sg)) = 0. Nesse caso, pelas propriedades
do produto vetorial, temos que T'x(y,) = —Ty(s,), 0 que prova a afirmagéo.

Vamos definir o eixo 2z como sendo a reta suporte de X (sg)Y (s) e 0 ponto médio
desse segmento como sendo a origem. Denotemos por 1 e - as porgdes da curva v
acima e abaixo do eixo z. Considerando cada pedago separadamente, reflita cada um
deles em torno da origem, formando duas curvas convexas distintas limitando regioes
cada uma com a mesma area que a original. A escolha da origem como ponto médio do
segmento garante que as curvas obtidas por reflexao sejam fechadas. Além disso, cada
uma dessas curvas € de classe C' porque as retas tangentes as curvas sio paralelas,
o0 que implica que as curvas refletidas formam angulos complementares. Dessa forma,
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8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

Y1 it V2

V2 i Y

Figura 8.9: Construgdo das curvas y; U~y €y2 U7y

podemos aplicar o Lema 8.48 e o Lema 8.49 para cada uma das curvas obtidas por
reflexdo, que denotaremos por v; U~; €2 Uy, (ver Figura 8.9).

Denotemos por £, e L5 0s comprimentos de ~y; e 7, respectivamente. Visto que
L1+ Lo = L, aplicando o Lema 8.48 a cada uma das curvas obtidas por reflexdo e
somando, temos

£A—7r/92ds>£.A{££1E(’71 U’yf)+££2E(’>’2U72_)}. (8.42)
2!

Notemos que o termo entre chaves depende da escolha particular do segmento que
divide a curva. Para eliminar esse inconveniente, defina £'(«y) como o supremo dos
termos entre chaves em (8.42) dentre todas as escolhas possiveis de segmentos a
dividir v da maneira como fizemos. Isso implica

LA — 7r/ 0*ds > LAF (7). (8.43)
8!

L L
/ okds = — / (X,kN)ds = — / (X, X")ds
vy 0 0

— (X . x"|* EX’X’d
- <7 >‘0+0< ’ >S

Observe que

:ﬁ’

onde k denota a curvatura de ~. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para inte-
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8.3. Os teoremas de Gage e Hamilton

grais, temos

2
L2 = </ gkds) < /QQdS/deS < %4(1 —F(”y))/kzds.
v g g g

Isso prova o item (i).

Sen = /% ¢ a curva normalizada de 4rea , entdo F () = F(v) visto que
o funcional F é invariante por homotetias, assim como o funcional £ (ver (8.34)). 0
comprimento £(n; Un; ) = 2/ L1 da curva 5 U n; € limitado inferiormente por
27, visto que, usando a desigualdade isoperimétrica (ver Teorema 5.2, p.184),

K
A

Se, além disso, o comprimento £(n) = /%L for limitado por alguma constante C' >
0, entao,

(L(m Uny))? > dn ( A) — 4r2,

T _
F(n) =z zE(m Uny), (8.44)
com resultado analogo sendo verdadeiro para 7. Por outro lado, temos
Tint(17) > min{rine (m Uny ), ming (2 Uy ) } (8.45)
e
Text (77) < maX{Text (771 U 771_)7 7’ext(772 U 772_)} (846)

Além disso, parametrizando 7 pelo angulo 6 que o campo tangente faz com o eixo z,
se 7 esta contida em um circulo de raio R > rey suficientemente grande, temos

con = [ "

Escolhendo um circulo de raio grande o suficiente tal que o trago de todas as curvas
n; estejam contidas nele, obtemos que (8.44) vale para todas curvas 7;. Assim, se
lim; 00 F'(n;) = 0, entdo E((n1);U(ny );) = 0e E((n2);U(n, );) — 0.Usando o
Lema 8.49 vemos que as regides delimitadas por (71);U(n; ); € (n1);U(n; ), tendem,
cada uma, a um circulo. Em particular, os quocientes entre os raios interior e exterior
tendem a 1. Visto que, por (8.45) e (8.46),

dn T
— || df = ——dl < 27rext < 27 R.
deH /0 k() = PTea = 2k

Text (773' )

< max
Tint (15)

Text((nl)j U (771_)]> Text((n2)j U (772_)])
{Tint((m)j U7);) 7 ((72); U (03); } ; (8.47)
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vemos que o quociente rey (7;) /7int (1) — 1€, portanto, as regides delimitadas pelas
curvas 7; tendem a um circulo unitério no sentido de Hausdorff. Isso prova o item (ii).

Concluimos observando que, se F'(n)) = 0, entdo, E(n;Un; ) = 0e E(naUn, ) =
0, o que implica que 7; U n; e 12 U n; sdo circulos de mesmo raio (caso contrario
a curva original ndo fecharia). Usando (8.47) para n, vemos que n é um circulo e isso
prova o item (iii). O

Antes de provar o Teorema 8.46, p.315, precisaremos do seguinte

Lema 8.50. Seja X (-,t) uma sequéncia de curvas estritamente convexas contraindo
pela fungdo curvatura. Se lim;_,r A(t) = 0, entdo,

.. L(t)
1 fL(t / k2ds —n=—2] <o0.
I?i)lIr‘l ®) ( X(t) ° Tr.A(t))

Demonstragdo. Visto que

d (L2 2L ) L
(%) =5 (frae—n).

se/ k2ds — wj >e>0parat € (I'—4,T"), entdo, usando que A'(t) = —2,
X

o (L2 26 €0

Integrando (8.48) em ¢ e usando a desigualdade isoperimétrica (ver Teorema 5.2, p.184),
obtemos

L(t)? L(tg)? ¢ €
< AQ) < (A(to) 7r1og,4(to)> Jr;log.A(t). (8.49)

Mas, visto que lim;,p .A(¢) = 0, temos lim;_,r log . A(t) = —oo, 0 que € uma con-
tradigdo, pois o lado esquerdo da desigualdade (8.49) esté limitado inferiormente por
4. ]

Estamos agora prontos para demonstrar o Teorema 8.46, p.315.
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8.3. Os teoremas de Gage e Hamilton

Demonstragdo do Teorema 8.46. Usando (8.33), temos

/X k*ds — wj > (/X k2ds) F(7).

Por outro lado, a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais implica

2
E/ kds > </ kds> = 472,
X X

Combinando ambas as estimativas, obtemos

L </X k*ds — Wj) > 4m?F(X). (8.50)

Usando o Lema 8.50, existe uma sequéncia de curvas X (-, ¢;) tal que o lado esquerdo
de (8.50) tem limite menor do que ou igual a zero. Visto que o lado direito dessa desi-
gualdade é sempre néo negativo, vemos que lim;_,~, F'(X(-,¢;)) = 0.
A seguir vamos mostrar que as curvas normalizadas Y'(-,¢;) = /ﬁX(-,tj)
J
estdo todas contidas em uma mesma regido limitada. Usando (8.50) em

d (L2 2L ) L
7 (%) =5 (frae—n).

5 (Sa) <o

Esse fato, juntamente com a desigualdade isoperimétrica de Bonnesen

vemos que

2 7.(_2 9
— —4r > 7(Text - Tint) s

A A
que é invariante por homotetias, implica que

7T2

mlrext(V (5 8) = e (V ()] = 1 (rest (X (1)) = rine (X (-,1))?

B0, L0 (8.51)

=A@ T A(0)

— 4.

323



8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

Visto que
i (Y (4 1)? < A(Y (1) =,

pois a area do circulo inscrito € menor do que ou igual a drea delimitada pela curva, ve-
mos que iy (Y (-, ¢)) < 1e, portanto, da estimativa (8.51), concluimos que rex (Y (-, ¢))
é uniformemente limitado por uma constante R > 0 paratodo ¢ € [0,T").

Por outro lado, visto que as curvas sdo convexas e contraem pela curvatura, os fe-
chos G(t1), G(t2) das regides delimitadas pelas curvas X (-,¢;) e X (-, t2), respecti-
vamente, satisfazem G(t2) C G(t1) paraty < to. Dessa forma (¢, ) G(t) contém
pelo menos um ponto. Se escolhermos esse ponto como origem da homotetia de R?,
entdo, todas as curvas estardo contidas em uma bola de centro nessa origem e raio
2R. Aplicando, entdo, o item ii) do Teorema 8.47, p.315, vemos que a sequéncia H (¢;)
das regides delimitadas por Y'(-,t;) converge para o circulo unitario no sentido de
Hausdorff. Isso implica que £(;)?/.A(t;) converge a 47 para essa sequéncia. Como
L(t)%/A(t) é mondtona decrescente, segue que £(t)?/.A(t) converge a 47 quando
t — I". Usando a primeira desigualdade de (8.51) obtemos

rext (Y (, 1))

lim =1.
t=T ring (Y (+, 1))
Portanto, as curvas normalizadas tendem ao circulo unitario. ]

0 Teorema 8.46 mostra que a normalizagado das curvas convergindo pela curvatura con-
verge continuamente para um circulo unitario. Isso implica que as curvas nao normali-
zadas convergem continuamente ao que chamamos de “ponto redondo”, isto &, conver-
gem continuamente a um ponto e as curvas vao se tornando cada vez mais proximas a
um circulo no processo. Entretanto, ainda nao sabemos nada sobre a velocidade dessa
convergéncia e se as curvaturas das curvas, bem como suas derivadas, convergem su-
avemente para a curvatura do circulo unitario, isto é, convergem suavemente para 1.
Esta segdo é dedicada a estudar essa convergéncia. Veremos que as curvaturas das
curvas convergem para a curvatura de um circulo unitario, bem como suas derivadas
de todas as ordens convergem para zero.
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Observagao 8.51. De agora em diante, iremos retornar & parametrizagao pelo angulo 6 €
[0, 27] entre 0 campo tangente e o eixo z, que foi usada para desenvolver os resultados
da Sec¢éo 8.2.

Dado w € [0, 7], seja
k;,(t) = sup{b; k(6,t) > bem algum intervalo de comprimento w}.
Nosso primeiro resultado bdsico é o seguinte

Proposicao 8.52. Sejam X (-,t), t € [0,T"), curvas contraindo pela fungdo curvatura,
k(-,t) sua curvatura, rex(t) € rint(t) 0 raios dos circulos circunscrito e inscrito a
X (-, t), respectivamente. Entéo, para cada w € (0, x|, existe uma fungdo decrescente
K(w) de w tal que lim,,_,q+ K(w) = 0o, K(7) =0e

1
1— K(w) (M—Q'

Tint (t)

ko (O)ring (t) < (8.52)

Demonstragdo. Seja M < ki (t). A defini¢do de £ (¢) implica que o conjunto
{0;:k(0,t) > M}

contém um intervalo de comprimento w que, ap6s uma mudanga de parametrizagéo,
podemos supor que é da forma (—w/2,w/2). A partir de X (0, ¢) trace um arco de raio
1/M e angulo central w (ver Figura 8.10).

A convexidade assegura que X (-, t) estd limitada pelas linhas tracejadas na figura,
enquanto que a estimativa k(6,t) > M em (—w/2,w/2) garante que as linhas trace-
jadas estdo dentro do “cone” formado pelo arco circular e as linhas sélidas.

Visto que o circulo inscrito esta dentro do cone e o circulo circunscrito deve cir-
cundar todos os pontos da curva, 0 menor r, possivel nessa configuragao é quando
o circulo circunscrito tangencia a curva em X (0, ¢). Além disso, transladando horizon-
talmente o circulo inscrito até ele tangenciar as retas sdlidas da Figura 8.10, obtemos
a Figura 8.11.

Usando trigonometria sobre a Figura 8.11, vemos que b = 1/M e que

wy /M iy
COS<§> T 1/M+d a+d (8.53)
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Figura 8.10: Arco de raio 1/M e angulo central w, a partir de X (0,¢)

Resolvendo a primeira equagdo de (8.53) para d e depois a segunda equagéo para a,

obtemos
1 1
d= M (cos(w/Z) a 1>

o que implica

a:m?;jm_]\14<m;/2)_1), (8.54)

Além disso, da Figura 8.11 vemOS QUE 7ext = Tint € Text > @, OU S€ja,
2Text = Tint + a. (855)

Substituindo a expressao para a dada em (8.54) na desigualdade (8.55), temos

2T ext > 14 a

Tint T'int
_ (8.56)
14 1 1 (1 cos(w/2))'

cos(w/2)  Mrie  cos(w/2)

Multiplicando ambos os membros de (8.56) por cos(w/2), obtemos

2Text

1 — cos(w/2)
2)>1 2) — ——
-~ cos(w/2) > 1+ cos(w/2) Mo
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X (w/2,t)

- Text
/2 —w/2 1/ e
%

Figura 8.11: Arco de raio 1/M, circulo inscrito transladado e menor valor possivel para ey

isto é,
1 — cos(w/2) 2ext
———= >1+4cos(w/2) — ——— cos(w/2
Mo (w/2) - (w/2)
=1—cos(w/2) — 2cos(w/2) (reXt - 1) :
Tint
Portanto,
1 S 2cos(w/2) [ Text 1)
Mrint 1 —cos(w/2) \ Tint
ou seja,

1
1— K (w) (@—1)’

Tint

Mrin <

onde K (w) = % Visto que M pode ser tomado tdo perto do supremo quanto

se queira, obtemos o resultado. O

Como consequéncia da Proposicao 8.52, obtemos uma limitagdo para o maximo
da curvatura.
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Corolario 8.53. Para qualquer = € (0, 1) existe uma constante C'(¢) que depende ape-
nas de ¢ tal que

1 1

1- 8) 1-Ce) (L - 1)

Tint (t)

Kmax (£)ring (¢) < <

Demonstragéo. Fixadot € (0,1"), seja 6y € [0, 27] tal que
kmax(t) = k(6p, ).

Dadoe € (0,1),sejad > Otalque d € (6y — 6,00 + o) implique k(0,t) > (1 —
€)kmax(t). Isso implica que

(1 — €)kmax(t) € {b; k(6,t) > b em algum intervalo de comprimento 24},

isto &,
kas(t) = (1 — &)kmax(t).
Assim,
1 1
b (0) < 1243500 < (1) .
T =2/ 1 — k() (= -1)
Visto que 9 depende de ¢, basta tomar C'(¢) = K(29). O

Corolario 8.54. Para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno vale

b (8) < (1 >

1—¢
para todo t suficientemente préximo de T".

Demonstragdo. Usando o Teorema 8.46, vemos que :":((tt)) — 1l quandot¢ — T.

Nesse caso, observando a Figura 8.11 vemos que angulo w tende a 7. Dessa forma

K (29) ’”?’“(t) — 1) — 0 e, portanto, pode ser tomado menor que ¢. O resultado, en-
7"mt(t)

tao, segue do Corolario 8.53. O

Com o objetivo de provar o proximo resultado, iremos precisar do lema de Fatou:

328
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Lema 8.55 (Fatou). Seja f,, : [a,b] — RU{oco} uma sequéncia de fungdes integraveis,
entéo,

n—o0

b b
/ liminf f,(z)dz < lirginf/ fn(z)dz.

0 préximo resultado mostra que as curvaturas de curvas contraindo pela fungao
curvatura convergem uniformemente para 1. Isso garante uma espécie de “convergén-
cia de classe C2” para um circulo unitario das curvas contraindo pelo fluxo (curvaturas
sdo, de certa forma, derivadas de segunda ordem das curvas), em contraste com a con-
vergéncia apenas continua para o circulo unitario demonstrada no Teorema 8.46, onde
foi mostrada a convergéncia do quociente dos raios dos circulos circunscrito e inscrito
as curvas.

Teorema 8.56. £ (6,t)rin(t) converge uniformemente para 1 quando t — T'. Além
disso,
kmax(t)

1
kmin (t) -

quando t — oo.

Demonstragdo. Inicialmente vamos mostrar que a familia
fi(0) = k(0,t)rine (t)

€ uniformemente equicontinua para ¢ suficientemente préximo de I'. De fato, usando
a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais, a desigualdade (8.26), p.293 e o

Corolario 8.54, temos
b2 Ok
—do
, %]

1
%/ opn 2 1/2
oo (3
0k
< ring ()]0 — 611/ (/0 <80> db

|fe(62) = fe(01)] = rine(t)[k(02,8) — k(61,1)| = 7ine(¢)

1/2

329



8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

2m 1/2
< 1o ()]0 — 01]1/2 ( / K240+ D>
0

< Pint () kmax (802 — 61|12 (27 + C)/?

2
< <1> (@2 + C)V%|05 — 01]1/2,
1—¢
onde escolhemos C' > 0 conveniente tal que D < C(kmax(t))?. Desta forma, a fa-
milia de fungbes f;, é Holder continua de ordem 1/2 e portanto equicontinua. Além
disso, o Corolario 8.54 implica que f; é uniformemente limitada para ¢ suficientemente
préximo de I'. Dessa forma, o teorema de Arzeld-Ascoli (ver Teorema 8.41, p.312) ga-
rante a existéncia de uma sequéncia ¢,, tal que f;, (6) converge uniformemente para
uma fungdo continua f(6) que satisfaz f(6) < 1 pelo Coroldrio 8.54 e fazendo ¢ — 0.
Usando o lema de Fatou, temos

Qﬂﬁ = /%liminf do < liminf/%d(9
o n=oe fr,(0) T nooo Joo k(0 ) ring(tn)

o [f(0)
= lim inf £(tn) < liminf M = 27.
n—00 Ting (tn) n—00 rint(tn>
Por outro lado, f(#) < 1 implica
2 d9
— > 2.
o f(0)
Dessa forma,
o 2 = f(0)=1
— = 4T = 1.
o f(0)

Visto que a familia f;(6) é uniformemente limitada por (1 — £)~2, dada qualquer ou-
tra subsequéncia convergente de f;(¢), usando o mesmo raciocinio, vemos que ela
converge uniformemente para 1. Além disso,
kmin(t) _ kmin(t)rint(t)
kmax(t) kmax(t)riﬂt (t>

quando¢ — T O

-1

Como consequéncia do Teorema 8.56, obtemos a velocidade de convergéncia da
curvatura.
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8.4. Convergéncia das fungdes curvatura de curvas convexas

Corolario 8.57. k(6,t)\/2T" — 2t converge uniformemente a 1 quando t — T'.

Demonstragdo. Visto que % = —27 (ver Proposigdo 8.8, p.275), vemos que A(t) =

27(T" — t). Usando uma das formas da desigualdade isoperimétrica de Bonnesen (ver
Exercicio 5, p.193), temos

L(1)? (L) = 2mmn)? [ L) 2mmm
Al TE A ‘(m@ \/27r(r— ) 8:37)

Usando o Teorema 8.46, p 315, vemos que L(t)/+/A(t) — 24/7 e, usando (8.57),
vemos que i, () /T — t — /2. Usando, entdo, o Teorema 8.56, concluimos que
\f\/r —

2 -
Tint (t)

k(0,t)V2T — 2t = k(0, t)ring (1) — 1.

O

Vamos concluir essa se¢cao mostrando que a convergéncia uniforme das curvaturas
para 1 é uma “convergéncia de classe C°°”, no sentido de que suas derivadas de todas
as ordens convergem a zero. Com esse objetivo, sera mais interessante trabalhar com
a curvatura normalizada

K(0,t) = k(6,t)/2T — 2t.

0 Corolario 8.57 assegura que 0 x(6,t) — 1 uniformemente. Também sera conveni-
ente mudar o parametro temporal parat = —5 log((F t)/T"). Aequagdo de evolugdo
de x em termos de 7 é dada por

Ok Ok Ot 0
il 2" — t)a(k\/ﬂ‘ —2t)

ok k
=2(I'—t VI — 2t — ———
( )<8 \/21“—2t>
; ok
_ _913/2 1.2 3\ _
(2T — 2t) (k ET +k) K,
isto &,
ok 26‘& 3

87‘ ﬁ + KR — K. (858)

A convergéncia C° das curvaturas é garantida pelo seguinte
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8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

Teorema 8.58. Para cada nimero natural n > 1, existem constantes C'(n) dependendo
apenasden e« € (0,1) tais que

"k

oo"

C(n)e 27,

max
0€[0,2m]

A partir do Teorema 8.58, podemos recuperar as estimativas das derivadas da cur-
vatura original, ndo normalizada.

Corolario 8.59. Para cada nimero natural n > 1, existem constantes C (n) dependendo
apenasdenea € (1/2,1) tais que

o
0™

max
0€[0,27]

< O(n)(T — t)o=/2,

Em particular, as derivadas da curvatura original, ndo normalizada, convergem uniforme-
mente para zero quando t — T'.

A prova desse desse resultado é longa e técnica, e sera deixada para o Apéndice
A

Nas segdes 8.2 e 8.3, mostramos a convergéncia do fluxo para curvas convexas, re-
sultados obtidos por Michael Gage e Richard Hamilton. Nos resultados apresentados
até aqui, a hipotese da curva ser convexa foi crucial em muitas das demonstragdes.
Nesta secao, concluiremos o capitulo mostrando a convergéncia do fluxo de curvas
contraindo pela fungdo curvatura assumindo que a curva inicial é apenas fechada e
simples. O resultado originalmente é devido a Matthew Grayson (ver [25]), mas a de-
monstracao apresentada aqui, mais elementar que a original, é devida a Ben Andrews
e Paul Brian (ver [2]). Visto que as técnicas apresentadas até aqui usam fortemente a
convexidade da curva, a demonstragao precisara de uma técnica completamente nova.

0 resultado principal desta secao é o
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8.5. Evolugdo de curvas simples: teorema de Grayson

Teorema 8.60 (Grayson). Se X : [0,c¢] — R é uma curva fechada, suave e simples,
entao, o problema de valor inicial

0X
Eka,

X('v 0) = XOv

(8.59)

possui solugéo X (-, t) definida para todo ¢ € [0,T") que converge para um ponto quando
t — I'. Além disso, as curvas normalizadas convergem uniformemente para um circulo
unitdrio na norma C*°.

No que segue, iremos trabalhar com o fluxo de curvas normalizadas de tal forma
que seu comprimento seja constante. Se £[X(-,¢)] denota o comprimento de uma
curva simples X (-, ¢), defina

() = /0 t <£[X2(”t,)])2 . (8.60)

Note que o integrando positivo em (8.60) implica que 7(¢) € mondtona crescente e,
portanto, invertivel. Seja ¢(7) a fungdo inversa de 7(¢) e defina

= _X(.1). (8.61)

Claramente, vemos que L[Y (-, 7)] = 27 e, se X (-, t) esté definida em [0, ¢] x [0,T"),
entdo, Y'(-, 7) estd definida em [0, ¢] x [0,A), onde A = 7(T"). A seguir vamos deter-
minar a equacgéo de evolugéo para a curva normalizada Y (-, 7).

Proposicao 8.61. A curva normalizada Y (-, 7) satisfaz a equagéo de evolugéo

o _ 3y + kN, (8.62)
orT

. ~ — 1 . .
onde «(-, 7) é a fungédo curvaturade Y, k2 = o / k?dsy, N é o vetor normal unita-
T Jy

rio(comum a X e Y) e sy denota o comprimento de arco de Y.
Demonstragéo. De fato,

oy _ovd

or Ot dr
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8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

% - (Cfft) B ((E[XQZT-, t>])2> B <W>

o <£[X<-,t>]>2_

implicam

(8.63)

Por outro lado,

oY 0 2
paar <£{X<-¢>]X<"”>

7271'%—? 2 0X

= CERGoE O e ot

-2 27
= ZXG ey <_ /X k2d3X> TG

onde sx denota o comprimento de arco de X. Por outro lado, visto que Y é uma ho-
motetia de X, temos

_£[X(-,t)] B 27
k(- T) = 5 k("t)eSY_E[X(-,t)]SX
Assim,
2
kdsx = /Fc2d5
/X CTILXGOl LT T
e, portanto,

% - <£[X2<7:t>]>gy('”) (3 w20 ) + <5[X2<7:W>25N (8.64)

27 2
= 2y (- N).
(awtay) (Frem+an)
0 resultado segue, entdo, substituindo (8.64) em (8.63). O

A ferramenta principal para a demonstragao que apresentaremos aqui do teorema
de Grayson é a desigualdade isoperimétrica a sequir, devida a Ben Andrews e Paul
Bryan. Antes, defina as fungdes d, ¢ : [0, ¢| x [0,¢] x [0, A) — R por

d(ul,UQ,T) = HY(uhT) —Y(ug,’i‘)H (865)
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8.5. Evolugdo de curvas simples: teorema de Grayson

(uy,ug,7) = /u2 ds; = s:(ug) — sr(uy). (8.66)

1
Geometricamente, a fungéo d € a distancia euclidiana entre os pontos Y (uy,7) e
Y (ug,7), € £ é 0 comprimento do arco que liga esses mesmos dois pontos (ver Figura
8.12).

0(uy,ug,T)

Y (ug,T)

Y(U1,T) d(UI,UQ,T)

Figura 8.12: As distancias d(uy,us, 7) € £(uy, us, 7)

Teorema 8.62 (B. Andrews e P. Bryan). SejaY : [0,¢] x [0, A) — R? a solugdo do
fluxo normalizado

{g—i = k2Y + kN, (8.67)
Y (-,0) =Y.
Existe b € R tal que, para quaisquer wu,,us, € [0,c] e T € [0, A) vale

d(u1,ug,7) > f(l(u1,us,7), 7 —b), (8.68)
onde

f(z,7) = 2€7 arctg (e_T sen (g)) : (8.69)

Dividiremos os argumentos principais da demonstragao em dois lemas, mas antes
precisaremos de algumas consideragdes sobre a fungdo f. Observe que
of _ e Tsen(x/2)
or 1+ e 27 sen?(z/2)
= 2¢e"h(e " sen(x/2)),

2¢” |arctg(e” " sen(z/2)) —
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8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

onde
h(z) = arctg z — T2
Observe que h(0) = 0e h/(z) = 22 > Oparaz > 0, e, assim, h(z) > 0 para

(1422)2
z > 0. Portanto, ‘?—f > 0, isto é, f é estritamente crescente em 7 para z € (0, 27).
Note ainda que, usando a regra de L'Hépital,

lim f(z.7) = lim 2arctg(e™ " sen(z/2))

T—00 T—00 e T
— fim 2sen(x/2)
=00 1 + 727 sen?(x/2)

= 2sen(x/2)

evistoque |f(x,7)| < me”,temos lim f(x,7)=0.

T——00

YA

>
0 2 T

Figura 8.13: A familia de curvas f(z,7) = e arctg(e™ " sen(x/2)).

Vamos demonstrar o Teorema (8.62) inicialmente para = = 0. Nesse caso, para
simplificar a notagdo, vamos denotar por d(u1,u2) = d(u1,us2,0) e l(u1,uz) =
£(u1,u9,0). Defina, para u; # ug,

a(uy,ug) = inf{e”;d(uy,u2) > f(l(ur,u2), —7)}.

Observe que sempre existe 7 > 0 no conjunto {e”; d(u1,u2) > f(€(u1,uz2), —7)},
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8.5. Evolugdo de curvas simples: teorema de Grayson

vistoque lim f(¢,7) =0ed(ui,uz) > 0parau; # us. Além disso,
T——00

einf{Tid(ui,u2)> f(¢(ur,u2),—7)}

inf{—7;d(u1,u2)>f(€(u1,u2),7)}

a(uy,uz) =
=e
— e~ sup{T;d(ul,uz)Zf(Z(ul,ug),T)}7

isto &,
sup{7;d(ui,uz) > f(l(u1,u2),7)} = —loga(uy,us).

Assim, ou o supremo € atingido na igualdade ou o supremo € infinito. Se o supremo é
infinito, entdo, o Teorema 8.62 esta automaticamente demonstrado para b = 0. Dessa
forma, vamos nos ater a primeira situagdo. Nesse caso, o supremo € atingido na igual-
dade e, portanto, a(u1, us) satisfaz a equagéo

d(ur,uz) = f(l(uy,uz), —log(a(uy,usz)). (8.70)

Vistoque f(z,7) < 2sen(z/2) paratodo T € R, sed > 2sen(¢/2), entdo, o teorema
ja esta automaticamente demonstrado para b = 0. Assim, basta considerar 0 < d <
2sen (¢/2). Derivando implicitamente a equagao (8.70), isto &,

ad
da a(ul,uz)aui

. o8f
Ou; ar

vemos que a(uq,uz) é suave sempre que u; # us pelo teorema da fungéo implicita.
A seguir, vamos mostrar que podemos estender a fungdo a continuamente para a dia-
gonal u; = us.

Lema 8.63. A fungéo a(uq,us) estende-se continuamente para uma fungéo a : [0, c] x
[0, c] — R se definirmos

o, ) = \/max{ﬁ(u;2 -1, 0}.

Em particular, visto que [0, ¢| x [0, c|] é compacto, temos

a = sup{a(ui,ug);ur, uz € [0,c] x [0,c]} < oo.
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8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

Demonstragdo. Parametrizando X pelo comprimento de arco e usando a forma cano-
nica local desenvolvida em (1.30), p.60, temos

X _ (s2 — s1)?
0(s2) — Xo(s1) = (s2 — s1)T'(s1) —

2
S9 — S 3
(29" )N (o1 — (o0 TCo0)

+o(]s2 — s1/")

= [(82 —81) — /‘6(31)2(82651)1 T(s1)

K(s1)N (s1)

59 — 51)2 52— S
-l )+ 2 e

+ 0(‘52 — 81|4).

Isso implica

(s1)%(s2 —81)2]2
6

— 514 K'(s1)(s2 — s 2
L Is2 =51 [K(sl)_ (s1)(s2 1)/4(51)}

d(s1, 52)2 = | Xo(s2) — Xo(s1)[? = [sa — s1]? [1 5
4 3 (8.71)
+ o(|s2 — 51]%)

H(81)2 |

1 S9 — 81|4 + o(]s2 — 31|5).

= ‘82 — 81’2 —
Por outro lado, se uma fungéo ¢(s) tem expansao de Taylor

g(s2) = A+ B(sg — s1) + C(sg — 81)2 + D(sy — 31)3 + E(s9 — 81)4
+o((s2 — 51)°),

entao,

g(s2)* = A2+ 2AB(sy — 51) + (B? + 2AC) (53 — 51)*
+2(AD + BC)(sy — 51)> + (2BD + C? + EA)(sa — s1)*  (8.72)
+ 0((82 — 81)5).
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8.5. Evolugdo de curvas simples: teorema de Grayson

Dessa forma, comparando (8.72) com (8.71),temos A = 0, B = 1,C = 0e D =

2 . 7
— 5o isto 6,

k(s1)?

24 (82 — 81)3 + 0((82 — 81)4).

d(81,82) = (82 — 81> —

Visto que /(s1, s2) = s2 — s1, temos

k(s1)?
24

d(sg,s1) = £ — 2+ o(h). (8.73)

A sequir, vamos calcular a expansao de Taylor de f(x,7) relativa a variavel x. Visto
que

e u2ntl
— B Y
arctg u Z( ) 1
n=0
obtemos
6—37
arctg(e” " sen(z/2)) = e " sen(z/2) — sen®(x/2)

+ e To(sen®(2/2)).

Usando a expansao de Taylor do seno

T 33‘3

_z_ T 5
sen(z/2) = 5~ 18 + o(z?),
temos
tale T sen(z/2)) = o7 (&~ L4 ofaf)
arctg(e” " sen(z =e 5 g "ol
e 3T (o 23 . 3 .
- 3 <2—48+0($)> +0($)
e T e~ T
— 1 ) —27\,.3 5 )
5 48(+e )z° + o(z°)
Portanto,
1 2 —27
f(z,7) = 2€" arctg(e " sen(x/2)) = x — %m?’ + o(z%). (8.74)
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8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

Observe que d < 2sen(¢/2) é equivalente a

_ﬁ(51)23 5 e
14 o4 o)<t

que, por sua vez, é equivalente a

_ 5
24 +0<£ )7

r(s1)? > 1.
Comparando
2
£(6,—Toga) = 0 — Zf“ B+ o(0)
PR CVal S
d=1¢ 54 2+ o(07),
e usando o fato que d = f(¢, —loga), temos
1+ 2a2% , 5 k(s1)? 4 5
0 — 51 C+o(l?)=10—- 51 2+ o(07),

o que implica
1+ 2a(s2, 52) = k(s1)? + o((s2 — 51)%).

Assim, fazendo so — s obtemos

) k()2 -1
Jim als1, 82) = 4/ ==5—

Quando d > 2sen(¢/2), isto é, k(s1) < 1, basta definir a(s1,s1) = 0. Note que,
como observamos antes, nesse caso o Teorema 8.62 é valido automaticamente, por
isso podemos tomar b = 0. O

Defina
b=1loga (8.75)

Como f é mondtona crescente em 7, temos
d(ul) u?) Z f(f(Uh UQ), - log CL(Ul, UQ)) 2 f(g(ula u2)7 _b)

Isso prova o teorema para 7 = 0. Para demonstrar o caso geral, defina a fungéo Z :
[0,¢] x [0,¢] x [0,A) — R por

Z(ulv Uz, T) - d(u17u277—) - f(g(ula uz, T)vT - b)
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8.5. Evolugdo de curvas simples: teorema de Grayson

Observe que Z é continua e diferenciavel se u; # us. Fixe 77 € (0, A) e seja
C > sup{r2(1);0< 7 <7}

0 lema a seguir completa a demonstragdo do Teorema 8.62.

Lema 8.64. Para todo ¢ > 0, a fungdo Z. = Z + e é positiva em [0, c] x [0, ] x
[O, 7'1] o

A prova do Teorema 8.62 da-se tomando ¢ — 0 no Lema 8.64 e observando que
71 € (0,A) é qualquer e b ndo depende de 7.

Demonstragédo do Lema 8.64. A demonstracdo sera feita por contradigdo. Suponha,
por absurdo, que exista (ug, vo, 7o) tal que

Ze(ug,vo,10) = 0.

A partir de agora, vamos considerar Y (u, 7 ) parametrizada pelo comprimento de arco.
Note que, pela primeira parte da demonstragao,

Ze(u1,u2,0) = Z(u,uz,0) +¢ > 0. (8.76)
Além disso, na diagonal,

Ze(uyu,7) = d(u,u, 7) — f(l(u,u,7), 7 —b) + ceCT
= —f(0,7 —b) + e’ = eT > 0.

Dessa forma, uy # vo € 7o > 0. Usando (8.76), podemos considerar (ug, vo, 79) 0
primeiro ponto de contato com o conjunto compacto Z-1(0) (ver Figura 8.14), ndo
necessariamente unico, e, dessa forma,

Z(ug,v0,70) = 0 = inf{Z.(u1,us, 7);ur,us € [0,c] e € [0,70]} (8.77)

Assim, ou Z_ atinge um ponto de minimo em 7 ou continua decrescendo a medida
que 7 cresce. Além disso, para 7y fixado, visto que (ug, vo, 7) € 0 primeiro ponto de
contato, esse ponto serd um ponto de minimo local na regido {(uy,u2, 79); u1,uz €
[0,c|}. Dessa forma, em (ug, vo, 70) temos

07,

07
Z(uo, vo, o) = —£e“™ < 0, B +eCef™ = 5. =0,
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TN

z1(0) 70

U1

U2

Figura 8.14: primeiro ponto de contato com Z-1(0)

0z  0Z
8U1 6UQ

Vamos mostrar que isso ndo é possivel. Dados &, € R, temos

=0, e hess Z(-,-, 1) > 0.

07 0Z O(ug+&r)  0Z O(ug +nr)
B —(uwo + &ryvg +nry 1) = 8u1 o + Dty o
07 n 07
8u2 nau
Visto que
u2
U(uy,ug) = / ds
ul
implica
oY ol
I W
temos

0z od Of ot od  Of

ou,  Ouy 910w dui o
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e, analogamente,
0Z  0d Of

871112 B 8u2 3:E
Por outro lado,

od 0
TM(ULU%TO) = aTLlHY(U%To) — Y (u1, )|
0

= /(Y (uz,70) — Y (u1,70),Y (uz,70) — Y (u1,70))

8u1
<—8TY1aY(U2,To) - Y(U1,70)>
VY (ug, 70) — Y (u1,70),Y (uz, 70) — Y (u1,70))

= <_T(u1)vw>’
onde
_ Y(ug,70) = Y(u1,70)
d(’LLl,UQ,TO) '
od . _ , of
Analogamente, a—(ul,ug,r) = (T'(u2),w). Denotando, por simplicidade, f' = 57,
()
obtemos
0Z / /
o (10 +&r w0 mr ) = E(=(T (), w) + )+ n({T (w2), w) — )

; : 02 oz
Visto que ¢ e 7 variam e que 5 = 5 = 0 em (ug,vo, 79), temos nesse ponto

9Z — ( e, portanto,
f, = <T(u0)7 w> = <T(U0)a w> (878)

Issoimplica que T'(ugp) = T'(vg) ouw bisseta T'(ug) e T'(vo). Observe que no caso que
T(ug) = T(vg) = tw, podemos considerar que w bisseta 7' (ug) e T'(vp) com angulo
6 = 0. Dessa forma, no primeiro caso, podemos considerar 7'(ug) = T'(vg) # w.

Vamos analisar a seguir o caso em que T'(ug) = T'(vp) # w. Pela escolha do nor-
mal (interior a curva), o normal faz um angulo agudo com a corda Y (ug, 79)Y (vo, 7o)
em uma extremidade desse segmento e um angulo obtuso na outra (ver Figura 8.15),
pois, caso isso ndo acontecesse, teriamos 7'(vg) = —T (uo).

Nesse caso, a corda estd na regiao delimitada pela curva na vizinhanga de uma das
extremidades da curva e no complementar dessa regido na vizinhanga da outra extre-
midade. Isso implica que vai existir um ponto onde o segmento Y (ug, 70)Y (vo, 70)
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Y(UO,T()> Tuo

Figura 8.15: Interseccdo da curva com o segmento Y (ug, 70)Y (vo, 70)

intersecta a corda Y ([uo, vo), 70) ou sua corda complementar Y ([0, uo] U [vo, ¢], 7o)
(note que essa dltima corda é conexa, visto que a curva é fechada). Denotemos por
Y (s, 70) esse ponto, para s € (ug, vg). Temos

d(ug, vo, 70) = d(uo, s, 70) + d(s,vg, 70)

e
l(ug,vo) = min{l(uo, s) + £(s,vo), 2m — (ug, s) — £(s,v0)}.
A seguir, vamos precisar do fato de f ser estritamente concava em . De fato,
of _ cos(z/2)
Or 1+ e 27sen?(z/2)
implica
o e LS <o

344
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visto que sen(z/2) > Oparaz € (0,27). Dessa forma, f(-, 7) € estritamente concava
e, portanto,

f(L=a)w+az,7)> (1 —a)f(w,7) +af(z7),
paraa € (0,1) ew, z € (0,2m). Como f(0,7) = 0, temos
flaz,7) > af(z,7), a € (0,1), z € (0,27).

Assim, para z,y > 0 tais que x + y € (0, 27),

fla+ym)= S f oty )+ oty )
<+ (x+y), >+($+y(x+y)77)

Além disso, f(z, 1)

(
Z(uo, vo, T0) = d(uo,vo) — f(£(uo,vo), 7o)
d(uo, s) +d(s,v0) — f(£(uo, s) + €(s,v0),T)
[d
A

f(2m — x, 7). Portanto,

\

uo, s) = f(€(uo, s),7)] + [d(s, v0) — f(£(s, v0), 7)]

uo, 8, 70) + Z(8,v0,70)-

(
(

Resulta dai que
Z(ug, s,70) < Z(ug,vo,T0) OU Z(s,v0,70) < Z(ug,vo, T0),
mas isso contradiz o fato de Z(ug, vg, 79) ser um ponto de minimo na regido
{(u1, ug, 70);u1, ug € [0, ]}

Assim, o caso que T'(ug) = T'(vg) # w ndo pode acontecer.
Vamos concluir a demonstragao mostrando que o segundo caso, isto &, que w bis-

seta T'(ug) e T'(vo), também ndo pode acontecer. Calculando a segunda derivada de

Z,temos

0*Z 0 ( 0z 0z >

8T(u0 +&ryvg +mr, o) = o 3u1 + 77672

Z 0*Z 00?7
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onde

vz _ o (o0 N_o4 o 2,
- o0u? ou;  Ou? ’

2 2 2
2z 8(8d ,) 82d p 0L DA gy

8U18U2 8U1 aUQ aZL18UQ B 311,1 N 8u18u2
P70 (o1 N _Pd_00 0,
8’&% 8”2 OUQ 6u% aUQ au% '
Por outro lado, visto que
Ow 9 (Y(uz,70)— Y (u1,70)
ouy  Oug d(u,u2,70)
| 3 (r, o), uz, 7o) — (¥ (g, ) — ¥ (w1, 70)) o |
B d(uy, ug,70)?
1 (T(u1), w)
- T(w)+——""Tw
a0 D Ay, ua, 70)
e, analogamente,
ow 1 (T'(u2),w)
- - - T R Sl St P M
Ouz d(u1,u2,70) (u2) d(U17U27To)w
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temos, usando as equacgdes de Frenet,

Od _ 9 1wy, w) = - <8T(u1)’w> - <T(“1)’ 8w>

8u% ouq

duidus  Ouy duy Ouy
_ <_clzT(“1) . <T(u;),w>w7T(u2)> (8.81)
— $<T(u1),T(u2)> + %(T(ul), w)(T'(u2), w),
gjg _ 332 (T (uz), w) = k(uz)(N (us), w) + <T(uz>a 3;‘;}
= fi(u2) (N (uz), w) + <T(uz), éT( 2) = <T(ufl)’w>W>
= us) (N (us), w) + % - $<T(uz),w>2

Substituindo (8.81) em (8.80), e por sua vez, em (8.79), obtemos

0%z
W(Uo + &r v 4+, 10)

0%d 0%d 0%d
_ 290y 1" 2 (VG oy
=< ((%% / ) 2 <3U13U2 +f > o (6u§ f )

= ¢ (—H(u1)<N(u1), w) + % - $<T(U1)7’w>2 - f”> (8.82)

<Twmwxﬂwxm+f0

SHN

+ 20 <—;<T(u1),T(UQ)) +

o (W) (V) w) 4 = (T = 7).
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8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

Fazendo ¢ = 1en = —1em (8.82), temos

2
88 2 (wo + 7,00 — 7, 10) = — (e ()N uz) — () N (uiz), )
2 (T ), w) + (T (), w))?
(U (T ), T(w) — 4"

0 = Z(T(uy),w) = Z(T(vy), w).
Temos que 20 = Z(T'(up), T (vp)) e isso implica
(T(up), T(vg)) = cos(26) = 2cos* 6 — 1

Visto que w bisseta T'(ug) e T'(vp), Seja
)

e
<T(U0),’UJ> = <T(UO)7w> = cosf.
Assim,
9*Z
52 (uo + 7,00 —7,710)| = —(K(uo)N(up) — k(vo)N (vp), w)
r=0
— %COSQ 0+ 2(1 + cos(20)) — 4f”

= —(r(uo) N (uo) — K (vo) N (vo), w) — 4f".
Como (ug, vy, 79) € ponto de minimo em {(uy, ug, 79); u1, u2 € [0, ¢|}, obtemos

82
82(U0+TU0—7"70) >0
r=0
e, dessa forma,
—(k(ug) N (uo) — x(vo) N (vo),w) > 4f". (8.83)

Por outro lado,

od 1 oYy oYy
5 = ey e 27~ ) Vom ) =Y

= é <m(u2)N(uQ) + K2Y (ug,7), Y (ug, 7) — Y(u1,7)>

- é ()N () + #2Y (w1, 7). ¥ (2, 7) = ¥, 7))
ZéﬁHY(Ul, 7) = Y (ug, 7)||* = (k(u1)N(u1) — £(uz) N (uz), w)
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8.5. Evolugdo de curvas simples: teorema de Grayson

isto &,
or r2d — (k(u1)N(u1) — K(u2) N (uz), w). (8.84)

Além disso, assumindo no calculo a seguir que Y ndo esta parametrizada pelo compri-

mento de arco,
L[ PYN oY 9 (Y
Ou’ Orou ou’ Ou \ Ot

- <8Y 0 I€2Y+IiN)>
oY Ok? —GY 0k ON
—2<au ut a*aN”au>
Ok? /0Y oYy oY
—o_ " [ 2
28u<8 Y>+2 <a au>
ok /0Y oY oY
+2au<a N> o <au"’€ u T>
s |2
isto é,
0 ||9Y — oY
2 = (k2 — 2 |
ot || Ou (1 = %) ou
Isso implica, ap6s integragao,
ar _ @
—(uy,u2,7) = k20(uy,uz, 7) — k=ds. (8.85)
aT ul

Usando (8.84), (8.85) e o fato de
0=2.=27+¢eefm™ :d—f—l—secm,
isto é,

d=f— e
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em (ug, v, 70), Obtemos

el 02 _ 04,00 Of

ar  or or Or
= r2d — (k(uo)N (uo) — k(vo)N (vo), w)

—f (k;?g— /uvo m2d3> — gi
= —(k(ug)N (u 0)0— #(vo) N (vo), w)

+ k2(f —eeC™ — f10) +f/ w2ds — 2L

or

que, por sua vez, usando (8.83), resulta em

of
or

—Cee’™ > 4f" + k2(f —eeC™ — f0) +f/ kids — =

Visto que f(-, 7) € uma fungdo concava em z, temos
(f=f2) =f —flo—f =—f"2>0, sex>0.
Como (f — f'z)(0,7) = f(0,7) = 0, deduzimos que
fem) = f(m)z >0

para x > 0. Por outro lado,

<//€d8> / 2ds/ds

e
/ kds = 27 :/ ds
Y Y
implicam o
k2> 1.
Além disso,

Vo vo 2 2
/ k2ds > # (/ mds) = L
uo £(u0,v0,70) \Jug £(uo, vo, T0)
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8.5. Evolugdo de curvas simples: teorema de Grayson

Observe ainda que 0 = Z(T'(ug),w) = Z(T(vp),w) = arccos(f’) pela equagédo
(8.78), p.343. Substituindo todas essas observagdes em (8.86) obtemos

_ _ o
—CeeCto > A" 4 k2(f — f4) — ek2eC™0 + f’/ k2ds — gf
ug T

>Af" 4 (F =0+ A‘f(awccos(f’))2 - 2{ — en2eCT.

— 2,.C
= Lf —er2e”™,

onde
Lf=4f"+(f - f0)+ %(zaurccos(f’))2 - g‘i (8.87)
Isso implica
e(k2 — )ef™ <0, (8.88)

[0

71]}. A contradicdo dar-se-a4 ao mostrarmos que
arccos(z))? implica

Lf > 0. Aconvexidade de h(z E
/2)) + B (cos(£/2))(f" — cos(£/2))
14

Lf<
visto que C' > sup{k2(7);7 €
) =
s(¢

h(f") = h(co

0 )
=T~ sen((/2) (f" —cos(£/2))
E /
_m(f —cos(£/2)).
Portanto,
Lizap - Er oty - %
T+ jie:e(fz/(ze)/zw [+ €77 4 e cos*(/2)]
4cos(£/2) cos(¢/2)
T et e T son2(02)) |15 e Zrsenz(tyz) OS2
2sen(¢/2)
1+ e 27sen?(¢/2)
—2¢72" sen
- (1 +2€—2T Senz((eg//22)))2 [1 4 cosl —2cos?(£/2)] =
Tal contradic¢ao conclui a prova do lema. -
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Ainda antes de provar o teorema de Grayson, precisaremos de mais alguns lemas
técnicos.

Lema 8.65. Seja ¢ : [0,00) — [0, 00) uma fungdo de classe C*, crescente e tal que
#(0) = 0. Seja h : C C R? — R uma fungéo integravel sobre uma curva C e defina

Ap(A) = Hz € C;|h(z)| = A},

onde | - | denota aqui a medida do conjunto. Entéo,

[ n@hde = [~ #()43)x
c 0
Demonstragdo. Temos

/C o(lh(@))dz = [ [B(1h(z)]) - $(0))dz

.
/ /h Y A)dNdx
=),

/ &' (N)X[0,In(z)) (A)dAdz
/0 ‘MA)/ X[o0,|n(2))) (A)dadA,

onde
1 seX<|h(x);

(A
X[0,h(2))(A) = {0 se A > |h(x)].

Note que podemos reescrever x[o, () da forma

1 sel|h(z)| > X;
xr )\ =
X[0, ()] (A) {o se |h(z)] < A

Assim,

/CX[o,h(z)n()\)dx = Ap(N).

[ otz = [~ o 0nan0ax
C 0

Portanto,
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O]

A desigualdade a sequir é um caso particular do Teorema 19, pp.64-65 de [1]:

Lema 8.66 (Desigualdade do tipo Gagliardo-Niremberg). Sejah : C c R? — R
uma fungéo definida sobre uma curva fechada e regular C. Entéo,

(max |h|)? < 3/ (h')st/ h?ds,
¢ c c
onde s é o comprimento de arco de C.

Demonstragdo. Seja ~(s) uma parametrizagdo de C pelo comprimento de arco e
A(B) = {n(s) € C; |h(x(s))] = Bmax|h[}, 5 € [0,1].

Sev(sg) € C étalque |h(v(sp))| = maxc |h|, entdo,

S1
[h(v(s1)] > |h(v(50))| — / K (v(s))ds
S0
s1 1/2
> e[l — so — i ([ 1 9)%as)
S0
1/2
hl |1 1/2 (fssol h,(v(s))QdS) /
_mCaX| | _|80_Sl‘ maxc|h|
1/2
> mae i) [ 1 Jso — s /2 e () ds)
e maxc |h| ’

"(y(s))2ds) " .
Sel—|sg— sq|'/? (e W ((s)?ds) > f3, entdo, v(s1) € A(f). Mas isso acontece

maxc |h|
se, e somente se,
(maxc |h])®

Jo W ((s))2ds
Isso implica que A(3) contém, no minimo, um intervalo de comprimento

|1 — @o| < (1 - B)?

2 (maxc |h])?

20 = B i )2
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ou seja
(maxc [h])?

T W (4(s))%ds’
Usando o Lema 8.65 para h?/ maxc |h|?, temos

[A(B)] = 2(1 — B)°

1
/h2d822max|h|2/ BlA(B)|dB
C

max\h|
> 2ds/ B(1- 4
_ 1
3

(max \h\
o b (7(5))2ds

0 resultado, entdo, segue. O

A demonstragdo do lema a seguir é inteiramente andloga a do Lema 8.6, p.272 e
do Lema 8.7, p.273, por isso omitiremos sua demonstragao.

Lema 8.67. Se Y : [0,¢] x [0,T') — R? é uma solugéo de (8.67), p.335, parametri-
zada pelo comprimento de arco s, entao, as seguintes equagdes valem para a curvatura
normalizada:

L 0 0 0 0 2 T3 0.

) oras ~asar T )5
ok 0%k

o Ok 0%k 3

i) 57 82+/€ K

De posse da prova do Teorema 8.62, p.335, do Lema 8.66, do Lema 8.67 e e da 22
versdo da desigualdade de Wirtinger (ver Lema 5.4, p.189), podemos concluir a prova
do resultado principal dessa segao, o Teorema 8.60, p.333.

Demonstragdo do Teorema 8.60. Seja Y (-, 7) o fluxo normalizado, solugéo de (8.67),
p.335. Defina, para u; # uo,

a(ulv uz, T) = inf{es; d(U1, Uz, T) > f(g(ula uz, T)7 _8)}7
isto é,

- 10ga<U1,’U,2,T) = Sup{s; d(u17u277_) > f(e(UhUQ,T), S)}
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Visto que f é crescente em 7, e usando o Teorema 8.62, temos

f(f(u1)u2)7—)7 —lOgCL(Ul,UQ,T)) — d(U]_,UQ,’T) Z f(g(u:[,UQ,’T),T - b)v

0 que implica
- loga(ula Uz, T) 2 T — b;
ou seja,
a(uy,ug, 7) < et .
Assim,

= a(u,u,T)

\/max{ﬁ(u,;')2 —1,0}

< sup{a(u1,us, 7);us # ua}
6bf‘r

IN |

isto
sup{k(u,7)%u € [0,¢} <1+ 2e". (8.89)

A seguir, vamos mostrar que Y'(+, 7) esta definido para todo = > 0. Observe que o fluxo
original pode ser recuperado tomando

onde

De fato,
ox 0 or  N(7) 1 9Y
ot~ or MM =3t T am ar
B N(1) 1 —

- )\(T)QY + W[RQ(T>Y + KkN]

V() + X(7)K2(7)] + WN
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pois k = /X ecomo L]X(-,0)] = A0)L[Y(-,0)] = L[X,], obtemos de volta a
curva inicial original. Se A < oo, entao,

0 = el S g+
= 4 ex Tr?u u e2(b=T)
e (2 = ”)“* )

Isso implica que

sup{kmax(t);t € [0,T)} < o0,

0 que é um absurdo, visto que thn% Emax(t) = oo. Assim, A = oo e o fluxo normalizado
*)
estende-se indefinidamente. Por outro lado, visto que

2
/ kds = L = 2m,
0

temos

2m 2m 2m
/ (k —1)%ds = / (k? =2k +1)ds = / (k2 —1)ds < 27
0 0 0

e, portanto,

27
lim (k —1)%ds = 0. (8.90)

T—00 0

Por outro lado, usando o Lema 8.67, denotando por «’, x”, as derivadas com relagéo a
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s, e integrando por partes, temos, para B > 0,

o 2m o ) 2m 9 Ok 2m Ok
. B =2 L 2B z
87/0 [(x")" + Br®|ds /0 Ko 6sds+ /0 /@des

2T _
= 2/ K (K + k3 — k2k) ds
0
27 _
+ 2/ () (k? — K2)ds
0
27 _
+ QB/ k(K" + K3 — K2K)ds
0
2w 2w
= / (x")%ds + 6/ w2 (k) 2ds
0 0
_ r2r 2w
— 2K? (k')%ds + 2/ w2 (k)2 ds
0

0
2

_ 2m
— 2K? (k)%ds — QB/ (x)%ds
0 0

2m .
+ 2B/ w2 (K? — K2)ds.
0
Usando a 12 versdo da desigualdade de Wirtinger (ver Lema 5.4, p.189), temos

2m 2m
/ (k)2ds < / (k")%ds.
0 0

Por (8.89) podemos considerar (-, 7)% < 1 + ¢ para e > 0 suficientemente pequeno
e 7 > 0 suficientemente grande. Além disso, visto que x2 > 1, obtemos

0

27 2T
"2 2 o) "2
87/0 [(k")* 4+ Br®|ds < (—2—4/@2—2B)/0 (k')*ds

2m 2m _
+8(1+ 6)/ (K')%ds + 2B/ k2(K? — K2)ds
0 0
27
=-2(B-1- 46)/ (v')%ds
0

2 .
- 2B/ k(K% — K2)ds
0

357



8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

2m
— 9(B—1-4e) / [(+)? + Br?|ds
2m _
+ 2B/ — e + K* — K2]ds.

Escolhendo B > 0 suficientemente grande, vemos que (x')? + Bk? satisfaz a desi-
gualdade
df

d—< —af+C, a>0,C>0.

o0 que implica

fr) < g + <f(0) - S) -

2
Assim, f(7) = / (k") 4+ Bk?]ds é limitada e, portanto,
0

2 2
Ii/ 2 S I€/ 2 I€2 S Q.
/0 (k')“d S/O (k)" + Br®|ds <

Usando a desigualdade tipo Gagliardo-Nirenberg do Lema 8.66, p.353, deduzimos que

2 2
(max |k — 1))* < 3/ (/@/)2ds/ (k —1)2ds
[0,27] 0 0
e, portanto,

lim max |k — 1| = 0.

T—00 [0,27]
Dessa forma, « converge uniformemente para 1. Isso implica que a curvatura da curva
torna-se positiva para 7 > 0 suficientemente grande, isto é, a curva torna-se convexa.
A convergéncia C*°, isto &, a convergéncia uniforme, em velocidade exponencial, das
derivadas de todas as ordens da curvatura normalizada para zero, segue de forma ana-
loga a demonstragao para o caso convexo apresentada no Apéndice A, visto que s

satisfaz
Ok

= k" + K2 — K2k <K'+ K> — k.

or

Visto que a curva torna-se convexa a partir de um certo momento (a curva original é
apenas uma homotetia da curva normalizada), a convergéncia do fluxo original segue
do que foi discutido nas segoes 8.2 e 8.3. O
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8.6. Exercicios

1. Uma solugdo do fluxo de curvas contraindo pela fungao curvatura é chamada de
translating soliton ou translator na direcdo de um vetor v se solugdo X (-, t) do
fluxo é apenas uma translagao de X na diregédo de v, isto é,

X(u,t) = Xo(u) + o(t)v,
onde ¢(¢) é uma funcgdo suave tal que ¢(0) = 0.

(i) Mostre que um translator na diregdo de um vetor v € R? sempre satisfaz

a equagéo
k= Xuw,N),

onde A € R, k é a fungdo curvatura e N é o vetor normal unitério a curva.

(i) Mostre que o gréfico da fungdo f : (—7n/2,7/2) — R dada por f(x) =
—log(cos x) é um translator relativo ao vetor e; = (0, 1). Esse soliton é
conhecido como grim reaper (ver Figura 8.16).

(iii) Mostre que o Unico grafico de fungdo que é um translator relativo ao vetor
ez = (0,1) é o Grim Reaper.

2. 0 fluxo de curvas estudado neste capitulo ndo é o dnico fluxo de curvas con-
traindo pela fungao curvatura. Como o leitor pode ter se perguntado, podemos
definir o fluxo para outras fungdes da curvatura, a saber

X
ot BN (8.91)
X(" 0) = XO;

onde & é a curvatura das curvas, NV é o0 seu campo normal unitario e f é uma fun-
¢do suave que satisfaz determinadas propriedades. Nos itens a seguir, suponha
que a f é uma fungdo homogénea de grau m € R, isto é, f(ax) = o™ f(x) para
todoa,z € R.

() Mostre uma solugdo homotética do fluxo (8.91), isto é, uma solugdo da
forma X (-, t) = ¢(t) Xy, onde ¢ é uma funcdo suave de ¢ € [0,T") tal que
¢(0) = 1, satisfaz

Fk)=XMX,N), AeR (8.92)

359



8. Evolugao de Curvas Planas pela Fungao Curvatura

3.

360

YA

8V

ro |
o

Figura 8.16: Grim Reaper translator

(i) Prove que, nesse caso,
X(u,t) = (1+ (m+ 1)At) 7 Xo(u).

Conclua que X (-, t) expande pelo fluxo quando A > 0 e contrai pelo fluxo
quando A < 0.

(iii) Verifique que a familia de circulos
X(0,t) = (R(t)cosf, R(t)sen ),

é uma solugdo homotética de (8.91) parad € [0,27]e R : [0,T') — (0, 0)
tal que R(0) = Rp e

R(t) = <R6n+1 _ W) I

Familias de circulos ndo sdo as tnicas solugdes homotéticas de fluxos da forma
(8.91). Prove que a elipse X () = (acosf,bcosf), a,b € (0,00),a # b, é
uma solucdo de (8.92) para f(k) = k™, se, e somente se, k = 1/3. Neste caso,
calcule \.



8.6. Exercicios

4. Lembremos que um solugdo homotética do fluxo (8.5), p.269, é dita um self-
expander se X satisfaz a equagao

k=MX,N), XA>0. (8.93)

0 objetivo deste exercicio é demonstrar que nenhuma curva fechada e de classe
C? pode ser um self-expander do fluxo (8.5).

(i) Seja X : I — R? uma curva fechada e de classe C2. Sem perda de ge-
neralidade, suponha X parametrizada pelo comprimento de arco. Mostre
que

((2()* + (y(s))*)" = 2 + 2k{X, N); (8.94)

(i) Conclua que nio existe self-expander fechado e de classe C2 do fluxo (8.5).
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A. Convergencia C°° da Funcao

Curvatura pelo Fluxo

Este apéndice é dedicado a demonstragdo do Teorema 8.58, p.332, cuja demonstracao
original é devida a Gage e Hamilton, ver [19]:

Teorema A.1. Para cada nimero natural n > 1, existem constantes C'(n) dependendo
apenas den e o € (0, 1) tais que

"k

— < —2a7'_
50m C(n)e

max
0€(0,27]

Antes de iniciar a demonstragao desse teorema, necessitaremos de cinco lemas
auxiliares.

df

— < _af+ Ce_ﬁT7 a7ﬂ € R)
dr

Lema A.2. Seja f : [0, A) — R uma fungéo tal que
entdo, existe D > 0 tal que

—aT _C BT .
() < De + a=p¢ se a # [;
De " + Cre™®"  sea=0.

Demonstragdo. Visto que

d aT aT df (a—pB)T
R — p— e <
= (e f(T)) =e¢ <d7' + af> < Ce ,
o resultado segue por integragao. O

Nos lemas a sequir iremos adotar a notacdo «’, x”, k", . . ., k"), para as derivadas
de x emrelagdo a 6.



Lema A.3. As fungbes fi, g1 : [0,00) — [0, 00), definidas por

2w 2w
fir) = [ W2 e gir) = [ 06,m)as
0 0
sdo uniformemente limitadas por constantes que ndo dependem de 7.

Demonstragéo. Visto que x (0, 7) satisfaz a equacdo de evolugéo

2” = KK+ K — &, (A1)
-
temos
0 QW’ 4 27r/38 / 27T,3 o\’
2 [T wo = [Twp ean=1 [T (55)
2m
= 4/ (k") (K2K" + K3 — K)'db (A.2)
0

2T 27
= 4/ (K3 (52K + K)'do — 4/ (x)d6.
0 0

Integrando por partes na primeira das duas integrais do lado direito da Ultima igualdade
em (A.2) e usando o fato de a curva ser fechada, obtemos

27 27 27
9 / (k'(0,7))*do = —12 / (K")2K" (k*" + K%)dO — 4 / CANL
or Jo 0 0

2 21
= —12/ KQ(E/)Z(H”)2CZ(9—12/ w3(k)2K"do  (A.3)
0 0
2
—4 / (k")2de.
0

Usando a desigualdade +ab < % + eb?, ¢ > 0, na segunda integral do lado direito
da igualdade em (A.3) para (a, b) = (kx's", k%K'), temos
o 2w

2w 2w
— (x'(0,7))*do < —12/ K2(K)2(K")2dO + 5 / K2(K)2(K")2d
ot Jo 0 0

£
2 2
+ 125/ K (K)2d6 — 4/ (k)*d.
0 0
(A.4)
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Visto que x — 1 quando 7 — oo, para todo 6 > 0O existe 7o > 0 tal que, para todo
T > 10,temos 1 — § < k < 1+ ¢. Isso implica, tomando ¢ = 1/4 e usando a
desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais,

2 27 2w
97 o, ))tdo < 301 + 5)4/ (k)2d0 — 4/ (kY4do
ot Jo 0 0
21 1/2 21
<301+ 6)Var < / (K’)4> 4 / ()4,
0 0
isto é, g; satisfaz a desigualdade
dg1 1/2
dr <-4f +Cg1/ .
Por outro lado,
d o 1/2 or 1/2 1 o0 —172dg1
_ =9 Z -7
T (€7g177) =27 g+ SeTg o ")
1 B .
S 262791/2 4 562791 1/2(_491 + Cg%/Z) — 5627"

Integrando a desigualdade (A.5) com respeito a 7, temos

62791(7_)1/2 _91(0)1/2 < 62T,

¢

4

isto &, . .
91(T) < S+ (07 < 2 (02

A limitacao da fungdo f; segue diretamente da desigualdade de Cauchy-Schwarz para

integrais e da limitagéo de ¢;, visto que

27
fi(r) = /0 (K(0,7))2d0

<V2r ( /0 QW(HI(Q,T))ALCZQ)
= V2r(gi(7))"*.

1/2
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Lema A.4. A fungéo f, : [0,00) — [0, 00), definida por

27
= /0 (k" (8, 7))2d0

é uniformemente limitada para todo T > 0 por uma constante que ndo depende de 7.

Demonstragdo. Visto que (6, ) satisfaz a equagdo de evolugdo (A.1), p.A.1, deri-
vando a f, com relagdo a 7 e integrando por partes, temos

o 2 2
/ (")2do = 2/ K (K2R + K® — k)" d
87' 0 0
27 27
= —2/ K" (K2R + K3)'d — 2/ (x")%db
0 0

2 2
— _2/ ///(21%1‘{/%:// + ,‘<;2 " + 3K2I€/)d9 / (:‘i”)2d0
0 0

21 2 2
_ _4/ /ﬁ:/ﬁ}//{”,‘imde - 6/ IQ p Ii/”dg / (Ii”)zde.
0 0 0

Usando a desigualdade +ab < % + eb? para (a,b) = (k" K'K") € (a,b) =
(kk", kK'), obtemos

0

2w 27 2w
— (K")2dh < —2/ K2(K")2d6 + 45/ k2(K")2d6
ot Jo 0 0

1 21 21
= / (K)2(K")2d6 + G / K220
0 0

3 27 27
- / W2()2d0 — 2 / (K")2d0
26 0 0

= (—2+ 10¢) /QW/{ (K")2d6 + = ! /Qw(n')Q(/ﬂ”)Zd@
0

21 21
+ 5 / K)2df — / (x")2d6.
0

Visto que x — 1 quando 7 — oo, para todo 6 > 0, existe 7p > 0 tal que, para todo
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A. Convergéncia C> da Fungao Curvatura pelo Fluxo

T > 71p,temos 1 — § < k < 1+ 4. Assim, escolhendo e = 1/5,

0 °n "\2 277/2//2 15 2 27T/2
— (k")%d8 <5 (k") (k")*d0 + — (14 0) (k")°d6
87' 0 0 2 0 (A 6)
2m '
—2/ (x")2df.
0
Por outro lado, reescrevendo (A.4) paraes = 1/5, temos
2w 2w
31— 6)2 / (K)2(k")2d0 < 3 / R2()2 (k)20
0 0
) 2 2w
< - / (k')4dO + 12¢ / kA KN2d (A7)
87' 0 0
2w
—4 / (x)1d6.
0
Substituindo (A.7) em (A.6),
9 n "\2 5 0 o "4
— < - -  —
87/0 (w7)7dd < 3(16)287/0 ()78
de a2 4 T
e —— dd — — df
Figp f, R g )

15 2T 2
F 02 [ o~z [ (s
0 0

UsandoolemaAldel — 0 <k <1+ 4, temos
o 21 ) o 21 A 2 )
— M2dh < —c1— N*df -2 M=2do
5 | < —a L [T ytan e -2 [

para constantes positivas ¢; e co. Assim, para A > 0,

44d A Ay
/0 g (@7 ()dr =2 / ¢ f(7)dT + /0 Y ar

0

A
< 2/ ¥ f(T)dr
0

+/0Ae27 (—cle </027E,4(9,T))4d9) +02—2f(7')> dr
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A

=g < /O QW(H'(e,T))‘*de) 0

A 2 o A
+ 201/ e’ (/ (/1’(9,7'))4d9> dr + 5627-
0 0

0
< ezt 4 C4,

onde novamente usamos o0 Lema A.3, e c3 e ¢4 S0 constantes positivas. Isso implica
A fa(A) < cze® + s + f2(0),
isto é,
f2(A) < ez + (ca+ £(0))e A < e+ s+ £(0),

e, portanto, f>(7) é uniformemente limitada por constantes que ndo dependem de 7.
O

Lema A.5. A fungédo h; : [0,00) — [0, co) definida por

hi(r) = sup |K'(6,7)]
0€[0,27]

converge para zero quando T — co.

Demonstragdo. Usando a desigualdade de Sobolev do Lema 8.26, p.297, temos

sup |&'(0,7)]* < C </02W(/<c’(0,7'))2d9 + /O%(m”(e,r))‘m) ,

0€[0,27]

e assim, usando o Lema A.3 e o Lema A.4, vemos que h é uniformemente limitada
para todo = > 0. Visto que o Lema A.4 implica que existe C' > 0 tal que

2
/ K (0,7)d) < C
0

para todo 7 > 0, temos

0 0 1/2
1 (02, 7) — K/ (01, 7)| = / /Q”(@,T)dﬁ‘ <10, — 012 (/ M(a,T)?da)
01

01

27 1/2
< |6y — 6,2 (/ K" (0, T)2d9>
0
< 01/2‘92 _ 91’1/2'
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A. Convergéncia C> da Fungao Curvatura pelo Fluxo

Isto implica que a familia de fungdes £’(-, 7) é Holder continua de ordem 1/2. Assim,
a familia de fungdes (-, 7) é equicontinua e, pelo teorema de Arzela-Ascoli (ver Te-
orema 8.41, p.312), existe uma sequéncia (-, 7,,) que converge uniformemente para
uma fung&o continua ¢(#). Por outro lado, as propriedades de convergéncia uniforme
implicam que () deve convergir uniformemente para a antiderivada de g(6). Visto
que ~ converge uniformemente para 1, concluimos que g(#) = 0. Além disso, como
h1 é uniformemente limitada, toda subsequéncia de <’(-, 7) tem essa propriedade. Por-
tanto, concluimos que «/(-, 7) converge uniformemente para zero. O

No que segue, necessitaremos de mais uma versao da desigualdade de Wirtinger.

Lema A.6 (Desigualdade de Wirtinger, 32 versdo). Seja f : [0,27] — R uma
fungéo de classe C' tal que

” f(6)do = ” f(0) cos6db = " f(0)senBdb = 0, (A.8)
0 0 0

entéao,

27 2
2 / 2
4 /0 ((8))2d8 < /0 (f'(6))%d6.

Demonstragdo. A demonstracao é analoga a demonstragdo da primeira versao da de-
sigualdade de Wirtinger (ver Lema 5.4, p.189), apenas observando que as condigdes
(A.8) implicam que os termos ag, a1 e o da identidade de Parseval se anulam. Assim,
temos

4 2 0 1 2w
> [ oy 43 (e +a) Zzﬁ id+af) == [0 as
O
Lema A.7. Dado « € (0, 1), podemos escolher A > 0 tal que, para todo = > A temos
27 2w
ta / (W(6,7))%d6 < / (+"(8,7))2db.
0 0

Demonstragdo. Visto que a curva é estritamente convexa, obtemos

2 27
/ cost‘g:/ sen9d0:0‘
0 K 0 K
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Integrando por partes cada uma dessas equagdes, temos

21 2T 2m 1 2m ./
0 0
/ cos do = sen + / % sen 0df = / % sen 6d6
0 0 0o K 0o K

K K
e
27 0 0 27 2 1 27 ./
/ Sett df = — cos —/ %COSQd@ = —/ %COSQd@,
0 K K 0 0 K 0 K
isto é,
2w 1 27 ./
/ = cosfdf = / " senfdf = 0.
0o K 0o K
Além disso,

2 K// 1 1
/0 2= 0w
Dessa forma, podemos usar a desigualdade de Wirtinger do Lema A.6 e obter
27 I\ 2 2 I\ /12
4/ (”‘;) do < / K’Z) } do. (A.9)
0 K 0 K

Usando a desigualdade +ab < % + ¢b? no lado direito da desigualdade (A.9) para
(a,b) = ((+')* /&%, K’ /?), temos

21 [ M n212 21 (112 21 (N2,
/ K W) d9:/ (“)d9—4/ GO
0 LK? K3 0o K 0 K

27 (/‘i/)4
+4/0 —5do
27 \2 2 1 n4 \2
g/ (“4) d0+/ <(”6) +45(K4) )d@
0 K 0 E K K
27 (H/)4
+4/0 5o

Visto que  — 1 e ¥/ — 0 quando 7 — oo, temos que para todo § > 0 e todon > 0
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A. Convergéncia C> da Fungao Curvatura pelo Fluxo
existe A > Otalquer > Aimplical —§ <k <1+ delx’| <n.Logo,
21 " 1272 2m
K () 1+ 4e / N2
— =2 do < dé
/0 [FF ﬁ3] T (1=0)*Jo =

Substituindo (A.10) em (A.9) temos

4 27 ' 2 Y 2
- < bl
(1—(5)4/0 (/i)d@_4/0 </<;2 do

2m
< 1+4€/ (k")2df (A.11)
0

Escolhendo £ = 1 obtemos
A [1 - ﬁ (An+1)

27 2
N2 < "\ 2 . .
T AU@%_A(MdG (A12)

Visto que 4 e » podem ser tomados arbitrariamente pequenos, podemos fazer a quan-
tidade entre colchetes no lado direito da desigualdade (A.12) variar em todo o intervalo
(0, 1) e, assim, obtemos o resultado desejado. O

Depois de todos esses lemas técnicos, estamos prontos para demonstrar o Teo-
rema 8.47. Iremos dividir sua demonstragao em uma série de lemas, que consistirdo
nos passos de indugao necessarios a demonstragao.

Lema A.8. Para todo oy € (1/2,1) e para 7 > 0 suficientemente grande, existe uma
constante C' > 0 tal que

2
/ (K'(8,7))2df < Ce™7
0
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Demonstragdo. Visto que x(6,7) satisfaz a equagédo de evolugdo (A.1), p.363, inte-
grando por partes e usando o fato de a curva ser fechada, temos

21 21
9 / (K(0, 7))2d6 = 2 / () (26" + K3 — k)'do
ot Jo 0
27 21
= —2/ /{2(/@")2d9+/ 6r2(x')%db
0 0
21
-2 / (x)2d6
0

Como x — 1 quando 7 — oo, para todo 6 > 0 existe 7y > 0 tal que 7 > 7o implica
1—6 <k <1+4.Usando esse fato e o Lema A.7, obtemos

QQW,{/TQ _a_227r/€”2 2%/{/2
67/0 (+(6,7))%d0 < —2a(1 5)/0 ( )d0+6(1+5)/0 (')2d6

21
_ & 2
2 /0 (k)2d6
21
< (=8a(1—8)2+6(1+0)*—-2) / (x)%db
27 ’
= —4(2a — 1+ 5’)/ (k")2d0.
0

Como ¢’ > 0 pode ser tomado tdo pequeno quanto se deseje, vemos que, para a; =
27
2a — 1 — ¢, afungédo f(7) = / (k/(6,7))%db satisfaz
0

a < —day f(7).
dr
Isso implica
log f(7) —log f(0) < —4ayT,
isto &,

f(r) < f(0)et.
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A. Convergéncia C> da Fungao Curvatura pelo Fluxo

Lema A.9. Para todo s € (0,1) e para 7 > 0 suficientemente grande, existe uma
constante C' > 0 tal que

27
| we.ryras < oo,
0

Demonstragéo. Visto que x(6,7) satisfaz a equagédo de evolugdo (A.1), p.363, inte-
grando por partes e usando o fato de a curva ser fechada, temos

o 27 21 2
/ (")2df = 2/ (") (k26" + K3)"dO —/ (x")2d6
ot Jo 0 0

2m 2m
/ K" (k%" + K3)'df — 2/ RN
. e 0 (A.13)
/ w2(K")2d6 — 4/ k'K K" dO
0

0
0
2 2
/ k2K dO — / (x")2d6.
0 0

Usando a desigualdade +ab < “2 + eb?, na segunda e na terceira integrais do lado
direito de (A.13), para (a,b) = (n’n” kK" e (a,b) = (kK/, kK""), respectivamente,
obtemos

8 2 2 27
/ (x")2do < 2/ K2 (k") d9+4e/ w2 (k")2d6
ot Jo 0 0

1 2m 2w
+ / (x")2(K")2d6 + 68/ w2 (K")2d6
0 0

=2
=2
—6

3
3 2 27
+ — w2 (K')2dO — 2/ (")2d6
0

250

2 21
<(2- 105)/ K2(K")2d0 + 235/ K2(k')2d0
0

1 2T 2T
+ / ()2 (K")?d6 — 2/ (x")2d6.
0 0

€

Por outro lado, visto que x — 1 e x* — 0 quando 7 — oo, para quaisquer § > 0 e
n > 0existe A > 0talquel—0 <k < 1+de|x’| < nsemprequer > A. Tomando
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e > 0 suficientemente pequeno tal que —2 + 10e < 0, temos

21 2T
g / (K")2df < (=2 +10e)(1 — 6)? / (x")%db
8’7' 0 0

Além disso, visto que
27
/ W0, 7)d0 = K (27, 7) — K(0,7) = 0,
0

a 1° versao da desigualdade de Wirtinger (ver Lema 5.4, p.189) implica

2 2
/ (K///)2d6 S / (K////)Zde'
0 0

Assim, para > 0 e e = i > 0 suficientemente pequenos

o 2

2
o ) (K")2d0 < [(=2+ 10n)(1 — 6)* — 2+ 1] /0 (")2db

31+06)% (¥ 1o
2 /O (+')%d6
2m
= [4+25(2—68) 4+ 10n(1 — &) + 7] / (k")?df
0

3(1+6)° /27r "2
+ — K')°do
2 ; (k')

27 2 2T
— 1<) /0 (/<;”)2d9+3(12—; %) /0 ().

2m
Usando o Lema A.8, vemos que existe Cy > 0 tal que f(7) = / (x")2d0 satisfaz
0

a < —4(1 =€) f(r) + Coe~ 47,
dr

0 resultado seqgue do Lema A.2, p.362. O
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A. Convergéncia C> da Fungao Curvatura pelo Fluxo

Lema A.10. Para todo o € (0,1) e 7 suficientemente grande, existe uma constante
C > 0 tal que

sup |K'(6,7)] < Ce™27
0€[0,27]

Demonstragdo. Usando a desigualdade de Sobolev do Lema 8.26, p.297,0 Lema A.8 e
o Lema A.9, temos

2m 2m
sup |'(0,7)]* < C (/ (x')%db +/ (F&H)Zde)
9e[0,2n] 0 0

< Cle—4a1r + 026—41127— < (Cl + 02)6_4 min{al,a@}q—.

O

Lema A.11. Para todo a3 € (0, 1) e para todo = > 0 suficientemente grande, existe
uma constante C' > 0 tal que

27
/ (K6, 7))*d8 < Ce—tT.
0

Demonstragédo. Visto que x(6,7) satisfaz a equagédo de evolugdo (A.1), p.363, inte-
grando por partes e usando o fato de a curva ser fechada, temos

5l 2 2w 2

/ (K://)4d9:4/ (/€ ) ( 2 ,l+]€3)//d9 4/ (/‘i”)4d9
87’ 0 0
27r

2w
- 19 // 2 /// HQH,/+/€ )d9—4/ (&/,)4619
0

27r

12 /l 2 /l/ 2/{/{//{//_'_/{2 ///_1_3/{ )d0

v (A.14)

—4 [ (x")ab
0

27 2w
2/ K> K")2do — 24/ ri! (K")3K" d6
0 0
27 2w
— 36 / K2R (K2R dO — 4 / (x")d8.
0 0

J, ¢
J, ¢

N

;_x

374



Usando a desigualdade +ab < % + eb? na segunda e na terceira integrais do lado
direito de (A.14) para (a,b) = (k'k”, k"K"") € (a,b) = (kx'K", kK" K""), respectiva-
mente, temos

o 2 2 6 27
/ (H,/)4d9 S 12/ 52(I€/,)2(I{,/,)2d9+ / (51)2(I€//)4d9
87' 0 0 €Jo
21 9 27
+ 245/ K2(K")2(K")2dO + 5/ K2(K)2 (k")
0 0

27 27
+ 36¢ / K2(K")2(K")2dO — 4 / (x")d8.
0 0

Visto que x — 1 e v’ — 0 quando 7 — oo, para quaisquer 6 > 0 en > 0 existe
A>0talquel —0 < rk <1+de|x'| <nsemprequer > A.Assim,parac = 1/5,

0 2m 2m 67’]2 27
— / (K")1df < 12(—1 + 5e) / K272 (K")2dO + —— / (x")1d0
8’7' 0 0 g 0
1 2,,2 2w 2w
+ 9( +€5) Ui / (K}N)2d0 o 4/ (K/”)4d0
0 0

2
< (30m% — 4) / (k")2dB + Coe~ 102t
0

1512 27
=4 (1 o > / (r")*dO + Coe=**%",
0

onde, na segunda desigualdade, usamos o Lema A.9 para constantes Cy > 0 e ap €
(0,1). O resultado segue do Lema A.2, p.362. O

Lema A.12. Para todo oy € (0, 1) e todo T suficientemente grande, existe uma cons-
tante C > 0 tal que

2
/ ("(6,7))%d < Ce™ 7.
0

Demonstragdo. Visto que x(6,7) satisfaz a equagdo de evolugdo (A.1), p.363, inte-
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A. Convergéncia C> da Fungao Curvatura pelo Fluxo

grando por partes e usando o fato de a curva ser fechada, temos

o 2T 2T 2T
Il (IQ’”)QdQ / 5”’(/{25” + K )///dg _ 2/ (H//,)Qde

/ ey HQH// +k )”d9 _9 /QK(K///>2d9
0
2T 2T
2/ ey 2/6/*%’/6”—!-/62 //,+3H2/€,) do — 2/ (/ﬁm)ZdQ
0 0

2
2 / //// 2 // + 2/{( ) + 4/{/{//{:/// + HQH////)dQ
2 2w
-9 / l/l/ + 31%2 l/)de / (I{///)Qde
0
2 2w
2 / //// da 4/ (ﬁ/)Ql‘{”/{””de
0 0

27 2w
_4 / // 2 &M Ao — ] / il kM A0
0 0

2w 2
. 12/ K/( )2 /N/de o 6/ K/2K/”K/””d9 . 2/ (K/,”)2d0.
0 0 0

Usando a desigualdade +ab < % + eb? para

[e=]

[e=]

(a,b) — (( /2 ”/H Hﬁ////) (a,b) _ ((/i//)Q /i/i””), (a b) ( T i

, ////)
(a,b) = ()2, k") e (a,b) = (kr", kE""),

Y

respectivamente, obtemos

8 271— /// //// 1 2m (K:/)4(H”)2
ot /0 / a0+ e /0 K2 d0
1 2m
/ //// de 4+ = / (/‘G//)4d9
0

0 g

2 9 2m
+ 45/ //// da + / (H/)2(I£/”)2d0
0 0

g
27 3 27
+85/ K"V2dO + = / ()4
0 € Jo
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2T 2T
+ 12¢ / w2(K")2d6 + 3 / w2 (K")2dO
0 2e Jo

2m 2m
+ 68/ w2 ("2 d6 — 2/ (")2d6.
0 0

Visto que x — 1 e v’ — 0 quando 7 — oo, para quaisquer 6 > 0 en > 0 existe
A>0Otalquel —d <k <14 delx'| < nsemprequer > A. Assim, tomando
¢ > 0 suficientemente pequeno tal que —2 + 34e < 0, temos

2T 2T
9 / (k")2d0 < (—2 + 34¢)(1 — 6)? / (x"")%db
87' 0 0

- i /Qﬂ(ﬁ”)Qd@ 41 /ZN(H”)4d9
e(1-0)% Jo € Jo

2 2 27 2 27
42 g 4 2 / (k')2d6
€ Jo € Jo
1 5 2 21 27
+73( ;; ) / (H”)2d0—2/ (x")2d6.
0 0

Usando a 12 verséo da desigualdade de Wirtinger (ver Lema 5.4, p.189), 0 Lema A.8, 0
Lema A.9 e 0 Lema A.11, e escolhendo £ = 7, obtemos

0

2T 2772 2
9 / (K20 < | (=2 + 345)(1 — 6)2 + 2T _ / (K"\2d0
or 0 0

3

2
+ %6—40437 + 3%026—40417

3(1+6)2 4
+[(+)+ n

—4aoT
2 (1 5)2} Cse

27
< (—4+6(2 —8) +30n(1 — )% + 21) / (k"")?d6
0
+ 046—457'

2w
= —4(1 — 5’)/ (K")2df + Cye= 457,
0

0 resultado segue novamente do Lema A.2, p.362. O
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A. Convergéncia C> da Fungao Curvatura pelo Fluxo

Lema A.13. Para todo o« € (0,1) e 7 suficientemente grande, existe uma constante
C > 0 tal que

sup |k"(0,7)] < Ce 27,
0€[0,2m]

Demonstragdo. Usando a desigualdade de Sobolev do Lema 8.26, p.297,0 Lema A9 e
0 Lema A.12, temos

2m 2m
sup |K"(6,7)]* <C </ (x")2db —|—/ (H/”)2d9>
0 0

0€[0,27]
< Clef4a27— + 026740447
< (Cl + 02)6—4111111{&2,&4}7"

Lema A.14. Se

max |k (0,7)| < Ce 287,
0€[0,27]

j€e{1,2,...,n—1}, n > 3, para algum C > 0, para todo 5 € (0,1)eT > 0
suficientemente grande, entdo, para todo T > 0 suficientemente grande, existe C; > 0
tal que

27
/ (k(0,))%d < Cre™ P17,
0

para todo 3; € (0,1).

Demonstragdo. Visto que x(6, T) satisfaz a equagdo de evolugao

Ok 2, 3
o K'K + K K,
vemos que
0 o" [0k
Y (n) _ Y [ = 2.1 3\(n) _ (n)
a7_(;-; ) 507 (07‘) (K" + Kr°) k\™M. (A.15)

Visto que o primeiro termo do lado direito da dltima igualdade em (A.15) é algebrica-
mente idéntico ao termo calculado no Lema 8.31, p.305, podemos usar o referido lema
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para o que segue. Usando integracao por partes, o fato da curva ser fechada e o Lema
8.31, temos

o 2 27 2
= / ()20 = 2 / £ (k26" + 13 — / (k™)2de
or 0 0

n

2
K1) /12%;” + K )(”_1)d0 - 2/ (ﬁ(”))ZdQ
0
=l

-2 (k26T 4 2(n — 1 ri'k™)]

/2
Tk

27 27
—2 / (D k=Y + g]do — 2 / (x™)2do
0 0

2 2
— -2 [P0~ a(n 1) [ ke g
0 0

2 27
2/ (pr (n=1) 4 q)k ("H)dﬂ — 2/ (m("))zdﬁ.
0 0

(A.16)
Usando a desigualdade +ab < % + eb? na segunda e terceira integrais do lado di-

reito de (A.16) para (a,b) = (k6™ , kD) e (a,b) = (pr™ 1) + ¢, kD),
respectivamente,

2T 2T 2T
g / (™M)2do < —2 / &2k 2d0 + 4(n — 1)e / k2 (k1)) 249
or Jo 0 0

n—1 2w 2w
- /0 ()2 (K™)2d0 + 2¢ /0 k2 (k) 240

2
1 2e (n—1) 2m
+/ (p“ +q> d9—2/ (™)2dp
2¢e 0 K 0

2
= (—2+2(2n —1)e) / k2 (k1)) 240
0

n—1 /QW(R/)2(/§(n))2d9

€ 0

2
2e (n—1) 2m
+1/ (p“ +q) d9—2/ ((™))2d0.
2¢ 0 K 0
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A. Convergéncia C> da Fungao Curvatura pelo Fluxo

Visto que x — 1 e v’ — 0 quando 7 — oo, para quaisquer § > 0 en > 0 existe
70 > 0talque T > rpimplical —§ <k <1+ e x| <n.Assim,

0

2T 2T
o L (M)2 _ n—1e) (1 — 6)2 L (F1)y2
5 | s < (<2 2z = e)a a2 [ e )R

-1 2 2m
0

£

1 2e 2w
+ 2201 _5)2/0 (pr + q)°do /0 (k\")*d6

Por outro lado, como
27
/ (x"™)(0,7)d0 = k"D (27, 1) — k"7V(0,7) =0,
0

a 12 versao da desigualdade de Wirtinger (ver Lema 5.4, p.189) implica

21 21
/ (k™29 < / (k)24
0 0

Fazendo ¢ = 7, temos

2

8‘9 /272,4”))2619 < (~4+26(2—8)+2(n — (1 — 8)>+(n — 1)77)/ (kM)2d0
T Jo 0

2m
+ 2/ [pr™=Y + ¢)%d0.
0

Visto que o termo p e ¢ tem apenas derivadas de ordem até n — 2, usando a hip6tese
de inducdo, podemos encontrar Cs > 0 e 51 € (0, 1) tais que, para 7 suficientemente
grande,

2T
2 [ [pY 4+ q)%df < Cze A7,
0

Portanto,
o 2w 27
9 / (kM)2d0 < —4(1 — &) / (kY240 + Cye 117
87' 0 0
0 resultado segue do Lema A.2, p.362. O
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Lema A.15. Se

max |£Y)(0,7)| < Ce 2,
0€[0,27]

je{1,2,...,n—1}, n > 3, para algum C > 0, para todo § € (0,1)er > 0
suficientemente grande, entdo, para todo = > 0 suficientemente grande, existe Cy > 0
e B2 € (0,1) tal que

2m
/ (Ii(n+1))2d9 < 046—467"
0

Demonstragdo. De fato, seguindo de forma inteiramente analoga ao Passo 1, temos

9
or

2 2 2
/ (k" )2d0 < —4(1 — &) / (K"FN2d0 +2 [ [pr™ + ¢]2de,
0 0 0

Visto que p e ¢ tem derivadas de ordem até n — 1, usando a hipdtese de indugéo e o
Passo 1, temos

2T 2T 2T 2
/ [pm(”)+q]2d9:/ p2(/<("))2d0+2/ pqm(”)d9+/ q*do
0 0 0 0
2
< C? / (k™)2d0
0

2T
+ 221 C) Coe=2P27 < / (ﬁ<”>)2de>
0

+ 0226_4627,

1/2

onde estamos usando que p < C; e g < Cye—287. Usando Passo 1, temos
2
[pe™ + ¢]2do < Cze=45s7,
0

o0 que implica

o 21 21

9 / (k)29 < —4(1 — ') / (kD)2 4 o557

87' 0 0
0 resultado segue, mais uma vez, do Lema A.2, p.362. O

Vamos agora concluir a demonstragao do Teorema 8.58, p.332, finalizando o passo
de indugéo.
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A. Convergéncia C> da Fungao Curvatura pelo Fluxo

Conclusao da demonstragdo do Teorema 8.58. A conclusdo segue direto da desigual-
dade de Sobolev do Lema 8.26, p.297,

2 2
max || < C </ (k™)2de +/ (fi("H))QdO)
0€[0,27] 0 0

e da aplicacdo do Lema A.14 e do Lema A.15. O
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B. Solucoes dos Exercicios

B.1. Capitulo 1 - Pagina 77 ]

1. Sejau € R? um vetor unitario. Agora, observe que
b
/ <d(t),u>dt =< ab) —ala),u>.

Conclua o resultado tomando

B 1
(b)) — a(a)]]

U

(a(b) = a(a))

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

. 2 N 2 4 2 et
2Ok = 5 RO = 0 =
W) k() =0 () k(t) = % sec% .

4. k(z) = _Li*/?’ para0 < x < oo.

(22 4+1)



B. Solugdes dos Exercicios

SAv4

Figura B.1: Fung&o curvatura k(z)
Animacdo B.1: geogebra.org/m/hfneetfz

5.
f (93)jk k(w)f
Py
& > >
xr X
Figura B.2: Grafico de f e funcdo curvatura k(z), quando a = 1
Animacao B.2: geogebra.org/m/tviwb7w8
6. k(0) = 2a.
1 2 4 2 4 5

7. k() = 6(3z )(z° +4)

((ZE2 +4)4 + 1621‘2)3/2'
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B.1. Capitulo 1- Pdgina 77

8 v

—16

Figura B.3: Grafico da fungéo curvatura k
Animacdo B.3: geogebra.org/m/dmmhu8st

8. (i) A curva « é fechada. De fato, a(0) = «(27).

9. (i) Acurva« éfechada. Com efeito, a(0) = a(27);

1
V2 + 2cost

10. Observe que as coordenadas de P sdo dadas porz = OF = O;A — EAe
y = O1A = O1D — BD. Obtenha as medidas dos segmentos utilizando os
angulos ¢ e 6 e, finalmente, escreva 6 em relagdo a ¢ para obter a parametrizagao
desejada.

(i) k(t) = g

11. Observe que as coordenadas de P sdo dadas porz = 014 = O,C — AC e
y = O1A = O1D — BD. Obtenha as medidas dos segmentos utilizando os
angulos e 6 e, finalmente, escreva 6 em relagdo a ¢ para obter a parametrizagao
desejada.

12. Visto que os arcos AB e AC tem o mesmo comprimento ¢ (ver Figura B.4),
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B. Solugdes dos Exercicios

temos

{ =Rt =rb.

T (R+r)t
2 r .

Por outro lado 0 angulo PQ'Q mede v = § —t — 0 =

AN
Y
Y R
t
0 D>

Figura B.4: Epitrocoide
Animacao B.4: geogebra.org/m/fftdaqwf

Isso implica que o angulo Q’PQ mede R*") (ver Figura B.5). Usando as rela-

¢oes trigonométricas no triangulo retangulo PQQ’, obtemos

/ _ / _
cos (r+ R)t _r-z sen (r+ R)t Y-y
T d T d

isto é,
v 2 — deos <(7"+R)t> e y—y —dsen ((7”+R)t> (B.1)
T T
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B.1. Capitulo 1- Pdgina 77

y/ ____________________________ Q/
(&%
d
(Re1)0
R
et
x v

Figura B.5: Triangulo PQQ’
Animagao B.5: geogebra.org/m/p9w6dxhw

Por outro lado, observando a Figura B.4, vemos que

/ /

x Y
t= . B.2
resen R+ (B.2)

cost =

Substituindo (B.2) em (B.1) obtemos

x = (R+r)cost — dcos (“J;R)t)
e y=(R+r)sent — dsen <(T+TR)t>

13. (i) Fazendo R = r na equacgao da epitrocoide e usando as férmulas trigono-
métricas do arco duplo, temos

x(t) = 2Rcost — dcos(2t) = 2cost — d(2cos*t — 1)
= d+ 2(R — dcost) cost;

y(t) = 2Rsent — dsen(2t) = 2sent — 2sent cost
= 2(R — dcost)sent.

Fazendo z(t) = x(t) — d e y(t) = y(t), obtemos

B(t) = (z(t),y(t)) = 2(R — dcost)(cost,sent). (B.3)
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B. Solugdes dos Exercicios

388

(if)

(i)

A curva 3 dada por (B.3) tem um ponto mltiplo na origem se e somente
se B(t) = (0,0) para mais de um valor de ¢ € [0, 27). Isso acontece se, e
somente, se cost = R/d. Visto que 0 < R/d < 1 por hip6tese, existem
dos 0 € (0,7/2) e 27 — 6 tais que cos @ = cos(2m — 6) = R/d.

Observe, de (B.3), que 3 pode ser escrita em coordenadas polares por
r(t) = 2(R — dcost). Assim, usando a equacdo (1.15), p.45, vemos que a
fungdo curvatura de 3 é

R2 +2d%? — 3Rdcost
(R2 + d? — 2Rt cost)3/2’

k(t) = % (B.4)

Isso implica que

3Rd?sent(d — Rcost)

. B.5
(R? + d? — 2Rd cost)5/2 (6.5)

Kt =

Logo, se R < d,entdo d — Rcost > R —d > 0, e isso implica que os
dnicos pontos criticos de k£ sdo ¢t = 0 et = . Visto que £/(¢) > 0 para
te (0,m)ek'(t) < Oparat € (m,2m), concluimos que ¢ = 0 é um ponto
de minimo local e ¢t = 7 é um ponto de maximo local. Além disso, esses
sao os dois Unicos pontos criticos e a curva /3 é fechada. Isso implica que
esses pontos sao pontos de minimo e maximo globais. Como

(d—R)? +d(d — R)
(d— R)?

k(0) = >0,

concluimos que a curvatura de 3 é positiva em todos pontos.

Usando (B.5) e o fato que d < R obtemos que a equagdo cost = d/R
possui duas solugdes 0 e 27 — §. Além disso £’(¢) também se anula para
t = 0 et = w. Vamos analisar a natureza desses pontos criticos. Es-
tudando o sinal da fung&o k(¢) (ver Figura B.6), vemos que a funcédo k(t)
atinge maximos locais em 0 e 7, e atinge minimos locais em 6 e 27 — 6.
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0 _ _
d— Rcost} } - } + } |

> sent H4+—+— 4 —

! +
K (t) ——
2r — 6 0 @ T 2mr—0 927

Figura B.6: Pontos criticos de k(¢) e sinal de /()

y(t) & r
. /
i
/— M P/E I
AR
: >
¢ 4P (1)

Figura B.7: Estrofoide
Animacdo B.7: geogebra.org/m/zaarqqez

seHG—@— AP = 4P
~OP OM+MP OM + AP

-.senf(OM + AP) = AP
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B. Solugdes dos Exercicios

AP(1 —senf) = OM senf

Sendo r = OM, tem-se

_ 0
AP(1 —senf) =rsenf - 8T _ rtgfcosb
cos 6
Considere tg 6 cos 6 # 0. Dai,
AP AP
tgl = = —.
OA a
— AP
AP(1 —senf) =rcos - " rcosf = a(l — senb).
0 AODN mostra-nos que
senf = £ .. ND = ON sen .
ON
Como AMP'P = APN'N (caso ALA), temos
PP NN’

senf =

MP AP
NN’ = APsen§.

Dai, segue que

ND =DN' + NN’ = AP + APsenf ;. ON sen = AP(1 + sen®).

. AP
Sabemos também que tg# = ——. Logo, para tg 6 cos 6 # 0,
a

S — — AP —
ON tgfcosf = AP(1 +senf)) = ON - — cosf = AP(1 +senf)
a

= ONcosf) = a(l +senb)
Como ON = r, concluimos que

rcosf = a(l +senf).
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16.

18.

20.

21.

B.1. Capitulo 1- Pdgina 77

xy =rcosf = a(l+senb)
ynv =rsenf =rtgfcosd = a(l+senb)tgl
Assim, fazendo 6 = ¢,

a(t) = (a(l +sent),a(l +sent)tgt).

Sugestdo: Use a forma canonica local de o e de S' (ambas tém o mesmo par
T, N) e compare as coordenadas em uma vizinhanga de p.

262 — 13(4 + 92)3/2 3¢3 + £2(4 + 9t2)3/2
ae(t):( <2 ) , (3 ) ,t#£0.

k(t) = V1.

() Acurva « é dada por

als) = < /0 " cos(r + sen 7)dr, /0 " sen(r 4+ senT)dT> .

D>
—o7 5T g

(if)

Figura B.8: Funcdo curvatura k
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B. Solugdes dos Exercicios

2
22 i) k() =—;
() k(6) = =
k(6) 4
2
0 D> f —>
L eizo polar -7 0 T 9
Figura B.9: Trago do circulo e grafico de k, quando a = 1
Animagao B.9: geogebra.org/m/k7yrd4at
y 0% + 2
i) k(0) = ———————=;
k(0) L
D> D>
0 eixo polar 0 0

Figura B.10: Trago da espiral de Arquimedes e grafico de k, quandoa = 1

Animagao B.10: geogebra.org/m/kq9ykkru
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B.1. Capitulo 1- Pdgina 77

k(0) &

>
eixo polar

> v

Figura B.11: Trago da cardioide e gréfico de k, quandoa = 1
Animagédo B.11: geogebra.org/m/xrveeged

24. (i) Desenvolva \/(x +a)2 + 32 - \/(z — a)% + y2 = b? e faca as simplifica-
coes possiveis.

(ii) Utilize x = r cos 0 e y = rsen 6 na expressdo obtida em a).

(i) Substitua b por a na expressdo obtida em b). Quando b < a, sdo formadas
ovais ao redor de cada foco.

2. (iy P9l _ ™

p—rl  n’

29. ri(t) = (1+t,3t+3),teR, ery(t)=(—1+¢t5—5t), t € R.

33. Aforma candnica local de « é dada por
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”/ / / B.Solugbes dos Exercicios

B.2. Capitulo 2 - Pagina 144 ]

1. (i), (i), (i) € (v).

2. Dezenove componentes.

B.3. Capitulo 3 - Pagina 166 ]

2. )Ro=4;, (i)Ry=1; (ii)Ry=05; (v)Ry=2.

3. 0 seguinte esbogo sera util. Suponha que a curvatura total é maior que = e « ndo
tem autointersecdes. Para obter uma contradi¢ao, proceda da seguinte maneira
(ver Figura B.12):

(i) Prove que existem pontos, digamos, P = «(0), @ = a(s1), s1 > 0
tais, que as retas tangentes 7» e Ty nos pontos, P e @, respectivamente,
sdo paralelas e ndo existe reta tangente a curva « paralela a 7p no arco

([0, s1]);

(i) Mostre que, quando s cresce, a(s) encontra T num ponto, digamos, R
(veja a figura abaixo);

(iii) 0arco a(—o0, 0) deve intersectar 7> num ponto S tal que R esta entre P
es,

(iv) Complete o arco SQ PR de o com um arco 3 sem autointersegdo unindo
R a S, obtendo, portanto, uma curva fechada C. Mostre que o indice de
rotagcdo de C' é maior ou igual a 2. Mostre que isto implica que « tem
autointersegoes, logo, uma contradigao.
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B.4. Capitulo 4 - P4gina 182

Figura B.12: Construgdo geométrica da sugestao

B.4. Capitulo 4 - Pagina 182 ]

1. Nao.

B.5. Capitulo 5 - Pagina 192 ]

1. Utilize o comprimento L = 12 na desigualdade isoperimétrica. A maior area
possivel é, aproximadamente, 11,46m?.

2. Seja C7 uma curva cujos extremos sdo A e B, com comprimento L, e tal que
acurva C' U Cy = D seja fechada, simples e regular. Segundo a desigualdade
isoperimétrica, a drea maxima delimitada por D ocorre quando D for um circulo.
Portanto, a curva C' é um arco de circunferéncia.

3. Considere A a area limitada por um poligono de perimetro menor do que [ e
Ac a area de um circulo cujo comprimento seja [. Sabemos pela desigualdade
isoperimétrica que

2

l2—47I'AC:0:>AC:l—<l2.
4
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396

.Emt=0,t=

Portanto, A < Ac < 2.

. Nao.

. Sugestao: Observe que o item (iv) é um caso particular do Teorema 5.6. Em se-

guida, mostre que os itens (i), (ii) e (iii) sdo equivalentes ao item (iv). Para isso,
nas equivaléncias (i) < (iv) e (i) < (iii), basta desenvolver o lado direito as
expressoes de cada um desses itens e observar que, apds os devidos cancela-
mentos, obtemos a expresséo (iv). Na equivaléncia (i) < (iv), desenvolvemos
o lado direito da expressao do item (ii) e observamos que ela equivalente ao qua-
drado da expresséao do item (iv).

. A demonstragao é andloga a demonstragao do item 5.

. Oitem (iv) do Exercicio 5 e o item (iv) do Exercicio 6 implicam, respectivamente,

L—VL%2—4rA L+VL2—4rA
Tint Z o €  Text S o .

Subtraindo a primeira da segunda e elevando ao quadrado, obtemos o item (i).
Tirando a raiz quadrada das expressdes nos itens (iii) do Exercicio 5 e (iii) do
Exercicio 6, temos

VEE—amA> A e Ve—wmmasc-2 @)

Tint Text

Somando as duas expressdes, e elevando ao quadrado, concluimos o item (ii). Fi-
nalmente, multiplicando as expressdes em (B.6) por ri,; € rext, respectivamente
e somando, obtemos o item (jii).

,(t=met=—.

VRS
Do



B.7. Capitulo 7 - P4gina 264

B.7. Capitulo 7 - Pagina 264 ]

9 —6sent
(5 —4sent)3/2’

B.8. Capitulo 8 - Pagina 359 ]

1. (i) Bastaobservar que k(u,t) = ﬁk(u, 0) e aplicar na equagé&o do fluxo.

(i) A curvatura do gréfico de f é

4. (i) k(t) =

f()
(1+ (f'(2))2)3/2
e o vetornormal é N = m(f’(x), —1) Substituindo na equagéo
k = ((0,1), N) obtemos

f"(x)

(e - "

que é equivalente a
d , B
o larctg(f1(2)] = 1. (B.7)

0 resultado é obtido integrando a equagéo (B.7), aplicando a fungdo tan-
gente em ambos os lados da equagao resultante e, entéo, integrando no-
vamente.

2. Observando que k(u,t) = L)k(u, 0) e que a fungdo f é homogénea de grau

o(t
m, obtemos aplicando X (u, t) = ¢(t)Xo(u) na equagéo do fluxo,

(0 X0 = (ikw, o>) - £ (k(u,0)) N 11, 0),

1
¢(t) (o)™
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3.
4.

398

visto que N (u,t) = N(u,0). Fazendo o produto interno com NNV, obtemos

(1, 0) .3)

(60)" () = N

Visto que o lado direito da equagéo (B.8) ndo depende de ¢ e o lado esquerdo
ndo depende de u, obtemos
f(k(u,0))
)¢/ (t) = ———=> = \ = constante. B.9
(60" (1) = "5 (5.9)
Os itens (i) e (ii) seguem da equagdo (B.9). 0 item (iii) é obtido realizando-se
procedimento anélogo ao dos itens (i) e (ii).

A= —(ab) /3.

(i) Por um lado, usando que X (s) = (z(s),y(s)) estd parametrizada pelo
comprimento de arco, temos

(@ 02)" = 2 + ) = 2@ a4 WP ) g0
=2+ 2(z2" + yy"). .

Por outro lado, visto que (z')2 + (v')? = 1 implica 2’2" +3'y" = 0, temos

k(X,N) = (2'y" — 2"y (=, 2"), (2, 9))
= (2'y" — 2"y ) (—ay + 2'y)

— _ww/y/y//‘i_ (x/)ny//_i_a;xll(y/)
I/ 2.1

= —ax'y'y" +yy" —y()*y" + 2" — 2" — 2 yy

— _:L‘J)/(y/y” —I—JJIJC”) _ yyl(xlx// + y/yl/) +.’L‘.T” +yy1/

2 _ x/x//yy/

— xm// "‘I'yy”-
(B.11)
Substuindo (B.11) em (B.10), obtemos o resultado.

(ii) Suponha que exista X um self-expander fechado e de classe C2. Substi-
tuindo a equagdo k = \(X, N) na equagdo (z2 +v?)" = 2 + 2k(X, N),
demonstrada no item (i), obtemos

2k2

(.CU2 + y2)” =2 + T (B12)



B.8. Capitulo 8 - Pagina 359

Integrando (B.12) de sobre X e usando que a é curva fechada, obtemos

2 £ 2 _ £ (s 2 S 2\ S
0<20+ 5 [THs = [P+ w0
= (L) + (1))~ (((0) + (5(0))) = 0.

Essa contradigdo mostra que néo existe tal curva.
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