Sistemas DinAmicos em dimens3o um

IMPA-Rio de Janeiro

4 de Novembro de 2014

IMPA-Rio de Janeiro IMPA



Artur Avila, Marco Martens e Welington de Melo

IMPA-Rio de Janeiro IMPA



Principais Areas

o Dinamica Unidimensional real e complexa

IMPA-Rio de Janeiro IMPA



Principais Areas

o Dinamica Unidimensional real e complexa

o Fluxo de Teichmuller, transformacoes de
intercambio de intervalos, bilhares poligonais.

IMPA-Rio de Janeiro IMPA



Principais Areas

o Dinamica Unidimensional real e complexa

o Fluxo de Teichmuller, transformacoes de
intercambio de intervalos, bilhares poligonais.

o Teoria Espectral dos operadores de Schrodinger

IMPA-Rio de Janeiro IMPA



Principais Areas

o Dinamica Unidimensional real e complexa

o Fluxo de Teichmuller, transformacoes de
intercambio de intervalos, bilhares poligonais.

o Teoria Espectral dos operadores de Schrodinger

e Sistemas Dinamicos conservativos.
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Principais Areas

Sistemas Dinamicos

o Modelar fendomenos evolutivos e deterministicos.

o Espaco de fase: Um conjunto X tal que um
ponto de X descreve completamente a condicao
do sistema.

o A lei de evolucao: uma funcao f: X — X que
descreve a evolucdo do sistema. Se no instante
inicial o sistema estava descrito por xg € X no
instante 1 estd descrito pelo ponto x; = f(xp).

o Objetivo: descrever x, = f(x,_1) quando
n — oo para quase toda condic3o inicial xg e

~
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Dinamica Unidimensional

Dinamica Unidimensional

o f:[0,1] — [0, 1] fungdo diferenciavel.

o f(x0) =x0 e |f'(x0)] <1 = xo € ponto fixo
atrator: f"(x) — xp para todo x préximo a Xg.

o f(x0) =x0 e |f'(x0)] > 1 = xo € ponto fixo
repulsor: a drbita de todo ponto x # xp préximo
de xp escapa de uma vizinhanca de xp.

o f'(xp) = £1: bifurcagdo, a dindmica local muda
com pequenas perturbacdes de f.
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Dinamica Unidimensional

A familia quadratica

f(x) = ax(1 — x)

a=1.45 a=2.75 a=3.2 a= 4
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Dinamica Unidimensional

periodo 3 — caos?

Periodo 3

x x X x
*, o ' %y o '
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o Suponhamos x, < xg < x1

o Iy = [x2, x0], h = [x0,x1]
o Entdo f(lh) D h e
of(/l) D hUh
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Dinamica Unidimensional

Um Lema elementar

N/

iK/

IMPA-Rio de Janeiro

IMPA

F)OK

l

dK' C I t.q.
fK') =K




Dinamica Unidimensional

period 3 =— qualquer periodo
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Dinamica Unidimensional

periodo 3 = qualquer itinerdrio =—> drbita cujo
fecho nao contém pontos periddicos = 6rbita
recorrente nao periddica.
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Dinamica Unidimensional

Sensibilidade com respeito a condicées
Iniciais.
o pequenas perturbacdes das condicoes
iniciais sao ampliadas exponencialmente
com a iteracao.

o Ccaos: a sensibilidade ocorre em um
conjunto grande de condi¢des iniciais (
medida de Lebesgue positiva).
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Dinamica Unidimensional

Teoria da Medida

o C familia de subconjuntos de [0,1] com as
propriedades:
@ C contém todos os intervalos;
@ se A € C entdo o complementar de A pertence a C;

© Se A;, i =1.2.... pertencem a C ent3o a unido U;A; pertence
aC.

o Uma medida de probabilidade é uma funcao
p: C —[0,1] tal que p(UiA;) =D 11(Aj) se os
A; sao dois a dois disjuntos

o A medida de Lebesgue é a medida m em C que
associa a cada intervalo o seu comprimento.
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Outras medidas

o Medidas atémicas: C C [0, 1] conjuto k pontos,.

1(A) = % x ndmero de pontos emAN C.

o Medida absolutamente continua (com respeito a
Lebesgue): 1(A) = 0 sempre que m(A) = 0.

Y

u(4) = [ dixya,
d(x) > 0.
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Dinamica Unidimensional

periodo 3 #- caos

o f2(x) = ax(1 — x) com atrator periédico de
periodo 3;

o B bacia de atracdo do atrator periddico;

o fato: o complementar de B tem medida de
Lebesgue zero;

o 1t medida atdmica com massa 1/3 em cada
ponto do atrator periddico entao

LA € A < 0 > p(A)

para todo x € B.



Dinamica Unidimensional

Dinamica estocastica

o f:[0,1] — [0, 1] exibe sensibilidade com relagdo
a condicoes iniciais.

e exite uma medida de probabilidade u
absolutamente continua com respeito a
Lebesgue tal que

%#{ff(x) € A0 <j < n}— p(A)

para quase toda condic3o inicial x.
o Jakobson (1981): o conjunto dos parametros
a € (0, 4] tal que f, é estocéstico tem medida de
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Dinamica Unidimensional

Theorem (Avila-de Melo-Lyubich+ Avila-Moreira,)

Em uma familia tipica de transformacdes unimodais,
o conjunto dos parametros para os quais a dinamica
é ou regular ou estocastica tem medida de Lebesgue
total no espaco de parametros

Observacao: o complementar dos regulares+
estocdsticos tem medida de Hausdorff positiva.
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Dinamica Unidimensional

Problema aberto: estender teorema anterior para
familias tipicas a dois parametros de transformacdes
bimodais, mais geralmente, para familias tipicas a k
parametros de transformacbes com k pontos
criticos.
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Dinamica Unidimensional

Renormalizacao : dindmica no espaco dos
sistemas dinamicos.
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional

Milnor-Thurston

PARAMETER SPACE PHASE SPACE
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Dinamica Unidimensional

PARAMETER SPACE PHASE SPACE

- 2 0 1
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Dinamica Unidimensional
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Dinamica Unidimensional

Dinamica do operador de
renormalizacao: Horse Shoe
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Transformacdes de intercambio de intervalos

Transformacoes de intercambio de intervalos

o f:[0,1] — [0, 1] bije¢do com d pontos de
descontinuidade cuja restricao a cada um dos d
intervalos é uma translacao.

o f =1f(0,\), 0 permutacdo dos d intervalos,

A E Ri vetor dos comprimentos dos intervalos.

o Espaco de dimens3o finita de sistemas
dinamicos.
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Teoria espectral dos operadores de Schr” odinger

Operadores de Schr” odinger quasi-periddicos

o Espaco de Hilbert
H={u=(un)in€Zu, €CY |uy]’| < o0}

o Potencial:
V:R/Z - R
o O operador:
(H(u))p = ups1 + up_1 + V(na)u,

« irracional.
o Operador "almost Mathieu”
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Teoria espectral dos operadores de Schr” odinger

Teoria Espectral

o Espectro de um operador H: H — H
o(H) ={X € C; H — Al real nao tem inversa
continua }

o H auto-adjunto = o(H) C R.

o medidas espectrais: a cada hH esta associado

uma medida pp no espectro de H tal que
< h,f(H)h >= fJ(H) fd .
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Teoria espectral dos operadores de Schr” odinger

o medidas espectrais absolutamente continuas:
particula quantica se movimenta livremente
como os elétrons em um metal.

o medidas espectrais discretas: estado ligado
como um elétron em um material isolante.

o medidas espectrais continuas singulares: sem
interpretacao fisica.
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Teoria espectral dos operadores de Schr” odinger

Theorem (Avila)

Em uma familia tipica a um parametro de operado-
res de Schrodinger, para todo valor do pardmetro
ou as medidas espectrais sao todas absolutamente
continuas ou s3o todas discretas.
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Teoria espectral dos operadores de Schr” odinger
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