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1. A Curva de Pierre Bézier e os polindmios de Bernstein
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Do ponto de vista histérico, o que hodiernamente é conhecido como curva de
Bezier foi objeto de um estudo quase concomitante, no contexto da industria
automotiva, por parte de um engenheiro da Renault, Pierre Bezier, como também, por
parte do matematico e fisico P. Casteljau (GUILLOT, 2008, p. 3). Seu uso pode ser
evidenciado hd décadas em varios ramos de pesquisa (PRICOPIE & UDRISTE, 2013;
YANG, 2013), como em Matematica Aplicada, Industria Automobilistica, Arquitetura e

Design Computacional (DUCAN, 2005; FARIN, 1986; FORREST, 1972; WATT, 2000).

Por outro lado, nossa discussdo busca enfatizar uma abordagem para o ensino
no contexto do Cdlculo, elegendo a visualizagdo como componente imprescindivel,
tendo em vista a mobilizacdo de um entendimento, por parte do estudante, de natureza

intuitiva e tacita. Para tanto, destacaremos o algoritmo de Casteljau, que permite avaliar

um ponto qualquer de uma curva C".(t), correspondentemente ao pardmetro t €[0,1]

(RISKUS, 2006).

O algoritmo Casteljau que é formalmente descrito do seguinte modo:

, com a condicdo em que

P't)=@0-t)-R({t)+t-RI ()
P°(t)=PR

(1<r<ne0<i<n-r)(FARIN, 2002, p. 45).

Ele foi empregado para a obtencdo da construcdo que indicamos na figura 1. A
descricao anterior é comentada e aplicada, sem ulteriores implica¢des, por Vainsencher
(2009, p. 116-117). Sua abordagem é desenvolvida no contexto de estudo da Geometria

Algébrica - GA. Seu intuito é explicado no seguinte excerto:

As curvas de Bezier servem a um propdésito semelhante, com certas vantagens
computacionais e estéticas. Sdo dados os pontos distintos

Pl=(X1,y1),P2 =(X2,y2),P3 =(x3,y3),...,Pd :(xd,yd), mas agora

contentamo-nos com uma curva racional que se “ajuste visualmente” a
distribuicdo grafica dos pontos.

Vale observar o apelo perceptual indicado acima por Vainsencher (2009). Como
indicaremos ao longo do mini-curso, a familia de polindmios de Bernstein, denotada por
n.i n-i n! [ n-i . . L.
B,t)=|. [t'A-t)"" = ﬁ t'(@1-t)"" (*), admite e possui uma série de
’ | Hn-1)!
3
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propriedades formais que, se tornam visuais, na medida em que empregamos a

tecnologia. Na figura 1 registramos as possibilidades da tecnologia dos anos 80.

Barnstein m:$
1

Barnstein a:d
]

Figura 1. Visualization of a twisted curve inside a rectangular parallelepiped in three-space and the
Bernstein’s polynomials (BARSKY, 1985, p. 3-6)

No que concerne a familia que indicamos em (*). por exemplo, acentuaremos as
suas propriedades relativas: a particdo da unidade; seu carater de recursividade;
propriedade de base para espaco vetorial; seu carater de positividade; seu carater de
simetria; propriedades de aproximacao de funcdes continuas. Sua formulacao foi devida
ao matemadtico Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968), nascido em Odessa, na

Ucrania.

Na figura 2, divisamos a aplicacdo da nogdo de polinbmios de Bernstein para a
descricdo do algoritmo de Casteljou, empregado massivamente na industria
automotiva. Vale observar que tal algoritmo, quando aplicado no espaco IR?, produz
determinadas deformacgdes. Por outro lado, desde que o conjunto de polindmios de
Bernstein constitui também uma base para o espaco vetorial das funcdes de grau no
maximo ‘n’ podemos, assim, descrever toda curva de Berzier como uma combinagao

desses elementos (como indicamos em (*)).
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Figura 2.Texto de P. Casteljau de 1963 que emprega a no¢ao de polindmios de Bernstein
(ISMAIL, 2013, p. 9)

A abordagem de Casteljau é baseada na escolha de pontos de controle. De modo
sucinto, para um certo valor t€[0,1], o algoritmo avalia e subdivide uma curva de
Bezier. Com recurso nesse instrumento conceitual, podemos conduzir o aprendiz, passo
a passo, na obtencdao de uma parametrizacdao. Nao obstante, advertimos o grau de
inexequibilidade do algoritmo sem um expediente que empregue um software para o
calculo dos procedimentos que dependem da quantidade de pontos iniciais de controle
(ALVES, 2014b). Ademais, determinados calculos, tendo em vista uma descricdo
dinamica com o software Geogebra, requerem a exploracdao de outro software que
realize operacdes algébricas (ALVES, 2013).

Vamos considerar a seguinte curva algébrica plana

—2X* —5xy+4y® +x—5y+15=0 descrita em coordenadas Cartesianas. Neste
caso, sem maiores detalhes, tomaremos a seguinte substituicdo y=t(x—2)+3 e
substituindo na primeira equagdo, teremos: —2x* —5xy + 4y’ + Xx—5y+15=0 <

2 2
—2x% =5x(t(x—2)+3)+4(t(x—2)+3) +x-5(t(x—2)+3)+15=0«>

(x—2)=0ou

(x—2)-(-2x—5xt +4t’x —8t* +19t -18) =0 —
(—2x —5xt +4t°x —8t* +19t —18) =0

E facil verificar, do ponto de vista aritmético, que o ponto (2,3) satisfaz a

equacao inicial.
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18 -19t +8t>

Por outro lado, se (-2x—5xt+4t’x—8t* +19t-18) =0 > x() =————-.
—2-5t+4t

1819t +81 ]+3— A6 (0= (). (0) ¢

Por fim, encontramos que Y(t) =t = .
que ¥ [—2—5t+4t2 47 —5t-2

uma curva parametrizada no parametro t e (—o0,—0.319) U (-0.319,1.569) U (1.569, +o0)

, 0 que corresponde a restricdo 4t —5t—2 0.

Ora, com origem no procedimento standard hora desenvolvido, destacamos dois
aspectos: (i) todas as inferéncias produzidas foram apoiadas num conhecimento de base
I6gico-matematica; (ii) os dados e as operacOes realizados sobre os registros, inclusive

sua forma final a(t) = (x(t).y(t)) em nada proporcionam uma apreensdo perceptual das

propriedades qualitativas descritas.

Por outro lado, outros recursos de representacao, que nao aqueles de natureza
restritivamente algébrica, podem atuar como elementos impulsionadores para um
entendimento heuristico. Neste sentido, acentuamos a disposicdo da figura 3, que
detém um papel mnemonico que serve como recurso ao entendimento da expressao
(*). Neste caso, ndo divisamos propriamente um argumento matemadtico e, sim, um
instrumento (ou representacdo) que proporciona agregarmos outras formas de

significacdo para a esta defini¢cao formal.

B (&)

l—t‘/

B, @® 4 B,® :

l—t‘/ \ ‘/ \.

By, () ; B ,® ; B, (D P
1—+¢
1—¢ By:(D) ¢ B () t By, Fa B, : (D) t
< N N NN
By, B, @) B, (D : B, () P B, (@

YN v N N N e N

Figura 3. Disposicdo mnemonica para a obtencdo dos elementos da familia de polinémios de
Berstein (*)
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Antes de prosseguirmos, todavia, cabem dois exemplos que
justificam/proporcionam parte de nossa abordagem de aplicagdo e exploragdo do uso

do software Geogebra. O primeiro exemplo é formalmente conhecido como o envoltdrio

convexo de um conjunto de pontos X = (X, X,,..., X,) € IR".
0] mesmo é definido como sendo o conjunto
n
CH(X)= {aox0 +a X +---a X, | Zai =1 a = 0} — IR™ (SPENCER, 1994, p.
i=0

7). Ademais, desta definicdo, podemos entdo enunciar o seguinte teorema:
(propriedade do envoltdrio convexo): Todo ponto de uma curva de Bezier C"(t) esta

no envoltdrio convexo definido pelos seus pontos de controle. Em outras palavras, para

todo te[0,1], C",(t) eCH(P,, B, P,,...,P) = IR".

Na definicdo formal anterior é flagrante a inexisténcia de qualquer apelo ou
recurso a visualizagdao, tendo em vista lidarmos com um espago n dimensional. O
segundo exemplo refere-se a outra no¢do da familia de polinbmios de Bernstein (*). Na

figura 4 visualizamos as familias indicadas por B, ,(t), B, ,,(t), B, ,,(t) . Mostraremos

nas proximas secbes que para ordens elevadas, o uso dos Geogebra se mostra

inexequivel (ALVES, 2014b).

B ,(f)

0.81

067

0.4+

029

i1 /// /
2 ERRENEL o ]
02 04 06 08 f

Figura 4. Visualizagdo dos polindmios de Bernstein de ordens 4, 14 e 24 com recurso em um software de
computacdo algébrica CAS Maple
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A positividade dos primeiros elementos da familia (*) pode ser diretamente

observada nas expressoes:

BO,l(t) =1-t, Bl,l(t) =t Bo,z(t) = (1_t)2’ By (t) =2t1-1), Bz,z(t) =t%,
Bys(1)=(L-1)°, Big(t) =3t(L—1)* B, (1) =3t*(1-1), By (1) =t°.

Ora, com a condicdo em que 0<t <1 podemos inferir faciimente, com origem

na figura 3, carater de positividade da curvas B, ,(t), com 0<i<10(em cor azul claro),
bem como as curvas B, (t), com 0<i<2(em cor vermelha). O cardter de dinamicidade

do gréfico nos permite acompanhar a evolugdo do trago de cada elementos da familia.

+ 7 Bezier Z.gsb
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A s e ' - f G e
|I %J . _l /_‘ L] J)'_l GO & | alll| U (ame 222 il 3
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14 Baalt) =1—1¢
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Figura 5. Visualizacdo de propriedades relativas aos polindmios de Bernstein e sua positividade

Na proxima sec¢do, acentuaremos propriedades formais relativas aos polinémios
de Berstein. Observaremos que tal familia apresenta um papel importante na teoria da

aproximacao desenvolvida por Weierstrass.

2. Algumas propriedades dos polindmios de Berstein
Com origem na definicdo (*), facilmente  concluimos que

Bo,l(t) =1-t, B1,1(t) =1, Bo,z (t)= (1_t)2! Bl,z (t) =2t1-1), Bz,z(t) =t%, Bo,3(t) = (1_t)3' 81,3(0 = 3t(1_t)2

, B, 5 (1) =3t°(1-t), B, 5 (1) =1t>. Uma propriedade recursiva refere-se & seguinte
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igualdade B, ,(t) =@Q-1)B, () +tB_, ,(t). Com efeito, partimos da expressao ao
lado direito, observando que:

n-1 N n-1) ., o
1-0)By 1 () +1B, 1,4 (1) =(1—t)( ) jtk(l—t)” . +t(k th L —f)n kD —

n-1 n-1 n-1 n-1 n
=[ ) jt"(l—t)”"‘ +t[k_th(l—t)""‘ =([ y ]{k _thk(l—t)”"‘ =[kjtk(1—t)”‘k
=B, (1)

Outra propriedade que pode ser inferida a partir da férmula recorrente
B.,()=@1-t)B ,(t)+tB_, ,(t) € ndo negativo. De fato, supondo por indugdo,
facilmente, com origem nos casos iniciais By, (t) =1-t>0,B,,(t) =t >0. Por intermédio
do passo indutivo, vemos que B, (t) =(1-t)B, ,(t)+tB,_, () =0.

Ora, podemos extrair outras propriedades. Por exemplo, vamos admitir que vale a

seguinte igualdade ) c,x'(1-x)"" =0 para qualquer x(0,1). Tal expressdo, vamos
i=0

dividir pela poténcia (1—x)" e escrever »  ¢x' % =Y cx'(1-x)" =0 e, no passo
i=0 - i=0

seguinte, substituiremos y = % 2 eX(1-x)"=04> ) ¢y =0. Agora, tendo em
i—0 i=0

n
vista a expressao Zciy' =0, paratodo y >0 deverd ocorrer, de modo irremedidvel que
i=0

todos seus coeficientes séo nulos, isto é, escrevemos ¢, =¢, =¢, =---=c¢, =0.

n
Tal fato mostra que dispomos de uma base. Outra propriedade relevante para 0s
polinbmios de Bernstein diz respeito ao fato de ser uma particdo da unidade. De fato,

basta ver que D B"(x) = (x+(1-x))" =1"=1,
i=0

Claramente, vemos que os polindmios de Bernstein sdo simétricos relativamente

ao seguinte sentido B (t)=B,; (1-t). Ademais, eles gozam da propriedade

n—i,n

B «(0)=0,, e B (1) =5, , (deltade Knonecker) e sdo ainda limitados, segundo a restri¢ao

[0,1]. De modo detalhado, podemos inferir a seguinte propriedade

k
B, . (t) :Z B, (1 (t) . De fato, escrevendo a soma parcial:

i=0

i
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Z B« (1) :Z[(l_t) B0+t Bifl,kfl(t):l =

k-1

= (1_t)[2(1_t) B va(t)+t- Bk,kl(t):| +t- |:kz_i(1_t) By () +t- Bl,kl(t)} =

i=0 i=0

= (1—t)21: B xa(®) +tZ B .= (1—t)Zl: B4 (D) +tZl: Bia(t)= le Bi k()

Agora, desta desigualdade, calculamos as seguintes somas parciais:
n n-1 n-2 2 1
2. Bn® =B, ()= B, ) ="=>B,t)=>B,t)=1-t) +t=1.
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

n
i

N n-i 1S [ M=)
Por outro lado, podemos escrever B,  (t) = : t@l-t)"' = t Z(—l) K =
k=0

S (1) =g () e s (R e

. C k—i n k k .
Ora, a igualdade Bi’n(t):Z(—l) e t* e o fato de que o conjunto

i=k
p= {1,t,t2,...,t”} constitui uma base para o espaco vetorial das fun¢des polinomiais de
grau menor ou igual a ‘n’, descrevem a propriedade relativa a qual todo polindbmio pode
ser escrito em termos da base . Observamos que empregamos o Teorema da

expans3o binomial no desenvolvimento da expressdo (1—t)"*.

Do ponto de vista da computagao grafica, a propriedade da particdo da unidade

é relevante, quando empregamos os polindbmios de Bernstein como modelo geométrico.

Num outro sentido, podemos reescrever (**), do seguinte modo: t* =t -(tk*l) =

10
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:tzn:_ L (n=ksD g B (-t Z i! (k=D)!(n—k +1)!

S i-k+D)! n(n-D--(i+D) Zwoi—k=y  m o oml

iy -gle)
=tz (k- 1)|(| k+1)! B (1) ti .n_l(t)=Zn‘, k_lt-Bi_l,H(t)

()

(k- 1)'(n' K+1)! - j

iy gl
S aoyn Ba0= 3 0

Hey

Agora, vamos verificar a propriedade de independéncia linear dos polinémios de

Bernstein. De fato, se existem constantes c,,C,C,,...,C, e assumimos a seguinte
igualdade: 0=¢,B, ,(t)+cB,,(t)+c,B, (t)+...+c B, () +c,B, (). Veremos que a

Unica possibilidade é aquela em que todos os escalares sdo nulos. Para verificar tal

ilacdo, escrevemos a seguinte expressao:

0 = C0 BO,n (t) + ClBl n (t) + C2 BZ n + CSB3 n t) + C4 B4,n (t) Toot Cn—ZBn—Z,n (t) + Cn 1Bn -1,n (t) Cn Bn,n (t) ©

gl shrefer b))

o A S

Por fim, usamos fado que a base S é L.l. assim deveremos ter ainda que:

A5

Ora, de imediato, obtemos que ¢, =0. A partir disto, substituiremos nas expressoes

remanescentes, para inferir que ¢, =0. Assim, repetindo o mesmo procedimento,
concluiremos que ¢, =¢, =c¢, =...=c, =0 e segue o resultado.

No ambito da Matematica Aplicada, as propriedades registradas ha pouco, bem
como outras, sdo empregadas no tratamento de imagens. Logo abaixo, vemos um artigo
devido a Berstein, envolvendo propriedades atinentes ao teorema de Weierstrass. Logo
adiante, na figura 6, divisamos a estabilidade adquirida no processo de aproximacéo

polinomial convencional e, 0 mesmo envolvendo polindmios de Berstein.
11
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Demonstration du théoréme de Weierstrass fondge sur
le calet! des probabilités.

Je me propose d'indiquer ane démonstration fort simple du théoréme
suivant de Welerstrass: |

8i F(x) est une forction continue queleongue dans Pitervalle 01, 1
est {orjonrs possible, quel que pelil que soil e, de délerminer tn polynome
Er) = age* 4 a1 4. aq de degré n asses élevd, fel qu' on aif

| F(z) -~ Eyfx)| <¢

i ot point de Uintervalle consuléré.
A cet effet, jo considbre un évenement A, dont la probabilité est
dpale & x. Supposons qu'on effectue n expiriences &b qua l'on convienna
m L]
de payer & un joueur la somme F (ﬁ), s I'dvenement A se prodult m
[oie, Dans cos conditions, Vespérance mathématique K, du joveur aura
pour valeur -
.F. ﬂ;‘iF[m C'“I.' 1 .:--1_'}"—“ “}
J‘=u2:|ﬂ ;I:)I " Il:. I
Or, il régnlte de la continuité de la fonction F'(z) qu'il est possible
de fixer nn nombre d, tel que I'inégalité

EEEAT ’
eftraing o
‘ Fla)=F(a)| <5:

dp sorte que, si F(z) désigne le maximum el F(z) le minimum de Fix)
dans l'intervalle (2-=-d, x-4), on & '

F) - F@) < ;. Fiy— Fly <. (2

2

S. N. Bernstein, Comm. Kharkov Math. Soc. (1912)
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Figura 6. Visualizagdo comparativa entre o processo de aproximacao polinomial de classico com outro
processo envolvendo aproximagdo por intermédio de polinbmios de Berstein

3. Avang¢os na Tecnologia atual

Em computacdo grafica e Design, as curvas acima sdo bastante empregadas no
que concerne ao processo de aproximacdao de figuras (DUCAN, 2005, p. 123). No
préoximo exemplo, indicaremos duas possibilidades de se descrever o traco relativo a
uma curva de Bezier. No primeiro caso, enfatizamos fortemente as propriedades do
polindmios de Bernstein e propriedades analiticas do Calculo. Por outro lado, no
segundo caso, empregaremos apenas o algoritmo de P. Casteljau, desenvolvido na

década de 60 (FARIN, 2005).

13
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Ora, outras complexas aplicacbes podem ser encontradas na literatura cientifica,
no que concerne ao estudo de curvas de Bezier e dos polindbmios de Bernstein. Por outro
lado, neste trabalho apresentamos algumas aplicacdes que exigem pouca sintaxe e
dominio de ambos os softwares de matematica. Deste modo, sugerimos uma via de
exploragdao de nogdes complexas, que admitem uma interface com vdrias outros ramos
de investigacdo e que admitem um via de transposi¢cdo didatica numa aula de CVV

(ALVES, 2014a).

Figura 8. Superficie de Bezier com CAS
Na computacgao grafica, como indicamos logo abaixo, a no¢ado de curva de Bézier

foi empregada para a obtengdo de objetos tridimensionais, nesse caso, falamos da

superficie de Bézier.

Figura 9. Processo de aproximacao por meio da superficie de Bezier em 3D
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Figura 10. Processo de aproximacao por meio da superficie de Bezier em 3D
4. Exemplos de uso dos softwares GeoGebra e o CAS Maple

Em nosso approach, devido a determinadas limitagdes na construgdo de curvas

de Bezier, de grau elevado, o GeoGebra ndo proporciona a descricdo analitica que

indicamos em (*). Dai, realizamos as contas do algoritimo interado e o observamos na

figura 11.
b x
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Figura 11. Descricdo analitica de uma curva com o auxilio do CAS Maple
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Figura 12. Visualizagdo de uma superficie gerada pela rotacdo de uma curva de Bezier com o
GeoGebra 3D
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Figura 13. Visualizagdo de uma superficie gerada pela rotacdo de uma curva de Bezier com o
GeoGebra 3D
Na préoxima secdo, trazemos alguns exemplos de aplicacao.
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Exemplo 1: Vamos, pois, considerar 0s pontos:
P =(30);PR,=(0,1);P, =(-10); P, =(0,-1); R, =(3,0). Neste caso, sabemos que os
polindmios de Bernstein constituem uma base para a representacdo dessas curvas.
Deste modo, avaliamos os elementos da base a partir da expressdao obtida por
(I-t)+t) =1 (QA-t)+t)* =1"=1 o que produz as expressoes:
[A-t)*, 4t(1-t)°,6t°(1—t)?,4t°(1—1),t*]. Doravante, escrevemos as seguintes

componentes de nossa curva a(t) = (x(t), y(t)):

X(t) = (1-1)* x3+4t(1-t)* x 0+ 6t (1—-t)? x (1) +4t3(1-t) x 0+ t* x3=12t* 12t + 3
y(t) = (1-1)* x 0+ 4t(1—t)* x1+ 6t (1—t)? x 0+ 4t3(1—t) x (1) + t* x0 = 8t° —12t* + 4t

Deste modo, conseguimos a seguinte parametrizagdo «a(t) = (x(t), y(t)) . Agora,
temos o vetor velocidade «'(t) = (x'(t),y'(t)) = (24t —12,24t> —24t+4) e

facilmente podemos efetuar/realizar o estudo do sinal de suas funcdes componentes.

De imediato, obtemos que 24t-12=0t=1/2 enquanto que

3-3 3+4/3

24t —24t+4=06t, =—— et, = :
6 6

Tabela 1: Descrigao do trago da curva a partir das componentes do vetor velocidade.

Valores do  pardmetro | t <t t<t<1/2 12<t<t, t, <t

te[0,1]

Estudo do sinal X'(t) — —+ +

Comportamento de X(t) Decrescente Decrescente Crescente Crescente
<— <— s N

Estudo do sinal y'(t) + - - +

Comportamento de Y(t) | Crescente Decrescente Decrescente Crescente
0 \ \ 0

Vetor resultante £— — —

1 1 1 \T \l’/ X\L ;
a'(t)=(x'(t).y'1)

Fonte: Elaboragdo propria
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Agora, com origem na tabela acima, convidamos o leitor ao entendimento da
figura abaixo. Assinalamos, todavia, que apenas recorrendo aos conhecimento do CVV,
elaboramos a tabela 1(ALVES, 2014b). Com arrimo da figura 1, indicamos os vetores

velocidade relativamente a cada trecho de variagdo correspondente ao parametro

t €[0,1]. Com efeito, para t <t,, divisamos que o vetor resultante se descreve por \.

Seguindo os valores crescentes do parametro, para o intervalo t <t<1/2,
inferimos também, com origem no sinal das fungdes x'(t) e y'(t) que o comportamento

resultante é do tipo . Ora, com origem na coluna trés, relativamente ao intervalo

1/2 <t <t,, inferimos que o vetor resultante se comporta como .

Por fim, no trecho t, <t, inferimos que o resultante obtido é do tipo .

Finalmente, a partir da informacdo desses vetores, podemos marcar as regioes (fig. 1)
na tela do Geogebra, que enumeramos por 1,2,3 e 4. Desta maneira, apresentamos na
figura 1, 0s dados visuais relativos a parametrizacdo
a(t) = (x(t), y(t)) = (12t* —12t + 3,8t> —12t* + 4t) . Assinalamos neste caso que Os
conhecimentos do Calculo em uma varidvel foram reutilizados no contexto do Calculo

em varias variaveis. Na figura 1 indicamos ainda o trago restante da curva, para valores

do parametrot >+w e t > —0.

@ Rederni

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Paonto F Entrar.

XV /V '/V bv @V @V ,i; xv ABC | 222 =S (122°- 12a + 3, 3a° - 12a% + 4a) <‘:'. f

— Propriedades Aplicar
~ Janela de Visualizagdo *| | = Janela de Visualizagdo 2 b3

a’(t) = (='(t),v'(¢))

@' (t)

0z o 0.2 04 o8 GE:] 1 12

Entrada;

B

Figura 14. Obtengdo do traco de uma curva com o uso dos polindmios de Bernstein e o Calculo
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Por outro lado, com o origem nesses pontos de controle, empregamos o
algoritmo de Casteljau na figura 1, ao lado esquerdo. Visualizamos, agora, o processo
construtivo e de aproximacao por meio de uma familia de poligonais e curvas de ordens

inferiores que irdo compor, paulatinamente, a curva de Bezier final, com quatro pontos

controle. Forneceremos maiores detalhes desse algoritmo na secao seguinte.

(¥4 Redefinir
Ponto N

(-1 -0 -HE-3-F) - Pt E )+ - D+ 1)+ 10 -1 1+ 1+ 38, (-8 ((1-1) (2- 2+ (T - 1R -FP+ {01 - ((1-1F-F) + 1 (-1 -+ 1A
Propriedades... oK Cancelar Aplicar

t=10.56

35 -1 0 1 3 3 4

.\ Curva de Bezier -0.54
com 4 pontos controle

Entrada;

Figura 15. Exploracdo de um método construtivo para a obtencdo da curva com o Geogebra

Na préxima secdo, vamos apresentar, de modo pormenorizado, os calculos
empregados para a obtencdo da construcao dindmica que divisamos acima. Na figura 2,
indicamos em cor azul, a curva de Bezier, parametrizada do seguinte modo:
(x(t),y(e)=((1-t) (1-t) (1-t) (3-3t) - )+t (-(1-t)t+t (-1 + 1))+t ((1-t) (-(1-t)t +
t(-1+t)+t((1-t)(-1+t)+3t)), (L-t)((1-t)(2-2t)t+t((1-t)>-t3))+t((2-t)((1-
t)2-t)+t(-(1-t)t+t(-1+t))) (¥

Exemplo 2: O algoritmo construtivo e recursivo de Casteljau permite a visualizagdo das

recomendacdes sugeridas na secdo passada por Vainsencher (2009).

De fato, inicialmente, consideramos o caminho poligonal determinado pelos
mesmos d —1 segmentos iniciais. Analiticamente, escrevemos as seguintes expressoes:
o1 () =A-DR +tR;0;(1) = A1, +tP,;- - oy, (1) = AL-1) P, +1F,.
No passo seguinte, devemos substituir cada par de segmentos consecutivos de
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poligonais por meio do seguinte passo de interpolacdo. Neste caso, tomaremos uma

parabola do seguinte modo: o7 (t) = (1—t)o; (t) +to; (t); o5 (1) = L—t) o3 (1) +toy(t) ;
A 6573 (t) = (1_t)0§73(t) —|—t0'372 (t); Gciz (t) = (1—t)0'372 (t) +taéfl(t) .

Vamos tomar, pois, o seguinte exemplo ilustrativo com os seguintes pontos
controle B, =(-11),R, =(0,0),R, =(-1.2,-1.2),P, =(2,-1.5). Facilmente,
encontramos na primeira etapa que:
o (t)=1-t)B +tP, =(1-t)- (<L) +t-(0,0) = (t—11-t);

o) =@AQA—-t)R, +tR, = (1—t)(0,0) +t(—1.2,-1.2) = (—1.2t,—1.2t) e

oA(t) =(1—t)P, +tP, = (L-t)(-L.2, -L.2) +1(2, -L.5) =(3.2t-12, 0.3t-1.2) .

No passo seguinte, fazemos as contas:
ol (t) = (1-t)(t-11-t)+t(-1.2t,-1.2t) = (-2.2t° + 2t -1, -0.2t° -2t +1) e vale que
o (t) = (L-t)(-1.2t,-1.2t) +1(3.2t —1.2,-0.3t —1.2) = (4.4t> - 2.4t,0.9t> - 2.4t) . Finalmente,
encontramos a seguinte parametrizacdo cubica de uma curva
ol (t) = L-t)o’ () +to? (1) = (6.6t° —6.6t° +3t —1,1.1t° —0.6t* —3t +1) .
Vamos tomar de novo outro conjunto de pontos controle descritos agora por

Q =(-10),Q,=(0,0),Q,=(12),Q, =(2,0).

Seguindo o mesmo procedimento, nds estabelecemos na primeira etapa que:
o7 (t) =(1—t)(-10)+t(0,0) = (t—1,0);
;05 (t) = (L—1)(0,0) +t(L, 2) = (t, 2t); o5 (t) = 1 —1)(1, 2) +t(2,0) = (1 +t,2—2t) . Na
segunda etapa, determinamos ainda as seguintes expressdes
ol (t) = (L-t)(t-1,0)+t(t,2t) = (t, 2t*); o7 (t) = (L-t)(t, 2t) +t(L+1,2—2t) = (2t, 4t —4t%) e,
por fim, obtemos a forma cubica de Bezier relativa a expressdo

op (t) = L—t)(t, 2t%) +t(2t, 4t — 4t%) = (t +t*,6t> —6t°) .
Ora, os procedimentos analiticos que executamos dizem respeito a curva de

Bezier r(t) de grau n que é representada por r(t) = Zbi B,

i,n
i=0

(t) sob a condigdo 0<t<1
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. Desta definicdo preliminar, podemos inferir que uma curva de Bezier € um polin6mio,

cujo grau e uma unidade a menos do que a quantidade de pontos controle escolhidos.

Quando lidamos com uma pequena quantidade de pontos de controle, se torna
facil empregar o procedimento intuitivo e recursivo, indicado por Vainsencher (2009, p.
116-117). Por outro lado, o leitor pode tentar a descricdo de uma curva de Bezier com
uma quantidade elevada de nimero de pontos controle e, por esta via, observara as
limitagGes relativas ao cdlculo algébrico do software Geogebra. Na figura 3 exibimos

curvas de Bezier de graus 2 e 3, como também visualizamos seu envoltdrio convexo.

" Berstein_1.ggh

Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A i . L] - "3‘
"/{f b"@@‘&\”c—i ‘%‘ ) &
Y ¥ — ¥ v YV V v v ¥ v ad
¥ Janela de Visualizagao * Janela de Visualizagdo 2
LE L
t=0.68 P
—_— 475’(. 3
4.
b, PO)= (1= 0+ 2A(1- P 4P, "2
’ Cubic Bézier C
ek upic oezler Lurve
Quadratic Bézier curve q
PD
D Li
A N T S R PR B S S
2 o 2 n P =t P+ 31— )Py 3t (1 - t)* P+ (1 1)°Py
Ertrada: ‘ ]
Figura 16. Visualizacéo da curvas quadrica e cubica de Bezier e seus envoltérios
Exemplo 3: Escrever as curvas de Bezier indicadas abaixo na forma matricial
a) P(t)=(1-t)P,+tP;
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b) P(t) = (1-1)* P,+2tP, +t°P,;

c) P(t)=(L-1)°P,+3t(L-1)*P, +3t*(L-t)P, +t°R,.

Sol. Vamos tomar apenas o ultimo exemplo e notar que:

-1 3 =31 P

a2, | 3 -6 3 0 Py
POy=@E 161 | Z3 5 o ¢ P
1 0 0 0 Py

P(t)

Acima indicamos a Matriz de Bézier.

T" - Myesier - P.

Exemplo 4: Consideremos os quatro pontos de controle (1,-2);(-1,-2); (L 2);(5,2)

determinar a base correspondentes aos polindbmios de Berstein e a parametriza¢do da

curva de Bezier. Por fim, obté-la com o GeoGebra.

Sol. Nesse caso, avaliamos que

Bys(t) = C3t°(1 =) = (1 —1)° Bys(t)=1—3t+ 32— 3
By(t) = C3t'(1—1)*~" =3t(1 — ) Bis(t) = 3t — 612 + 313
Bys(t) = Ci (1 — )2 =313 (1 — 1) Bs5(t) = 3t2 — 37

Bss(t) = (1’? t:i'[] - f}s-ﬂ =’ B s(t) = t*

Por fim, dadas as propriedades anteriores de constituir base, escrevemos ainda

que:

OM(t) =(1—3t+32—1%) (_12) + (3t — 61> + 3t%) (:E) + (312 — 3t%) (;) + (

o - {*

=

—

-

—
L.

1—6f+ 1212 — 243
—2 4+ 1242 — 82
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Exemplo 5: Na figura 5 exibimos a construcdo de uma curva de Bezier com nove pontos
controle. Observamos o trabalho da obtencdo paramétrica dos pontos

{R,R.P,P,...R}.

Na figura indicamos ainda a sintaxe exigida pelo CAS Maple afim de

desenvolvermos o processo recursivo até a obtencao da parametrizagao do ponto que,

dependendo do parametro 0 <t <1 descreve a trajetéria que divisamos na figura 5 ao

lado direito.
" Bezier_nine.ggh Z E [Z|
Arguivo Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
* - ] _ "'3
ORENRCEEANEEE e
v v p— ) ) W W ) W o o
~ Janela de Visualizagio * Janela de Visualizagdo 2
L |
P

34 Se Bezier curve with
A nine control points

|Cuwa[(1-t]‘((1-t]"((1-t)"((1-t)‘((1-t]‘((1-t]‘((1-t]"([1-t]"[t-4]+t'(-3+2 D14 -T2 DD (32t E- )10 @ 1)+t 5 | ©

Exemplo 5: Criar uma base de ordem 3, 4 e 5.

Notamos que 1=1..(1-t)+t=1«<[(1-t)+t]® =1° =1. Dai, fazendo as contas, vamos

encontrar que [(1-t)%,3t(1—t)*,3t*(L—t),t%]. As outras s3o analogas.
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