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Apresentacido do problema
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Apresentacao do problema

O problema dos mapas consiste em reponder a seguinte pergunta.

Colocando-se dois mapas do Brasil, com escalas diferentes,
sobrepostos de forma que o menor deles esteja inteiramente
contido sobre o maior, podemos encontrar algum ponto que
coincida com ele mesmo em ambos os mapas?

Vimos que este problema tem solucdo e esta solucdo pode ser
obtida através de uma construgdo geométrica.
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Descricao algébrica para o problema

Algebricamente, queremos determinar um par ordenado (x*, y*) tal
que essas transformacdes sido aplicacdes sobre este par ordenado e
que o levam nele mesmo.
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Descricao algébrica para o problema

Algebricamente, queremos determinar um par ordenado (x*, y*) tal
que essas transformacdes sido aplicacdes sobre este par ordenado e
que o levam nele mesmo.

Ou seja, queremos obter um par (x*, y*) tal que

T(x%y") = (x5 y%).
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Solucdo via Algebra Linear

Qual é a cara da nossa T7?
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Solucdo via Algebra Linear

Qual é a cara da nossa T7?

Seja C uma matriz de homotetia(contra¢do) podemos escrever

C:<c O),ondecE]R,O<c<1.
0 c
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Solucdo via Algebra Linear

Qual é a cara da nossa T7?

Seja C uma matriz de homotetia(contra¢do) podemos escrever

C:<c S),ondecER,O<c<l.

. . - —b
Seja R uma matriz de rotagdo podemos escrever R = < a )

onde a,b € R, com a® + b* = 1.
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Solucdo via Algebra Linear

Qual é a cara da nossa T7
Seja C uma matriz de homotetia(contra¢do) podemos escrever

C:<c S),ondecER,O<c<l.

Seja R uma matriz de rotagdo podemos escrever R = < a —b )

onde a,b € R, com a® + b* = 1.

N ~ X
Seja vV um vetor de translagao v = ( yo ) onde xp, yo € R.
0
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Fixada a notagdo podemos reescrever a equagdo T(x,y) = (x,y)
como

en=(50) (0 7)G) () -(0)
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Solugio via Algebra Linear
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Fixada a notagdo podemos reescrever a equagdo T(x,y) = (x,y)
como

en=(a )5 V) (5)(2)=0)
ou equivalentemente,
(& )0)-GG)--()
cb «ca y 01 y Yo
que pode ser escrita como

(CR—Id)(x,y) = —v < (Id — CR)(x,y) = v, onde Id é a matriz
identidade 2 x 2.
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Solugio via Algebra Linear
ooe

A matriz Id — CR tem inversa?
Se tem podemos escrever (x,y) = (Id — CR) 1v.

Sabemos que uma matriz tem inversa se, e sé se, seu determinante
é diferente de zero. Vamos entdo calcular det(/d — CR).

det(ld — CR) = (det Id) — (det CR) =1 — c2 # 0, j& que c # 1.

Logo o problema T(x,y) = (x, y) tem Unica solu¢do, a saber

(x*,y*) = (Ild — CR) !v.
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Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definicao

Sejam (X,d) e (Y,D) espagos métricos. Uma aplicagdo ¢ : X — Y
é dita uma contracdo se existe uma constante o tal que 0 < a < 1
de modo que D(¥(§),%(n)) < ad(&,n) para todos &, n € X.

Teorema do Ponto Fixo de Banach

Seja R um subconjunto fechado do espaco métrico completo
(X,d). Se a aplicacdo ¢ : R — R é uma contracio, ent3o 1)
possui um, e somente um, ponto fixo em R.
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Note que T : R? — R? é continua e que é contrac3o.

Contracdo: Dados (x1,y1), (X2, y2) € R?, e escrevendo
(x1,y1) = v1 e (x2,y2) = v2, temos

IT(v1) = T(w)[ = [CR(v1 = w)|| = cllvi — va| < cflvi = val,

ou seja, para todos vi, v € R2, temos

[T(v1) = T(w)ll < cll(vi — v2)l|-
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Continuidade: Dado € > 0, escolhe § = ¢, assim para quaisquer
vi, v € R?, com ||v; — v2| < 4§, temos

[T(v1) = T(w)l] < cll(vi = v2)| < cd = ce<e.
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Assim sabemos que T tem um ponto fixo e que é continua, deste
modo

n—-+o00

T(x9)=T <n£Too T”(x,y)> = lim T"Y(x,y) = (%)

Portanto, (X, y) é um ponto fixo de T.

Quem é (X,7)?
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Fazendo a identificacio da matriz de rotacdo com um nimero

complexo
a —b z=a+ bi
b a - ’

podemos rescrever a aplicagdo T, descrita anteriormente, por
ren==(§ 2) () () == () + (5)
o 0 ¢ y Yo y Yo'
Aplicando T novamente, obtemos
T2(x,y):zczc< x ) —i—zc( %0 ) + < %0 >
y Yo Yo
:z2c2<x>+zc<xo>+<xo).
y Yo Yo
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Iterando a aplicacdo T, obtemos

e (3o () (2)+(3)
y Yo Yo Yo

Como |zc| < |z| =1 e r" — 0, temos

lim T"(x,y) = < ;g )szck
k=0

n—-+o00
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Iterando a aplicacdo T, obtemos

e (3o () (2)+(3)
y Yo Yo Yo

Como |zc| < |z| =1 e r" — 0, temos

1 1+2Zz
lim T"(x, y)=<X0 ) Zkck = <X0 > :<X0 >+Z§
n—+o0 Yo — Yo /) 1—zc Yo 1—r

el (5 ) () ()] =
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Outro Teorema do Ponto Fixo
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Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz

Suponhamos que K C R" é um conjunto compacto e simplesmente
conexo como subconjunto de R" e que f : K — K é continua.
Entdo, f possui um ponto fixo.

A Africa do Sul tem uma parte interna pertence a outra nagao
(Lesoto), sendo assim seu mapa delimita uma regido que n3o é
simplesmente conexa. E possivel construir uma aplicacdo do tipo
rotacdo, via homeomorfismo, que n3o tem pontos fixos.
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