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Neste minicurso serao apresentados atividades lidicas e jogos matematicos. Como atividades lidicas citamos o
problema de Josephus, os cartoes magicos bindrios e os cartoes magicos de Fibonacci. No caso de jogos veremos
o NIM e sua relagdo com os sistema binédrio (soma NIM e Teorema de Bouton), Fibonacci NIM e sua relagao

com o Teorema de Zeckendorf, jogos de subtracao com palitos e Hackenbush.

Os jogos que abordaremos tém as seguintes caracteristicas: hé dois jogadores, que jogam alternadamente; os
competidores tém informacao completa da situagao do jogo em qualquer momento e as jogadas possiveis estao
esclarecidas e sao conhecidas por ambos; nao hé dispositivos aleatérios; existe um critério bem definido e de
conhecimento de todos que determina um unico vencedor; o jogo termina em tempo finito. Além disso, serdo
discutidos alguns resultados bésicos da teoria de jogos combinatoérios. Nos jogos que envolvem retirada de palitos

iremos considerar também a versao misere em que o critério de vitéria é invertido.
A distribuicao das aulas serd a seguinte:

Primeira Aula: Serao vistas as mdagicas com os cartoes bindrios, os cartoes de Fibonacci e o problema de
Josephus. Além disso, apresentaremos os Jogos de subtragao com palitos, considerando os casos: NIM, Fibonacci
NIM e outros.

Segunda Aula: Iremos desenvolver a notagao e resultados basicos da teoria de jogos combinatérios aplicando

as estratégias nos jogos ja discutidos e no Hackenbush.

Pré-requisito: nenhum.



1 Primeira Aula

Segue uma lista das atividades que pretendemos abordar no minicurso. No presente texto encontram-se os

enunciados e uma breve explanacao.

Cartoes Magicos Binarios

Inicialmente deduzimos o resultado 1+ 2 4 22 4+ ... + 27 = 27l _ 1 para todo n > 1, através do seguinte

problema:

”Num torneio de ténis individual h4 2"*! participantes. Sabendo que a disputa é do tipo mata-mata® , quantos

jogos serao realizados para se definir o vencedor?”

Utilizamos um argumento de contagem dupla para estabalecer a igualdade. Considere um torneio de ténis com
n competidores como o enunciado acima. Observe que em cada rodada o niimero de jogos € igual a metade do
total de participantes restantes. Com isso, na primeira rodada temos 2" partidas, na segunda 2"~ !, e assim
sucessivamente até que na tltima rodada temos o jogo que decide o campeao. Com isso temos um total de
142 +224 ...+ 2" partidas. Por outro lado, podemos ver que a cada jogo estd associado um jogador que é
eliminado do torneio. Como temos 27! competidores e no final s resta um, que é o grande vencedor, segue

que foram realizadas 2"+ — 1 partidas. Concluimos entdo que 142422 +... 42" = 2"+ 1 para todo n > 1.

*Os jogadores sao divididos em grupos de 2, ao acaso, e jogadores de um mesmo grupo jogam entre si. Os
perdedores sao eliminados e os vencedores sao divididos novamente em grupos de 2 e assim por diante até restar

um jogador, que é proclamado campeao.
O resultado abaixo se refere ao sistema de numeracao binério.

Teorema: Todo nimero inteiro positivo pode ser escrito de modo tnico como uma soma de diferentes poténcias
de 2: 1,2,4,8, ...

Demonstragao: Iniciamos mostrando a existéncia da representacao, usando indugao em n. Temos que 1 =
1,2=23=1+4+24=45=44+1,6=4+2,7=4+2+1 e, com isso, o resultado vale para todo n < 7.
Supoe que o resultado vale até um certo k. Se k+ 1 é uma poténcia de 2, entao estd provado. Caso contrario,
existe j tal que 2/ < k+1 < 29*!, Logo k+ 1 — 2/ < k e como qualquer ntimero menor ou igual a k é soma de

poténcias de 2, segue que k + 1 também é.

Agora provaremos a unicidade da representacdo. Supde que um certo nimero natural n tenha duas repre-
sentacoes distintas n = 28 + ... = 2% 4+ ..., onde os ntimeros da sequéncia aparecem em ordem decres-
cente. Ainda podemos supor, sem perda de generalidade, que 2t > 2°. Mas pelo resultado acima segue

que 25 4 .- <2571 1 <2 — 1 < 2, 0 que d4 uma contradiciao. Portanto fica provada a unicidade.
Faremos a magica com os Cartoes Magicos Bindrios, usando o seguinte roteiro:

O matemdgico escolhe alguém da plateia e pede que essa pessoa pense num numero de 1 a 63, sem revela-lo.



Em seguida, sao apresentadas as 6 cartelas abaixo e o matematico faz 6 perguntas. O nimero que vocé pensou

estd na primeira cartela? Estd na segunda cartela? E assim por diante.
Ao final das 6 perguntas o matemadtico revela o nimero que a pessoa pensou.

Apos realizar a magica umas duas ou trés vezes, a plateia deve deduzir o truque utilizado e por que ele sempre
funciona.

Cartoes Magicos Binarios

13 5 7 9 11 13 15 2 3 6 7 10 11 14 15
17 19 21 23 25 27 29 31 18 19 22 23 26 27 30 31
33 35 37 39 41 43 45 47 34 35 38 39 42 43 46 47
49 51 53 55 57 59 61 63 50 51 H54 55 H8 H9 62 63
4 5 6 7 12 13 14 15 g§ 9 10 11 12 13 14 15
20 21 22 23 28 29 30 31 24 25 26 27 28 29 30 31
36 37 38 39 44 45 46 47 40 41 42 43 44 45 46 47
52 53 54 55 60 61 62 63 56 H7 58 59 60 61 62 63
16 17 18 19 20 21 22 23 32 33 34 35 36 37 38 39
24 25 26 27 28 29 30 31 40 41 42 43 44 45 46 47
48 49 50 51 52 53 54 55 48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63 56 57 58 59 60 61 62 63

Sequéncia de Fibonacci

Consideremos a seguinte variagao da sequéncia de Fibonacci F1 =1, F, =2e F,, = F,,_1 + F,,_o, paran > 3.
Os resultados abaixo podem ser provados facilmente por indugao ou por argumentos combinatdérios:
Fy+Fs+-- -+ Fop g =Fy, — 1.

B+ Fy+- -+ Fop = Fopyg — 1.

A partir das identidades acima é possivel provar o resultado abaixo.

Teorema de Zeckendorf: Todo nimero inteiro positivo pode ser escrito de modo tinico como soma de termos

nao consecutivos da sequéncia F,.

Demonstragao: Iniciamos mostrando a existéncia da representacao, usando indugao em n. Temos que 1 =
F1,2=F,,3=F3,4=3+41=F3+F,,5=F,,6=F,+F e, com isso, o resultado vale para todo n < 6. Supoe

que o resultado vale até um certo k. Se k+ 1 é um termo da sequéncia de Fibonacci, entao esta provado. Caso



contrério, existe j tal que F; < k+1 < Fj4;. Logo a = k+ 1 — F; é menor que F;_;. De fato, se a > F;_1,
entdo k+1=a+ F; > Fj_1 + F; = Fjy1, o que dd uma contradigao. Assim, por hipdtese de inducao, segue
que a ¢ soma de termos nao consecutivos da sequéncia de Fibonacci, onde o maior deles é menor que Fj;_;.

Portanto k + 1 pode ser escrito como soma de termos nao consecutivos da sequéncia de Fibonacci.

Agora provaremos a unicidade da representacdo. Supde que um certo nuimero natural n tenha duas repre-
sentagoes distintas n = Fy + --- = Fs + ---, onde os nimeros da sequéncia aparecem em ordem decrescente.
Ainda podemos supor, sem perda de generalidade, que F; > Fy. Assim segue quen = Fs+--- < Fs+Fs o+--- =

Foi1 — 1< Fsy1 < F, 0 que da uma contradigao. Com isso fica provada a unicidade.
Faremos a méagica com os Cartdes Magicos de Fibonacci, usando o seguinte roteiro:
O matemdgico escolhe alguém da plateia e pede que essa pessoa pense num numero de 1 a 120, sem revelé-lo.

Em seguida, sao apresentadas as 10 cartelas abaixo e ele faz até 10 perguntas. O nimero que vocé pensou esta
na primeira cartela? Estd na segunda cartela? E assim por diante. Aqui hd uma coisa que impressiona mais,

pois se o nimero estiver numa determinada cartela, ele nao estard na seguinte e, nesse caso, a quantidade de

perguntas pode ser inferior a 10.
Ao final das perguntas o matemaético revela o nimero que a pessoa pensou.

Ap6s realizar a mégica umas duas ou trés vezes, a plateia deve deduzir o truque utilizado e por que ele sempre

funciona.
Cartoes Magicos de Fibonacci

1 4 6 9 12 14 2 7 10 15 20 23
17 19 22 25 27 30 28 31 36 41 44 49
33 35 38 40 43 46 54 57 62 65 70 75
48 51 53 56 59 61 78 83 86 91 96 99
64 67 69 72 74 7 104 109 112 117 120 125
80 82 85 88 90 93 130 133 138 143 146 151
95 98 101 103 106 108 154 159 164 172 175 180
111 114 116 119 122 124 185 188 193 198 201 206

3 4 11 12 16 17 5 6 7 18 19 20

24 25 32 33 37 38 26 27 28 39 40 41

45 46 50 51 58 59 52 53 54 60 61 62

66 67 71 72 79 80 73 74 75 81 82 83

87 88 92 93 100 101 94 95 96 107 108 109
105 106 113 114 121 122 115 116 117 128 129 130
126 127 134 135 139 140 141 142 143 149 150 151




8 9 10 11 12 29 13 14 15 16 17 18
30 31 32 42 43 44 19 20 47 48 49 50
45 46 63 64 65 66 51 52 53 54 68 69
67 84 85 86 87 88 70 71 72 73 74 75
97 98 99 100 101 118 102 103 104 105 106 107
119 120 121 122 131 132 108 109 136 137 138 139
133 134 135 152 153 154 140 141 142 143 157 158

21 22 23 24 25 26 34 35 36 37 38 39

27 28 29 30 31 32 40 41 42 43 44 45

33 76 7 78 79 80 46 47 48 49 50 51

81 82 83 84 85 86 52 53 54 123 124 125

87 88 110 111 112 113 126 127 128 129 130 131
114 115 116 117 118 119 132 133 134 135 136 137
120 121 122 165 166 167 138 139 140 141 142 143
55 56 57 58 59 60 89 90 91 92 93 94
61 62 63 64 65 66 95 96 97 98 99 100
67 68 69 70 71 72 101 102 103 104 105 106
73 74 75 76 7 78 107 108 109 110 111 112
79 80 81 82 83 84 113 114 115 116 117 118
85 86 87 88 199 200 119 120 121 122 123 124
201 202 203 204 205 206 125 126 127 128 129 130

Jogo de subtragao com palitos

Nesse jogo ha dois jogadores, digamos E e D, e 2014 palitos numa mesa. Uma jogada consiste em retirar 1, 2

ou 3 palitos. O jogador E comeca e eles jogam alternadamente. Ganha quem retirar o dltimo palito.

Pode ser facilmente provado que um jogo imparcial seguindo as hipdteses do inicio da proposta possui, se jogado
de maneira étima, resultado dependente apenas de quem comega a jogar. Isso nos permite denominar de G
uma posicao que é vitoriosa para o primeiro jogador e de P uma posigao ganhadora para o segundo competidor.
E imediato ver que de uma configuragao P s6 podemos ir para uma posicao G apos a primeira jogada e de uma

posicao G sempre existe estratégia que vai para posicao P.

Buscando descrever as posicoes vencedoras desse jogo montamos uma tabela marcando as posigoes G e P em

func¢ao da quantidade de palitos:
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Apdés computar alguns valores pequenos fica evidente a distribuigdo das posigdes e pode ser facilmente apresen-

tada e demonstrada a estratégia vencedora.

Possiveis variantes deste jogo em termos das possiveis jogadas:
(a) Uma jogada consiste em retirar 1, 2 ou 4 palitos.

(b) Uma jogada consiste em retirar 1, 3 ou 4 palitos.

(¢) Uma jogada consiste em retirar de 1 a 5 palitos.

(d) Uma jogada consiste em retirar pelos menos uma e até a metade dos palitos presentes na mesa, quando for

a sua vez.
(e) A quantidade de palitos que pode ser retirada a cada jogada deve ser uma poténcia de 2: 1,2,4,8, ...

(f) A quantidade de palitos que pode ser retirada a cada jogada deve ser um nimero de Fibonacci: 1,2,3,5,8, ...

Em seguida generalizamos o problema, com todas as variantes, no caso em que inicialmente temos n palitos,

com n > 0.

Além disso, podemos considerar a versao misere de cada uma das situagoes acima, ou seja, quem retirar o tltimo

palito perde.

NIM - versao classica

Agora temos n filas de palitos e dois jogadores E e D. Os dois jogam alternadamente e, em cada jogada, aquele
que estiver na sua vez pode retirar quantos palitos (pelo menos um) de apenas uma fila. Ganha quem retirar o
altimo palito. Mais uma vez podemos considerar a versao misere em que o jogador que retirar o ultimo palito

perde.
Para esse jogo define-se a Soma Nim e o Teorema de Bouton (1901) d4 a estratégia vencedora para o jogo:

Soma Nim
(al az ag --- an)z@(bl by b3 --- bn)z = (01 C2 C3 -+ Cn)z
Onde somamos bit a bit médulo 2: ¢; = a; + b;(mod 2)

Por exemplo: (26)10 & (14)10 = (11010)5 & (01110)5 = (10100)5 = (20)10

Teorema de Bouton — 1901: Um jogo que tem k pilhas de tamanhos nq,no, ..., ng é posicao perdedora para

o primeiro jogador se, e somente se, n; Gno B --- B ng =0

A ideia da demonstragdo consiste nas seguintes observagoes que em conjunto provam o teorema: A posicio

terminal, em que todas pilhas estdo vazias, satisfaz soma NIM zero. Além disso de uma configuragdo com



soma NIM nula, a; & as & -+ ® ax = 0, sempre serd entregue uma posicao com soma NIM diferente de zero,
b1 @by @ --- @b # 0. Por tltimo, de uma posigado com soma NIM nfo nula sempre existe estratégia que torna

a soma NIM, apéds a jogada, zero.

NIM — mais uma versao

Novamente temos dois jogadores, E e D, e n (n > 2) palitos numa mesa. O jogador E comega e deve retirar de
1 até n — 1 palitos. Em seguida, o jogador D deve retirar de 1 até a quantidade de palitos retirada por E. Os
dois jogam alternadamente e, em cada jogada, deve ser retirado de 1 até a quantidade de palitos retirada na

jogada anterior. Ganha quem retirar o ultimo palito.

Faremos uma tabela para ver quem tem estratégia vencedora.

21314 8 10 | 11 | 12
DIE|DIE|E|E|D|E|E

ot
D
-
Nej

Aqui existe estratégia vencedora para o primeiro jogador, E, toda vez que o numero de palitos nao é uma
poténcia de 2. Demonstra-se que uma estratégia que garante a vitoria é sempre retirar uma quantidade de

palitos igual a menor poténcia de 2 que consta na expansao binaria do total de palitos.

NIM — versao Fibonacci

Como sempre ha dois jogadores, E e D, e n (n > 1) palitos numa mesa. O jogador E comega e deve retirar de 1
até n — 1 palitos. Em seguida, o jogador D deve retirar de 1 até o dobro da quantidade de palitos retirada por
E. Os dois jogam alternadamente e, em cada jogada, deve ser retirado de 1 até o dobro da quantidade de palitos
retirada na jogada anterior. Ganha quem retirar o dltimo palito. Nesse caso também podemos considerar a

versao misere em que o jogador que retirar o ultimo palito perde. Faremos uma tabela para ver quem tem

estratégia vencedora.

2134567891011 |12
DIDIE|D|E|E|D|E|E

Para esse jogo também podem ser descritas as posicoes e estratégias vencedoras que funcionam de modo analogo
a ultima versao de NIM discutida. Nesse caso as posigoes perdedoras para E sao as que possuem nimero de
palitos inicial igual a um termo da sequéncia de Fibonacci. Para vencer deve ser retirada uma quantidade de
palitos igual ao menor nimero da seguéncia de Fibonacci que aparece na expansao em Fibonacci do total de

palitos.

NIM — uma ultima versao

Agora temos 2 pilhas de palitos (comece com uma de 7 e outra de 15) e dois jogadores E e D. Os dois jogam

alternadamente e, em cada jogada, aquele que estiver na sua vez pode retirar quantos palitos (pelo menos um)



de apenas uma pilha ou a mesma quantidade em ambas as pilhas. Ganha quem retirar o dltimo palito. Mais

uma vez podemos considerar a versao misere em que o jogador que retirar o ultimo palito perde.

O problema de Josephus

Flavius Josephus foi um famoso historiador judeu do século primeiro. Durante a guerra entre judeus e romanos,
ele foi encurralado pelos romanos em uma caverna, junto com um grupo de 40 soldados judeus. Conta a
lenda que, preferindo a morte & captura pelos romanos, os soldados decidiram suicidar-se da seguinte maneira:
formaram um circulo e, a partir de uma determinada pessoa, cada um que estivesse vivo matava o soldado a
sua esquerda. Nada entusiasmado com a ideia de morrer, Josephus encontrou rapidamente a posicao no circulo

que o manteria vivo. Qual foi esta posicao? Resolva o mesmo problema para um circulo com n pessoas.



2 Segunda Aula

Construgao de Jogos

Podemos verificar que os jogos ja estudados respeitam as condig¢oes do inicio da proposta:

e H4 dois jogadores, E (esquerda) e D (direita), que jogam alternadamente.

e Existe um critério bem definido de conhecimento de todos que determina um tinico vencedor.

A informacao é completa.

e Nao h& dispositivos aleatérios.

O jogo termina em tempo finito.

Com a condigao adicional de imparcialidade, isto é, em uma posicao qualquer ambos jogadores podem executar
as mesmas jogadas. O Xadrez, por exemplo, viola essa condigao pois apenas um jogador move as pegas brancas
e o outro somente as pretas. Agora vamos trabalhar em condigdes um pouco mais gerais e abstratas somente
impondo as condigoes do inicio do trabalho. O jogo que utilizaremos como centro da discussao para os resultados
obtidos é o Hackenbush.

O jogo de Hackenbush é disputado em um grafo conexo com numero finito de arestas onde fixa-se um vértice
que é chamado de raiz ou chao. A cada jogada se retira uma aresta do grafo e todas as demais que nao estao
enraizadas, isto é, que nao possuem sequéncia de arestas que as conectem ao chao, que é representado por uma
linha pontilhada. O perdedor é aquele que se encontra sem arestas para ceifar. As arestas sao divididas em trés
cores que definem quem pode retira-las: azuis para F, vermelhas para D e verde para ambos. E f4cil conferir

que esse jogo satisfaz os itens expostos acima. As imagens abaixo ilustram algumas jogadas:

Figura 1: Exemplo com as trés cores.
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Figura 2: Apdés as duas bases da casa serem retiradas.




Também podemos jogar apenas com duas cores (ou apenas verde):

Figura 3: Jogo com duas cores. Figura 4: Apds a primeira jogada. Figura 5: Apds a segunda jogada.

Voltando aos jogos mais gerais, temos o seguinte método recursivo para construir jogos: dados dois conjuntos de
jogos E’ e D’ construimos um novo jogo denotado G = {E’|D’}. Nesta nova disputa o primeiro jogador escolhe
um jogo no seu conjunto correspondente e a partida continua com o que foi determinado. Todos os jogos sao
construidos dessa maneira e dado um jogo G se escreve G¥ para uma opcao do participante £ e GP para D.
Podemos pensar que todos os jogos sao construidos assim, pois uma opc¢ao de um dos jogadores pode sempre ser
considerada um novo jogo. Com isso surge a pergunta de quando esse processo termina, ou em outras palavras
qual é o jogo mais bésico possivel. A resposta para essa questao é que a principio existe a disputa trivial {|} que
consiste em nenhuma opgao para os jogadores. Essa partida {|}, que denotamos pelo nimero 0 = {|}, serve de
protétipo para a construcao de todos outros jogos, a partir dela obtemos nas primeiras etapas de construcao:
-1 ={]0},1 = {0]},* = {0]0},2 = {0,1]} = {1|},—2 = {|0,—1} = {| — 1},.... Esses ntimeros associados com os

jogos podem ser justificados observando posicoes simples no jogo de Hackenbush.

..... 1. il BRI

Figura 6: Jogo com valor 3. Figura 7: Valor -5. Figura 8: Valor nulo.

Observa-se que o valor associado a essas posigoes é igual a vantagem em nimero de movimentos que F tem
sobre D. Podemos dizer em um certo sentido que esses jogos sao iguais a 3,-5 e 0, respectivamente, com a
ressalva de que isso é uma relagao de equivaléncia e nao uma igualdade na estrutura dos jogos. Na posicao
acima com valor 3, temos que se D comeca jogando pode executar pelo menos um movimento, ainda que esteja
fadado a derrota. Entretanto isso ndo acontece para o jogo 3 = {0, 1,2|}, pois D néo possui jogadas. O modo

como definimos essa igualdade é esclarecido a seguir.

Um jogo G qualquer deve pertencer a uma das seguintes classes:
e G >0 (G é positivo) Vitéria para o jogador esquerdo.

10



e (G <0 (G é negativo) Vitdria para o jogador direito.

e G =0 (G igual a 0) Vitéria para o segundo a jogar.

G || 0 (G confundido com 0) Vitéria para o primeiro jogador.

e G <0(G < 0ouG =0) Supondo que D comece hé estratégia vencedora para E.

G >0 (G > 0ou G =0) Supondo que E comece hi estratégia vencedora para D.
e G0 (G >0ouG | 0) H4 estratégia vencedora para E se E comega.

e G<0 (G <0ouGG | 0)H4 estratégia vencedora para D se D comecga.

Definimos a soma de dois jogos G e H como sendo G + H, o jogo simultaneo de G e H, onde em sua vez o
participante escolhe uma componente e executa um movimento (G+ H = {GF+ H, HF + G|GP + H, HP + G}),
e utiliza-se a condigdo de término usual (aquele sem acdes possiveis perde). Além disso, se G = {GF|GP}
definimos o oposto de G como sendo —G = {~GP| — GF}, com isso as jogadas possiveis trocam de jogador,
isto é, o que era permitido para D passa a ser de E e vice-versa. Isso justifica a notacao que utilizamos para

jogos que busca tornar natural o manuseio com partidas simultaneos.

A imagem abaixo ilustra uma estratégia comum que em alguns casos pode ser efetiva:

Figura 9: Uma estratégia basica. Quem ganha esse jogo?

O exemplo acima ilustra o seguinte fato de verificagdo imediata: G — G = G 4+ (—G) = 0. De fato, basta o
segundo jogador responder com as mesmas jogadas do primeiro sé que na outra componente. Dessa maneira

nao faltam movimentos para o segundo jogador e portanto ele vence.

Ainda sao pertinentes as seguintes defini¢oes para dois jogos Ge H: G > H <— G- H >0,G=H <
G—-H=0eG| H < (G- H) | 0sendo as demais meras combinagoes dessas. Esclarecemos entao em que

sentido dois jogos sao considerados iguais: se oferecem mesma vantagem para ambos competidores, de modo
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que quando jogados simultaneamente um com o simétrico do outro o resultado é 0, isto é, o segundo jogador

vence.

Ja vimos que jogos imparciais sao aqueles em que as opgoes para E e D sao iguais para qualquer etapa da

disputa. Portanto, vale nesse caso G = —G <= G + G = 0, pois as opgdes de —G sao as mesmas de G
(Nao podemos pensar que G = —G implica em imparcialidade, de fato, qualquer jogo igual a 0 satisfaz essa
condigao).

Podemos voltar um pouco e analisar o Nim novamente. Primeiramente observamos que o valor de uma pilha
Nim de tamanho n é #n, onde definimos indutivamente x0 = 0, %1 = % = {x0| * 0}, 2 = {*0,*1| x 0, %1}, %3 =
{*0, %1, 2| %0, 1, %2},...,%xn = {x0,...,x(n—1)|*0,...,*(n—1)}. Em segundo lugar, necessitamos da definigdo
de jogos curtos. Considerando os jogos 0 = {|}, 1 = {0|}, 2 = {0,1]|}, —3 = {|0,—1, —2} e mais geralmente
n=1{0,1,2,....n—1|} e —n = {|0,-1,-2,..., —(n — 1)}, temos que a condi¢do de um jogo G ter uma cota
superior finita de nimero de rodadas se transforma em —n < G < n para algum n natural, jogos com essa
propriedade sao ditos curtos. Pode ser provado facilmente que todos jogos imparciais curtos sao equivalentes a
jogar Nim com um pilha de determinado tamanho, isto é, seu valor é da forma *n para algum n € N. Com isso ja
sabemos que o valor de um jogo de nim com pilhas nq,...,ng é xny+- - -+*ng = *n para um certo n € N. Temos
também a regra do mex que afirma que se G = {xa,*b,...| xa,b,...} é jogo curto, onde a,b,--- € N, entéo o
valor de G é mex{a,b,c...}, o menor niimero natural que nao aparece no conjunto {a, b, ¢, ... }. Através dessa

regra podemos estabelecer de uma maneira diferente as estratégias para o Nim e algumas de suas modificagoes.

Até o momento ja vimos algumas configuracoes com valores iguais a inteiros ou niimeros Nim, serd que existem
jogos com outros valores, reais, nim ou nenhum dos dois? Claro, podem ser obtidos quaisquer nimeros reais
e outros valores que recebem nomes especiais. Entretanto iremos nos concentrar nos valores reais e nim,

restringindo os jogos que podem ser tratados, mas facilitando a analise.

Em geral os valores de retas de segmentos no Hackenbush, denominados bambus, podem ser calculadas com uma
simples regra. Com os bambus conseguimos obter posicoes de Hackenbush com valor igual a qualquer racional

diddico:
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Figura 10: Bambus com respectivos valores e regra para calcular valor de bambu.

Curiosamente, podemos usar essa notacao de jogos para construir os numeros reais de maneira diferente. Di-
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zemos que o nuimero real estd associado a {ai,as,...|b1,b2,...}, onde a; < b;,Vi,j € R e a;,b; € R, Vi, se é
o numero "mais simples”maior que todos a; e menor que todos b; . A arvore da simplicidade captura de uma

maneira melhor essa construgao.

Figura 11: Arvore da simplicidade.

A regra de soma pode ser feita da maneira que foi definida para jogos e existem andlogos para multiplicacao,
inverso e raiz quadrada. Na verdade pode se construir um corpo ordenado maior com esse método, onde também
temos todos os ordinais e muitos outros elementos. Esse corpo nao é igual a classe de todos os jogos, pois existem

jogos que se confudem com 0, como o *, por exemplo.

Agora que ja sabemos alguns dos valores que podemos esperar quando analisamos um jogo vamos nos aprofundar
no Hackenbush e dar uma descricao mais completa de regras de simplificacao e estratégias que podem ser
utilizadas. Vamos comecar pelo mais facil:

Hackenbush Verde

Ja sabemos que devido a imparcialidade devemos esperar valores nim para o Hackenbush verde. Acontece que

esse jogo pode ser completamente resolvido através do:

Principio de fusao: Podem ser fundidos quaisquer nés no Hackenbush verde sem alterar o seu valor.

Obs: A demonstracao desse principio é um pouco extensa.

Por exemplo, nas imagens abaixo juntamos dois nds, de duas maneiras diferentes, e o valor do jogo continua o

mesmao:
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Figura 12: Principio da Fusao.

Com isso, se esforcando um pouco é facil vencer o Hackenbush verde!

Hackenbush Azul e Vermelho

Pode ser facilmente provado por indugao que os valores para essa situagao sao sempre nimeros reais.

Quando temos duas posigoes de Hackenbush, digamos G e H, e £ é um né no jogo (G, construimos um novo
Hackenbush que denotamos G, : H em que adicionamos o H em G considerando que a raiz de H é o né .

Com essa notagao podemos enunciar o seguinte:

Principio de Colon: Se G, H e K sao jogos de Hackenbush e H > K entao para qualquer né = de G vale
G, : H > G, : K. Em particular, se H = K entdo G, : H =G, : K.

>

Figura 13: Principio de Colon.

Esse principio é natural e muito 1til e vale também para hackenbush com as trés cores.
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E importante ressaltar que apesar de conseguirmos algumas regras de simplificagao podemos encontrar dificul-

dades para calcular o valor exato.

- - -

Figura 14: Jogo de Hackenbush complicado

Hackenbush Azul, vermelho e Verde
E evidente que esse 1ltimo jogo é o que apresenta maiores empecilhos na sua anélise. Nesse caso ainda podemos

aplicar os principios de Colon e Fusdo(somente em componentes verdes) e existem alguns outros critérios pontuais

que nos permitem dizer quem possui vantagem.
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