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Mdgicas Cartées Mdgicos B

Cartées Mdgicos de

Sistema Bindrio

Num torneio de ténis individual h& 2"! participantes.
Sabendo que a disputa é do tipo mata-mata, quantos jogos
serao realizados para se definir o vencedor?

A partir desse problema podemos deduzir o seguinte resultado

14+24+224... 42" =2"" _ 1 paratodon > 1.

Teorema: Todo niimero inteiro positivo pode ser escrito de
modo Unico como uma soma de diferentes poténcias de 2:
1,2,4,8,16,32,...

R. R. Steffenon, T. J. S Jogos Matemdticos
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Cartées Mdgicos de Fibonacci

Cartoes Magicos Bindrios

O matemdgico escolhe alguém da plateia e pede que essa pessoa
pense num numero de 1 a 63, sem revela-lo.

Em seguida, sao apresentadas as 6 cartelas abaixo e o
matemagico faz 6 perguntas.

O nimero que vocé pensou estd na primeira cartela?

Esta na segunda cartela?

E assim por diante.

Ao final das 6 perguntas o matemégico revela o niimero que a

pessoa pensou.




Madgicas

Cartoes Mdgicos Bindrios

Cartées Mdgicos de Fibonacci

13 5 7 9 11 13 15
17 19 21 23 25 27 29 31
33 35 37 39 41 43 45 47
49 51 53 55 57 59 61 63

18 19 22 23 26 27 30 31
34 35 38 39 42 43 46 47
50 51 54 55 58 59 62 63

20 21 22 23 28 29 30 31
36 37 38 39 44 45 46 47
92 53 54 55 60 61 62 63
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Mdgicas Cartoes Mdgicos Bindrios

Cartées Mdgicos de Fibonacci

24 25 26 27 28 29 30 31
40 41 42 43 44 45 46 47
56 57 58 59 60 61 62 63

16 17 18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29 30 31
48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63

32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46 47
48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63
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Mdgicas y .
g Cartées Mdgicos Bindrios

Cartées Mdgicos de Fibonacci

Sequéncia de Fibonacci

Consideremos uma variacao da sequéncia de Fibonacci
Fi=1F=2ekF,=F,_ 1+ F,_2, paran > 3.

Os resultados abaixo podem ser provados por indugao:
P+ F3+- -4 Fyy 1 = Fy, — 1.

Fo+ Fy+ -+ Fop = Fopy1 — 1.

A partir das identidades acima é possivel provar o resultado
abaixo.

Teorema de Zeckendorf: Todo ntmero inteiro positivo pode
ser escrito de modo Unico como soma de termos nao
consecutivos da sequéncia F,.

R. R. Steffenon, T. J. S Jogos Matemdticos



es Mdgicos Bindrios
Cartées Mdgicos de Fibonacci

Cartoes Magicos de Fibonacci

Agora o matemdgico escolhe alguém da plateia e pede que essa
pessoa pense num numero de 1 a 120, sem revela-lo.

Em seguida, sao apresentadas as 10 cartelas abaixo e ele faz até
10 perguntas.

O nimero que vocé pensou estd na primeira cartela?

Esta na segunda cartela? E assim por diante.

Aqui hé uma coisa que impressiona mais, pois se o nimero
estiver numa determinada cartela, ele nao estard na seguinte e,
nesse caso, a quantidade de perguntas pode ser inferior a 10.
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Cartées Mdgicos de Fibonacci

17 19 22 25 27 30
33 35 38 40 43 46
48 51 53 56 59 61
64 67 69 72 T4 77
80 82 8 88 90 93
95 98 101 103 106 108
111 114 116 119 122 124

2 7 10 15 20 23
28 31 36 41 44 49
54 57 62 65 70 75
78 8 8 91 96 99
104 109 112 117 120 125
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Cartées Mdgicos de Fibonacci

24 25 32 33 37 38
45 46 50 51 58 99
66 67 71 72 79 80
87 88 92 93 100 101
105 106 113 114 121 122

5 6 7 18 19 20
26 27 28 39 40 41
52 53 54 60 61 62
374 75 81 82 83
94 9 96 107 108 109
115 116 117 128 129 130
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Cartées Mdgicos de Fibonacci

8 9 10 11 12 29
30 31 32 42 43 44
45 46 63 64 65 66
67 8 8 8 87 88
97 98 99 100 101 118
119 120 121 122 131 132

13 14 15 16 17 18
19 20 47 48 49 50
51 52 53 H4 68 69
0 71T 72 73 T4 TS
102 103 104 105 106 107
108 109 136 137 138 139
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g Cartées Mdgicos Bindrios

Cartées Mdgicos de Fibonacci

21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 31 32
33 76 Tr 78 79 80
81 82 83 8 8 86
87 88 110 111 112 113
114 115 116 117 118 119
120 121 122 165 166 167

34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45
46 47 48 49 50 o1
52 53 54 123 124 125
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g Cartées Mdgicos Bindrios

Cartées Mdgicos de Fibonacci

55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66
67 68 69 70 71 72
73 74 75 76 7T 78
79 80 81 82 83 &4
8 86 87 83 199 200

89 90 91 92 93 94
95 96 97 98 99 100
101 102 103 104 105 106
107 108 109 110 111 112
113 114 115 116 117 118
119 120 121 122 123 124
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Jogos de Subtracao
Jogos Jogos de NIM
O Problema de Josephus

Jogos de subtracao com palitos

Nesse jogo ha dois jogadores, digamos E e D, e 2014 palitos
numa mesa. Uma jogada consiste em retirar 1, 2 ou 3 palitos.
O jogador E comeca e eles jogam alternadamente. Ganha quem
retirar o dltimo palito.

Posicao que leva a alguma posicao perdedora: G

Posicao que sé leva a uma posigdo ganhadora: P

0|12 3 /4|5/6|7[8]9]10]|11 /|12
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Jogos de Subtracao
Jogos Jogos de NIM

O Problema de Josephus
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Jogos de Subtracao
Jogos Jogos de NIM

O Problema de Josephus

Possiveis variantes deste jogo em termos das possiveis jogadas:
(a) Uma jogada consiste em retirar 1, 2 ou 4 palitos.
(b) Uma jogada consiste em retirar 1, 3 ou 4 palitos.

(c) Uma jogada consiste em retirar de 1 a 5 palitos.

(d) Uma jogada consiste em retirar pelos menos um e até a
metade dos palitos presentes na mesa, quando for a sua vez.




Jogos de Subtracao
Jogos Jogos de NIM

O Problema de Josephus

Mais algumas variagoes:

(e) A quantidade de palitos que pode ser retirada a cada jogada
deve ser uma poténcia de 2: 1,2,4,8, ...

(f) A quantidade de palitos que pode ser retirada a cada jogada
deve ser um numero de Fibonacci: 1,2,3,5,8, ...

Agora podemos generalizar o problema, com todas as variantes,
no caso em que inicialmente temos n palitos, com n > 0.

Além disso, podemos considerar a versao misere de cada uma
das situagoes acima, ou seja, nesse caso quem retirar o ultimo
palito perde.




Jogos de Subtracao
Jogos Jogos de NIM
O Problema de Josephus

NIM — versao classica

Agora temos n filas de palitos e dois jogadores E e D. Os dois
jogam alternadamente e, em cada jogada, aquele que estiver na
sua vez pode retirar quantos palitos quiser (pelo menos um) de
apenas uma fila. Ganha quem retirar o ultimo palito. Mais uma
vez podemos considerar a versao misere em que o jogador que
retirar o ultimo palito perde.

Para esse jogo define-se a Soma Nim e o Teorema de Bouton
(1901) d& a estratégia vencedora para o jogo.




Jogos

Soma Nim

641 = 600 + 40 + 1 = 3 x 10> + 4 x 10! + 1 x 10°, 641 = (641)19
37=32+4+1=2%+22+2° ou seja, 37 = (100101)3
(11101)y =21+ 23+ 22 +20 =16 +8+4+1=29

Soma mddulo 2

0+0=0, 0+41=1+40=1, 1+1=0
Soma Nim

(11010)2 @ (01110)2 = (10100)2

(a1 ag az -+ ap)2® (b1 by b3 -+ bp)a = (c1 cac3 -+ cn)2

¢ = a; + bj(mod 2)

R. R. Steffenon, T. J. Spier Jogos Matemdticos



Jogos de Subtracao
Jogos Jogos de NIM
O Problema de Josephus

Teorema de Bouton — 1901

(o B v) é uma posigao Perdedora se, e somente se, a ® S dy =0

Esse resultado vale para qualquer nimero de filas!

Além disso, o jogador que "recebe” uma posicao perdedora

sempre entregard uma posicao ganhadora e um jogador que
recebe uma posicao ganhadora sempre tem estratégia para

devolver uma posi¢ao perdedora.




Jogos de Subtracao
Jogos Jogos de NIM
O Problema de Josephus

NIM — mais uma versao

Novamente temos dois jogadores, E e D, e n (n > 2) palitos
numa mesa. O jogador E comega e deve retirar de 1 até n — 1
palitos. Em seguida, o jogador D deve retirar de 1 até a
quantidade de palitos retirada por E. Os dois jogam
alternadamente e, em cada jogada, deve ser retirado de 1 até a
quantidade de palitos retirada na jogada anterior. Ganha quem
retirar o ultimo palito.

Faremos uma tabela para ver quem tem estratégia vencedora.

213|456 |718]9|10]|11]12
D E|ID E|E|E|D|E|E
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Jogos de Subtracao
Jogos Jogos de NIM
O Problema de Josephus

Corolario do Teorema Fundamental da Aritmética

Todo numero inteiro positivo n pode ser escrito de modo 1inico
na forma n = 2¥(2m + 1) onde k e m sdo inteiros nio negativos.

Para k£ = 0 temos os nimeros impares e se k = 1 temos os
nimeros da forma 4m + 2.




Jogos de Subtracao
Jogos Jogos de NIM
O Problema de Josephus

NIM — versao Fibonacci

Novamente temos dois jogadores, E e D, e n (n > 2) palitos
numa mesa. O jogador E comega e deve retirar de 1 até n — 1
palitos. Em seguida, o jogador D deve retirar de 1 até o dobro
da quantidade de palitos retirada por E. Os dois jogam
alternadamente e, em cada jogada, deve ser retirado de 1 até o
dobro da quantidade de palitos retirada na jogada anterior.
Ganha quem retirar o ultimo palito.

Faremos uma tabela para ver quem tem estratégia vencedora.

2134567891011/ 12
DIDIE|D E|E|D|E|E
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Jogos de Subtracdo
Jogos %
O Problema de Josephus

O Problema de Josephus — uma versao

Flavius Josephus foi um famoso historiador judeu do século
primeiro. Durante a guerra entre judeus e romanos, ele foi
encurralado pelos romanos em uma caverna, junto com um
grupo de 40 soldados judeus. Conta a lenda que, preferindo a
morte a captura pelos romanos, os soldados decidiram
suicidar-se da seguinte maneira: formaram um circulo e, a
partir de uma determinada pessoa, cada um que estivesse vivo
matava o soldado a sua esquerda. Nada entusiasmado com a
ideia de morrer, Josephus encontrou rapidamente a posicao no
circulo que o manteria vivo. Qual foi esta posicao? Resolva o
mesmo problema para um circulo com n pessoas.




Hackenbush
Jogos abstratos
Construgao dos Jogos Estratégias para Hackenbush

Que jogos estudaremos?

Os jogos considerados tem as seguintes caracteristicas:
e H4 dois jogadores, E (esquerda) e D (direita), que jogam
alternadamente.

Existe um critério bem definido de conhecimento de todos
que determina um dnico vencedor.

A informacao é completa.

Nao ha dispositivos aleatorios.

O jogo termina em tempo finito.

(Ambos jogadores tem as mesmas opgoes.)




Hacken
Jogos abstratos
Construgao dos Jogos Estratégias para Hackenbush

Como jogar?

Jogamos em um grafo conexo com ntumero finito de arestas em
que fixamos um vértice chamado de chao.

As arestas sao coloridas com Azul, Vermelho e Verde.

Regras:
o E e D jogam alternadamente.

o Cada jogada consiste em retirar uma aresta e as demais
que nao estao ”enraizadas”.

o Arestas Azuis pertencem a E, e vermelhas a D. As verdes
sao para ambos.

o Perde aquele que nao tem arestas para ceifar.




Hackenbush

Construgao dos Jogos

Figura: Exemplo de jogo com as trés cores.

i I A I .

Figura: Apés as duas bases da casa serem retiradas.




Hackenbush
Jogos abstratos
Construgao dos Jogos Estratégias para Hackenbush

Apenas duas cores:




Hackenbush
Jogos abstratos
Construgao dos Jogos Estratégias para Hackenbush

Construcao

Dados dois conjuntos de jogos, E’ e D’ construimos o jogo

G = {E'|D').

Nessa nova disputa o primeiro a jogar, E ou D, pode escolher
um jogo em E’ ou D', respectivamente.

A partir dai continua-se jogando com o que foi escolhido. Todos
jogos sao construidos assim.

Escreve-se GF e GP para as opcoes de E e D em G.

Surge a pergunta: Qual o jogo mais bésico possivél?




Hackenbush
Jogos abs

Construgao dos Jogos Estratégias para Hackenbush

H4 a disputa trivial que consiste em 0 = {|}, e ndo ha
movimento algum para os jogadores.

Utilizamos 0 como prototipo para construir indutivamente os
outros jogos. Nas primeiras etapas temos: —1 = {|0},1 =

{0[},% = {0[0},2 = {0, 1]} = {1[},—2 = {]0, =1} = {[ = 1},...

Esses ntimeros associados aos jogos podem ser justificados
observando algumas posigoes simples de Hackenbush:




Hackenbush
Jogos abs

Construgao dos Jogos Estratégias para Hackenbush

..... B IS 5 0 1) S O

Figura: Valor 3. Figura: Valor -5. Figura: Valor nulo.

Observa-se que o valor associado ¢é igual a vantagem que F
possui em movimentos.

Pode se dizer em certo sentido que esses jogos sao iguais a 3,-5 e
0, respectivamente.
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Construgao dos Jogos Estratégias para Hackenbush

Um jogo G qualquer deve pertencer a uma das seguintes classes:

G > 0 (G é positivo) Vitéria para o jogador esquerdo.

G < 0 (G é negativo) Vitéria para o jogador direito.

G =0 (G igual a 0) Vitéria para o segundo a jogar.

G || 0 (G confundido com 0) Vitéria para o primeiro
jogador.

e G <0(G <0ouG=0) Supondo que D comece ha
estratégia vencedora para F.

e G>0(G>0ouG=0) Supondo que E comece ha
estratégia vencedora para D.

e G0 (G >0oudG | 0) Ha estratégia vencedora para E se
E comega.

e G40 (G <0ou(G | 0) Ha estratégia vencedora para D se

D comecga.

R. R. Steffenon, T. J. Spier Jogos Matemdticos



Hackenbush
Jogos abstratos
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Soma de Jogos

Dados G e H jogos definimos a soma G + H como sendo o jogo
simultaneo de G e H.

Em sua vez o competidor escolhe uma componente e executa o
movimento. Perde aquele que fica sem movimentos.

Podemos também esclarer indutivamente:

G+H={G*Y +H H? +GIGP + H,HP + G}

Definimos o oposto de um jogo G = {G¥|GP} como sendo
—G = {~GP| — G¥}, onde os jogadores trocam de papéis.




Jogos abstratos

Construgao dos Jogos

Voltando um pouco ao Hackenbush perguntamos:

Figura: Uma estratégia béasica. Quem ganha esse jogo?
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Construgao dos Jogos Estratégias para Hackenbush

Esse exemplo ilustra o seguinte fato de verificacao imediata:

G-G=G+(-G)=0.

Basta o segundo jogador responder com as mesmas jogadas do
primeiro s6 que na outra componente.

Dessa maneira nao faltam movimentos ao segundo jogador e
portanto ele vence

Ainda sd@o pertinentes as seguintes defini¢des para dois jogos G
eHG>H <— G—-H>0,G=H < G—H=0¢e
G|H < (G-H)|O0




Hackenbush
Jogos abstratos
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Soma de jogos e conclusoes

Se possuimos alguma informagao sobre dois jogos o que
podemos dizer sobre sua soma?

H =10 H > H <0 H0

=0|G+H=0 G+H>0 G+H<0 G+H]|O
G>0|G4+H=>0 G+H>0 G4+HTQ0 G+HEO
G0 |G+H<0 G+H?T0 G+H<0 G+ H<O
Gllo|G+H|0 G+HE0 G+H<Q0 G+HTO

Figura: Informagoes sobre a soma.

R. R. Steffenon, T. J. S Jogos Matemdticos
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Jogos Imparciais

Os valor de uma pilha de Nim de tamanho n € N é xn, onde
definimos indutivamente: %0 = 0,%1 = * = {*0] % 0}, %2 =
{%0,*1| % 0,*1},...,%n ={x0,...,%(n —1)| *0,...,%(n—1)}.

Um jogo G ¢ dito curto se existe n natural tal que —n < G < n.

Teorema: Todo jogo imparcial curto tem valor igual a *n para
algum n € N.

G = {*ay,*ag, ...} = xm, onde m = mex{ay,as,...}.

R. R. Steffenon, T. J. S Jogos Matemdticos
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Hackenbush e outros valores

Quais valores mais podem aparecer?

Calculamos o valor de um bambu com uma simples regra,
obtendo um racional diddico:

1 3
22+ 93 3 4 ; 01 1 0 1 01

Figura: Bambus com respectivos valores e regra para calcular valor de
bambu.

R. R. Steffenon, T. J. Spie Jogos Matemdti.
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Numeros reais

Se {al,ag, - |b1,bg, . }, onde a; < bj,V’i,j €Rea;b € R, Vi,
entao seu valor é r € R "mais simples”tal que é maior que todos
a; e menor que todos b;.

A arvore da simplicidade ilustra a construcao:

/

uz»/\?\ \;zu
A
il“z' 1213 m
1

lxl;lt\ 1
Wk d 2 2% %23 4

J__Al

= —#

Figura: Arvore da simplicidade.

R. R. Steffenon, T. J. Spie Jogos Matemdti.



Construgao dos Jogos Estratégias para Hac

Hackenbush Verde

Resolvemos o Hackenbush Verde completamente através do:

Principio da fusao: Podem ser fundidos quaisquer nés no
Hackenbush verde sem alterar o seu valor.

tay (b} ()

ffenon, T. J.
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Hackenbush Azul e Vermelho

Os numeros sao sempre reais.

Sejam G e H jogos de Hackenbush, e  é um né no jogo G.
Construimos G, : H e enunciamos:

Principio de Colon: Se GG, H e K sao jogos de Hackenbush e
H > K entao para qualquer né x de G vale G, : H > G, : K.
Em particular, se H = K entao G, : H =G, : K.

| )

‘/H\\ , \(\k/\ \H y \\ K /
| ) ¢

\ \,/ L2 {/ Eé*
rrrrrrrr M > GK

Figura: Principio de Colon.

R. R. Steffenon, T. J. Spier Jogos Matemdticos
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Hackenbush com trés cores

n, T. J. Sp
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