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Do ponto de vista historico, o que hodiernamente é conhecido como curva de
Bezier foi oeto de um estudo quase concomitante, no contexto da industria
automotiva, por parte de um engenheiro da Renault, Pierre Bezier, como também, por
parte do matematico e fisico P. Casteljau (GUILLOT, 2008, p. 3). Seu uso pode ser
evidenciado ha décadas emrigs ramos de pesquis®RICOPIE & UDRISTE&L3,;

YANG, 2013), como em Matematica Aplicada, Industria Automobilistica, Arquitetura e

Design Computacional (DUCAN, 2005; FARIN, EZFBREST, 19A2ATT, 2000).

Por outro lado, nossa discussao busca enfatiwaa abordagem para o ensino
no contexto do Calcujoelegendo a visualizacdo como componente imprescindivel,
tendo em vista a mobilizacdo de um entendimento, por parte do estudante, de natureza

intuitiva e tacita. Para tanto, destacaremoalgoritmo de @steljau que permite avaliar
um ponto qualquer de uma cuni@". (t), correspondentemente ao paramettd [0,1]

(RISKUS, 2006).

Oalgoritmo Casteljague € formalmente descrito do seguinte modo:

@ -t) RO t B1@

, com a condicio em que
=R

— —;

R (1)
R° (1)

(L¢r ;i e0 € n¢r)(FARIN, 2002, p. 45).

Ele foi empregado para a obtencdo da domsio que indicamos na figura A
descricdo anterior € comentada e aplicada, sem ulteriores implicac@es, por Vainsencher
(2009, p. 116117). Sua abordagem € desenvolvida no contexto de estudo da Geometria

Algébrica GA. Seu intuito é explicado no seguinte excerto:

As curvas de Bezier servem a um propoésito semelhante, com certas vantagens
computacionais e estéticas. Sdo dados o0s pontos tintis

P=0%¥):B Ax ¥, B & W.... P (¥ Y). mas agora
contentamey 2 & O2Y dzYl Odz2NBI NI OA2yl t | dzS
distribuicao gréafica dos pontos.

Vale observar o apelo perceptual indicado acima por Vainsencher (2009). Com

indicaremos ao longo do miours, a familia de polindbmios de Bernstein, denotada por

an o an!

B,,n(t):%2 é(l )™ m t (lgt)ﬂ‘ (*), admite e possui uma série de
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propriedades formais que, se tornam visuais, ha medida em que empregamos a

tecnologia.Na figura 1 registramos as possibilidades da tecnaldgs anos 80.

Barnstein m:$
1

Barnstein a:d
]

Figura 1. Visualization of a twisted curve inside a rectangular parallelepiped inspeese and the
Bernsteinds polynomital s (BARSKY, 1985,

No que concerne a familia que indicamos em (&). gxkemploacentuaremos as
suas propriedades relativasa particdo da unidade; seu carater de recursividade;
propriedade de base para espaco vetoriagu carater de positivida] seu carater de
simetria;propriedades de aproximacéao de fun¢bes continuas. Sua formulaigdevida
ao matematico Sergei Natanovich Bernstein (:8868), nascido em Odessa, na

Ucrania.

Na figura 2 divisamos a aplicacdo da nocdo de polindmios de Bernstein para a
descricdo do algoritmo de Casteljau empregado massivamente na industria
automativa. Vale observar que tal algoritmo, quando aplicado no espRép produz
determinadas deformacdes. Por outro lado, desde que o conjunto de polinbmios de
Bernstein constitui também uma base para o espaco vetorial das funcdesdegr
YtEAY2 WyQ LRRSY24a: aaAYs RSAONBOSNI (2RI

desses elementos (como indicamos em (*)).
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1.5.= 8ous—Pdles d"uns ocurba

fe5etla= DISfinition dea sous—piless Considdrons une cubigue des plles

« &, By, Cy D. Fous avons vu rrdoddem=
ment que la conotruction par la métho-
D de des barycentires donnent les diffé-—
’ rente points L, M, W, I, J, P.

- %A -
L= Plbfﬂﬂ 1-.).*A+21..ub+,l-l‘ﬂ- . ju- . .
AL M= A C o WAL B ¢ 3XLE L
* J= B2 LT D = =

F
O DT>

Nz XC oD
D

Considérons le point F{ de paramdtres 3, et A, (aveo k+ A, =1)
(*, varie de 0 & 1 et AL, 1 & 0, lorsque P ve en D).

Chorchone les pdles da la cubigqus F, D. Cetts courba dérive
de la cublique initiale AD par changement dee paramdires. :

Figura2.Texto de P. Casteljau de 1963 que emprega a no¢éo de polinémios de Bernstein
(ISMAIL, 2013). 9)

A abordagem de Casteljau € baseada na escolha de pontos de controle. De modo
sucinto, para um certo valoti [0,1], o algoritmo avalia e subdivide uma curva de
Bezier. Com recurso nesse instrumento conceitual, podemos conduziedprpasso
a passo, na obtencdo de uma parametrizacdo. Nao obstante, advertimos o grau de
inexequibilidade do algoritmo sem um expediente que empreguesaftware para o
calculo dos procedimentos que dependem da quantidade de pontos iniciais de controle
(ALVES, 2014b). Ademais, determinados célculos, tendo em vista uma descrigdo
dindmica com o software Geogebra, requerem a exploracdo de outro software que
realize operacdes algébricas (ALVES, 2013).

Vamos considerar a seguinte curva algébrica plana

-2x* -5xy 4y x+ 5y 15 +( descrita em coordenadas Cartesianas. Neste

caso, sem maiores detalhes, tomaremos a seguinte substitu'ygéa(x -2) 3 e

substituindo na primeira equacio, teremos2x® -5xy 4y x+ 5y 15 +0

-2x* 5x(t(x 2) 3 4€x 2 _32 W fhxy 3150 ¢ =
(x-2) O2x 5x 4fx 8 -1a 18) © gl'é(x:- 2) Oou
T(- 2x -bxt 4x 82 1% 18) (

E fcil verificar, do ponto de vista aritmético, que o pont®,3) satisfaz a

equacao inicial.
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18- 19 +82

Por outro lado, se(-2x -5xt 4t°x 8¢ 1% 18} O x()-m.
als- 19 8> 6, 3 ¥ 6
28 4 2 4 & 2-

Por fim, encontramos que/(t) =t

a (Ok).y(1) e

uma curva parametrizada no parametrb (- g 0-319)J ( 0.319,1.569) (1.569,

, 0 que corresponde a restrica® - & -2 0.

Ora, com origem no procedimenstandardhora desenvolvido, destacamos dois
aspectos(i) todas as inferéncias produzidas foram apoiadas num conhecimento de base
l6gicomatematica; (ii) os dados e as operacdes realizados sobre 0s registros, inclusive

sua forma finala (t) = (x(t).y(t)) em nada proporcionam uma apreensao perceptual das

propriedades qualitativas descritas.

Por outro lado, outros recursos de representaggue nao aqueles de natureza
restritivamente algébrica, podem atuar como elementos impulsionadores para um
entendimento heuristico. Neste sentido, ateamos a disposicdo da figura Gue
detém um papel mnemonico que serve como recurso ao entendimentexgeessao
(*). Neste caso, ndo divisamos propriamente um argumento matematico e, sim, um
instrumento (ou representacdo) que proporciona agregarmos outras formas de

significacao para a esta definicdo formal.

B (&)

l—t‘/

B, (® P B, (@&

Ba® MO 2@

1—¢ t
N\ / N /
B, (D) B,@ 4 B, (D ! B, (D Fi

./\.,/\,/\./\.

BoalD) B, 4 Ba@ B..@ g B, . (@)

_’./\../ \../ \../ \../\.

Figura 3. Disposicdomnemadnica para a obtencdo dos elementos da familia de polinémios de
Berstein (*)
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Antes de prosseguirmos, todavia, cabem dois exemplos que
justificam/proporcionam parte de nossa abordagem de aplicacéo e exploracdo do uso

do software Geogebra. O primeiro ewplo é formalmente conhecido comaemvoltério
convexade um conjunto de pontosX = (X, X, ..., X ) I IR".
O mesmo e definido como sendo 0 conjunto
CH(X):‘:;e.aox, +tq% -+ 3 %<|é a l=a 0§ IR (SPENCER, 1994, p.
i=0
7). Ademais, desta definicdo, podemos entdo enunciar o0 B&guieorema:

(propriedade do envoltério convexo): Todo ponto de uma curva de BEZj¢t) esta

no envoltério convexo definido pelos seus pontos de controle. Em outras palavras, para

todo ti [0,1], C", ()i CH(R, B, B,..., P) EIR".

Na definicdo formal anterior é flagrante a inexisténcia de qualquer apelo ou
recurso a visualizacdo, tendo em vista lidarmos com um espaco n dimensional. O
segundo exemplo referse a outra nocao da fafi@ de polindbmios de Bernstein (*). Na

figura 4visualizamos as familias indicadas ##r,(t), B ,,(t), B ,,(t). Mostraremos

nas préoximas secfes que para ordens elevadas, o uso dos Geogebra se mostra

inexequivel (ALVES, 2014b).

1
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Figura 4. Visualizacédo dos polindmios deeBistein de ordens 4, 14 e 24 com recurso em um software de
computacdo algébrica CAS Maple
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A positividade dos primeiros elementos da familia (*) pode ser diretamente

observada nas expressoes:
BO,l(t) =1 _t’Bl,l(t) t:1Bo,2(t) = t)z"Bl,z(t) 2t(E t)’Bz',z(t) £
'Bo,a(t):(l 't)a’ Bl,s(t) :3t(1 't)z 1Bz,3(t) 32 (1 '[)-,83’3 (t) t3

Ora, com a condicdo em qug¢t @ podemos inferir failmente, com origem

na figura 3 carater de positividade da curv& (), com0¢i @0(em cor azul claro),
bem como as cwas B ,(t), comO¢i ¢2(em cor vermelha)O carater de dinamicidade

do grafico nos permite acompanhar a evolucdo do traco de cada elementos da familia.

+ 7 Bezier Z.gsb

Arguiva  Editar  Exibir Opcdes  Ferramentas  Jdanela  Ajuda Entrar...
A - [ ) . _ (=]
|I %J . _l il e J)'_l GO & | alll| U (ame 222 il
= = - = = - - - - - - 2 )
~ Janela de Visualizag@do ~ Janela de Yisualizagdo 2
- - a2 1
12
TR Boalt) =11 Bratty =+
<
Byalt) =t o Bezier scurves
@ s (2)
0.1 B a(t) N |
.7‘\ 0.4 By sl t)
\_\_ 7
X os 1 o
y .
o oz o4 a5 s 1
s |
Entrada: =

Figura 5. Visualizacdo de propriedads relativas aos polinémios de Bernsteia sua positividade

Na proxima secédo, acentuaremaopriedades formais relativas aos polinbmios
de Berstein. Observaremos qtad familia apresenta um papel importante na teoria da

aproximacéao desenvolvida por Wesénass.

2. Algumas propriedades dos polindmios de Berstein
Com origem na definichko (*), facilmente concluimos que

Bo,l(t):]- -t’Bl,l(t) l:’Bo,z(t) (E t)z"Bl,z(t) 2(E t)aBz',z(t) 12’BO,ZB(t) d t? ’:Bl,a({) A t;j

, B, (1) =3t°(1 1),B;5() t. Uma propriedade recursiva refere & seguinte
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igualdadeB, ()=1 t)B, .,() B, ,.(1). Can efeito, partimos da expressao ao

lado direito, observando que:

- an-1 Q -1k n&l k 10 n1-(k-1) -
SRR ORI S LA 31 t)

an-1 n- k n&l k 0 n-k an ¥4 n @3- @ |f)k n é—t
et eyt vl B o B ) @ Ot D
¢ k = kgl 2 ¢ Kg¢ 49 € + K ¢
=B, (1)

Outra propriedade que pode ser inferida a partir da formula recorrente

B .= OB ,,() 8B,,() € ndo negativo. De fato, supondo padigcao,
facilmente, com origem nos casos inicigg(t) =1 + ©,B,,(t) t=0. Porintermedio
do passo indutivo, vemos qu& (1) =(1 1)B .. (1) B, () O.

Ora,podemos extrair outras propriedades. Por exemplo, vamos admitir que vale a

seguinte igualdadey ¢ X (1- X' =0 para qualquerxi (0,1). Tal expressdo, vamos
i=0

dividir pela poténcigl- x)" e escrevea C X (- )"

= X1 - 6 e, no passo
A CX aq( -¥’ p

seguinte, substituiremoy:::li \AcX@ X' & ¥[eVy 0. Agora, tendo em

- i=0 i 9

n

vista a expressag@ c y =0, para todoy >0 devera ocorrer, de modo irremediavel que
i=0

todos seus coeficientes séo nulos, isto é, escrevejmog =T, = ¢= 0

Tal fato mostra que dispomos de uma bésédra propredade relevante para os
polindbmios de Benstein diz respeito ao fato de ser uma particdo da unidade. De fato,

basta ver qué’1 B"(¥)=(x €1 X)" 1= 1,

i=0
Claramente, vemos que os polinbmios de Bernstein sdo simétricos relativamente

ao seguinte sentidoB  (t)=B,. @ -t). Ademais, eles gozam da propriedade
B, (0)=d, eB, (1) =q(deltade Knonecker) e sdo ainda limitados, segundo a restricao

[0,1. De modo detalhado, podemos inferir a seguinte propriedade

X

k

a B, ()= aB,..(1. De fato, escrevendo a soma parcial:
i=0 i 9
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k

a .k(t)—as(l DB, (D) #BQ (Y g

i=0

=@ -t)éa(l BB,L0) 8,00 §t a‘??(l@t)a W) B @ O

=1 DA B, ) t+aa ) (E t) aﬁk Mt AL B0

i=0 i 0= i 0=

Agora desta desigualdade

, calculamos as seguintes somas parciais:
n n -2

AB,(0=88,.00 =& 00 = =8O O @ § v1

i &

n-i né'i n—6 n- 'ék
Por outro lado, podemos escrev@  (t) = a? b(l -t) = pas( 1 3
c = k¢

n onai ., onxk n
‘a“)k'g? o%t'*ga( "

ko I -

Ora, a igualdadeB, ,(t) = a( 1) '2?( g(aet't e o fato de que o conjunto
H¢

,t”} constitui uma base para o espaco vetorial das fungdes polinomiais de
AN) dz YSY2NJ 2dz A3dz £ |

i=k

b :{1,t,t2,...

W warsquaR&ia i@ dmdate | LINE L.
ser escrito em termos da basé. Observamos que empregamos o Teorema da

expans&o binomial no desenvolvimento da expresdaa)™

Do ponto de vista da computacédo grafica, a propabel da particdo da unidade

€ relevante, quando empregamos os polindémios de Bernstein como modelo geométrico

Num outro sentido, podemos reescrever (**), do seguinte madcs t @“)

10
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21 . (n-k A I (kK H(n k-1l

Ak o oG e f&(k oG k g+ o el
il ai o a-1 0
=“(k1)|(|kl) %o ok-1 2 n Sk a2
i:% n B|n 1(t) :t| k—alé n %n 1(t) ﬂan 1t6CB| 1n 1(t)
(k-Di(n -k By -1 9 %19
5i-1 6 i 4 5
n %19 n k& 9
_ : 3
Cr e R
k-1 2 kE 9

Agora, vamos verificar a prdpdade de independéncia linear dos polinémios de

Bernstein. De fato, se existem constantesc,c,,...,G € assumimos a seguinte

igualdade:0=,B,,(t) 46B,() &B,() .+ G1B.,(} B )X Veremosquea
Unica possibilidade é aquela em que todos os escalares sae. riRdira verificar tal

ilacdo, escrevemos a seguinte expressao:

0=G,8, () 6B, () &B, () oB(} GB(X .. +£, B0 £.B )t £ B
P AN GA 6L N & 085, ,N i A& 84 G40 d4
0=0A (Vg g Ga(Y | of i) U @ 8&td e qd
BRI A
0= €, .an dago e n 2 tf?iﬁi-ﬁ.éi” 3 ﬁé.ﬂ@éld. ne n p #
TREARYT 2 P o FRESG T §

Por fim, usamos fado que a bage € L.l. assim deveremos ter ainda que:

_ga an Gl.azélaéq n (o] 6& n OE
= 2elro o*uae B é 2
éi=o % gl.gu—lé 2 ? ; én n C

Ora, de imediato, obtemos qag=0. A partir disto, substituiremos nas expressoes
remanescentes, para inferir que=0. Assim, repetindo o mesmo procedimento,

concluiremos qu&, =¢ =T, = G= 0 e segue o resultado.

No ambito da MatematicAplicada, as propriedades registradas ha pouco, bem
como outras, sdo empregadas no tratamento de imagens. Logo abaixo, vemos um artigo
devido a Berstein, envolvendo propriedades atinentes ao teorema de Welierstrass. Logo
adiante, na figura 6, divisamos atabilidade adquirida no processo de aproximacgao

polinomial convencional e, 0 mesmo envolvendo polindmios de Berstein.
11
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Demonstration du théoréme de Weierstrass fondge sur
le calet! des probabilités.

Je me propose d'indiquer ane démonstration fort simple du théoréme
suivant de Welerstrass: |

8i F(x) est une forction continue queleongue dans Pitervalle 01, 1
est {orjonrs possible, quel que pelil que soil e, de délerminer tn polynome
Er) = age* 4 a1 4. aq de degré n asses élevd, fel qu' on aif

| F(z) -~ Eyfx)| <¢

i ot point de Uintervalle consuléré.
A cet effet, jo considbre un évenement A, dont la probabilité est
dpale & x. Supposons qu'on effectue n expiriences &b qua l'on convienna
m L]
de payer & un joueur la somme F (ﬁ), s I'dvenement A se prodult m
[oie, Dans cos conditions, Vespérance mathématique K, du joveur aura
pour valeur -
.F. ﬂ;‘iF[m C'“I.' 1 .:--1_'}"—“ “}
J‘=u2:|ﬂ ;I:)I " Il:. I
Or, il régnlte de la continuité de la fonction F'(z) qu'il est possible
de fixer nn nombre d, tel que I'inégalité

EEEAT ’
eftraing o
‘ Fla)=F(a)| <5:

dp sorte que, si F(z) désigne le maximum el F(z) le minimum de Fix)
dans l'intervalle (2-=-d, x-4), on & '

F) - F@) < ;. Fiy— Fly <. (2

2

S. N. Bernstein, Comm. Kharkov Math. Soc. (1912)
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Figura 6. Visualizagcdacomparativa entre o processo de aproximagéo polinomial de cldssico com outro
processo envolvendo aproximagédo por intermédio de polindmios de Berstein

3. Avancos na Tecnologia atual

Em computacgdo grafical®esign as curvas acima sdo bastante empregadas no
gue concerne ao processo de aproximacao de figuras (DUCAN, 2005, p. 123). No
proximo exemplo, indicaremos duas possibilidades de se descrever o tracgo relativo a
uma curva de Bezier. No primeiro caso, enfatizamos fortemente as propriedades do
polinbmios de Bernstein e propriedades analiticas do Célculo. Por outro lado, no
segundo cso, empregaremos apenas o algoritmo de P. Casteljau, desenvolvido na
década de 60 (FARIN, 2005).

13
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Ora, outras complexas aplicacGaslem ser encontradas na literatura cientifica,
no que concerne ao estudo de curvas de Bezier e dos polinbmios de Bernstein. Por outro
lado, neste trabalho apresentamos algumas aplicacbes que exigem pouca sintaxe e
dominio de ambos os softwares de materngati Deste modo, sugerimos uma via de
exploracéo de noc¢des complexas, que admitem uma interface com vérias outros ramos

de investigacdo e que admitem um via de transposi¢do didatica numa aula de CVV

(ALVES, 201%a

Figura 8. Supeficie de Beziecom CAS
Na computacao grafica, como indicamos logo abaixo, a no¢céo de curva de Bézier

foi empregada para obtencdo de objetos tridimensionais, nesse caso, falamos da

superficie de Bézier.

Figura 9. Processo dexproximagdo por meio da superficie de Bezier em 3D
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Figura 10. Processo de aproximacao por meio da superficie de Bezier em 3D
4. Exemplos de uso dos softwares GeoGebra e o CAS Maple

Em nosso approach, devido a determinadas linGigespa construéo de curvas

de Bezier, de grau elevado, GeoGebrando proporciona adescricdoanaltica que

indicamos em (*)Daj realizamos as contako algoritimo interado e o observamos na

figurall.
b x
Arquivo () Editar (E) Visualizar (V) Inserir () Formatar (R) Tabela (A) Desenho (D) Grafico (P) Planilha () Ferramentas (T) Janela (W) Ajuda (H)
DEBSEG B ¢ ETPX EE = NI0Fe & Bag @ i
|wFavortns | A : Matemitica  Desenho  Grifico  Animacio Ocultar :l
E— (C mapletnput ) Monospaced v~ I u E = M =i
[T=1 (240 =1) e+ (244092)) ({1 —1) (244098 +1(6.7+092)), (L =1) (T2(1 =)t + (72 -1081)) +1((1-1) (T2 -1081)  (24)
Pesquisar
+1(11.6-3181))]
public ] L
> evalm((1-t) *b_2+t*b_3l B

Papular i [(T=)((1=1) (244097) +1(67+091)) +1((1—1)(6.74+09¢) + (76 —1567)), (L =) (1 —1) (72— 1087) + ({116 =3187)) +¢((1 (25
johnny_wede 118y _ _ _

ook I (116 —31.87) 4+ 1(-202+151.21))]

flopez g > o 1:=Vector (2, [(1-t)*(2.4% (1-t)*L+b* (2. 4+.9%¢) ) +er ((1-£) * (2.4+. 9% L) +£* (6.7+.9%L) ), (1-t)*(7.2% (1-t) *t+t*

fetMore Gems from the ... (7.2-10.8%t) ) +£* ((1-£) *(7.2-10.8%t) +£* (11.6-31.8%t))]) ;

riopez 41 _ _ _

o )= (1= (24 (1 =)t +e(244090)) + (1= 1) (244051 +1(6.7+091)) 6
cithe B (T=0 (7201 =0 e+ 1(72=1080)) + ({1 =) (72-1080) + (116 —3181))

What's New in Maple 16 =

m » o 2:=Vector (2, [ (1-t)* ((1-t)* (2.4+. 9% L) +£* (6. 7+.9%¢) ) +t* ((1-t) * (6.7+.9%t) +t* (7.6-15.6%t)), (1-t)*((1-t)*

Partial Fraction Decompa... (7.2-10.8%t)+t* (11.6-31.8%) ) +t* ( (1-t) * (11.6-31.8%t) +£* (-20.2+151.2%t) ) 1) ;

johnny_wele b1 >

ToPaken (1=1) ((1=1) (244091) + 1 (67 +091)) +£((1—1) (674 091) + 1 (16— 1561))

johnny_weie P} s (27)
TgPakien v6.9 (=0 ((1=1)(72-1082) + (116 —31.87)) + ¢ ((1—2) (11.6 = 31.81) +£(-202 4+ 15121))

o ettnion 2| | |[> evaln( -ty e 1eere 2);

= g =1 (=1 (241 =)t +2(244090)) +((T—1) (244098) + {67+ 098)) )+t (L= ({1 —1) (24 +090) +£(67+091)) +1((1 (28)
Lines - The Devil Is in the... — 1) (6.7+09¢) + (76— 1564))) (1 =) ((1—=1) (T2(1 =)t 4+2(72—-1088)) + ¢ ((1 =) (72— 108¢) + (116 —3184))) +¢((1

rlopez 135 _ _ _ _ _ _ -

Fiting Crdes n Space .. I D((1=1)(72-1081) + (116 —3184)) + (1 —1) (11.6 — 31.81) +(-202 + 1512¢)) )]

EOOOO (L v

v| ¢ >
® Pronto C:\Users\Regis\Desktop Memdria: 4.18M Hora: 0.125 Modo de Texto
Figura 11. Descri¢do analitica de uma curva com o auitio do CAS Maple
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Figura 12. Visualizacido de uma supeifcie gerada pela rotaéo de uma curva de Bezier com o

GeoGebra 3D
x
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Figura 13. Visualizacido de uma supericie gerada pela rotagdo de uma curva de Bezier com o
GeoGebra 3D

Na pioxima seéo, trazemos alguns exemplos aglicacdo
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Exemplo 1: considerar 0s

R=B0:F 01k

Vamos,

£ 1.0)F,

pois,
(G DR

polindbmios de Bernstein constituem uma base para a representacdo dessas curvas.

Omtos:

(3,C. Neste caso, sabemos que 0s

Deste modo, avaliamos os elementos da base a partir da expressdo obtida por

(-t) ¢) E @@ t)-tY+1r 4 o que prodiz as expressoes:

[@-t)*, 41 +),8°@Q t-Y,4° (Lt *. Doravante, escrevemos as seguintes

componentes de nossa cuna(t) = (x(t), y(t)):

gx(t)=(L )" 3 41 tf- 0 B (Ft§ (1) ¥ @tpot’ -3 AF+ 12
LU= 4F 0 41 1F-1 & @F1] 0 £t) (D4* 0 F 4123 ¢

Deste modo, conseguimos a seguinte parametrizagég = (x(t), y(t)) . Agora,

temos o vetor velocidade a'(t) = (x'(t), y'(t)) =24t 12,24 24 4 e

facilmente podemos efetuar/realizar o estudo do sinal de suas fun¢cées componentes.

De imediato, obtemos

que 24t-12=0 3 £ enquanto que
3-+3 3 w3
247-24 +4 © B 3.3 d, —=J"/—_
6 6
Tabela 1: Descri¢cdo do traco darga a partir das componentes do vetor velocidade.
Valores do  parametrol t <t t <t 4/2 ]/2<t <, t, <t
ti [0,1]
Estudo do sinak'(t) - - —+ +
Comportamento dex(t) | Decrescente | Decrescente | Crescente Crescente
<< << _ _
Estudo do sinaly'(t) + = = 4
Comportamento dey(t) Crescente Decrescente | Decrescente | Crescente
- ® ® -
Vetor resultante — “— — >
1 — 1 1 \T \l’/ x\l’
a'(t) = (x(t), y (1)
Fonte: Elaboragao propria
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Agora, com origem na tabela acima, convidamos o leitor ao entendimento da
figura abaixo. Assinalamos, todavia, que apenas recorrendo aos conhecimento do CVV,
elaboramos a tabela 1(ALVES, 2014b). Com arrimo da figura 1, indicanvetores

velocidade relativamente a cada trecho de variagcdo correspondente ao parametro

ti [0,1]. Com efeito, pard <t,, divisamos que o vetor resultante se descreve por

Seguindo osvalores crescentes do parametro, para o intervdject 4/2,

inferimos também, com origem no sinal das func@gs$) e y'(t) que o comportamento

resultante é do tipo.. Ora com origem na coluna trés, relativamente ao intervalo

1/2<t 4,, inferimos gque o vetor resultante se comporta como.

Por fim, no trechot, <t, inferimos que o resultante obtido € do tipo .
Finalmente, a partir da informacao desses vetores, podemos marcar as regioes (fig. 1)
na tela do Geogebra, que enumeramos por 1,2,3 e 4. Desta maneira, apresentamos na
figura 1, 0S dados visuais relativos a parametrizacao

. Assinalamos neste caso que 0s
conhecimentos do Calculo em uma variavel foram reutilizados no contexto do Célculo
em varias variaveis. Na figura 1 indicamos ainda o traco restante da curva, para valores

do parametro e

Figura 14. Obtenc¢édo do traco de uma curva com o uso dos polindmios de Bernstein e o Calculo
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